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OZET

Bu caligmanin amaci, kiiresel sekilde simetrik bir potansiyelden yiiksiiz bir pargacigin
sacilmasini incelemektedir.

Kuantum mekaniksel yaklasimda, bu zamandan bagimsiz Schrédinger denkleminin ¢oziilmesi
anlamina gelir. Bu denklemin analitik ¢oziimleri sadece potansiyelin birkag 6zel gekli igin
bilinirler. Genelde denklemin niimerik olarak ¢oziilmesi gerekir.

Bu denklemin kiiresel gekilde simetrik bir potansiyel igin niimerik olarak ¢ézmek nispeten
kolaydir. Kiiresel sekilde simetrik potansiyellere sinirlama Schrodinger denkleminin kiiresel
koordinatlarda ifade edilmesine ve adi diferansiyel denklemlere ayrilmasina gotiiriir. Bu
ayrilma islem yolu 3. Béliim'de tartistlmigtir. Adi diferansiyel denklemlerden biri, radyal
harekete ait olan diferansiyel denklemdir. Bu radyal denklem ve niimerik ¢6ziimii 2. Boliim'de
ele alinmugtir ve ¢6ziimiin (0, ) aralifinda elde edilmesi 4. Béliim'de incelenmistir.

Ik i¢ bsliimde goz 6niine alinan yontemlerle sagilma probleminin incelemesi ve sagilmanin
karakteristik biiyiikliklerinin hesaplanmas: 5.B6liim'de tartigilmigtir.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to examine the dispersion of a neutral particle from a
sphericallysymmetric potential in spherical manner.

In quantum mechanical approach, this means the solving of time indepentant Schrodinger
equation. Analytic solutions of this equation are only known for a few specific from of
potential. In general the equation must be solved in numeric.

The solving of this equation in numeric for spherically formed symmetric potential is partly
simple. The limitation to spherical formed symmetric potentials leads Schédinger equation to
express though spherical coordinates and to split into ordinary differential equations. This
splitting process is discussed in Section 3. One of the ordinary differential equations belongs
to differential equation having radial action. This radial equation and numerical solution is
dealed in Section 2 and obtaining of (0, o) range of the solution is examined in Section 4.

Study over the dispersion problem through the methods reviewed in first three section and the
calculation of characteristic magnitudes are discussed in Section 5.
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1. GIRiS
Schrédinger Dalga Denklemini C6zme, goéreli olmayan kuantum mekaniginin temel
problemidir. Bazi karmagik problemler tek-pargacik Schrédinger denklemini ¢dzmege

indirgenebilir. Buna uygun olarak tek-par¢acik Schrodinger denkleminin ¢éziimleri atom ve
niikleer fizikte kabuk modellerinin durumlarini teskil ederler.

Iki parcacigin karsilikli sagilmasi da tek-pargactk Schrédinger denkleminin ¢oziiminii
gerektirir. Bu denklemin ¢6ziimii analitik olarak sadece potansiyelin birkag 6zel bigimi igin
yapilabilir. Diger hallef icin bu denklem niimerik olarak ¢6ziiliir. Bu tezin birinci boliimiinde
segilen 6zel bir V(r) potansiyeli i¢in Schrédinger denkleminin radyal kismi niimerik olarak

¢cozlilmiigtlir.

Séhrﬁdinger denkleminin (r,0,p) kiresek koordinatlarda aynlabilir bir kismu diferansiyel
denklem olmasindan dolay: (19, (0) ’ye bagli ¢6ziimler veya kiiresel harmonikler ikinci

boliimde incelenmigtir.

Ik iki bolimde Schrédinger denkleminin sonlu aralikta ¢oziimleri tartisilir. Sonsuz aralikta

¢oziimlerin tartigmast tigiincii b6liimde verilmigtir.

Tezin dérdiincii boliimiinde esas problem yani nétronlarin agir atom gekirdeklerinden esnek
sagilmasi ele alinnugtir. Bir ndtron bir hedef ¢ekirdege carptiinda sagilma agisi ile
yansitilmigtir. Diferansiyel sagilma tesir kesiti sagilma agisinn bir fonksiyonudur ve sagilma
olay1 Schrédinger denkleminin ¢éziimiinii gerektirir. Kiiresel simetrik potansiyel i¢in Woods-

Saxon potansiyeli se¢ilmisgtir.

‘P(r) ¢6ziim dalga fonksiyonunun asimptotik formundan diferansiyel sagilma tesir kesiti ve

toplam sagilma tesir kesiti hesaplanmustir.

TC. YOKSEKOGRETIM KURULY
T 'ON MERKEZE
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2. FOX- GOODWIN YONTEMI iLE RADYAL SCHRODINGER DENKLEMININ
cOZOMU

2.1. Problemin Formiilasyonu:

Schrédinger denklemini ¢6zme, goreli olmayan kuantum mekaniginin merkezi problemidir.
Bir basit hal, bir dig potansiyel i¢inde spinsiz bir pargacigin hareketinin incelenmesidir. Bu

halde zamandan bagimsi1z Schrédinger denklemi,

H¥ ()= E¥(F) (2.1a)

ve beraberinde Hamilton operatorii

2
H= —h—A+V(7) (2.1b)
2m

yazilir.

Sayet pargacik potansiyel tarafindan sagilirsa, E enerjisine herhangi bir pozitif deger
verilebilir. Sayet pargacik potansiyel tarafindan baglanirsa, E negatif olur ve sadece kesikli

degerler alabilir.

Bazi karmagsik problemler tek-pargacik Schrddinger denklemini ¢6zmege indirgenebilir. Buna
uygun olarak tek- pargacik Schrddinger denkleminin ¢oziimleri atom fizifinde ve niikleer
fizikte kabuk modellerinin durumlarinin esasim tegkil ederler. iki par¢acigin kargilikl
sagilmasi da (2.1) tipindeki bir Schrodinger denklemine gotiirlir. Bu halde 7 iki pargacik
arasindaki mesafe vektoriidiir, m indirgenmig kiitledir ve E kiitle merkezli sistemde, yani

icinde iki par¢acifin kiitle merkezinin durgun oldugu eylemsizlik sisteminde enerjidir.
(2.1)’in analitik ¢6ziimleri sadece potansiyelin birkag &zel formu i¢in bilinirler. Genelde
denklemin niimerik olarak ¢dziilmesi gerekir. Bunu kiiresel olarak simetrik bir potansiyel igin,

yani

V(FE)=v(r) | (2.2)



3

oldugu zaman ¢dzmek oldukga kolaydir. Asagida bu kosulun yerine getirildigini kabul

edecegiz.

Merkezi potansiyellere kisitlama (r, o, (0) kiiresel koordinatlarin dahil edilmesini uygun kilar.
O zaman Schrédinger denklemi ayrilabilir, yani radyal hareket igin bir denklem ve agisal
hareket i¢in bir denklem elde edilir. Ayrilma islem yolunu 3. béliimde ayrintili olarak ele

alacag1z.

Agisal hareket igin diferansiyel denklem V(r) potansiyelini igermez. Goziimleri Y, . @.,0)
kiiresel harmoniklerdir. Radyal hareket i¢in diferansiyel denklem

2 42 2
e d I(1+1
"z:;;r?“l(r)*%‘(ﬁ—)“l(f)“’(f)“l(*E“l(f) @3

seklindedir. Y, (8,p) kiiresel harmonikleri ve u,(r) radyal fonksiyonlan kullanarak, (2.1)

Schrédinger denkleminin ‘P(F) genel ¢6ziimii kismi dalgalarin bir siiperpozisyonu olarak

ifade edilebilir:

Y=Y %ul (t)CLm Y,m (6.9) 2.4)
l,m

(2.1) Schrédinger denklemi her bir kismi dalga ile ve bunun sonucu olarak onlarin toplami ile

saglanir.

(2.3) ve (2.4)’de ortaya ¢ikan [ niceligi, agisal momentum kuantum sayisidir. m sembolii genel
olarak kuantum mekaniginde hem kiitle i¢in ve hem de magnetik kuantum sayis1 (agisal
momentumun z bileseninin kuantum sayisi) i¢in kullamlir. (2.4)’de m magnetik kuantum

sayisidir.

Toplam dalga fonksiyonunun agisal momentum kismi dalgalarina ayrilmasi belirli avantajlar
getirir. Bagh haller sadece bir kismi dalga ihtiva eder. Sagilma halleri igin birden ¢ok kismi
dalga hesaba alinmalidir, ama ekseriya sadece az sayida kismi dalga hesaba alimir. Bunun
sebebi sudur: Coulomb potansiyeli hari¢, ¢ogu fiziksel potansiyel kisa menzillidir. Sonlu

enerjili ve bilyiik agisal momentumlu pargaciklar etkilesme bolgesine giremezler. (2.3) radyal
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2
denklemde bu durum, h Z(Z+1)/2mr2 merkezkag engelini ihtiva eden, ikinci terimle ifade
edilir. Merkezkag engel, V(r) "nin ihmal edilebilir oldugu /’nin biiyiik degerleri i¢in kuvvetli
olan bir potansiyel gibi “etki eder. V(r)ihmal edildigi taktirde (2.3) denklemi, analitik

¢oziimleri bilinen serbest Schrédinger denklemi olur. Bu ¢6ziimler 4. béliimde ele alinirlar. O

halde (2.3) radyal denklemini sadece /’nin birkag degeri i¢in ¢6zmeliyiz.

(2.3) radyal Schrédinger denklemi ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Bunun
uygun sekilde tek bir ¢6zlimiinii elde etmek i¢in iki sinir kosuluna ihtiya¢ duyulur.

Kosullarn biri, ly/(F )[2 olasilik yogunlugunun koordinatlarin orjininde sonlu kalmaya mecbur

olmasindan elde edilir. Olasilik yogunlugu

wE) =22 ) C,nY,, (6, co)‘ 2.5)

tm T
ile verilir. Olasilik yogunlugu, ancak
u,(0)=0 (2.6)
ise, C,,, keyfi agilim katsayilar igin orjinde sonlu olabilir. Bu birinci siur kogulumuzdur.

Ikinci smir kosulu, #, (r) dalga fonksiyonlarinin normalizasyonu miinasebetiyle ortaya ¢ikar.

Burada bagli durum ¢oztimleri (E <O)ve sacilma ¢oziimleri (E >0) arasinda ayrim

yapmaliy1z.

Bagli durumlarda pargacigin hareketi (veya iki pargacigin bagil hareketi) sonlu bir uzaya

kisitlidir, yani dalga fonksiyonu bire normalize edilebilir olmalidir. Ikinei simir kogulu olarak

dalga fonksiyonunu deneme bakimindan keyfi sekilde segilen bir 7 (¢ 0) mesafesinde

herhangi se¢ilen sayiya, 6rnegin 1’e, esit alabiliriz:

u,(r)=1 2.7
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Radyal denklemin ¢6ziimii buna uygun olarak tayin edilir. Coziimii niimerik olarak bulacagiz
ve potansiyelin menzilinden daha biiytik r degerleri i¢in ¢6ziimiin,

u,(r) > ae™ +bet™ (2.8)

formuna sahip oldugunu gorecegiz; burada

K=(2’”§; E)ji (1.9)

dir. Yine de normalize edilebilirlik i¢in kogul,

© 2

[lu, (), dr = soniu, (2.10)

0

ancak b, sifir olursa yerine getirilir, zira aksi halde , (r) fonksiyonu r’nin biiyiikk degerleri
i¢in sinirsiz artabilecektir. b, 'nin, radyal denkleme tarafimizdan dahil edilen bir E enerjisinin
fonksiyonu oldugunu gérecegiz. E, bir baglanma enerjisi i¢in, b, E’nin bir fonksiyonu olarak

sifirdan gececektir:
b,(E,)=0 @.11)

Bu sifin1 su keyfiyetten tamiyacagiz: r’nin biiyiik degerleri igin u, (E, r) dalga fonksiyonu, E
enerjisindeki Onemsiz degisimler i¢in bliylik negatif degerler ve biiyikk pozitif degerler
arasinda hafif etkilenir. Degismenin meydana geldigi enerji £, baglanma enerjilerinden
biridir. E=E, igin u,(E,r) dalga fonksiyonu normalize edilebilir olur. Pratik hesaplama i¢in
(2.10) integralinde iist integrasyon limiti yerine fazla biiyik olmayan bir R degeri
yerlestirmeliyiz, zira ¢Ozimimiiz niimerik olarak biiyiik » degerleri i¢in kararsiz olabilir. (2.7)
keyfi ikinci simur kosulundan dolayr elde edilen (E,.,r) bagli durum fonksiyonu

normalizedir ama bire normalize degildir. Yine de,

. YiusEKOCRETIM KURULY
T 'ON MERKEZE
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R
[l (B, 7} dr=N? (2.12)
0

integralini hesap edebiliriz ve sonra
", (Ei,r)=%u, (E,.7) (2.13)

ile bire normalize edilen bir bagli durum fonksiyonu elde ederiz. Schrédinger denkleminin

lineer olmasindan dolay: da 1;1 (E,,r) denklemi saglar.

Sacilma ¢oziimleri igin E enerjisi, bir hizlandiric: tarafindan verilen enerjinin fiziksel 6nemine
sahiptir ve herhangi bir pozitif deger alabilir. (2.6) ve (2.7) sinir kosullar1 ile ama artik

asimptotik olarak sifir olmayan yegane taniml bir u, (E, r) ¢bziimiinii yine elde ederiz. Sayet

V(r) potansiyeli uzun menzilli bilesene sahip degilse, o zaman u,(E,r) su asimptotik sekle

sahiptir:
. Iz
w,(E,;r)>N sm(Kr e 5,) (2.14)
burada
1
2mE \2
K= ( 3 ) (2.15)

(2.7) ikinci sinir kogulu bize N igin bir deger verecektir. Istersek, # (E , r) ’yi %V ile ¢arparak

normalize edebiliriz. Normalizasyon bu halde su anlama gelir: Dalga bire esit bir asimptotik

genlige sahiptir. §, niceligine sagilma fazi adi verilir. Sagilma fazi E enerjisinin bir
fonksiyonudur ve 3. ve 4. bolimlerde daha ayrintil1 tartigilacaktir. l% niceligi, agisal

momentum engeli tarafindan hasil edilen bir faz kaymasidir.
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Bir fiziksel 6rnek olarak, Coulomb etkilegmesi ile iki o pargaciginin karsilikli sagilmasim
gbz Oniine alacagiz. -« sagilmasi oldukea ilgingtir, zira «a pargaciklar1 gercekte nokta
kiitleler degildir, ama helyum atomlarimin gekirdekleridir. & pargaciklar: her biri iki proton
ve iki nétrondan olugurlar. Sayet iki « pargacip, birbirlerine niifuz edecek sekilde yakin
iseler, o zaman Pauli ilkesi etkilesme tizerinde nemli bir etkiye sahiptir. Bununla beraber iki
o pargaciginin kargihkl sagilmasi bir basit potansiyel vasitasiyla ¢ok iyi sekilde tasvir

edilebilir. Potansiyel i¢in

v (r)=-V, exp(- ) (2.162)
ifadesini kullaniriz; burada

V, =122,694MeV  ve B=022fm" (2.16b)

Gergege uygun bir hesaplama igin ayrica Coulomb potansiyelinin hesaba alinmas: gerekli

olacaktir.

(2.3) radyal Schrédinger denklemini (2.16) potansiyeli ile ¢6zecegiz ve ¢oziimleri ayrintili
olarak inceleyecegiz. A¢isal momentum kuantum sayilar olarak /= 0,2,4 ve 6 segecegiz. Tek
agisal momentum kuantum sayilari Pauli ilkesine gére iki @ pargacigi i¢in yasaklanirlar.

Enerji birimimiz i¢in 1 MeV ve uzunluk birimimiz 1fm’dir.

Negatif enerjiler bélgesinde dort bagli durum, soyleki /=0 igin ti¢ bagli durum ve /=2 igin
bir bagli durum, bulacagiz. / =0 igin iki en disiik bagli durum ve /=2 i¢in bir bagli durum
fiziksel degildir. Bu ii¢ baglhh durum Pauli - yasak durumlaridir ve onlar 8 niikleonun gok
yogun paketlenmesine karsilik olurlar. Ancak bu fiziksel olmayan bagli durumlardan dolay:
(2.16) potansiyeli sagilma dalga fonksiyonlarim1 pekala yeniden hasil eder, zira bu dalga
fonksiyonlar1 bagli durum fonksiyonlarina ortogonaldirler. [ =0igin tictincli baglt durum da
farkli bir sebepden dolay: fiziksel degildir. Coulomb etkilesmesini ihmal etmistik ve buna
gore iki o pargaciginin zayif olarak bagh bir durumu ortaya ¢ikar. Coulomb potansiyeli dahil
edildigi taktirde bu bagli durum 0,092 MeV’de iyi bilinen keskin rezonans durumu olur; bu

rezonans durumuna 8Be ¢ekirdeginin kisa Smiirlii temel durumu olarak da bakilabilir.
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Bagil bir hareket ile ilgilendigimizden, (2.3) radyal denklemde ve (2.9) ve (2.15)de «

pargaciklarindan birinin kiitlesi yerine iki « pargacigimin indirgenmis kiitlesini kullanmaliyiz.

O sadece h%m kombinasyonu i¢inde meydana gelir.

2
M 10375MeVin® 2.17)
2m
2.2 Niimerik Céziim Metodu

(2.3) radyal Schrédinger denklemi

u'(r)+ w(ru(r)=0 | (2.18)

denklemine egdegerlidir; burada

w(r)=il—T[E ()]~ 1+1) (2.19)

rZ
kisaltmasim kullandik. / indisi bu andan itibaren unutulacaktir.

(2.18)’in niimerik isleme alinmasi igin, u”(r) tiirevi yerine bir sonlu fark ifade
yerlestirilecektir. Ek 1.1°deki tig nokta formiliinii kullanarak, O(h?) hata terimini ihmal
ederek en basit yaklagiklif1 elde ederiz:

u"(r) _ ulr + h)+ ulr — 1) —2u(r)

h2 (2.20)
o0 zaman (2.18) denklemi
ulr + h) + u(r-h)—2u(r) +w(r)u(r)=0 2.21)

h2

veya



uly + h)=2u(r)— u(r - 1) - K> w(r)u(r) (2.22)

olur. Ornegin, simdi

u(0)=0 (2.23)
veE
u(h)=1 (1.24)

ispatsiz kabul edilirse, o zaman (2.22)’yi kullanarak oncelikle u(2h) tayin edilebilir. u(h) ve
u(Zh)’dan u(3h) tayih edilebilir ve boyle devem eder. Boylece s geniglikli gbze sahip

esmesafeli noktalarin bir sebekesi elde edilir. (2.22) yaklasma denklemi, Ek 1.1°de meydana
“gelen hata terimini uygun bir tarzda hesaba alarak, iyilegtirilebilir. Ek 1.1 ve Ek 1.2’den

ulr + h)+ ugz —h)-2u(r) _ u'(r)+ _il_;_ u9(r)+0(n*) (2.25)

elde ederiz. Sayet (2.18)’de u”(r) ’nin yerine yerlestirmek {izere (2.25)’i kullanirsak, diizeltme

terimleri sag tarafta goriinir:

ulr +h)+ ug*2 —h)-2u(r) +w(rulr)= % u(")( )+ O(h") (2.26)

Uc nokta formiiliinii terketmeksizin, 4> mertebeli diizeltme teriminin sifir olmasini saglayan
bir yontem vardir. Bu yonteme Fox-Goodwin, Noumerov veya Cowell yontemi ad: verilir.
Biz ona Fox — Goodwin yontemi diyecegiz.

Yo6ntemin piif noktas: sudur: (2.18)’e
1424 227)

operatorii uygulanr ve bdylece

2

[1 L )u~(r)+w(r)u(r)+ﬁid—[w(r)u(r)]=o (2.28)

+__.__
12 dr? 12 dr?

TC YOKSEKGGRETIM KURLLY
DOKORIANTASY QR MITIG: 7
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elde edilir. Sonra birinci teriminin yerine konmak tizere (2.25) denklemi kullanilir ve

ulr + h)+ u(r—h)—2u(r)' 4 K d? N
e + 0" )+ wllur) + 5 =5 [l (r)] =0 (229)

ele geger.

Sonra A* ve daha yiiksek mertebeli biitiin terimler ihmal edilir. $imdi [u(r)w(r)] nin ikinci
tiirevi yerine (2.20) tipli bir yaklagiklik yerlestirilebilir, ¢linkii (1.29)'da ortaya gikan h%2

arpant simdi 4* mertebeli birinci diizeltme terimini meydana getirir. Bundan dolay:

ulr + h) +u(r—h)- 2u‘(r) w(r + B)u(r + 1)+ w(r — Ru(r - B)—2w(ru(r) _
e bl )+ 2 RM Ay -0
(2.30)

veya

2ulp) -l )~ O )+ e Rl )]

u(r +h)= 7
1+ —wlr + h)
12

(2.31)

elde ederiz. Artik bu denklem (2.22)’nin yerini alir ve yine 4 genislikli géze sahip olan bir eg
mesafeli noktalar gebekesi lizerinde u(r) fonksiyonunu hesaplamamiza imkan verir. (2.31)’de

ihmal edilen terimler (2.22)’de ihmal edilen terimlerden /#’min iki mertebesi daha kiigiiktiirler.
2.3. Program Yapma

(2.31) Fox-Goodwin tekrarlamasim1 kullanarak (2.3)’ti ¢6zmek igin (2.18) diferansiyel

denklemini ¢&zen, Fox ad1 verilen bir alt program yazanz. (r, ), (4, ) ve (w,) dizilerini

ro=ih, u, =u,(r,), w, =w(r) i=01,..,i (2.32)
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ile birlikte dahil ederiz. Radyal dalga fonksiyonu [O, b] aralifinda hesaplanacaktir, yani

aralifin alt siminn »=0’da ve érallgln tist sinir1 7 = b ’de bulunur. [0, b] aralig
h== , (2.33)

uzunluklu i, sayida alt araliklara boliintir. Bundan dolay1 g6z noktalarinin sayisi i, ’e esittir.

(2.32) ve (2.33)’deki gosterimle, (2.31) asagidaki formda yeniden yazilabilir:

2
2u; —u, -~ % [Low,u, +w,u,.,]
Uy = — v 2.34)

I+ —w,,
12

CIZELGE 2.1. Fox alt programinda kullanilan gésterim (Schmid, 1988)

Fiziksel Ad Fortran Ad
ip IB
b B
h H
u u@d
Wy wa

Cizelge 2.2, Fox altprogramimi gosterir; kullamlan gosterim Cizelge 2.1°de bulunacakiir.
Program, b integrasyon aralifinin tist smurmi u(r) ¢6ziim fonksiyonunun u, degerlerini

Fox’dan geri alir (100. satirdaki parametre listesine bakiniz). 104. ve 105. Satirlarda (2.23)
ve (2.24) sinr kosullar belirtilirler.
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CIZELGE 2.2 Fox alt programi (Schmid, 1988)

SUBROUTINE FOX (IB,B,W,U)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION W(0:1B),U(0:IB)

H=B/IB |

U(0)=0.D0

U(1)=1.D0

DO 10 I=1, IB-1

U@+)= (2.D0* U() — U(-1)-H*H / 12.D0* (10.DO*W(I*UD)+W(I-1)

*U(I-1)))/ (1.DO+H*H/12.DO*W(I-1))
10 CONTINUE
END

100

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

(2.34) tekrarlamasi 106. satirmndan DO- dongtisiiyle basarilir.

Potansiyel fonksiyonunu kolayca degistirebilmek igin, V' fonksiyon alt programini dahil

ederiz; Cizelge 2.3 ve Cizelge 2.4'e bakimz.

CIZELGE 2.3. V fonksiyon alt programinda kullamlan gésterim (Schmid, 1988)

Fiziksel Ad Fortran Ad
Vo 140
) BETA
r R

CIZELGE 2.4. V Fonksiyon alt programi (Schmid, 1988)

DOUBLE PRECISION FUNCTION V(R)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

PARAMETER (V0=122.694 D0, BETA=0.22 D0)

PARAMETER (EXPMAX=50. D0)
IF (BETA*R*R.LE.EXPMAX) THEN
V=- VO*EXP(-BETA*R*R)

ELSE

V0=0.D0

END IF

END

200

201
202
203
204
205
206
207
208
209
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Bu halde V, r ayrilma mesafesi i¢in a—a etkilesme potansiyelini (2.16)'dan hesap eder
(205. satir ). Potansiyel parametreleri sabit kullanilir (202. satir ). 204 ve 208. satirlarindaki IF
blogu miimkiin olabilir bir lissii agmasim temin eder ve ayrica iistel fonksiyonun ekseriya

gereksiz gekilde hesap edilmemesini saglar.

Cizelge 2.6, P1 ana programimn niimerik kismim gosterir; kullanilan gosterim Cizelge 2.5'de
listelenir. 307. satirindan itibarenrDO- dongiistinde r, gbz noktalan (1.32)den ve w(r)=w,
fonksiyon degerleri (2.19)'dan hesap edilirler. 306. satirinda w, =0 aliriz. Bu, hakli bir
sebebe ihtiya¢ duyar, zira sifir olmayan agisal momentum igin, w(r) r = 0 iken 1raksar.

(2.18) denkleminde w(r) sadece w,u, carpiminda goriinlir ve (2.23) simir kosuluna gére

u(0)"1 sifira esit almaliyiz.

Bununla beraber, "sonsuz kere sifir" tanimsizdir. w, =0 se¢imimizle keyfi olarak w(0)u(0)'
sifira esit aliriz. Bunun igin hakli sebep nlimerik olarak elde edilecektir: Ne zaman agisal
momentum engeli V(r)'ye iistiin gelir, ozaman u,(r) ¢Gziimiimiiz serbest Schrodinger
denkléminin bilinen aﬁalitik ¢cozlimiine doniigiir (3. boliime bakiniz). Bu ayrica / # 0 ve r'nin
kiigiik degerleri igin (2.29) denklemindeki %* mertebeli diizeltme terimlerinin ihmalinin
miisaade edilebilir olup olmadigi sorusuna cevap verir. P1’in niimerik kismu Fox

alt programinin ¢agirilmasiyla sona erer.

CIZELGE 2.5. P1 ana programinda kullanilan gdsterim. (Schmid, 1988)

Fiziksel Ad Fortran Ad
i, IB
b B
h H
o R(I)
e H2M
Vo
] L
E E
u, u(I)
w, w(I)
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CIZELGE 2.6. P1 ana programin niimerik kism1 (Schmid, 1988)

PROGRAM P1 300
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z) 301
PARAMETER (IMAX = 2000, H2M = 10.375 D0, BMAX = 30.D0) 302
DIMENSION R(0: IMAX), U(0: IMAX), W(0: IMAX) 303

e (INPUT:E,L, B, IB) 304
H=B/IB ' 305
R(0) = 0.D0 306
W(0) = 0.D0 307

DO 10 I=1, IB ; 308

W) = (E - VR®)) /H2M - L * (L+1) / (R * R(D) 309
10 CONTINUE 310

CALL FOX (IB, B, W, U) 311

e (OUTPUT: U)

END 312

h%m icin deger (2.17) ile sabit olur (302. satir), halbuki E enerjisi, / agisal momentum

kuantum sayisi, arzu edilen [O, b] integrasyon araliinin b iist sinr1 ve integrasyon adimlarinin
i, sayis1 girig bilgileridir. Cikis bilgileri olarak grafik formda ve istenirse de niimerik formda

u, (r) radyal dalga fonksiyonu elde edilir.

Ik dnce Fox- Goodwin yénteminin dogrulugunu test etmek isteriz. Bunun icin su yollan

uygulaniz:

(i) / =0ig¢in 10, 20, 40, 80, 160, 500, 1000 ve 2000 integrasyon adimlarini segerek ve 1 MeV,
10 MeV ve 30 MeV enerjilerle normalize olmamus radyal dalga fonksiyonlar1 grafik formda
elde edilirek, $ekil 2.1 — Sekil 2.3’ de gosterilmistir.
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150.0
162.0 7
50.0

0.0

200.0 _‘JL ff) -
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4
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iy=2000

3 L r(fm) ]

Sekil 2.1 =0 ve E=1 MeV enetji i¢in 10, 20, 40, 80, 160, 500, 1000
ve 2000 integrasyon adimlarinda normalize olmamis radyal
dalga fonksiyonun grafik formlari (Schmid, 1988)

1.0 4

0.0

—1.0

TN

i

uu(r)

2 3

iry=10

b rtm)®

50
40

~1.0
—2.0

=30 4

SAA
\/

* p{tm)*

ui(r)
258

1.8

0.0

-1.01

V

8.0

i 2 3
ip=20

uulr)

* r(ftn) -]

8.0 ]

4.0
20
0.0 3

-
—4'.0'-
]

-6.0]

A

i 2

ib=80

3

1 r(tm) 3
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14.0 UL(r) UL (r)
) 45.0
106 35.0:
0 ’ 260 -
o] /\
5.0 j
04
| —5.0 )
~8.04 1
] —15.0 1 .

10,0 —25.0: \/ \
1404 I T I T o)’ ~38.07 T 3 3 4 r{fm)°
iy=160 =300

U (r) uilr)
90.0 + 12007

4 150.0 ]
500 < 110.0 .
1 700 y
10.8 4 30.0 -.‘
T - -10.0 -:
—30,0 - —=50.0 ]
4 ~80.0 ] ’

-70.0 4 —1300
1700 1
-1100 ¢ T 3 3 * p{tm)® OO i 2 ) 4 r(fm')
i,2=1000 i,=2000

Sekil 2.2 I=0 ve E=10 MeV enerji igin 10, 20, 40, 80, 160, 500, 1000
ve 2000 integrasyon adimlarinda normalize olmamis radyal
dalga fonksiyonun grafik formlar1 (Schmid, 1988)

uile) uLlr)

49.0 24
30.0 ]
20.0 - 1.0 -
10.0 ] /
0.0 0.0
~10.0- N
-20.0 =10+
~30.0 .

[t T I TR SRR PR T f 3 T ogmye
ib=]0 ib=20
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‘o ucle) ’o Ue(e)
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- . 3'0 :
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] 1.0
0.0 0.0
- —1'0_
-1.04 —20]
. -3
] =40
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. -60
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ip=40 ip=80
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-10.04
-1404 T ) I I () i 1 b 3 ! r{fm) 5
iy=160 =300
160.0 UL“.)
M-u: 120.0
50.0 - 80,0

0.0 : .
—20.0 < ~40.0
~48,0 4 ]

1 —H0.0

40.0 i
1 40.0
200 / i

_solo -
_30.0_' ) —1moi
K T R TR S oy e P Ty
i»=1000 iy=2000

Sekil 2.3 /=0 ve E=30 MeV enerji i¢in 10, 20, 40, 80, 160, 500, 1000
ve 2000 integrasyon adimlarinda normalize olmamuis radyal
dalga fonksiyonun grafik formlar1 (Schmid, 1988)
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Bu sekillerin dikkatli incelenmesi dalga fonksiyonlarinin sifirlarinin kararliligini igaret eder.

Ikinci olarak, biiyiik mesafelerdeki radyal dalga fonksiyonunun isaret degistirmesinden dolayi
enerjileri tayin ederek Kisim 2.1°deki s6zii edilen bagli durumlan bulacagiz ve g
Pauli — Yasak durumunun kisa menzilini tayin edecegiz. Bunun i¢in, / = 0 ve —76.9036145
MeV, -29.00048 MeV enerjilerle normalize olmamig radyal dalga fonksiyonlar grafik formda
elde edilerek, Sekil 2.4 ve Sekil 2.5’de gosterilmistir.

60 UL(") 3.0 UL‘I‘)
2.8
5.0
1.0
4.0
0.0
3.0 + -1.84
-2.0-
2.0
=30+
7 40
\___
I T T 3 Tamyt [ JE B 2 S B W

Sekil 2.4 E=-76,9036145 MeV enerjide Sekil 2.5 E= - 29,00048 MeV enerjide

normalize olmamig radyal dalga normalize olmamig radyal dalga
fonksiyonunun grafik formu fonksiyonunun grafik formu
(Schmid, 1988) (Schmid, 1988)

Sekil 2.4 i¢in maksimum takriben 0,84 fin’de yer alir. @ pargacifinin deneysel yarigapi
takriben 1,6fin kadardir ve iki « pargacigi hemen hemen birbirlerini értebilecek derecede
yakin olurlar. Agiktir ki burada nétronlara ve protonlara ait Pauli ilkesi ¢ok onemli bir rol
oynamaktadir. Kisim 2.1°de ifade edildigi gibi, durum Pauli-yasakli durumdur. Sekil 2.5’ deki
dalga fonksiyonu bir sifira sahiptir.

Son olarak, / = 0 ve E=1 MeV, I = 0 ve E=20 MeV, [ = 4 ve E=5 MeV igin dalga
fonksiyonlar1 hesaplanmig ve bunlar Sekil 2.6 — Sekil 2.8’de gosterilmistir.

T.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKITMANTASYON MERKEZA
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3o LAY
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Sekil 2.6 /=0 ve E=1 Mev enerji i¢in Sekil 2.7 /=0 ve E=20 MeV enerji igin
dalga fonksiyonunun grafik formu dalga fonksiyonunun grafik formu
(Schmid, 1988) (Schmid, 1988)

80000 U @ ‘

&000.0

4000.0

2000.0

0.0

-8040.0

—8600.0

‘1m¢° L I Ml 4 L) LN LI R B R L
g 4 B 12 p(fm)!B

Sekil 2.8 /=4 ve E=5 MeV enerji igin dalga fonksiyonunun grafik formu [Schmid, 1988]

Sekil 2.6 ve Sekil 2.7°den kiigitk mesafelerde dalga fonksiyonunun £ enerjisinin degisimine
biraz duyarli oldugu goriiliir. Diger bir ifade ile, dalga fonksiyonunun ilk iki sifin E
enetjisinin degigimine soyle boyle duyarhdir. Bunun sebebi, kiigik mesafelerde V(1)
potansiyeli 6yle derindir ki (1.3)’deki E #(r) teriminin V{r)u(r) terimine kiyasla hemen hemen
hi¢ énemli olmamasidir.Bir bagka uygun agiklama sudur: Sagiima dalga fonksiyonlar bagh
durum dalga fonksiyonlarina ortogonal olmalidir ve bu kosul kisa mesafelerde sagilma dalga

fonksiyonlarinin sekli tizerinde hakim bir etkiye sahiptir.
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Bu sonug, orijin civarindaki hata terimlerinin ¢ok biiyiik olmasindan dolayi, kiigiik r degerleri

i¢in dalga fonksiyonunun goriiniir sekilde siradis1 davranigini sergiler.
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3. KURESEL HARMONIKLER

3.1. Problemin Formiilasyonu

2. béliimde kiiresel simetrik bir V(r) potansiyelinin etkisi altinda m kiitleli bir pargacigin
hareketini inceledik. Boyle bir potansiyel ile kuvvetler sadece koordinatlarm orijininden
_pargacigin konumuna olan ¢izginin dogrultusunda etki ederler, yani bir (r,H,qp) polar kiiresel
koordinatlar sisteminde kuvvetler sadece » koordinatin dogrultusunda etki edetrler. Pargacigin
0 ve ¢ agisal serbestlik derecelerindeki hareketi kuvvetten bafimsiz bir harekettir.
Gorecegimiz gibi, bu halde sadece bu agisal koordinatlari ihtiva eden ve bu yiizden 7
cinsinden bir diferansiyel denklemle eslenmemis olan bir diferansiyel denklem Schrédinger
denkleminden ayrlabilir. # ve ¢ cinsinden bu diferansiyel denklemin ¢dziimleri birim kiire
lizerinde dalga fonksiyonlar olarak yorumlanabilirler. Dalga fonksiyonlarimin birim kiirenin
her bir gevrimi {izerinde kapanmalari, yani dalga fonksiyonlarining ve ¢ ’nin tek- degerli
fonksiyonlar1 olma kosulu yiiklenirse kesikli bir 6z¢6ziimler kiimesi elde edilir.
Normalizasyon kosulu olarak kiiresel ytizey fizerinden integrali aliman dalga fonksiyonunun
mutlak degerinin karesinin bire esit olacagi belirtilir. Bu normalize edilen 6z¢dziimlere

kiiresel harmonikler adi verilir ve Y, (8,p) ile gosterilir. Simdi bu fonksiyonlar1 daha

ayrintil1 olarak g6z 6niine alacagiz.

Kuantum mekaniginde gesitli yollar kiiresel harmoniklere ait diferansiyel denkleme gétiiriir.
Yollardan biri Schrédinger denkleminin ayrilmasi yoluyla gétiiriir. 1. Béliimde s6z konusu
edildigi gibi, bir kiiresel simetrik potansiyelin etkisi altinda bir nokta kiitlenin hareketine ait
Schrodinger denklemi

[__’ﬁmy(r)},,(;):w(f) (3.1)

2m

‘'seklindedir. (r,0,p) ktresel koordinatlari dahil ederek deneme olarak w(7) dalga

fonksiyonunu su formda ifade ederiz.

v(r.0,0)= R(r)Y (6,0) (3.2)

Kiiresel koordinatlarda Laplace operatorii
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2
A=i£(r2 aj+ L i(sin&i)+——1—— 0 (3.3)

r2ar’ or) rsind 06 00) rsin’ @ 6p*

ile verilir. (3.2) ve (34.3)’i‘i (3.1)’de yerine koyarak, denklemin ayrildig1 goriiliir. Sadece r
koordinatina bagh olan terimler ve sadece & ve ¢ ’ye bagh olan terimler vardir. Sonuncu

terimler sad tarafa getirildikleri taktirde

~2
li(ﬁ@jﬂ—'g’r?[za—rf(r)]:—l ;i(sme@—’}%a—f (3.4)
Radr dr) h Y| sin@ 060 00) sin” @ 0p

elde ederiz. Denklemin iki tarafi farkli koordinatlara bagli olduklarindan, her bir taraf A
diyecegimiz bir sabite esit olmalidir. Buna uygun olarak iki denklem-elde ederiz:

1df ,dR) 2m . -
Rdr(r dr)+h2r [E-V(r)]=2 (3.5)

2
1 ;i(smg@}r _ 47 (3.6)
Y| sin@ 06 08) sin“@ op
u(r) dalga fonksiyonunu
1
R(r) =—u(r) G.7)
r

ile tantmlarsak, (3.5) denklemi basitlesir.

(3.7)’nin (3.5)’de yerine konulmasi, az bir islemden sonra, 2. Boliimde g6zéniine almig

oldugumuz radyal Schrédinger denklemine gottiriir.

(3.6)’nin ¢oziimleri matematikte kesin bilinirler. Fonksiyonlarin birim kiirenin herbir ¢evrimi

lizerine kapanmalar1 kogulu ancak

A=1(1+1), 1=0]12,. (3.8)
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ile saglanabilir.

sin® @ ile ¢carpmadan sonra (3.6)’daki diferansiyel operatér biri sadece 6’ya baglh olan ve

digeri de sadece ¢ ’ye bagh olan iki terime aynlir.

Y(6,0) = 6(0)0(p) (3.9)

deneme formiilii ile (3.6) iki denkleme ayrilir:

2 -
_1de_, (3.10)
. Ddyp
lsine—i(sinﬁ—c—@]+/’Lsin2a9=v (.11
® dae do

(3.10)’dan v sabitinin bir 7 tam sayisinin karesine esit olmaya mecbur oldugu gikarilir,
v=m?, m=0+112,.. (3.12)

¢linkii sadece o zaman CD(go),qo agisinin tek-degerli bir fonksiyonu olacaktir. (2.10)’nun

(normalize edilen) ¢6ztimleri
1 imp
®m(¢)=ge (3.13)

ile verilirler.

(3.11)’i ¢6zmeye baglamadan 6nce denklemi biraz degistirmek faydalidir. (3.11), ®/sin2 0 ile

carpilir, @ degiskeninden w = cos@ degiskenine déniistiiriiliir ve sonra
P(w)= P(cos8)=0(9) (3.14)

gosterimi ile P(w) ¢oziimleri aranir. P(w)igin diferansiyel denklem
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2

{(l—wz)gv—l’,”’(w)}+[l(l+l)—l ’” 2}P,’”(w):O (3.15)

4
dw

-w
dir. Daha 6nce diferansiyel denklem ¢6ziimlerinin tek-degerli olmalarini temin eden (3.8) ve

(3.12) kosullarmi uygulamustik ve buna uygun olarak ¢dziimlere P"(w) dedik. P"(w)
fonksiyonlarina Birlesik Legendre Fonksiyonlar ad1 verilir. Buna gére kiiresel harmonikler

Y,,(0,0)=N,,P"(cos0)®,,(p) (3.16)
olur; burada N, ,, bir normal yapma sabitidir.

Im kuantum sayillann ve fiziksel nicelikler arasindaki baginti, kiiresel harmoniklerin

diferansiyel denklemini elde etmek i¢in ikinci yolu goz dniine alirsak, belli olur.
I=(z,.1,L,) 3.17)

agisal momentum igin operatdril gdz Sniine aliyoruz;burada

0 0 0 0 0 0
L =-inly—~z—|, L =-ib|lz——-x—|, L, =—ibl x——y— 3.18
y =1 (yaz Zay) y =i (Zax xaz) , == (xay yax] (3.18)

dir. (r, 0, qo) kiiresel koordinatlara doniistiirme

L, =—z'h6i (3.19)
@
veE
2
7 =—p2| L i(.e,irusr—a—)+ 1 o (3.20)
sin@ 06 00 sin“ 8 d¢
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(3.20) operatorii ile kurulan 6zdeger denklemi (3.6) denklemi ile &zdestir. (3.6)’nin
¢ozlimlerinin, 724 = A%I(] +1) dzdegerlerine sahip agisal momentum operatSriiniin karesinin
Ozdurumlart olduklari glkz;r. O halde I’ye agisal momentum sayisi denir. (3.19) operatérii ile
kurulan ozdeger denklemi ¢oziimler olarak (2.13) fonksiyonlarina sahip olur. Onlarin
dzdegerleri #m’dirler. O halde m’ye agisal momentumun z bileseninin kuantum sayis1 veya

magnetik kuantum sayis1 denir.

3.2 NUMERIiK METOD

P (w) Birlesik Legendre Fonksiyonlari P,(W) Legendre polinomlarnndan /2m>0 ve

|w < 1| icin tiiretilebilir.

m
2

B (w)=(1-w2)s L P(w) 3.21)

dw

sahip oluruz. P, (w) Legendre polinomlar

1 d [, v
P,(w)—ﬂw(w ~1) (3.22)

Rodrigues formiiliinden elde edilebilirler. 7 (2.15) denklemine kuadratik olarak girdiginden,
m<0 i¢in PB" (w) ¢oziimleri elde edilirler. Béylece (3.21) tammimiuzda m’nin pozitif

oldugunu kabul edebiliriz.(3.21)’den
B"(w)=0, O0<i<m icin (3.23)
oldugu da ¢ikar, zira bu halde 2./ dereceden bir polinomun 2./ kereden daha fazla tiirevi alinur.

[ = m hali 6zellikle basittir, zira o zaman tiirev alma sadece

B (w)=( ~w)t L p () gﬂ}"ﬂ%wm (3.24)
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terimine izin verir; burada

1

- (1 _WZ)E _ (3.25)
dedik.

Birlesik Legendre fonksiyonlan

By (w) = (@1 + 1w ()~ ( + ) ()] (3.26)

-m+
tekrarlanma formiiliiyle hesaplanabilirler. BP” (w)’den baglayarak, /’nin istenilen degerine
sahip polinoma kadar P P, ., Ppmys.. polinomlar elde edilir. Tekrarlanma igin baslama
fonksiyonlar1 olarak (3.24)’den P, e ve

Pr.(w)=(2m+1)wPr(w) (3.27)

formiiliinden

P, ’e sahip oluruz; (3.27) formiilii (3.26) ve (3.23)’den ¢ikar. Basitliginden baska, (3.26) iyi

m+l

niimerik kararlilik avantajina sahiptir.

(3.16)’da goriilen N,, ¢arpam, birim modiillii bir faz ¢arpanindan ayr olarak,

”jdazﬁy,,m (6,0) sintdp =1 (3.28)
0 o i

normalizasyon kosulu ile tayin edilir. Faz carpanimin aligilagelmis se¢imi ile kiiresel

harmonikler sunlardir:

(21 + 1)1 —|m)

Y P (cosB)e™ 3.29
n0-0)=c [W} )" (cosB)e (3.29)
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Burada m >0 igin ¢, = (— l)'" ve m <0 i¢in ¢, =1’dir. Ne yazik ki ¢, faz ¢arpam biitiin

ders kitaplarinda ayni se¢ilmez.

Ik dort kiiresel harmonik sunlardir:

Y, ! , 3 VA Ge'?
= , =— —| sinée”,
Y (&J
(3.30)
3 \4 V5
Y,= (—~) cos@, Y = (——) sinGe™?
4 8z
3.3 Program Yapma

Birlesik Legendre fonksiyonlari PLM FONKSIYON alt programinda hesaplariz
[ Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 ]. Radyan cinsinden @ agisi, / agisal momentum kuantum sayisi
ve m magnetik kuantum sayis1 bu fonksiyona doniigtiiriilmelidir. B” (cos 0) fonksiyon
degerleri elde edilir. m < 0 igin program durur.

w=cosf ve w=sind ’nin (104. ve 108. Satirlar1) hesaplanmasindan sonra, P (3.24)’den
hesaplanir (109. Satirr). Faktoriyel’in hesabi igin FAK FONKSIYON alt programim
kullaniriz. m = 0 hali 6zel bir hal (105. Satir) olarak isleme almir, ¢linkli W =0° terimi
tanmh degildir. P’ (w)=1(106. satir) sahip oluruz. 112. satirda (3.27) kullanilir ve
114. satirdan DO ¢evrimi iginde geriye kalan biitiin polinomlar (3.26) tekrarlanmasindan

hesap edilirler.

Cizelge 3.1 PLM FONKSIYON alt programinda kullanilan g&sterim (Schmid, 1988)

Matematiksel Fortran Matematiksel Fortran
Ad Ad Ad Ad
/ L w w
m M w WBAR
m! FAK(M) 6 THETA
p" (w) PLM
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Cizelge 3.2 PLM Fonksiyon alt programi (Schmid, 1988)

DOUBLE PRECISION FUNCTION PLM( THETA, L, M ) 100
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-7) 101
IF(M.LT.0) 102

* STOP’ ERROR IN FUNCTION PLM: 0< M < L VIOLATED? 103
W = COS (THETA) 104
IF (M. EQ. 0) THEN 105
PO =1.D0 106
ELSE 107
WBAR = SIN (THETA) _ 108
PO = FAK (2*M) / ( 2.D0**M*FAK(M))*WBAR**M 109
ENDIF 110
IF (M. LE. L-1) THEN 111
Pl= (2*M+1)*W*P0 112
IF (M. LE. L-2) THEN 113
DO 10 1= M+1, L-1 114
P2 = 1.D0 / (I-M+1)*((2*1+1)*W*P1-(1+M)*P0) 115
PO = P1 | 116
P1=P2 117

10 CONTINUE 118
END IF 119
PLM = P1 120
ELSE IF (M . EQ. L) THEN 121
PLM = PO 122
ELSE 123
PLM =0 124
ENDIF 125
END 126

Cizelge 3.4 P2 ana programmni gosterir. Kullanilan gosterim Cizelge 3.3°de bulunacaktir.

@ ’nin agisal aralif icin [0,7:] araligim aliriz; bu aralig:

h=- 3.31)
llt

boyutlu i, araliklara béleriz. A noktalar: sunlardir:

6,=ih, 0<i<i, (3.32)

209. satir ile 215. satir arasindaki DO §evriminde ag noktalar1 tayin edilirler ve

Y

ILm

(9 , » @) nin reel ve sanal kisimlar1 (3.29)’dan hesap edilirler; burada
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e"? = cos(mp)+isin(mp) (3.33)

bagintisindan faydalanilir,

Cizelge 3.3. P2 ana programinda kullanilan gésterim (Schmid, 1988)

Fiziksel Fortran Fiziksel Fortran
Ad Ad Ad Ad
V3 PI / L
i, 1Pl m M

H ) MABS

¢, CM 1 FAK(L)

@ PHI | P™(cost,) PLM[THETA(I),L,M]
) THETA(T) RAY,, 6,.9) REY(1)
1%, (6,.9)] IMY(1)

Cizelge 3.4. P2 ana programin niimerik kismi (Schmid, 1988)

PROGRAM P2 200
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, O-Z) 201
DOUBLE PRECISION IMY 202
PARAMETER (IPI = 180, PI = 3.1415926535 D0) 203
DIMENSION THETA(0:IPI), REY(0:IPI), IMY(0:IPI) 204
* INPUT OF L, M, PHI
H="PI/IPI 205
MABS = ABS (M) 206
CM = 1.D0 207
IF (M.GE.0) CM = -(1.D0)**M 208
DO 10 I=0,IPI 209
THETA(Q) = I*H 210
REY(I) = CM*SQRT((2.D0*L+1.D0)*FAK(L-MABS) / (4. DO*PI*FAK(L 211
& +MABS)))*PLM(THETA(I), L, MABS)*COS(M*PHI) 212
IMY(T) = CM*SQRT((2.D0*L+1.DOy*FAK(L-MABS) / (4. DO*PI*FAK(L 213
& +MABS)))*PLM(THETA(I), L, MABS)*SIN(M*PHI) 214
10 CONTINUE 215
* QUTPUT OF REY, IMY
END 216

wve x,; i¢in degerler bir parametre yonergesi iginde belirtilirler (203. satir). / agisal

momentum kuantum sayisi, 7 magnetik kuantum sayisi ve @ azimut agis1 giris degerleridir.
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Cikis olarak 0<@ <7 bolgesinde karsilik gelen kiiresel harmonigin Re[Y},,,, (6’,.,¢)] reel

kismim ve I, [Y,M (Gi,(p)] sanal kismim elde ederiz. Cikis grafik formda ve istenirse niimerik

formda verilir.

Kiiresel Harmonikler, L’ ve L/nin sabit ozdegerleri i¢in kuantum mekaniksel dalga
fonksiyonlarinin agisal kisimlanidir. Boyle dalga fonksiyonlari ile hesap edilen olasilik
yogunlugu 6 polar agismn bir fonksiyonudur, ama ¢ azimutal agiya bagh degildir. L? ve L,
i¢in 6zel degerlerle kuantum mekaniksel harekete benzer klasik mekaniksel hareket birim
kiire iizerinde bir dairesel yoriingedir. Klasik ve kuantum mekaniksel olasilik yogunluklar
arasindaki miinasebeti ekvator ile aym menzillere sahip olan klasik y&riingelerin hepsi
iizerinden ortalama olarak kurabiliriz. Kanitlama olarak yapay bir diinya uydusunu alabiliriz.
Diinya yoriingesinde ekseni etrafinda dénerken, bir ortalama konum olasiigy vardir. Aym

enlem derecesindeki biitlin yerler i¢in uydunun tepeden gegmesinin esit olasilig1 vardir.

Asagidaki hallerde klasik hareket ve kuantum mekaniksel dalga fonksiyonlari arasindaki

miinasebeti inceleyelim:

a) Ekvator boyunca klasik yoriinge, / = m(=0) sahip kiiresel harmoniklerdir. Bu olay: gérmek
icin Sekil 3.1°de [ = 2, 6 ve 10 degerlerinde Yy(6,p) grafiklerini inceleyelim. Burada ¢ agisi,

biitiin kiiresel harmonikler i¢in aym basit exp(im¢@) davranisina sahiptirler.
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\IL,L (s "f)
0,80
e
050 | Fot
N l=10
§ 7y
o0 F~=6

0.30 ~

0.20 ~

0.10

.00

g 1 2 Ofaa) 7

Sekil 3.1 1=2,6 vel0 degerleri igin Y, (9, ) grafigi (Schmid, 1988)

b) Kutuplar iizerinde klasik yoriinge, / # 0, m= 0 sahip kiiresel harmoniklerdir. # agisina
gelince kutuplardaki en biiylik genliklere sahip olan dalga fonksiyonlan elde edilir. Daha
biiytik / degerleri ile agik sekilde ekvatora dogru genligin bir azaligi goriiliir (Sekil 3.2). Bu
davramg su hususa karsilik gelir: Kutuﬁ civarinda yerlesme olasilig1 ekvatorun civarinda aym
alanda yerlesme olasiligindan daha biiyiik olmak iizere (kutup yoriingesinde) bir uydu ile
karsllésllu. Kiiresel harmoniklerin mutlak deger karesinde meydana gelen minimumlar hig bir

klasik benzere sahip degildirler.

Nio,0(8,9)
15

1.0

0.6

\/\\//\\/ V/\

-1.0 T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.

©(rAD)

-0 -

R

Sekil 3.2 /=10 ve m=0 degerleri i¢in Y,, (6, ) grafigi (Schmid, 1988)
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¢) ki enlem dairesi arasindaki klasik yériinge, 1 # 0, m = | kiiresel harmoniklerdir. Kiiresel
harmonikler, klasik yoriingenin ekvatora dogru geri dénmeden &nce degdigi enlem

dairelerinin civarinda en bityiik genliklere sahiptirler (Sekil 3.3).

\Il.ﬂn_(g) V)
05

.,AUAVA

-1.5 Y Y 1 T Y T
.o s 1.0 185 20 2.8 X 35

S{ran)

Sekil 3.3 1 0, m = | degerlerinde Y, (6, ¢) grafigi (Schmid, 1988)
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4. KURESEL BESSEL FONKSIYONLARI
4.1 Problemin Formiilasyonu

Daha 6nce

h2
-2 v+ VW) = Evl?) @D

tek-pargacik Schrédinger denkleminin ¢oziimlerini incelemistik. Bildigimiz gibi, denklem iki
par¢acigin bafil hareketi igin de gegerlidir. Bu halde 7 iki parcacigin birbirine gore bagl
vektoril ve m indirgenmis kiitlesidir. Kiiresel olarak simetrik bir potansiyel i¢in (4.1) nispeten

kolay sekilde ¢oziilebilir. (r,e, o) kiiresel koordinatlar dahil edilir ve dalga fonksiyonu agisal

momentum kismi dalgalarina ayrilir (3. B6liim):

¥(6.0.6)= 3-Cy 1 (1)Y1m (0,0) @2)

I,m

w(r) radyal dalga fonksiyonlart 2. Boliimde verilen yontemle ve Y;.(6¢) Kkiiresel
fonksiyonlar 3. Béliimde verilen yontemle hesap edilebilirler.

Yine de birsey eksiktir. 2. Béliimde #(r) radyal dalga fonksiyonunu sadece [0,b] sonlu
arahkta hesapladik. Sayet tiim uzayda y/(r) ¢Ozlimiinii tayin etmek istersek, o zaman radyal

dalga fonksiyonlarim [b,e0] aralifinda devam ettirmeliyiz.

V(r) potansiyelinin ’nin biiylik degerleri i¢in kuvvetli sekilde azaldigim ve byi, V(r) r>b
igin ihmal edilebilir olacak kadar biiylik sectigimizi kabul ederiz. O zaman (2.3) radyal
Schrodinger denklemi [b,o0] araliginda

r? a2 _ 3, A2 10+1)

2m 2 2m 2

1,(r) = By r) (4.3)

serbest radyal denkleme degisir. Bu denklemin ¢&ziimleri bilinen analitik fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlari, Fox-Goodwin yontemi ile [0,b] araliginda hesaplaNmis w() ¢oziimlerini [b,o0]

araliginda devam etmek iizere kullanabiliriz.
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Coziimlerin devam etmesi en basit olarak / = ( halinde ggsterilebilir. / = 0 i¢in [b,0]

araliginda (4.3)’tin genel ¢6ztimii sudur:

U, (r) =aq, sin(kr + 50) =a, [cos(é‘0 )sin(kr) + sin(é'0 )cos(kr)] 4.4
burada
Y
4 2mE)” 4.5)
h
dalga sayisidir.

r=b aralik simrinda (2.3) radyal denklemin u,(r) ¢oziimii siirekli birinci tiirev ile ()
serbest ¢6ziime degisir. Bununla beraber, u, (r) fonksiyonunun birinci tlirevi bizce bilinmez.

Onu [0,b] araliinda ¢izelge haline getirilen fonksiyondan hesaplamaliyiz. Mamafih, bunun
yerine, tiirevin hesabindan kagmabiliriz ve basit olarak [0, b] aralifinin son iki b - 4 ve b a§
noktasindaki u, (r)ve #,(r) fonksiyonlarim esitleyebiliriz:

ty(b—h)=ag{cos(g )sin[k(b - h)]+ sin(8y ) cos[k(b - )]}
ug (b) = ag{cos(5 ¢ ) sinfkb]+ sin(5 ) cos[kb]} (4.6)
Bu iki denklemden a ve &, hesaplanabilir. Once

sin[k(b - A)u, (b) - sin(kb)u, (b - 1)
tan(dy) = —co£[k(b—h)}uo (8)+ cos(kbu, (b - h) “.7)

elde edilir ve boylece &, bulunur. §,’a / = 0 agisal momentumun sagilma faz kaymas: adi
verilir ve su 6neme sahiptir: / = 0 i¢in (4.3) serbest radyal denklemin ¢6ziimii, orjindeki
fiziksel suur kosulu ile, a, sin(kr)’dir ve &,asimptotik bélgede serbest ¢oziime gére sagilma

¢6ziimiiniin faz kaymasidir. Sayet 6, faz kaymasina sahip olunursa, o zaman sin(50) ve
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cos(é‘o) isaret dlsmda'bilinirler ve isareti belirledikten sonra, ay genligi (4.6) denkleminden

hesap edilebilir. ay genligi u,(r)’nin normalizasyonuna baglidar.
Simdi islem yolunu / # 0 haline genisletmeliyiz. (4.3) denkleminin genel ¢6ztimii sudur:
¥ (r) = akrfcos(3) )ji (i) - sin(8) )n; (kr)] (4.8)

j,(kr) ve n,(kr) fonksiyonlarna diizenli ve diizensiz Kiiresel Bessel Fonksiyonlar adi

verilir. (4.8)’de kr g¢arpanmmn goriinmesi bir gelenektir ve Kiiresel Bessel Fonksiyonlarinin

taniminin pargasidir. Kiiresel Bessel fonksiyonlar

tipli radyal fonksiyonlardir [(3.5) ve (3.7)’ye bakiniz]. Diizenli, j, (kr) fonksiyonlarinin
koordinatlarin orijinindeki bir fiziksel kosulu sagladiklari anlamma gelir, halbuki #, (k)

fonksiyonlar orjinde iraksak olurlar ve asimptotik olarak diizenli fonksiyonlara gére —%

faz kaymasina sahip olurlar.

Kiiresel Bessel fonksiyonlar: analitik olarak iyi bilinen fonksiyonlardir. Onlar hesaplayacagiz

ve inceleyecegiz. Hesaplama igin, onlan tiiretmeksizin, tekrarlama formiiliinii kullanacagz.

Sayet (4.4) denklemi yerine (4.8) denklemini alirsak, / = 0 igin oldugu gibi aym yolla /=0
i¢in » > b bolgesinde u, (r) radyal ¢6zlimlere devam edebiliriz. J, ve g, ’yi tayin etmek igin o
zaman sadece (4.6) ve (4.7)’deki sinkr ve coskr fonksiyonlan yerine 7y, (kr) ve —krn, (kr)

fonksiyonlarini almaliyiz. Su denklemleri elde ederiz

(5~ b) = a k(o ~ )eos(6 )it lklb — )] - sinsy ) (b 1)}

uj(b) = a kb{cos(3, )j; [kb] - sin(8; Jn; [kb]} (4.9
ve
1.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKUMANTASYOR BIERKEZA
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tan(s,) = (b~ )i k(b — h)u, (b) - by (kbJu; (b~ h) (4.10)

(b - h)fk(b —1)}u; (b) - bn (kb)uy (b~ h)

I = 0 igin bu denklemler (4.6) ve (4.7) olur.

Bizi ilgilendiren de Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin asimptotik formudur.» — o i¢in sunlara

sahip oluruz:

kg, (ir) — sin(kr -1 %) 4.11)
ve

krn, (k) — —cos(kr "%) (4.12)

Daha once (4.8) denkleminde ifade edildigi gibi, hem krj, (kr) hem de #krn, (kr) serbest

hareketin (4.3) radyal denklemini saglar. Merkezkag potansiyelin sifir oldugu, asimptotik
rejimde, krj,(kr) ve krn,(kr) fonksiyonlar: (4.4) formlu olmalidirlar. Anlagilir ki —-Z% faz

kaymasi merkezkag kuvvetten kaynaklanir.

(4.9)’daki b uyusma degerini ¢ok biiyiik segersek, o zaman Kiiresel Bessel fonksiyonlar
yerine (4.11) ve (4.12) asimptotik formlarmm alabiliriz. (4.4)’ti uygulayarak o zaman

asimptotik ¢6ziimiimiiziin
i,(r) > a, sin(kr—l%+5,) (4.13)

formuna sahip oldugunu goriirliz. Bu, /= 0 igin &, niceliginin anlamim aydinlatir. §;, V(¥)

potansiyeli ve merkezkag potansiyele sahip Schrédinger radyal denkleminin fiziksel ¢6ziimii
ile sadece merkezkag kuvvete sahip Schrédinger radyal denkleminin ¢6ziimii arasindaki
asimptotik faz farkidir.
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4.2 Matematiksel Yontem

Onceki boliimde kiiresel harmonikler igin oldupu gibi, Bessel fonksiyonlarinin
hesaplanmasim bir tekrarlama formiilii ile basaracagiz. Kiiresel Bessel fonksiyonlar: sadece kr
¢arpimina bagli oldugundan, sunu yazacagiz:

x=kr (4.14)

(4.8)’in (4.4) ile karsilagtirmastyla / = 0 igin asafidaki bagintilarin gegerli olduklan goriiliir:

J()= 3% () =-S5 (4.15)
x x
I =1Iigin
.l( )=sinzx_cosx’ ”1( )=_co§x_siﬁ 4.16)
X x X X

sahip oluruz.Birbirini izleyen Kiiresel Bessel fonksiyonlar1 su tekrarlama formiiliinden

hesaplanabilirler:
2/ +1
Jiu (x) = T+ﬁ(x)_ Sia (x) (4.17)

Burada f,(x), ya j,(x)’1yada n, (x)1 gosterir.

Bu formiil ile diizenli Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin hesaplanmasi /'nin biiyiik degerleri i¢in
orjin yakininda ntimerik olarak kararhi degildir. Tekrarlanmanin herbir adiminda yuvarlanan
hatalar1 biriktiren ve biiyiiten, hemen hemen aym miktarlarin ¢ikarmasim dahil eder. Onun
i¢in grafiksel taktimde 0<x<0,2 araliim ihmal edecegiz. Niimerik ¢ikis kararsizhig
gfisterécektir. Fonksiyonun orjin civarindaki gergek profili gayet basittir. Kuvvet seri

agilimin tekrarlanma formiiliinde yerine koyarak goriilebildigi gibi, x — 0 igin

!

R X
ibx) > 135..020+1) | (4.182)
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1.3.5.021-1)

n (x) - x1+1

(4.18b)

sahip olunur.

Matematiksel literatiirde, J; Kiiresel Bessel fonksiyonlarin yerine ekseriya J,, Bessel

fonksiyonlar1 bulunur; aralarindaki baginti sudur:

J, (x)=(£)%J (%) (4.19)

2x l+5

(4.3y’de yerine koyma ve izleyen islemler ile gosterilebildigi gibi, J,, su diferansiyel

denklemi saglar:
x2J (x) +xJ'U(x)+(x2 —Uz)lu(x)=0 (4.20)

Bu denklem, Bessel Diferansiyel Denklemi olarak bilinir.

4.3 Program Olusturma

Diizenli ve diizenli olmayan Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin hesaplanmasi i¢in iki fonksiyon
alt programim olustururuz. Birinci alt programa BESJ, ikinci alt programa BESN deriz

( Cizelge 4.1, Cizelge 4.2, Cizelge 4.3, Cizelge 4.4 ). Her iki program aymi formal kurguya
sahip olduklarindan ve ayrica oldukg¢a agik olduklarindan, onlart birlikte tartisabiliriz.

Cizelge 4.1 BESJ FONKSIYON alt programinda kullamlan gosterim.

Fiziksel Ad Fortran Ad Fiziksel Ad Fortran Ad

X X ] L
i) BESJ
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Gizelge 4.2 BESJ FONKSIYON alt programi

DOUBLE PRECISION FUNCTION BESJ(X,L) 100
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z) 101

IF (X.LE.0.D0) STOP 102

& ‘ERROR IN SUBROUTINE BESJ: X > 0 NOT SATISFIED’ 103
B0 = SIN(X) / X 104
BESJ = B0 105

IF (L. GE. 1) THEN 106

B1 = SIN(X) / (X*X) - COS(X) / X 107
BESJ = Bl 108

IF (L. GE. 2) THEN 109
DO 10I=1,L-1 110
BESJ = (2*[+1) / X*B1 - B0 111

B0 =Bl 112

B1 = BESJ 113

10 CONTINUE 114
ENDIF 115
ENDIF 116
END | 117

Cizelge 4.3 BESN FONKSIYON alt programinda kullamlan gosterim.

Fiziksel Ad Fortran Ad Fiziksel Ad Fortran Ad
X X / L
nix) BESN

Cizelge 4.4 BESN FONKSIYON alt programi

DOUBLE PRECISION FUNCTION BESN(X,L) 200
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-7) 201
IF (X.LE.0.D0) STOP 202

& ‘ERROR IN SUBROUTINE BESN: X > 0 NOT SATISFIED’ 203
B0 =- COS(X) / X 204
BESN = B0 205
IF (L. GE. 1) THEN 206
Bl =- COS(X) / (X*X) - SIN(X) / X 207
BESN = Bl 208
IF (L. GE. 2) THEN 209
DO 10I=1,L-1 210
BESN = (2*1+1) / X*B1 - B0 211
B0 =Bl 212

Bl = BESN 213




10 CONTINUE
ENDIF
ENDIF
END

214
215
216
217

I = 0 ve I = 1 i¢in Kiiresel Bessel Fonksiyonlan (4.15) ve (4.16)’dan hesap edilirler [ 104.
ve 107., 204. ve 207. satirlar]. /’nin daha biiyiikk degerleri i¢in (4.17) tekrarlama formiilii
uygulamr [111. ve 211. satir]. P3 ana programda (Cizelge 4.5 ve Cizelge 46) [0,b]
araliini i, sayida alt araliklara boleriz, boylece ag genisligi

h= 2 4.21)
Ly
olur (305.satir). Ag noktalarin
x,=ith, 1<Li<i, 4.22)
tayin ederiz (307. satir).
Cizelge 4.5 P3 ana programinda kullanilan gésterim
Fiziksel Ad Fortran Ad Fiziksel Ad Fortran Ad
Iy IB L L
b B Ji(x) BESJ(L)
h H Ny(x) BESN(L)
Xy XD
Cizelge 4.6 P3 ana programinin niimerik kismi
PROGRAM P3 300
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, O-Z) 301
DOUBLE PRECISION JL, NL 302
PARAMETER (IB = 200, B = 20.D0) 303
DIMENSION JL(IB), NL(IB), X(IB) 304
e (INPUT:L)
H=B/IB 305
DO20I=1,IB 306




42

X =I*H 307
H1=X(I) 308
JL(I) = BESJ(H1,L) 309
NL(I) = BESN(HI,L) 310
20 CONTINUE . 311
e (OUTPUT: JL,NL)
END 312
Sonra ag noktalarindaki Kiiresel Bessel Fonksiyonlarinin fonksiyon degerlerinin

hesaplanmas1 BESJ ve BESN FONKSIYON alt programlarini cagirarak elde edilir
[ 309. ve 310. satirlar ].

b =20 ve i, = 200 degerleri parametre satir1 i¢inde belirtilirler (303. satir). Tek giris, [ agisal
momentum kuantum sayisidir. Cikig olarak ’nin bu degerine ait olan j; (x) ve n; (x) Kiiresel
Bessul Fonksiyonlar: elde edilir.

Bu boliimiin uygulamasi olarak, sirasiyla / = 0, I, 2 ve 10 i¢in diizenli ve diizenli olmayan

Kiiresel Bessel Fonksiyonlar1 Sekil 4.1 - Sekil 4.4' de gésterilir.

1.00 < 100
N
\
Y
‘ "
J \30(*) 0.50 .
R IR (%)
i iy
¢
N\ AR
] . \ )
3.00 l,\ \->£.’/ \-\ oI~ =] 490 \ \><:/ ~ :’C o -
50 fno(x) ~0509  {ny(x)
TTT YT TT T 7T _1-w L) Fepivrrirrsyad L LR L) Ti7T rrTrrrryetd
Y AARAAAS"F " AAARAMNT1" NARARAR 3" NARARAE ") i RN AR 11 SRR R Y

Sekil 4.1: /=0 degeri i¢in diizenli ve
diizenli olmayan Kiiresel Bessel
fonksiyonlarinin grafik formu

Sekil 4.2: /=1 degeri i¢in diizenli ve
diizenli olmayan Kiiresel Bessel
fonksiyonlarinin grafik formu



00
B0 - ]
/_J{z(x) .
A
o 1L ‘\m
50 na(x)
-Dn Ilrlllllll‘llllllll'llllllll"llll'lllr
G.00 10.Co 15.0C 20.c0

Sekil 4.3: /=2 degeri igin diizenli ve
dtizenli olmayan Kiiresel Bessel
fonksiyonlarinin grafik formu
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100
!
450 S
Jiolx)
0.0 = A =
nio(x)
150 - to(
-1‘m Illllllllllllll'lll'llllllllll'lllll'
0.co 5.00 10.00 15.00 20.00

Sekil 4.4: =10 degeri i¢in diizenli ve
diizenli olmayan Kiiresel Bessel
fonksiyonlarimn grafik formu
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5. KURESEL SEKILDE SIMETRIK BiR POTANSIYELDEN YUKSUZ BiR
PARCACIGIN SACILMASI

5.1 Problemin Formiillesﬁrilmesi
2, 3 ve 4’uincti boltimlerde gdzoniine alinan yéntemlerle simdi bir diferansiyel sagilma tesir

kesitini hesaplamak dﬁrumundaylz. Nétronlarin ortam veya agir atom gekirdekleri tarafindan

esnek sagilmasi igin basit bir optik modeli gdzéniine alacagiz.

Dedektér
Hedef
Nétron Demeti -

Sekil 5.1 Bir sagilma deneyinin gematik diizenlenisi (Schmid, 1988)

Fiziksel durumun taslag:r Sekil 5.1°de ¢izilir. Bir pargacik hizlandiricis1 ve ilk niikleer
reaksiyon ile tek enerjili ndtron demeti hasil edilir. Bir hedef odasi iginde nétron demeti hedef
cekirdeklerini ihtiva eden ince bir yaprak iizerine diiser. Bir nétron bir hedef g¢ekirdege
carptift zaman, notron ilk dogrultusundan @ sagilma agisi ile yansitilir. Bir nétron sayicisi
sagilan nétronlar saymak {izere bir mil kolu {izerine monte edilir. Belirli bir zaman aralifinda
Olglilen sayr @ sagilma agisina, ndtron demetinin giddetine, yaprak iizerindeki hedef
cekirdeklerin yogunluguna ve sagilma merkezine goére sayict delifinin d€2 kati agisina
baglidir. Ne noétronlar ne de hedef gekirdekleri kutuplanmamis ise, o zaman sagilma iglemi

demetin ekseni etrafinda dénmesine gore simetriktir, yani ¢ azimutal agidan bagimsizdur.

Bizi ilgilendiren bir nétronun bir @ agisi ile yansitilmasi olasiligidir. Bu olasiligin bir 6lgiisii
olarak kavramsal bir nicelik, ( diferansiyel sagilma tesir kesiti ad1 verilen ) dahil edilmektedir.

do delikli kiigiik bir diagram, gelen nétron demeti igine yerlestirilir. Bu diagram tam olarak
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df2katr acil1 bir delige sahip sayici igine bir hedef ¢ekirdek tarafindan sagilan bir ¢ok nétronu,

kestigi taktirde, o zaman
do . . . o\
a = diferansiyel sagilma tesir kesitine 5.1

sahip oluruz.

Diferansiyel sagilma tesir kesiti 6 sagilma agisinin bir fonksiyonudur ve ayrica gelen
nétronlarin encrjisine ve hedef ¢ekirdeklerin dogasina baglidir. Hafif gekirdeklerle
diferansiyel sagilma tesir kesiti ayrica referans sistemi olarak laboratuvar sisteminin veya
kiitle merkezi sisteminin segilip segilmemesine baglidir; laboratuvar sisteminde hedef
cekirdekler durgun haldedirler ve kiitle merkezi sisteminde nétron — gekirdek sisteminin kiitle
merkezi durgun haldedir. Ortami veya agir hedef gekirdeklerini gozoniine aldigimizdan, bu
ayrim mesele degildir.

Sagilma iglemi kuramsal olarak Shrédinger denklemi,

_%Axp(f)w(r)xp(;):m(r) (52)

ile tasvir edilebilir. 7 vektorii nStronun hedef ¢ekirdege gére konumunu gésterir. V(r) kiiresel
sekilde simetrik potansiyel ¢ekirdefin nétron tizerindeki etkisini temsil eder. V(r) igin

Woods — Saxon potansiyelini,

v(r)= =7 (5.3)

( )
l exp
a

segeriz; bu potansiyelin formu Sekil 5.2°de gosterilir.
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Sekil 5.2 Woods — Saxon potansiyel formu (Schmid, 1988)

Olgiilmiis bir diferansiyel tesir kesitinin gergekgi bir analizi igin potansiyel ayrica bir
spin — orbital terim oldugu gibi bir sanal kisma sahip olmalidir. Bununla birlikte, kendimizi
(5.3) potansiyeline simrlariz ve bu nedenle de tam olarak makul bir diferansiyel sagilma tesir

kesiti elde edecegiz.

Evvelce bir kag kez ifade edildigi gibi, (5.2) Shrédinger denkleminin ¢6ziimiinii tayin etmek
i¢in smur kosullarina ihtiyag duyulur. Bununla birlikte, sinir kogullarimin teminine esdegerli

olan ¥(r) dalga fonksiyonunun asimptotik formunun belirlenmesidir. Bu alternatif olanak

matematiksel tasvir i¢ine deneysel kurgu hakkinda bilgiler dahil etmemizi saglar.

Sekil 5.3°de taslagy ¢izildigi gibi, n6tron demetini bir exp(ikz) diizlem dalga ile tasvir elde
ederiz. Bu diizlem dalga, momentum vektdriiniin z ekseni dogrultusunda oldugu,
momentumun bir 6zhalidir. Potansiyel sadece bir sagilan dalga hasil ederek diizlem dalgay:

biraz degistirebilir. Sagilan dalga giden bir nétronu tasvir etmelidir, yani r’ye gore exp(ikr) / r
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| .,
L

Sekil 5.3 Sagilma ¢6timiiniin asimptotik formu (Schmid, 1988)

formuna sahip olmalidir. Sagilan dalganin f genlii & sagilma agisina baglh olabilir. O halde
LI’(r) dalga fonksiyonunun su asimptotik forma sahip olmasin isteriz:

ihr
r - o0 igin'P(F) = ™ + £(6)— (5.4)
v

Burada k, (4.5)’de dahil edilen dalga sayisidir. Bu, her bir gelen nétronun nétron kaynagindan
gelmesini ve her bir giden ndtronun ya sagilmig olmasim ya da hedefi sapmaksizin gegmis
olmasim temin eder. ¢ agist sagilma genliginde goriinmez, ¢iinkii kiiresel olarak simetrik V()

potansiyeli nétrona z ekseni etrafinda hi¢bir momentum veremez.

‘P(r) dalga fonksiyonunun (5.4) asimptotik formundan, diferansiyel sagilma kesiti

¢ikarilabilir. Dalga fonksiyonunun mutlak degerinin karesi nétron olasilik yogunlugu ile
orantili oldugundan,

do 2
—=\f0 5.5
o =) (5.5)
elde edilir. Burada bilinen su kabulli yapariz: asimptotik bolgede sacilan dalga ve diizlem
dalga arasindaki girigim terimleri ihmal edilebilir, zira bu terimler nétron demetinin sonsuza

uzanan bir diizlem dalga ile ideallestirilmesinden ortaya ¢ikarlar. O halde (5.4) asipmtotik
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forma sahip olan, (5.2)’nin bir lI’(r) ¢O0ziimiinii bulmay1 basarabilirsek, diferansiyel sagilma

tesir kesitini elde ederiz.

Onceki boliimlerde bir V(r) potansiyeli ile ve o olmaksizin (r,é?, (o) kiiresel koordinatlarda
(5.2) Shrédinger denkleminin kismi ¢&ziimlerinin nasil hesaplanacaim 6grenmistik. Simdi

(5.4) asimptotik formu ile bir bileske ¢oziim elde etmek iizere kismi ¢dziimleri iistiiste

bindirmeliyiz.
5.2 Sacilma Probleminin Matematiksel Isleme Ahnmasi
LI’(r) dalga fonksiyonunun (4.2) kismi dalga ayrilmasindan yola ¢ikacagiz ve u(#) radyal

fonksiyonlar1 igin (4.13) asimptotik formu yerine koyacagiz. Boylece asimptotik bélgede

gecerli olan su a¢ilim1 elde edecegiz:

sin(kr—-lﬁ+5,)
2

= (5.6)

lP(;:) - ch,mYI,m (9’ ¢)
I.m

c1m agilim katsayilart siur kosullan ile tayin edilirler. Sagilma sistemimiz i¢in gegerli simr
kosullar1 (5.4)’de ihtiva edilirler, yani ¢ katsayilarini (5.4) ve (5.6)’dan dalga fonksiyonlar
asimptotik olarak cakisacak sekilde se¢meliyiz. Bunu (5.4)’deki LP(i") ’yi kismi dalgalara

agarak ve katsayilan esitleyerek basaririz.

Herseyden 6nce m 0 olmak lizere c;,,’lerin hepsinin sifir olduklar gériiliir, ¢iinkii (5.4)’deki
‘P(i’) sadece r ve &ya baghdir, ama ¢’den bagimsizdir. O halde sadece cj katsayilarim

hesaplamaliy1z.

(5.4)’deki diizlem dalganin kiiresel dalgalara agilim: sudur:

glreosd i 21 +1)i' j, (k)P (cos 6) (5.7)
1=0

(4.11)’den, r —> o igin suna sahip oluruz:
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ke, (k) = sin(kr —1%] ( ) ‘(""’%)) = (i)Y e —e™) (5.8)

2ikr 2ikr

O halde » — wigin

ikz 1 . ikr —ikr
e” = Py 2+ l)(e —(~1)e™ )P, (cos®) 5.9

1=0

yazabiliriz. (5.4)’deki sagilan dalga da, f{§)’y1 Legendre polinomlarina agarak, kismi

dalgalara ayrilabilir ve
=iz (21 +1)b, P, (cos 6) (5.10)
2ik 1=0
21 +1
yazariz; burada, izleyen hesabi kolaylagtirmak igin, 7 carpanint by katsayilarinin

disina aldik. Bunlarla birlikte, » — coigin

ikr

¥(7) =" + f(0)

- ﬁZ(ZIH)((I +b)e” =(=1} e P (cos) (5.11)
I=0

elde ederiz.

Simdi biyiik parantez igindeki ifade sagilma faz kaymasina dogrudan iligkili olur.
(4.13)’e uygun olarak r — o igin radyal Schrodinger denkleminin ¢oziimii su forma
sahiptir:
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u,(r)—éa,sin(kr—lﬂ'2+é‘,) _[ l)l r o181 _ il o Ikre—15,]

AV,
=g, (_211) e i [eikreZié', _(_l)le—ikr] (5.12)

a; sabitleri keyfi olarak segilebildiklerinden, biiyiik parantezin 6niindeki ¢arpan
hakkinda problem yoktur. (5.11) ve (5.12)’nin biiyiik parantezleri igindeki ifadeleri
dogrudan dogruya karsilagtirabiliriz ve sagilma genliginin b; agilim Kkatsayilari ve &
sagilma faz kaymas arasindaki su bagintiy1 elde edebiliriz:

b =e% -1 | (5.13)

(5.10y’dan sunu ¢ikaririz:

1 = 2id,
—_— 2[ 1 L g
o) +1)e** -1)P, (cos8)

= 1S (@1 +1)e sin(5,)P, (cos6)
=0

?T'

fam—y

——i 21+1)(cos (8, )sin(s,)+isin(5 ))P cosH
1=0

w‘

= i ) (27 +1)sin(26, )P, (cos8) = ki(2l+l)sin2(5, )P, (cosb) (5.14)
1=0 =0

Sonra (5.5)’e gore diferansiyel sagilma tesir kesitini

2
Zg o 3 (21 +1)e sin(5,)P (cose)‘ (5.15)
I=0 .

olarak elde ederiz veya ayrintili olarak
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yazahz; burada

Re[£(6)] = ;—ki (21 +1)sin(25, )P, (cos ) (5.172)
ve |

Im[£(6)] = %2(21 +1)sin?(8, )P, (cos 6) (5.17b)
demektir.

Fiziksel olarak ilging olan bundan sonraki bir biiyiikliik, diferansiyel sagilma tesir
kesitini kat1 ag1 tizerinden integre ederek, elde edilen toplam sagilma tesir kesitidir.

Toplam tesir kesiti, hedef ¢cekirdegin gelen demetten kestigi alan olarak anlagilabilir.

o toplam sagilma tesir kesitinin hesabi i¢in Legendre polinomlarinin ortogonallik

bagintisina ihtiyag duyariz:

2
L P,(cos8)P, (cos 8)d(cos 8) = EYIR| Oy (5.18)

O zaman (5.15)’den sunu elde ederiz:
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- j do ]'%(H)d(cos 6)= 2ﬂ_]%(6)d(cos9)

_2z iﬂi (21 +1)e sin(5, )P, (cos 6’{51 (cos8)

> (21 +1)(2F" +1)e'65") in 3, )sin(3,
[}

~1{'1=0

2
k

x P,(cos@)P, (cos8)d(cos )

=37 S @1 +1)sin?(5)) (5.19)
1=0

Toplam tesir kesiti igin tek tek kismi dalgalarin katkilan toplanirlar, halbuki
diferansiyel tesir kesiti i¢in girigim terimleri meydana gelir. Bunu su sekilde
yorumlayabilirizz Her bir 6zel ag1 i¢in tesir kesitine farkli kismi dalgalarmn
girisiminden dogan bir katki vardir. Bu girigim terimleri kat1 agilar tizerinden ortalama
almada sifir olurlar, zira farkli agisal momentum kuantum sayilarina sahip kismi
dalgalar birbirlerine diktirler.

(5.19) ve (5.17b)’yi karsilastirirsak ve biitiin / > 0 i¢in
P(1)=1 (5.20)

olmasmi hesaba alirsak, o zaman “Optik Teorem” olarak bilinen bir bagmtiy1

gerceklestiririz:
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o= i’ilm[ 1(0)] (5.21)

5.3 Program Yapma

Sagilma tesir kesitini hesaplama i¢in programimizda 6nceki boliimlerde kurulmus

olan muhtelif altprogramlar1 kullanabiliriz.

4. bolimden BESJ ve BESN alt programlarindan ve 3. bélimden PLM alt

programundan faydalanacagiz.

(5.3)’den potansiyeli hesaplamak i¢in V FONKSIYON altprogramim yazanz
(Cizelge 5.2). Asagidaki potansiyel parametrelerini kullamriz:

V,=V,-V,E —(1 = 272)1/3 (5.22a)
V1=56.3 MeV, V3=0.32 MeV, V3=24.0 MeV (5.22b)
R=rg A", ry=1.17 fm (5.22¢)
a=0.75 fn (5.22d)

Burada A4 hedef ¢ekirdegin kiitle numaras: ve Z yiik numarasidir ve E gelen nétronun
kinetik enerjisidir. Parametre degerleri E <50MeV ve A2>40 bdlgesinde

gegerlidirler.

V FONKSIYON altprogramu Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2°de goriiliirler. Sabit tutulan
parametre degerleri PARAMETRE satirinda belirtilirler (103. Satir ). IF blogu
(107 —111 satirlart ) miimkiin olabilecek iis agmasini &nler.
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Cizelge 5.1 V Fonksiyon alt programinda kullamilan gésterim (Schmid, 1988)

Fiziksel Ad Fortran Ad Fiziksel Ad Fortran Ad
Vi : Vi1 E E
V, V2 A A
V3 V3 Z Z
A A0 R R
Io - RO R R1
Vo VO

Cizelge 5.2 V Fonksiyon alt programi (Schmid, 1988)

DOUBLE PRECISION FUNCTION V(R, E, A, Z) 100
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z) 101
INTEGER A, Z 102
PARAMETER (V1= 56.3D0, V2= 0.32D0, V3= 24.D0, R0= 1.17D0, AO=0.75D0 103
PARAMETER (EXPMAX= 700.D0) 104
V0 = V1-V2*E-V3*(1.D0-(2.D0*Z)/A) 105
R1 = RO*A**(1.D0/3.D0) 106
IF ((R-R1)/A0.LE.EXPMAX) THEN 107
V= -V0/(1.DO+EXP((R-R1)/A0)) 108
ELSE 109
V=0.D0 110
ENDIF 111
END 112

Cizelge 5.4, ana programin sayisal kismini gosterir; kullanilan gosterim
Cizelge 5.3’de gosterilir. Daha once ifade edildigi gibi, nétronun bir ortam veya agir
atom g¢ekirdegi tarafindan sagilmasim gozoniine aliyoruz. Bu halde m indirgenmig

kiitle my nétron kiitlesinden ¢ok farkli degildir. Yine de

mymy

m= (5.23)
my +my

indirgenmis kiitle ile hesaplayacagiz. Cekirdegin mg kiitlesi i¢in mx = A u ]
yaklagikligim kullanacagiz ( » atomik kiitle birimidir). Atomik birim cinsinden my
nétron kiitlesi ve ( MeV u )" birimlerinde # PARAMETRE satirinda belirtilir. Buna

2

uygun olarak 208. safirda Zh_ sabitini ve 209. satirda (4.5)’den dalga sayisin1 elde
m

ederiz. Radyal Schrodinger denkleminin ¢dziimii igin 2. Bélimde ortaya konulan
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yontemi kullanirniz. [0, b ] arahgmcia hy genislikli i, sayida g6z noktas: dahil ederiz
(212, Satir ). Fox — Goodwin yontemi ile radyal Schrodinger denkleminin
integrasyonu 220. — 227: satirlarda takip eder. Sadece son iki & ve (b — hy ) goz
noktasinda w (r) ¢oziimiine ihtiyag duydugumuzdan, biitiin géz noktalarindaki
fonksiyon degerlerini hasil edecek olan Fox altprogramum kullanmaltyiz. Hesaplama
stiresinde tasarruf yapmak i¢in géz noktalarindaki potansiyel degerlerini sadece bir

kez hesaplariz ve onlar1 VV(I) diizeninde depolariz ( 213. Satir).

Cizelge 5.3 Ana programda kullanilan gésterim (Schmid, 1988)

Fiziksel Ad Fortran Ad Fiziksel Ad Fortran Ad
T HB 7 RR(D)
b B ) VV(RR(D))
i IB W(ri+1) w2
h, HPI Ul +1) U2
3 PI w(ry, u(r) wi, Ul
1y IPI w(r-1), u(ri—1) wo, U0
7 HBAR i) BESJ(L, X)
h? A H2M ni(x) BESN(L, X)
m
My MN & DELTA(L)
A A Py(cosx) PLM(X, L, O)
Z Z 6 THETA(D
k K Py(cosB) PLTH
E E Re[f(6)] REF
! L Im[f(6)] IMF
Ip LP do/d(6) DSIGMA(D)
Dax LMAX o SIGMA

Fox — Goodwin tekrarlamasinmin yapilmasindan sonra, ub — hy) ve u(b) fonksiyon
degerleri elde edilebilirler ve UO ve Ul ile gosterilir. Bu degerlerden & sagilma faz
kaymasi BESJ ve BESN Fonksiyon altprogramlari kullanilarak (229 — 231. satirlar),
(4.10)’a uygun olarak hesaplanir. Sagilma faz kaymasmin hesabi oldugu gibi radyal
dalga fonksiyonunun hesabi da / = 0’dan / = /,’ye kadar biitiin agisal momentum

kuantum say1lari igin bir DO dongiisii igerisinde (215. —232. satirlar) basarilirlar.
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Cizelge 5.4 ana programin sayisal kismi (Schmid, 1988)

10

&

20

30

40

50

PROGRAM

IMPLICI9T DOUBLE PRECISION (A-H, O-Z)
DOUBLE PRECISION IMF, K, MN
INTEGER A, Z

PARAMETER (LMAX= 18, IPI= 90, PI= 3.1415926535D0, IB= 500, B=20.D0)

PARAMETER(HBAR=6.4655D0, MN=1.008665D0)
DIMENSION VV(IB), RRSIB)
DIMENSION HETA(0:IPI), DSIGMA(0.IPT), DELTA(0: LMAX)
(INPUT: A, Z, E, LP)
HOM = HBAR*HBAR*(MN+A) / (2.D0*MN*A)
K = SQRT (E / H2M)
HB=B/IB
DO 101=1,IB
RR(]) = I*HB
VV(I) = V(RR(9, E, A, Z)
CONTINUE
DO 30L =0, LP
W0 =0.D0
W1 0 (E-VV(1)) / H2M-L*(L+1) / (HB*HB)
U0 =0.D0
Ul = 1.D0
DO 201= 1, IB-1
W2 = (E-VV(I+1) / H2M-L*(L+1) / (RR(I+1)*RR(I+1))
U2 = (2.0*U1-U0-HB*HB / 12.D0* (10.D0*W1*U1+W0*UO0))
/ (1.DO+HB*HB / 12.D0*W2)
W0 = W1
W1=W2
U0 =Ul
Ul=U2
CONTINUE
Al = (B-HB)*BESJ(K*(B-HB),L)*U1-B*BESJ(K*B,L)*U0
A2 = (B-HB)*BESN(K*(B-HB),L)*U1-B*BESN(K*B,L)*U0
DELTA(L) = ATAN(A1 / A2)
CONTINUE
HPI =PI/ IPI
DO 501=0,IPI
THETA(T) = I* HPI
REF =0..D0
IMY = 0.D0
DO 40 L =0, LP
PLH = PLM(THETA(), L, 0)
REF = REF+0.5D0 / K* (2.D0*L+1.D0)*SIN(2.DO*DELTA(L))*PLTH
IMF = IMF+0.5D0 / K* (2.D0*L+1.D0)*(SIN(DELTA(L)))*2**PLTH
CONTINUE
DSIGMA(I) = (REF*REF+IMF*IMF)
IF (LEQ.0) SIGMA = 4.D0*PI / K*IMF
CONTINUE

200
201

202
203
204
205
206
207

208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
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e (OUTPUT: DSIGMA, SIGMA)
END

246

(0 sagilma genliginin reel ve sanal kisimlarimin (4.17)’den hesaplanmasi 240. ve

241. satirlarda yer alir. @ sagilma agisi [ 0, © ] araliginda i, gbz noktasi ile béliiniir.

h, = —75 g6z genisligi 233. satirda hesaplanir. (5.17)’deki Legendre polinomlari PLM
i

Fonksiyon altprogrami (239. satir) ¢agrilarak hesap edilirler. PLM programi sadece
P"(cos®) birlesik Legendre fonksiyonlarim degil aym zamanda P(cos8)= P’ (_cos 6)
Legendre polinomlarimi da hesaplamak i¢in uygundur. (5.17)’deki sonsuz toplam
! = I,’de budanur; burada J, siralar1 boyutlandirmada kullanilan /.., maksimum agisal

momentum kuantum sayisindan daha biiylik olmayabilir.

(5.16) ve (5.21)'i kullanarak, sagilma genlifinden son olarak d%g diferansiyel

sagilma tesir kesiti ve o toplam kesit elde edilir (243. ve 244. satirlar ).

204. ve 205. satirlardaki parametre ile su nicelikler belirlenirler: iist aralik sinin
b=20fm, [0,b]aralgmndaki alt araliklarm sayist is =500, [ 0, = ] arahgmmdaki alt
araliklarmn sayisi ir = 90, maksimum ag¢isal momentum kuantum sayisi l,,, = 18,
fi= 6.4655 fm (MeVu )" sabiti ve my = 1.008665 u nétron kiitlesi. Girig olarak
eklenenler sunlardir:4 hedef ¢ekirdegin kiitle numaras1 ve Z niikleer yiik saysi, £
nétronun  enerjisi ve , agisal momentum kuantum sayisi; buradaki /, , agisal

momentum kismi dalgalar1 tizerinden toplam almanin budandig: sayidir. Cikis olarak

d %Q diferansiyel tesir kesit ve o toplam tesir kesit elde edilir. & sagilma agisinin bir
fonksiyonu olarak d%g ¢ikigt grafik formda ve tercihen niimerik formda da elde

edilir. Iki diagram grafik ¢ikigta gosterilirler: Birincide d%g lineer olarak, ikincide

logaritmik olarak c;izﬂir. Biitiin agilar radyandan cinsindendir ve kesitler fm? den

milibarn birimlerine (mb) gevrilirler. Imb = 0,1 finl’.

Degisik atomik g¢ekirdekler alarak ve degigik nétron enerjileri igin [,’nin artan

gt

degerleri ile toplam tesir kesitinin degerinin degistigi ve sonunda sabit kaldig
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gozlenir; artik bu durumda diferansiyel tesir kesitinin bigimini degistirmedigi goriiliir
ve karsilik gelen /, degeri bulunur. Buna gore, agir ¢ekirdek i¢in 10 MeV altindaki
enerjilerde [,=5 ve 50 MeV enerjide /,=/6 oldugu bulunur. Sekil 5.1°de Fej;
¢ekirdeginden 10 MeV enerjili n6tronlarin sagilmasina ait diferansiyel ve toplam tesir
kesiti sonuglar1 ve gekil 5.2’de Ug® gekirdeginden 50 MeV enerjili notronlarin

sagilmasina ait diferansiyel ve toplam tesir kesiti sonuglar: gésterilir.

Sekil 5.4’den, diisiik enerjiler igin diferansiyel tesir kesiti sadece birkag maksimum ve
minimuma sahip oldugu gériiliir. Bunun sebebi, sadece birka¢ kismi dalganin sagilma

tesir kesitine katkida bulunmasidir.

Artan enerji ile 6nce maksimum ve minimumlarin sayisi artar ve sonra yiiksek
enerjilerde diferansiyel tesir kesiti tekrar basit bir bigimi alir. Bu diferansiyel tesir
kesitleri, sagilma ag1s1 arttik¢a 6nce bir maksimum ve sonra hizh bir azalis gosterirler.
Hedef ¢ekirdek daha agir oldukca yukarida s6zii edilen davramg daha da belirginlesir.
Bu hal, sekil 5.5’den goriilebilir.

Rezonanslar, uyarilma fonksiyonunun, yani enerjinin bir fonksiyonu olarak toplam
tesir kesitinin egrisini ¢izerek bulunurlar. Ornek olarak, notronlarm Fe)¢ tarafindan
sacilmasina ait hesaplanan toplam tesir kesiti 2,776 MeV’de keskin bir maksimuma

sahiptir. Burada takriben 0,05 MeV genislikte bir rezonans vardir. Bu durumu
cizelge 5.5°deki degerlere bakarak gorebiliriz.
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Sekil 5.4: [,=5, E=10 MeV igin Fe;; gekirdeginin nétron sagilmasinin diferansiyel ve

logaritmik tesir kesit (Schmid, 1988)
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Sekil 5.5: [,=16, E=50 MeV ig¢in UZ® ¢ekirdeginin nétron sagilmasinin diferansiyel

ve logaritmik tesir kesiti (Schmid, 1988)
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Cizelge 5.5 Rezonans durumunu gosteren sayisal degerler

E (MeV) o
2.70 195.80
2.71 224.90
2.72 271.71
2.73 347.61
2.74 470.55
2.75 663.15
2.76 933.03
2.77 1219.55
2.78 1380.21
2.79 1342.52
2.80 1187.91




61

6. SONUC

Bu tezde, 6zgiin olmayan, ama fizigin temel olaylarindan biri olan sagilma olayinn

kuantum mekaniksel bakimdan incelenmesi ele almmugtir.

Cok az sayida potansiyel igin analitik olarak g¢oziilebilen Schrédinger dalga
denkleminin niimerik ¢6ztimii ger¢eklestirilmigtir. Bu kapsamda niimerik yontemleri

kullanma ve program yapma gibi nitelikler dahil olmugtur.

Bu tezin kapsaminda uygun olarak segilebilecek potansiyeller igin benzer ¢aligmalar

yapilabilecektir.
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EK1.

Bir fonksiyonun birinci tiirevinin sayisal olarak hesaplanmasi i¢in basit bir yaklagiklik

formiili,

F/(x)=tim? (e+h)-7(x) (Ek1.1)

h=>0 h

tiirevin tanmimindan elde edilebilir.

h — 0 limitine ge¢is bilgisayarda bagarilamaz. Onun yerine, 4 igin kii¢iik, ama sonlu,

bir deger kullanabiliriz. Béylece su formiilii

)= (x+h2~f ®., o) (Ek1.2)

elde ederiz. Yine de bu tiiretme O(h) hata terimi igin bize hig¢bir kestirim vermez.
Bununla birlikte, hata terimi igin basit bir gekilde analitik bir ifade elde edebiliriz. Bu
amagla f{x) fonksiyonu Taylor serisine agariz; bundan sonra daima f{x) fonksiyonunun

yeterli sayida alinabilir oldugunu kabul edecegiz. x noktas: civarinda f{x)’in Taylor

serisi

h? h3
f(x+h)=f(x)+hf’(x)+—?f”(x)+?f(3)(x)+... (Ek1.3)
elde edilir.

Bu serinin (Ek1.2)'de yerine yazilmasi

h2
o(h)= —7f"(x)+ (Ek1.4)
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verir. O(h) hatasi, yeter derecede kiigiik h degerleri i¢in onun # ile orantili oldugunu
ifade eden, "/ mertebeden", gosterimi ile belirli bir stmrin altinda yuvarlama hatalar
sonucundan daha biiyiik olacagindan, bilgisayarda 4 af genigligi ¢ok kiiglik
segilmemélidir. Bu sebeple, h'min yiiksek mertebeleriyle hatalarn sifira gitigi bir
yaklagiklik formiilti aramur. Elimizdeki durumda bu kolayca bagarlabilir. f{x+5) i¢in
(Ek1.3) Taylor serisinden f{x-A) igin

2
f(x—h)=f(x)—hf’(x)+%f”(x)—%f(3)(x)+... (BKLS)

Taylor serisini ¢ikarir ve farki 24'ya boleriz.

Yeni yaklagiklik formiilii olarak

'(x) = flx+h)-fx) , o(hz) (EK1.6)
2h
beraberinde
h2
O(h):——6——f(3)(x)+... (Ek1.7)

hata terimini elde ederiz. Goriilebilecegi gibi, simdi hata sifira 4° gibi gider. Hata
terimini ihmal ederek, birinci tiirevin iki fonksiyon degerinden tayin edilmesinden

dolay1, (Ek1.6) denklemine birinci tiirev igin iki - nokta formiilii denir.

Bu formiil birgok uygulama icin yeterlidir. fx+h), flx+2h), fix-h) ve f(x-2h) igin
Taylor serilerinin kargsilastiriimastyla, hatasi 4* mertebeli olan dért nokta formiilii de
gelistirilebilir. Fonksiyonun yanlizca kapali bir aralikta bilindigi durum igin, 6zel
formiiller ug noktalan i¢in elde edilebilir; 6rnegin, araligin alt sumri igin, 4> mertebeli
olan ve x, x+h ve x+2h noktalarindaki fonksiyon degerlerini kullanan "ii¢ - nokta"
formiili. Bununla birlikte, bu formiiller, kararsizha yol agtiklarindan dolayi,

diferansiyel denklemlerin ¢dziimii i¢in uygun degildir.
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Simdi ikinci tirev igin bir yaklagikhik formiilii ele gegirmek iizere, bir kez daha
(Ek1.3) ve (Ekl.5)de verilen fix+h) ve f{x-h) i¢in Taylor serilerine bakalim.
Bunlardan, ikinci tiirev i¢in agagidaki ti¢ - nokta formiilii elde edilir:

£(x) = fx +h)+ fi"z‘ h)-20(x) O(h2) (EK1.8)
burada hata terimi

h? |
ofn?)= —Ef(4)(x)+... (ELLY)

Birinci tirev igin (Ek1.6)'da verilen iki - nokta formiiltinde oldugu gibi, burada da e

mertebelidir.
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