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OZET

Bu g¢alismada, Percus-Yevick yaklasik integral denkleminin ¢dziimi
Laplace doniislimii yardimi ile tek boyutta analitik olarak incelendi.

Percus-Yevick denklemi, kati bir gubuk ve kisa menzilli bir
kuyruktan ibaret olan ¢ift potansiyelli bir sistem igin ele alindi.
Kisa menzilli kuyrugun yoklugunda ve varliginda dogrudan korelasyon
fonksiyonunun ©nemi incelendi.

Sifir olmayan kuyruk durumunda ¢ift dagilim fonksiyonu tamamen
¢ikarilarak, dogrudan korelasyon fonksiyonu ig¢in denklemdeki
integrasyon araliginin tek basina kuyruk potansiyelinin araligina

indirgenebildigi go&sterildi.



SUMMARY

In this work, the solution of the Percus-Yevick approximate
integral equation has been analytically examined in one dimension
by means of Laplace transform.

Percus-Yevick equation has been treated for the class of pair
potentials consisting of a hard rod and a short-range tail. The
importance of the direct correlation function was examined in the
absence and the presence of the short-range tail.

In the case of nonzero tail, the pair distribution function has
been eliminated completely, and it was shown that the interval of
integration in the equation for the direct correlation function

could be reduced to the range of the tail potential alone.



BOLUM I
GIRIS
(I.1) MADDENIN HALLERI

Maddenin fiziksel halleri li¢ sinifa ayrilabilir. Yani, biitiin
elementler ve kimyasal bilegenler sicaklik ve basing gartlarina
bagli olarak dogada kati, sivi ve gaz férmunda' bulunurlar.
Ondokuzuncu vyiizyilin sonuna kadar gaz halinin kuraminda ve
yirminci yiizyil igerisinde kati halin kuraminda biiyiik gelismeler
elde edilmistir. Gaz ve kati hale karsin, sivi halin kurami yavas
asamalar yapmig gibi gdriinmektedir. Bunun baglica sebepleri
sunlardir:

Gaz halinde atomlar rastgele dagilirlar ve atomlarin hareketi
tamamen diizensizdir. Diger taraftan, kati halde atomlar iig
boyutlu ©orgiinlin belli noktalarinda titregirler. Atomlarin
dagilimindaki bu iki zit durum, bu iki hale ait yapiyi tanimlamak
lizere basit modellerin kurulmasina katki saglar. Sivi halde atom
dagilimi kati hale nazaran daha diizensizdir ve gaz halindeki atom
dagilimina gdre yakin mesafelerde diizenlidir. Bu agik olmayan ara
durum, sivi halin yapisini temsil edecek modelin kurulmasini
engeller ve bu nedenle siv1 hal kurami, gaz ve kati hal
kuramlarina gdre yavas geligme kaydetmektedir. (1234567

Ayrica, amorf veya .camsi hal diye adland:rilan bir 6zel hal
vardir. Bu hal genel olarak erimig maddeyi hizli sogutma ile elde

edilir ve sivi halinkine g¢ok yakin bir atom dagilimina sahiptir.



Amorf hal termodinamik bakimdan kararsiz ise de, deneysel zaman
6lgegimiz igersinde oda sicakligindaki ©zelliklerde higbir

dedisme bulunamaz. @

(I.2) SIVI HAL

Maddenin ii¢ halinden biri olan sivi madde diizenli ve diizensiz
yap1l arasinda olan bir yapiyi sergiler. Bu 6zelliginden dolaya,
hem deneysel hem de kuramsal yontemlerle sivi yapinin ¢dziimlenme-
sine biliyiik bir gayret sarfedilmesine ragmen, simdiye kadar sivi
yapida atomlarin dagilim diizeninin anlatimi kati ve gaz hallerde-
ki gibi gelistirilmemigtir. 1234367

Sivilarain yapilari, X-1sin ve ndtron difraksiyon deneylerinin
sonucunda incelenebilmektedir. Kristal katinin X-1sin difraksiyon
ornegi simetrik olarak keskin piklerden ibarettir. Gaz durumu
igin, X-i1sin difraksiyon 6rnekleri maksimum olmayan siirekli bir
sagilma siddetini g&sterir. Bu durum, diisiik yogunlukta bir
gazdaki atomik yerlesimin diizensizligi ile agiklanabilir. ©

Sivilarin X-isin difraksiyon 6rnedinde bir kag¢ maksimum ve
minimum vardir ve bunlar bazi diizenli siki istiflenmis yapilar-
dakine karsilik gelen mesafelerde meydana g¢ikarlar. Bu durum,
sivilarin bir dereceye kadar kisa menzilli diizene fakat uzun
menzilli diizensizlige sahip olduklarini godsterir.

Sivilari incelerken molekiillerarasi dlgek kadar.zaman olgegi
de temel ©neme sahiptir. Bazen sivi halin kati ve gaz halinin

6zellikleri arasinda ara &6zelliklere sahip oldudu sdylenir. Bu



ifade, 6zelliklerin gézéniine alinmasi halinde zaman ige karigti-
rilirsa dogru olacaktir. Katilar diizenli oldugu kadar zamandan
bagimsiz olan bir yapiya da sahiptirler. Kisa zaman araliklari
igin bir sivi esnek 6zellikler bakimindan bir kati gibi davranir
ve kisa mesafeler igin biraz diizenli yapiya sahiptir.

Amorf kati adi verilen ve erimig maddeden sogutma ile elde
edilebilen 6zel bir hal wvardir. Sivilarin yapilari da amorf
katilarin yapilarina benzer. Amorf kati sivi halin atomik konfi-
glirasyonunu saglar.

Sivi halde metallerin, alasimlarin, oksidlerin ve. tuzlarin
degigik Ozelliklerinin anlasilmasi igin artan bir gereksinim
vardir. Cilinkii bunlarin bazi metalurjik iglemlerde Snemli rolleri
vardir. Bu sebeplerden dolayi, giincel ilgi kristal olmayan

sistemlere (hem sivi hem de amorf hallere) gekilmigtir. ¥

(I.3) SIVI METALLERIN GENEL OZELLIKLERI

Sivi metallerin ve alagimlarinin fiziksel 6zellikleri atmosfer
basincinin normal sartlari altinda incelenerek bilimsel ve tekno-
jik olarak ifade edilebilir.

Sivi halin karekteristik 6zelliklerini diiglinmek igin ilk Once
onun yapisinl kati ve gaz durumlarin yapisi ile karsilastirmak
gerekecektir.

Ideal bir katida ki veya bir kristaldeki atomlar &rgii noktala-
rinda diizenli olarak dizilmiglerdir. Atomlarin bu diizenli
yerlesimi uzun menzilli ve i{i¢ boyutludur. Ideal bir kati

degigmeyen bir yapiya sahip oldugunda kristali olusturacaktir.



ideal bir gazda her bir atom hacim iginde serbest olarak gegig
yapabilir. Bu basit modeller gergek katilar ve gazlar igin
faydali sonuglara yol gdsterir. (Ornedin, Spesifik 1s1 igin
Einstein’s formiilii, Brillouin bdlgesi ve Boyle-Charles Kanunu).

Sivi ve gaz fazlarindaki molekiiller yer degistirmede serbest-
tirler.

Sivilari katilarin 6zellikleri ile kargilastirdigimizda, sivi-
larin viskozitelerinin ¢ok diigiik fakat difiizlemelerinin g¢ok
yiiksek oldugunu goriiriiz.

Sivi haldeki bir atom dalgalanmalar boyunca g¢evresindeki
atomlara gd¢ edebilir. EJer sivi haldeki bir atomun herhangi bir
anini diiglinlirsek, bu atom onu gevreleyen atomlarla karsgilikla
olarak etkilesecektir. ™ Yani, sivi hal kati gaz hallerinin
6zellikleri arasinda kalan 6zellikleri gdstermektedir.

Kati madde diisiik sicakliklarda, gazlar yiiksek sicakliklarda
ve sivilar orta sicaklik degerlerinde bulunurlar. Bir sivi bir
katiya benzeyecek, fakat bir gaza daha ¢ok benzeyecektir.

Sivilarin ve katilarin yodunluklari da benzerdir. Her ikisi
de ortalama atomlararasi mesafelere ve benzer sayi yogunlukla-
rina sahiptir.

Sivilarin ve katilarin kohezyon &zellikleri de benzerdir.

Sividan gaza dogru siireksiz bir degigme yoktur. Diger bir
degigsle, sivi ve gaz kritik nokta da uzun siireli olarak ayird
edilemez, c¢ilinki bunlar siirekli yapiya sahip degildir. Bir sivi
yogun bir gaz olarak diigiiniilebilir. Gazlar ve sivilar akigkanlar

olarak kabul edilir.



Sivi metallerin fiziksel ©&zelliklerinin en ©Onemlilerinden
birisi buharlagma entalpisidir. Bir sivinin entalpisi bir kati-
nin entalpisinden daha biiyiiktiir. Buharlagma entalpisi bir sivi
metalin kohezyon enerjisinin dogrudan 8lgilimidiir. Sivi metallerin
diger fiziksel 6zellikleri (6rn; ylizey gerilimi, termal genlegme,
sikigsabilirlik ve ses hizi) buharlagma entalpileri ile iligkili-
dir.

Gazlar tanimlanirken bir ideal gazin varligindan bahsedilir.
Fakat sivi halin tanimlanmasi zor oldugundan ideal sivi mevcut
degildir. Buna ragmen son zamanlarda sivi metallerin baza
6zellikleri basit bir modelle bagari ile agiklanabilmektedir ki
bu modelde atomlar kati ve hareketsiz kiireler olarak ifade edi-

lirler, yani kati-kiire modeli. !



BOLUM II

PERCUS-YEVICK KATI-KURE MODELI

(II-1) KRISTAL OLMAYAN MALZEMELER VE ORNSTEIN-ZERNIKE BAGINTISI

Kristal olmayan malzemeler sivi ve amorf olarak iki grup
altinda toplanabilir. Sivi yapida metaller, alagsimlar, oksidler,
tuzlar ve kompleksleri; amorf yapida metalik camlar ve amorf yara
iletkenler 6rnek olarak siralanabilir. Amorf yapi kati olmasina
kargsin atom dagilimi yoniinden sivi hale ¢ok yakindir. Bu
malzemelerin degisik fiziksel ozelliklerine ait problemlere
deneysel ve kuramsal olarak biiyiik gayretler sarfedilmektedir. ©

Kristal olmayan sistemlerin yapisi verilen sicaklik ve
basingta pargaciklar arasindaki etkilesmeye dayali kuramlar ile
hesap edilirler. Bu durum ig¢in, ¢ift potansiyel ve ¢ift dagilim
fonksiyonunun bilinmesi gereklidir. 43

GCift dagilim fonksiyonu sivilarin modern teorisi igin OSnemli
bir yer teskil eder. Denge durumundaki sivilarin 6zellikleri ve
yapilari en iyi olarak bu fonksiyon ile tanimlanabilir. Cift
dagilim fonksiyonu r’nin biiyilikliigiine baglidir. Gergek sivilar
genellikle izotropik oldugundan r’nin yoniine bagli dedildir. ™

Genellikle ¢ift dagilim fonksiyonu yerine, bir korelasyon
fonksiyonu kullanmak uygundur.

Toplam korelasyon fonksiyonu h(r),

h(r) = g(r)-1 (II-1.1)
olarak tanimlanir. Burada g(r) ¢ift fonksiyondur. h(r) toplam

korelasyon fonksiyonu referans atomunun r=|?-f'| mesafedeki diger



atom {izerindeki toplam etkisinin bir &lgiisiidir.

h(r) fonksiyonu tanimina gére iki kisma ayrilabilir; referans
atomunun diger atom {izerindeki dogrudan etkisini anlatan dogrudan
korelasyon fonksiyonu C(r) ve diger atomlarin etkisini anlatan

dogrudan olmayan kisim.

Dogrudan olmayan kisim bir konvoliisyon olarak tanimlaniyor ve

Ornstein-Zernike bagintisi

h(r) = c(r) + p, fC(I; A ;‘I)h(r')dr. (II-1.2)

ile veriliyor, burada p, pargacik sayi yogunlugudur.

C(r) dogrudan korelasyon fonksiyonu ig¢in grup ag¢ilimindan,

yaklasik

C(r)=g(r) [A=exp(e(r) /kyT)] (II-1.3)

Percus-Yevick denklemi elde edilir. Percus-Yevick denkleminde iki
boyutlu Ornstein-Zernike bagintisi kullanilair.
(IT-1.3) bagintisinda, T sicaklik, @ (r) ¢ift potansiyel ve kg
Boltzmann sabitidir.

Sonu¢ olarak, Percus-Yevick integral denklemi Ornstein-Zernike
tarafindan ortaya ¢ikarilan C(r) dogrudan korelasyon fonksiyonu

ile kati kiire potansiyeli ig¢in kesin olarak ¢dziilmiistiir. 2134



(II.2) KATI KURE POTANSIYELI VE PERCUS-YEVICK DENKLEMI

Kristal olmayan sistemlerin yapisinin [g(r) ve S(k)] X- 1sgin
difraksiyon deneyleri ile belirlenebilmesinin yani sira, bu
sistemlerin yapisini anlamak igin gegitli yaklasik denklemler
dnerilmigtir., (1456

Bunlar Born-Green denklemi, Percus-Yevick denklemi ve

Hypernetted-Chain denklemi olarak bilinirler. Bu yaklasik
teoriler kristal olmayan sistemlerin yapisini tartismak igin
yararli bir yontem saglarlar.
Burada Percus-Yevick denklemi tartigilacaktir. Grup ag¢iliminin
diagramsal analizinde, Percus-Yevick denklemine Hypernetted-Chain
denklemine alinan terimlerden daha az terim alinmig olmasina
kargilik, Percus-Yevick denkleminin kisa menzilli kuvvetlerinin
hakim oldugu sistemler igin daha iyi sonuglar verdigi bilinir.
Bu iistiinliik agik olarak kati-kiire potansiyeline sahip olan yapi
modelinde goriiniir.

Wertheim ve Thiele tarafindan goésterildigi gibi, Percus-Yevick
denklemi kati-kiire potansiyeli igin kesin olarak ¢&ziilebilir ve
¢ift dagilim fonksiyonunun veya yapi faktoriiniin analitik ifadesi
elde edilebilir. 2™

Sivi metallerin yapisi igin Percus-Yevick denkleminin kati-
kiire ¢oziimi ilk defa Ashcroft ve Lekner tarafindan tartigil-
migtir. 3

Percus-Yevick kati«kilire modeli, sivi metal ve aiaglmlarln
yapisinin ve deneysel yapi faktdriinliin temel goriiniigiinii verdigi

kabul edilir. Sivi metallerin yapi faktdrlerinin tayini hala



devam etmekte olan bir galigmadir. Ve bu yiizden Percus-Yevick
kati-kiire modeli kristal olmayan malzemelerin yapisal ince-
lenmesinde 6nemli bir yer tutar.

Daha ©nceki bdéliimde agikladigimiz gibi; dogrudan korelasyon
fonksiyonu igin,

C(r) = g(r) {l-exp[ @ (r)/kgT]}
seklindeki yaklagik denklem Percus-Yevick denklemi olarak

bilinir. Burada 2 (r) gift potansiyel, T sicaklik ve Kk

Boltzmann sabitidir.

Kati kiire potansiyeli,

e r<o
¢(r) = 0 r>e

seklinde tanimlanir ve $ekil (II-1)’de gosterildigi gibidir.
e (r)

A

Y
H

Sekil (II-1)

Kati kiire potansiyelinde, o kati-kiire g¢apr ve r atomlar

arasindaki mesafedir. YILD12Z
A4RS,
A -
w

-

e
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BOLUM 111
PERCUS-YEVICK DENKLEMININ ANALITIK COZUMU

(ITI-1) TEK BOYUTLU INTEGRAL DENKLEMININ ANALITIK KARAKTERI

Tek boyutta V(x) potansiyelli birbirini geken ¢iftli pargacik-

larin olusturduklari bir sistem igin PY denklemi

C(x)=1-p(TUx) f(x')dx'+p TXx") f(x')T(x-x')e(x-x')dx’
] /

(III-1.1)

Burada e(x) = exp[- B V(x)] , £f(x)= e(x)-1 , p yogunluk ve
B =(kT)" dir.
Ornstein ve Zernike’in C(x) dogrudan korelasyon fonksiyonu ve

g(x) ¢ift dagilim fonksiyonu Percus-Yevick yaklasiminda T(x) ile

iligkilidir:
g(x)=7T(x). e(x) C(x)= T(x).£(x) (ITI-1.2)
g(x-x")=C(x-x")-e(x-x") C(x")=TT(x")-£(x")

Bu ifadeler yardimi ile (III-1l.1) denklemi,

% ' e TEE+1.3
2:(X)=1‘Pf C(X')dx’+9f C(x') g(x-x")dx" ( )

gseklini alar.
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V(x) = Vu+V; durumunda;
Vy kati-gubuk potansiyeli,
V=0 (|x|>1), V4=~ (]|x]|<1)
ile verilir.
V; kuyruk potansiyeli |x|>1+a igin V;=0 oluyor. Burada 1 kati
¢ubugun boyudur, 1l+a mesafesi gubuktan a kadar uzaktaki mesa-

fedir. x uzakligi ise l<x<l+a seklindedir.

(ITI-1.1) ifadesinin tek tarafli Laplace doniiglimiini alalim.

o0

f e™ C(x)dx= fwl.e“dx- p jf;*ﬂ jﬁé(x’)dx’]dx

o

+ p fe"‘"[ fC(x')g(x-x')dx']dx (XX1-1.4)

Burada
oo

I,= f e W x)dx

o

o0

I,= f 1.e"dx (III-1.5)

I,=- p fwe'"[ wa(x')dx’]dx

oo 0o

I,= p f e™[ f C(x’")g(x-x")dx’]dx

seklindedir.

I1k dnce I, ifadesini ele alalim.
0’dan « 'a olan integral yolunu 0O’dan l+a’ya ve l’den = ‘a
olacak gekilde bdlelim. !

L*o oo

I,= f e™g(x)dx+ fe'“z(x)dx ' (III-1.6)
8

(=]
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(ITI-1.2) bagintilari kullanarak

L+o PO

I,=- f C(x)e™dx+ f g(x)e™dx (ITI-1.7)
L

o

seklini alair.

I, denkleminin l.terimine F(s), 2.terimine G(s) diyelim, bdylece
I,=F(s)+G(s)
seklinde olur.

I, ifadesi,

00
3 piiia S (III-1.8)
5,=[1.e dx=-2
o
§ek11nded1r.
I,=- p f fC(x ydx’ dx (III-1.9)
ifadesi,

Integral denklemlerln Laplace doniligiimii ile g¢&ziimlinden

I,=- p f "‘fC(x ydx’ dx (III-1.10)

seklinde yazilabilir.

Boylece,

=] Lva

I=- p [e”[ [c(x)ax'+ [c(x’)dx’]dx  (III-1.11)
° L

- 00
co L¥e
I,=- p fe--x f C(x’)dx’dx (III-1.12)
- 00 °

seklini alair.

Jee
f c(x’) dx’=-§ diyelim.
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-]
Lo Ky Pk
I,=-p 2316 dx

oo

I,= ‘;(9 .zfe‘s"dx=—-—§’
o

seklinde bulunacaktir.
00 o

1}=pfe*xP[C(x')g(x—x')dx']dx
(o) - 00

Integral denklemini ¢&zmek ig¢in Laplace
Konvoliisyon teoremini kullanacagiz.
Konvoliisyon tanimi:

R +
l{f*g}=F(s)G(s)=1lim f edt f £(T )g(t-7)dT
K-’oo° :

o

seklindedir.

(E1T-1.13)

(ITI-1.14)

(III-1.15)

doniligliminiin

(ITII-1.16)

0 ve + = araligindaki Laplace integrali sag yari diizlemde, - « ve

0 araligindaki Laplace integrali ise sol yari diizlemde yakinsak-

tir. ™ Bu 6zellikten yararlanarak,

o o0

f e"f(t)dt= f e"f (-t)dt
- 00 o

00

f e'f (-t )dt=F(-s)

o

(v}
f e f (t)dt=F(s)

- 00

integrallerini yazabiliriz.

(III-1.17)

(III-1.18)

(ITI-1.19)
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Konvoliisyon tanimini C ve g fonksiyonlarina uygulayalim.

i %
J{C*g}=1lim [ e™dx f C(x’)g(x-x’)dx’'= F(s)G(s) (III-1.20)

o0
Laoo =

L o Lax
lim e¥dx [ f RLXT Y g x=%" A% "+ f Cix’")g(x=x"jdx"]
Lao o 2 2=

% ° L Lso
=1lim f e¥dx f C(x")g(x-x")dx’'-1lim f e**dx f C(x'")g(x-x")dx’
20 _% x L0 % L
(II1I-1.21)
© X (o} lso
=- f e dx f C(x")g(x-x")dx’~- f e**dx f C(x")g(x-x")dx’
-00 ° - 00 Lax
(ITT=1.22)
° Lo
=-F(s)G(s)- f e¥dx f C(x’)g(x-x')ax"’
~00 L
by (ITI-1.23)
Lo
f C(x’)g(x-x")dx’=-y(x) (III-1.24)
L+x
diyelim. (III-1.23) ifadesi,
o
=-F(s)G(s)+ f eVy(x)dx
Q o]
=-F(s)G(s)+ f ey (x)dx+ f ey (x)dx (IIT+1.25)
- 00 Q
seklini alair.
L+o
yi{x) = = f C(x’)g(x-x')dx" (0<x<a) (III-1.26)
l+x
y(x) =0 (x<0 ve x>a)

gsartlarini kullanirsak; f ey (x)dx=0 olur.
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Boylece, (III-1.25) ifadesi,

a

=-F(s)G(s)~ f e™y (x)dx (111-1.97)
o

seklinde olur.
Q

f ey (x)dx=Y(s) (III-1.28)
o
diyelim.

1 - 0’a gittiginde konvoliisyon teoremine gdre I, integralinin
Iokaemas

= -F(s)G(s)-Y(s) (ITI-1.29)
seklinde elde edilir.

1 - o~ 'a gittiginde II.kisim;

L

[S) Lax
lim | e®™dx[ f C(x")g(x=-x")dx"+ f C(x")g(x-x")dx"]
(300
x L+a
L o L Lax
=lim e ¥dx f C(x’')g(x-x’")dx’'+1lim | e™dx f C(x'")g(x-x")dx’
L, 3 5 l+o

(III-1.30)
(ITI1-1.26) sartlari ve (III-1.28) ifadesi kullanilarak (III-1.30)

ifadesi,

00 x ) [+o

= f e "dx f C(x')g(x-x")dx’ - f e *dx f C(x’)g(x-x")dx’ (III-1.31)
0

o o Lax

: (-]

=-F(-5)G(s)+ [ e”y(-x)dx (I11-1.32)
o

a 0o

=-F(-s)G(s)+ f e My (-x)dx+ f e™.0 dx (III-1.33)
° a

=-F(-s)G(s)+Y(-s) ' (ITI-1.34)

seklinde elde edilir.
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I, genel ifadesi I. ve 1II. kisimlarin toplamindan ibaret

olacaktuir.

I,= p [-F(s)G(s)-Y(s)-F(-s)G(s)+Y(-s)] (ITI-1.35)

I,== p [ F(s)+F(-s)]G(s)- p Y(s)+ p Y(-s) (ITI-1.36)

seklinde elde edilebilir.

I,=1,+I,+I, oldugundan,

F(s)+G(s)=1/s+K p /s- p [F(s)+F(-s)]G(s)- p Y(s)+ p Y(-8)
(ITI-1.37)

F(s)+G(s)=(1+ p K)/s- p [F(s)+F(-s)]G(s)~- p Y(s)+ p Y(-s)
(ITI-1.38)

airs

Bu ifadeden G(s) i¢in bir ¢oziim elde edilir;

G(s)+ p F(s)G(s)+ p F(-8)G(s)=(1+ p K)/s-F(s)- p Y(s)+ p Y(-s)
(ITI-1.39)

G(s)[1+ p F(s)+ p F(-s)]=(1+ p K)/s-F(s)= p Y(s)+ p Y(-s)

(III-1.40)
(1+ p K)/s=F(s)- p Y(s)+ p Y(-s)
G(s)= (ITI-1.41)
1+ p F(s)+ p F(-s)
1+ p K = Q° koyarsak,
Q’s'-F(s)- p Y(s)+ p Y(-s)
G(s)= (III-1.42)

1+ p F(s)+ p F(-s)
olarak elde ederiz.
C(x) ve g(x) fonksiyonlarinin heryerde sonlu oldugunu farzede-
lim. Bdylece F(s) ve Y(s) sonlu bir aralik {lizerinden Laplace
doniiglimi olan, s’e bagli tam fonksiyonlardir. Tam fonksiyonlar

sonsuz diginda her yerde yakinsaktir. Yani tam fonksiyonlar,
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sonlu diizlemde yakinsak tam serilerle g&sterilebilen fonksiyon-
lardair."

G(s) fonksiyonu ise sonsuz aralik ilizerinden bir Laplace donii-
glimiidiir. Ve sag yari diizlemde (RHP) diizenlidir. G(s) fonksiyonu,
sol yari diizlemde (LHP) ise, sag yari diizlemdeki G(s) fonksiyonu-
nun analitik uzanimi ile tanimlanir. [

Analitik uzanim kavramini gdyle tanimlayabiliriz; D, ve D, gibi
ortak pargalari olan iki bdlge diiglinelim. f,(z), D, de f,(z), D,
de tek dedgerli ve holomorf iki fonksiyon olsun. (Holomorf: Bir
D bdlgesinin her noktasinda tiirevi olan f(z) fonksiyonuna bu
bélgede "holomorf" adi verilir.)

Eger f,(z) ve f,(z), bu iki bdlgenin A ortak pargasinda egit ise,
f,(z), f,(z)’nin D, disina analitik uzanimidir denir.

Su halde, bir f(z) fonksiyonunun D, bélgesinde holomorf olan bir
f,(z) elemani verildiginde, analitik uzanim ile, eder varsa,
fonksiyonunun diger elemanlari bundan elde edilebilir. ¥

Q’s'-F(s)- p Y(s)+ p Y(-s)

G(s)= (III-1.43)
1+ p F(s)+ p F(-s)
ifadesinde s - -s konarak,

-Q’s'-F(-s)= p Y(=s)+ p Y(s)

G(=-8)= (III-1.44)
I+ p F(-s)+ p F(s)
oldugu ortaya gikar ve iki denklem birbirine oranlanirsa,
G(s)[1+ p P(a)% p P(=s))=Q’s'-F(s)=- p Y(s)+ p Y(-s)
(III-1.45)

G(=8){1% p P(=8)% p P(s))=-Q's'=-F(-8)- p Y(-8)+ p Y(s)
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G(s)[1+ p F(s)+ p F(-s)] Q’s'-F(s)- p Y(s)+ p Y(-5)

G(-s)[1+ p F(-s)+ p F(s)] -Q’s'-F(-s)- p Y(-s)+ p Y(s)

(III-1.46)

elde edilir. Buradan,
G(s)[Q’s'+F(-s)+ p Y(-s)- p Y(s)]=G(-s)[-Q’s'+F(s)+ p Y(s)- p Y(-Sﬂ
dir. ‘ (III-1.47)

G(s)[Q’s'+F(-s)- p Y( s)+ p Y(-s)] ifadesi s’in bir fonksiyonudur.

G(s) [-QS—2+F(—s) _pY(8) +p¥(-8)]

ifadesine gore,

G(s), s’ kismi ile s=0'da basit bir kutba sahiptir. Bu nedenle,
s’G(s)[Q’s'+F(-s)- p Y(s)+ p Y(-s)] miktari da orijinde ve sag
yari diizlemde diizenlidir, g¢iinkii her iki faktdrde sag yari
diizlemde (RHP) diizenlidir.
Bu fonksiyon s’in bir fonksiyonu oldugundan, sol yari diizlemde
de (LHP) diizenlidir ve b&ylece s’in bir tam fonksiyonudur.
Sol yari diizlemde limit sonsuza gittiginde;
F(s) fonksiyonunun integral sinirlari 0’dan 1l+a’ya kadar
arttigindan F(s)’in artma orani,
O[s'exp(-l-a)s]
Y(s) fonksiyonunun integral sinirlari 0’dan a’ya kadar arta-
cagindan Y(s)'in artma. orani,
O(s'exp(-as)] olarak yazilabilir.
Sol vyari dizlemde limit sonsuza gittiginde G(s) fonksiyonunun

- p '"e gittigini (III-1.42) ifadesi ile buluruz.
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s’G(s)[Q’s'+F(-s)- p Y(s)+ p Y(-s)] ifadesinin Y(s) fonksiyonu
igin artma orani;

O[s exp (-as)] olacaktair.
H(s) olarak yeni bir fonksiyon tanimlayalim,

H(s)=s’G(s)[Q’s"'+F(-s)- p Y(s)+ p Y(-s)]-8’[Y(s)+Y(-s)]

(III-1.48)
Bu fonksiyon s’nin bir ¢ift tam fonksiyonudur.

(ITI-1.42) ifadesini bu fonksiyonda yerine yazalim,

H(s) = s? [1+4 p F(s) + p F(-s)]" . {Q's?4Q’s!. [F(-s)-F(s)

-2 p Y(s)+2 p Y(-s)]-F(s).F(-s)-2 p F(s8)Y(-s)-2 p F(-8)Y(s)-Y(s)
~Yes)+ p Y(s)-Y(-8)1%) (ITII-1.49)
Sol yari diizlemde, en biiyik artma orani olan terim F(s)
olacaktir. Bu terimde,

O[s'exp(-1-a)s] dir.
Sol yari diizlemde sonsuza gidildiginde (III-1.1) ifadesinden
yararlanarak

F(-s)=-T(0)s"'+0(s?)

Y(-s)=-y(0)s'+0(s?) (III-1.50)

T(0) =Q’-2 p y(0)
kullanilacaktar.

Sol yari diizlemde yarigap boyunca sonsuza gittigimizde
H(s)=0(1) buluruz. H(s) fonksiyonu ¢ift oldugundan, sag yari
dﬁzlémde de H(s)=0(1) olacaktir. Fakat Liouville’s teoremine gdre
sonlu bir tam fonksiyon sabit olabiliyordu.

s=1 alindiginda, diger terimler sabit kabul edilerek
(II1-1.48) ifadesi

H=Q’ olarak bulunur.
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H(s)=s’G(s)[Q’/s+F(-s)- p Y(s)+ p Y(-s)]-s?’[Y(s)+Y(-s)]
(III-1.51)
H(s)+s’[Y(s)+Y(-s)]

G(s)[Q'/s+Fl-s)- p Y(s)+ p Y(-s)]= (III-1.52)

H(s)=0Q’ alinarak,
G(s)[Q/s+F(-s)= p Y(s)+ p Y(-s)] =Q/s™+Y(s)+Y(-5s)
(III-1.53)
ifadesi elde edilir.
Bu durumda, ¢arpanlarina ayrilmanin en yakin komgu tipi bir
kuyruk i¢in saglandigini yazabiliriz.
a>]l durumu ig¢in, (III-1.49) ifadesinin payindaki baskin terim
Y’(s) dir.
Sol yari diizlemde sonsuza gidildiginde, Y?’(s)’in artma orani
O[s’exp(-2as)] olacaktir.
Ve H(s)’in artma orani 0(1) den farkli olarak,
O[s'exp(-a+l)s] olacaktair.
(ITI-1.38) ve (III-1.53) ifadelerini birlegtirelim;
F(s)+G(s)=Q'/s- p F(s)G(s)- p F(-s)G(s)- p Y(s)+ p Y(-s)
(ITI-1.54)
(II1-1.53) ifadesinden Y(-s) ig¢in bir ifade gikaralim,
G(s)[Q'/s+F(=s)- p Y(s)+ p Y(-s)]-Q*/s’-Y(s)=Y(-s) (III-1.55)
bu ifadefi (III-1.38) denkleminde yerine yazalim,
F(s)+G(s)=Q'/s- p F(s)G(s)- p F(-s)G(s)+ p [G(s)[Q*/s+F(-s)
- pY(s)+ p Y(-8)]-Q¥/s’-¥Y(s)]- p Y(s) (III-1.56)
F(s)+G(s)=Q"/s- p Q’/s’- p F(s)G(s)+ p G(s)Q"/s- p ’G(s)¥(s)

+ p?

Y(-s)G(s)=2 p Y(8) (III-1.57)
F(s)+G(s)=Q"(1/s- p /s?)-2 p Y(s)+ p ’¥(-s)G(s)- p ’¥(s)G(s)

- p F(s)G(s)+ p Q'G(s)/s (III-1.58)



Y & |

ifadesini elde ederiz.
(ITI-1.58) ifadesini koordinat uzayina doniigtiiriirsek;
Kuyruksuz kati gubuklar ig¢in Y=0 olur.
Bu durumda (III-1.58) ifadesi,
F(s)+G(s)=Q’(1/s- p /s?)- p F(s)G(s)+ p Q’G(s)/s (ITII-1.59)
seklini alair.
G(s), p F(s)G(s) ve p Q’s'G(s) ifadeleri x<l1 igin sifir olan
fonksiyonlarin Laplace doniiglimidiir.
x<l igin Q*(1/s- p /s?) terimi Q?(1l- p x)’in Laplace

doniliglimidir.
Boylece, x<1 igin

C(x)=-TI(x) sarti kullanilarak

T(x)== C(x)=Q*(1- p x) (ITI-1.60)
ifadesi elde edilir.

T(0)=1+2 p f‘c(x)dx {IXI~1.61)
ifadesindg (III—1.60; sarti ve
T(0)=0Q’ kullanilarak,

L
Q’=1+2 p fQ’(l— p x)dx (III-1.62)
o

Q’=1+2 p , Q’x- p Q%x%/2 ‘l=1+2 p | Q’1- p Q’1%/2
2 (ITI-1.63)
Q=142 p 1Q%- p 20’12 022 p 10% p 2Q?12%=1
Q*(1-2 p 1+ p 21%)=1 (III-1.64)
Q’=1+ p Q¥(21- p 1%)=(1- p 1)? (ITI-1.65)
elde edilir.
Bu yontemde, Percus-Yevick denklemi basit bir metodla kati

cubuklar igin ¢&ziiliir. M
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(III-2) g(x) FONKSIYONUNUN GIKARILMASI VE SONLU ARALIKTAKI
DENKLEMLERE INDIRGEME
Burada sifir olmayan kuyruk durumunu diigiinelim.
(ITI-1.58) denkleminin sag tarafi doért gegit terim igermektedir.
Q’(s'- p s?) terimi Q’(l- p x)’in Laplace doniigilimidiir.
-2 p Y(s) terimi -2 p y(x)’in Laplace doniigiimiidiir, bu ifade 0<x<a
igin sifir degildir.
- p’Y(-s)G(s) terimi x<l-a ig¢in sifir olan bir fonksiyonun
Laplace doniiglimidiir. Kalan terimlerin hepsi x<1 ig¢in sifir olan
fonksiyonlarin Laplace doniigiimleridir.
C(x) dogrudan korelasyon fonksiyonunu,
-C(x)=-Cy(x)=-2 p y(x)+p(x-1)+g(x-1) (ITI-2.1)

seklinde tanimlariz.

Burada, (0<x<1l) igin  =Cy(x)=Q*(1l- p x)
x>1 igin -Cy(x)=0 (I11I-2.2)
x<-a ve x>0 ig¢in p(x)=0
x<0 ve x>a ig¢in qgq(x)=0
dir.

Buradaki p(x-1) fonksiyonu,

n-Ll
p(x-1)= p 2 fy(-x')g'(x-x')dx' (III-2.3)
geklinde verilir.
(ITI-1.58) denklemi . p *¥(-s)G(s) teriminin ters Laplace

doniiglimlinde x>1+a i¢in g(x)’i igerdiginden q(x-1) ig¢in denklemi

ihmal ederiz.
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x>1+a igin g(x)’i gikarmak isteyelim ve tek basina C(x) ig¢in bir
denklem elde etmek isteyelim. Bunun ig¢in (III-1.38) ve (III-1.53)
denklemlerine geri ddnmek gerekecektir.

X(s)=[F(s)+2 p Y(s)-Q’s+ p Q’s”]

Z(s)=Q’s?+Y(s)+Y(-s) (III-2.4)
denklemleri tanimlanir,
(ITI-1.38) ve (III-1.53) denklemlerini X(s), Z(s) ve X(-s) ifade-
lerine gore birlestirdigimizde
[X(s)- p Z(s)][X(-S)- p Z(s)]=-Z(s)[1+ p X(s)+ p X(-s)-2 p %&(s)]

(III-2.5)

veya
X(s)X(-s)- p X(s)Z(s)- p Z(s)X(-s)+ p *2’(s)

=-Z%(s)- p Z(s)X(s)- p Z(s)X(-s)+2 p 22%(s) (III-2.6)

X(s)X(-s)+ p 22%(s)=-Z(s)+2 p 22%(s) (III-2.7)

X(s)X(-s)=-=Z(s)+ p 22%(s) (II1-2.8)

olacaktair.

$imdi, ’
X(s)=e™ u (s) v (s) (III-2.9)
Z(s)=- K (s) B (-s) (ITI-2.10)
v (s) VvV (-s)=plp(s)p(-s)+l (ITI-2.11)

ifadelerini tanimlayalim.
G(s) ifadesini yukarida verilen cinsinden yazmaya galigalim.

G(s).[QY/s+F(s)- p Y(s)+ p Y(-s)]=Q’s?+Y(s)+Y(-s)

(II1-2.12)
G(s).[Qs'+F(-s)- p Y(s)+ p Y(-s)]=Z(s) (III-2.13)
X(-s)=F(-s)+2 p Y(-s)+Q’s'+ p Q’s” (III-2.14)

X(-s)-2 p Y(-s)- p Q’s?=F(-s)+Q’s’ (III-2.15)
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G(s).[X(-8)=2 p Y(-s)~- p Q’s?- p Y(s)+ p Y(-5)]=Z(s)

(III-2.16)
G(s).[X(-8)- p [Y(-8)+Y(s)+Q’s?]]=Z(s) (II1-2.17)
ve (ITI-2.4) denklemi kullanilirsa,
G(s)[X(-s)- p Z(s)]=Z(s) | (III-2.18)
Z(s)
G(s)= (III-2.19)
X(-s)- p Z(s)
seklinde olur.
Bu ifadede,
X(s)=e™ p (s) v (s)
X(-s)=e" p (-s) v (-s) (II1-2.20)
Z(s)== p (s) p (-s)
bagintilarini koyarsak,
- B (s)
G(s)= (II1-2.21)

e’ v (-s)+ p B (s)
seklinde elde ederiz.

X(s)= M (s) v (s)exp(-sl) ifadesiningarpanlarina ayrilmasinda
Z(s)'in de kdkleri olan X(s)’'nin tiim kdkleri p (s) iginde ortaya
¢irkar, X(s) ve p Z(s)-1" in genel kdkleri v (s) ig¢inde ortaya
¢ikar.

$imdiye kadar u (s) ve v (s) eksponansiyel faktdrsiiz olarak
elde edilebiliyordu. p (s), exp @ (s) ile v (s) exp[- @ (s)] ile
garpirliyor. ( @ (s) s'min bir tek fonksiyonudur.)

Elde edilen denklem &nceki denklemlerin herhangi birindeki
etkiye sahip olmayacaktir. Buradaki faktdér bir tam fonksiyon
olarak segilebilir. O zaman W (s) ve v (s) s=0 daki basit kutup

harig¢ digerleri igin diizenli olacaktir.

'y
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X(s) deki p Q’s? ve Z(s) deki Q’s? kutuplari, p (s) deki Qs ve
v (s) deki p Qs kutuplari ifade eder.
B (s)=Q/s+M(s) ; vV (s)= p Q/s-1+N(s) (III-2.22)

tanimlayalim. Burada M(s) ve N(s) tam fonksiyonlardir.

B (s) ve Vv (s) ifadelerinden gikan agik terimler sadece

B (s) ve v (s)’in kati-gubuk dederleridir. Gergek Q degeri ile
Q’'nun kati-gubuk dedgeri yer degistirecektir.

(I11-2.22) ifadelerini (III.2.9), (III-2.10), (III-2.11) ve
(ITI-2.21) denklemlerinde yerine koyalim;

Daha ©nceden C(x) igin tanimlanan (III-2.1) ifadesini

kullanalim,
1=0 alinirsa, (III-2.1) ifadesi

-C(x)=Q’(1- p x)=2 p y(x)+p(x)+q(x) (III-2.23)

seklini alar.

Bu ifadeye Laplace doniiglimiini uygulayalim.

a o a
- f C(x)e™dx=Q*(s'- p s2)=2 p Y(s)+ f p(x)e*dx+ f q(x)e*dx
o -a o
(IT1-2.24)
(o]
f p(x)e®™dx=P(s)
a
f q(x)e™dx=IT(s) (III-2.25)

diyelim ve

a

- f C(x)e™dx=F(s) oldugundan denklemi yeniden diizenleyelim.
o

F(s)=Q’(s'- p s?)=2 p Y(s)+P(s)+II(s) (III-2.26)
olur.
X(s)=F(s)+2 p Y(s)-Q’s'+ p Q’s? ifadesinde F(s)’i yerine

yazalim.
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X(s)=P(s)+II(s)=e™ u (s) v (s) (II1-2.27)
1=0 igin X(s)=P(s)+II(s)= p (s) v (s) (III-2.28)
bulunur. (III-2.22) bagintilari kullanilarak
P(s)+II(s)=[Q/s+M(s)][ p Q/s=-1+4N(s)] (III-2.29)
M(s)N(s)+Q/s[N(s)+ p M(s)]-M(s)=Q/s[1l- p Q/s]+P(s)+II(s)
=Q/s- p Q*/s™+Q*/s-Q?/s+P(s)+II(s)
=Q/s-Q%/s+Q*/s[1- p /s]+P(s)+II(s)
=Q/s[1-Q(1- p 1)]+P(s)+II(s)
M(s)N(s)+Q/s[N(s)+ p M(s)]-M(s)=Q/s[1-Q(1l- p 1)]+P(s)+II(s)
(III-2.30)
ifadesi elde edilir.
K (s) ve v (s) ifadelerini (III-2.11) denkleminde yerine
yazalim.
[ p Q/s=1+N(s)].[- p Q/s-1+N(-s)]
=P’ Q/s+M(s)].[- Q/s+M(-s)]+1 (III-2.31)

N(s)N(-s)+ p Q/s[N(-s)-N(s)]-N(-s)-N(s)

= p 2{M(s)M(-s)+Q/s[M(-s)-M(s)]} (II1-2.32)

(ITI-2.4) ve  (III-2.20) denklemleri arasindaki iligki
kullanilarak,

Q’s?+Y(s)+Y(-s)== 1 (s) B (-8) (II1-2.33)

Q’s?+Y(s)+Y(-s)==[[Q/s+M(s) ].[Q/s+M(~-s)]] (ITI-2.34)

Y(s)+Y(-s)=Q/s[M(s)-M(-s)]-M(s)M(-s) (III-2.35)

—fY(s)+Y(-s)]=M(s)M(—s)+Q/s[M(—s)-M(s)] (II1-2.36)

N(s)N(-s)+ p Q/s[N(-s)-N(s)]-N(-s)-N(s)

= p X{M(s)M(-s)+Q/s[M(-s)-M(s)]}

=- p 2[Y(s)+Y(-8)] (II1-2.37)
ifadesi elde edilir.

(ITI-2.22) denklemleri (III-2.21) ifadesinde yerine konulursa,
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p(-x)=Q f n(-x’)dx’+ f m(x’'=-x)n(-x’)dx’ (ITII-2.40)
Q Q
q(x)=-m(x)- p Q fm(x')dx'+ fm(x')n(x-x‘)dx' (III-2.41)
x X
a -}
1-Q(1- p 1)= p fm(x')dx'-l- f n(-x’)dx’ , (III-2.42)
o o

ifadeleri elde edilir.

(ITI-2.37) ifadesinin ters Laplace doniiglimii alinirsa;

o o

f n(-x’')n(x-x’)dx’'+ p Q f n(-x’)dx’'-n(-x)
X X

Qa
= p f m(x’)m(x’'=-x)dx’+Q f m(x’)dx’]
 } x

= p y(x) (III-2.43)
ifadesi ortaya g¢ikar.
¥(x)=g(x+1) tanimlanarak, 0<x<a araligi igin;

(IT1-2.39) ifadesinin ters Laplace doniigiimi alinirsa,

X X
Y(x)- p Q fﬁ(x')dxw f‘g(x')n(xLx)dx'mQ-m(x) (III-2.44)
(o] o

ifadesini elde ederiz.

(11172.41), (III-2.43) ve (III-2.44) denklemleri {igli olarak
birlegtirilmis kuadratik integral denklemlerinin kapali bir
takimini olusturur. Bu integral denklemleri Q parametre degeri
ile ilgili olan (III-2.42) yardimci denklemi ile m(x), n(x) ve
g(x) degerleri igindir.

(¥(x) degeri,

-¥(x)fr(x+1)=q(x)er(x+1l) ifadesi ile

q(x)"a bagli oluyor.)
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G(s){e" v (-s)+ p B (s)}=- 4 (s) (III-2.38)
G(s){e"[- p Q/s-1+N(-s)]+ p [Q/s+M(s)]}=-Q/s-M(s) (III-2.39)
elde edilecektir.
(ITI-2.30) ifadesinin sag tarafi x>a ig¢in Q[1-Q(1l- p 1)] sabit
dederine sahip olan bir fonksiyonun Laplace doniigiimiidir.
(ITI-2.30)'nin sol tarafinin ters Laplace doniigiimii de, eger M(s)
ve N(s) m(x) ve n(x) fonksiyonlarinin Laplace doniigiimi ise bu
formda olabilecektir. Fonksiyonlardan biri -a<x<0 araliginin
disinda ortadan kaybolacagindan digeri 0<x<a araligi harig¢ diger
araliklarda sifir olacaktir.

Benzer olarak, (III-2.37) ifadesinin sag tarafi x>a ig¢in sifar
olan bir fonksiyonun Laplace doniigiimidir ve (III-2.37)’nin sol
tarafi eder m(x) ve n(x) fonksiyonlari -a<x<0 ve 0<x<a aralikla-
riyla sinirlaniyorsa otomatik olarak Laplace ddniiglimii davranigina
sahip olacaklardir.

(I11-2.30) ve (III-2.37) ifadelerinin sagladigi iki alternatif

arasindaki dogru segim, yeni elde edilen y(x), p(x), g(x) ve g(x)

arasindaki,
a+rl
y(x)= fq(X’)g(x-X’)dX’
%l

x-L
p(x-1)= p 7 [ y(-x")g(x-x")dx’

-
bagintilary: ile her bir segimin uygunlugunu test ederek
bulabiliriz.
Dogru seg¢imin, 0<x<a ile sinirli m(x) ve -a<x<0 ile sinirla
n(x) oldugu meydana g¢ikacaktir.

(ITI-2.30) ifadesinin ters Laplace doniiglimi alinirsa;
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Boylece ¢ift dagilim fonksiyonu tamamen g¢ikarilmigtir ve
dogrudan korelasyon fonksiyonu igin denklemdeki integrasyon
araligi tek basina kuyruk potansiyelinin -araligina indirgene-
bilir.

Bu indirgemenin karakteristik bir ©6zelligi, sikigabilirligin
karekokiinlin bir parametre olarak ortaya ¢iktigini gosterir.

Oysaki, sikisabilirlik kendi bagina orijinal Percus-Yevick

denkleminde ortaya gikar. [V
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BOLUM 1V
SONUCLAR VE TARTI§MA

Bu ¢alismada, Klasik 1Istatistik Mekanik’te g¢ift dadilim
fonksiyonu igin ileri siiriilen gesitli yaklasik integral denklem-
lerinden biri olan Percus-Yevick denkleminin Laplace doniigilimii
yardimi ile tek boyuttaki ¢o&ziimi incelenmistir.

Burada kullanilan metod da Percus-Yevick denkleminin ayrintili
bir c¢aligmasi ortaya g¢ikmistir. Kullanilan metod, Laplace doniigiimii
yapilmis Percus-Yevick denklemi igin kompleks degigkenli fonksiyon-
larin bazi temel teorilerinin uyqulamalarindan ibarettir. Buradaki
gcalismada potansiyel kuyrugunun sonlu olabilecegi veya sadece
integre edilebilir singililaritelere sahip olabilecegi fakat aksi
halde keyfi olabilecegi farzedilmistir. Boyle bir &zellige sahip
potansiyel kuyruk ile kati bir gubuktan ibaret olan sistemler igin,
Percus-Yevick denklemi garpanlarina ayrilir ve ¢ift dagilim fonksi-
yonunu g¢ikarmak ig¢in kullanilir. Bdylece tek basina dogrudan
korelasyon fonksiyonu i¢in bir denklem ortaya c¢ikar.

Sifir kuyruk durumunda, kati gubuk igin ¢o6zilim basit bir sgekilde
elde edilir. Sifir olmayan kuyruk durumunda, C(x) dogrudan
korelasyon fonksiyonu ig¢in denklem niimerik hesaplamalara uygun olan

bir form icinde ifade edilebilir.
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