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TESEKKUR

"Hypernetted-Chain  Yaklagikhg: Altinda Lennard-Jones Potensiyelinin Yapisi ve
Termodinamik Ozelliklerinin Incelenmesi" isimli yiiksek lisans tez caligmasinda beni yonlendiren,
oneri ve bilgilerinden yararlandigim tez damgmamm Saym Do¢.Dr.Handan GURBUZ'e gok
tesekkiir ederim.

Literatiir araghrmalanm igin, Kocaeli Universitesinde bana galiyma olana@ saglayan Fen-
Edebiyat Fakiiltesi Dekant Sayin Hocam ProfDr.Yiiksel BEKTORE'ye ve Sayisal Analiz
hesaplarimda bilgileriyle her zaman yardimc: olan Sayin Hocam Dog¢.Dr.Afet FATULLAYEV'e
cok tegekkiir ederim.

Yildiz Teknik Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik Boliimii Bagkam Saymn Hocam
Prof Dr.idris GUMUS'e, tiim hocalanm ile bilgi ve bilgisayar programlarindaki katkilar: ile bana
yardimci olan Ary.Gor.Birtan KAVANOZ'a ve tez ¢aligmam sirasinda yardimini esirgemeyen diger
tiim arkadaglanma ¢ok tegekkiir ederim.



OZET

Sivi halin anlagilmasinda , yapi ve termodinamik niceliklerin incelenmesi
bir temel olusturur. Bu nicelikler, basing, enerji ve sikisabilirlik denklemleri ile
g(r) radyal dagilim fonksiyonu ve S(q) yapi faktorleridir.

Bu galismada, Lennard-jones(L)) potensiyelini kullanarak, Hypernetted-
Chain(HNC) yaklagikligi ile Sivi argon’un yapisi ve termodinamik ézellikleri
tartisiimistir.

Swvi teorilerinin integral denklemlerinin cogunun baglama noktasi olan
Ornstein-Zernike(OZ) denkleminin nlimerik ¢ozimii izerine gahsiimistir.



SUMMARY

In the understanding of liquid state , an examination of the structure and
thermodynamic quantities such as pressure, energy, compressibility equations
and g(r) radial distribution functions, S(q) structure factors forms a basis.

In this work, structure of liquid argon and its thermodynamic
characteristics have been discussed under the Hypernetted-Chain(HNC)
approximation, using the Lennard-Jones(L}) potential.

Also the numerical solution of the Ornstein-Zernike(OZ) equation which
is the starting point of the integral equations of liquid theories has been
examined.



BOLUM 1
GIRIS

Sivi hal fiziginde, deneysel alanda yapilan galigmalarn X - iginlan ve
notronlarnin difraksiyonu gibi iki ana gruba ayirabiliriz. Teorik alanda yapilan
calismalar ise bazi yaklagiklik teknikleri olup, bunlarin en 6nemlileri Percus-
Yevick (PY), Mean Spherical Approximation (MSA), Hypernetted Chain (HNC),
Modify Hypernetted Chain (MHNC), Variational Modify Hypernetted Chain
(VMHNC) teorileridir [1].

Sivilar gibi dtizensiz yapilarin mikroskobik Slgekte incelenmesi oldukga
zordur. Clinkii bu sistemler, katilar gibi diizenli ve zamandan bagimsiz olan bir
kristal yaptya sahip degildirler. Bu nedenle sivi yapiyr olusturan elemanlar
_ (atomlar, iyonlar,molekiiller v.s) arasindaki etkilesmeden yola gikarak sivilarin
yapisini agiklayan bagintilar ifade etmek gerekir. Bunlardan en yaygin olarak
kullanilani yapi faktérleri s(q) ve radyal dagilim fonksiyonlaridir g(r). Bu dagilim
fonksiyonlari deneysel ve kuramsal olarak elde edilebilirler. Tamamen sayisal
olan, Monte Carlo simiilasyonu ve Molekiiler Dinamik teknikleri, kuramsal
calismalarin énemli bir kismini igerir.Sivi teorilerinin integral denklemlerinin
¢ogunun baglama noktasi, Ornstern-Zernike (0Z) denklemidir [9, 6, 5].

Bu galismada, Sivi Argon icin yapi faktort s(q) ve ift dagihim fonksiyonu
g(r), Lennard-Jones (L)) potensiyeli kullanarak HNC yaklagikhgiyla hesaplanmistir
[2]. Bu yaklasiklik teorisini kullanarak, sivi i¢in termodinamik &zelliklere ait tg
nicelik, enerji, basing (veya virial) ve sikisabilirlik denklemleri hesaplanmgtir [3].

Bu tez calismasi agagidaki sekilde diizenlenmigtir:



2. bollimde, sivi hal kuramlarindan birkagi hakkinda kisaca bilgi
verilmistir. Ayrica yine bu bélimde, ¢ift dagihim fonksiyonu ve termodinamik
ozellikler ele ahnmisgtir.

3. bolimde, HNC vyaklagikligi altinda OZ denkleminin tek bilesenli
soygazlar igin incelenmistir.

4. béliimde, daha 6nce verilen teorik bilgilerin 15181 altinda Lennard-Jones
potensiyelinin yapisi ve termodinamik 6zellikleri incelenmis ve HNC ile Monte

Carlo simtilasyon sonuglarinin karsilastirilmasi yapilmustir.



BOLUM 2

SIVI HAL KURAMLARI

(2.1) CiFT POTENSIYEL YAKLASIMI

Sivi hal kuramlari Perturbasyon kurami, Stiperpozisyon Yaklagiklig,
Hypernetted - Chain ve Percus - Yevick Yaklagiklig ve Kati Kiire Modelidir. Bizim
calismamizda kullandigimiz gift potensiyeli ve HNC' yi kisaca agiklayalim [7].

Modelleri ve teorik hesaplari basitlestirmek i¢in, gok atomlu sivilarda cift
potensiyel yaklagimint hesaba katmak yararlidir. En kaba yaklagimda, gekici enerji

timu ile ihmal edilir; bu kati kiire potensiyelidir. Bagintilar,

g(R) =00 R<o

e(R) =0 R>o (2.1.1)

seklindedir. Molekiiller, 6 capli kati kiire olarak dugsiiniilebilir. Yogun sivilarin
bircok &zellikleri, kati-kiire sistemi olarak dustintimesi ile anlagilabilir. Daha
gercekci bir potensiyel olan Lennard Jones (L)) ya da 12/6 potensiyeli soy-gaz

stvilari caligmalarinda ¢ok yaygin bigimde kullanilir. Bu potensiyel,

e STl ) s



seklinde tanimlanir. Bu potensiyel 4. blimde ayrintili bigimde ele alinmigtir.
Burada R* ve " minumum koordinat degerleridir; ve 6=27"°,R* =0891R" icin

e(R) sifira egit olur.

(2.2) HYPERNETTED-CHAIN VE PERCUS-YEVICK YAKLASIKLIéI

g(r) cift dagilim fonksiyonu, genel olarak uzun menzilli ve karmagik
fonksiyondur. Molekiil ciftlerinin olasihigini tasvir etmek igin, g(r) yerine
dagilimlarin gelisigtizel degerlerinden ayrilmasini 6lgen ve g(r) ile yakindan iligkili
dagihm fonsiyonlari ile galigmak daha uygundur. h(r) toplam korelasyon
fonksiyonu,

h(r)=g(n)-1 (2.2.1)
ile tammlanur.

c(r), direkt korelasyon fonksiyonu Ornstein Zernike (OZ) tarafindan dahil
edildi (1914); ¢ok iyi bilinen OZ bagintisi .

M) =lFp)+p [ T ) (2.2.2)
dir. Bu tammin fiziksel anlami sudur : h(f,) toplam korelasyon 1 ve 2
pargaciklarinin korelasyonuna ayrilir; biri c(%,) vasitasiyla direkt korelasyon,ve
digeri akiskan icindeki direkt korelasyonun biitlin mimkiin zincirleri aracilig) ile
dolayl korelasyondur.

Molekiiler korelasyonlarin tamiminda yararh olan iki fonksiyonu
tanimlamak uygundur [4]. Bu fonksiyomlar,

f(r) = exp[-U(r)/ kT - 1 (2.2.3)

1+h(r)
1+£(r)

y(r) = g(0) exp[UE) /&, T] = (2.2.4)

bagintilan ile verilir.
Seyreltilmis gazlarda, hem h(r) ve hemde c(r)f(r)ye indirgenir. f(r)'ye

bazen Mayer'in f fonksiyonu adi verilir. c(r) direkt korelasyon fonksiyonu da



Seyreltilmis gazlarda, hem h(r) ve hemde c(r)f(rYye indirgenir. f(r)'ye
bazen Mayer'in f fonksiyonu adi verilir. c(r) direkt korelasyon fonksiyonu da
yogunlugun kuvvetlerinde seriye agilabilir. Direkt korelasyon fonksiyonlarinin iki
yaklagikligy Hypernetted-Chained denklemi (HNC) ve Percus -Yevick denklemi
(PY) dir. Bu denklemler,

HNC : o(r,) = h(r,) - Iny(r,) (2.2.5)
PY : c(r,)=f(r,)y(r,) (2.2.6)
ile ifade edilir.

(2.2.5) ve (2.2.6) denklemlerini (2.2.2) denkleminde yerine koyarak

HNC: Iny(r,) = PJ-[(I +1(1; ))Y(rw) —1-Iny(r, )][(1"' f(ry ))Y(rza) - I]d—fs (2.2.7)

PY:  y(ny) =1 p) [y [[(1+ £ty (1) ~ 1] R (2.2.8)

elde edilir.
(2.3) CiFT DAGILIM FONKSIYONLARI VE TERMODINAMIK OZELLIKLER

Dagihim fonksiyonu, farkh pargaciklarin konumlari arasindaki korelasyon
nitel bir Slctimiinii temin ettigi kadar, sivilarin ve akiskanlarin mikroskopik
yapisinin tam, ama &zlii bir tasvirine olanak saglar. Bu kisimda, tek-bilegenli
akigskanlarin dagilim fonksiyonu kanonik topluluk iginde tanimlanacaktir.

Kanonik topluluk T, V ve N ile verilen bir topluluk olarak tanimlanir.
Toplulugun her durumu, genellestirilmis yer koordinatlar {q;,q,,....q;} ve faz
uzayinda  {p,,p,»--..p;} momentumlart ile bunlara ait Hamiltonien

H=H(q,»-...q;,Py»--sP;) ile karakterize edilir. Sistemin belli bir durumunda
H .
bulunma olasilig sistemin Boltzman faktorii CXP{—]_:_T_} ile orantili olup asagidaki

sekilde verilir.



e—H/deqfdpf
"'e—H/deqfdpf

(2.3.1)

Burada paydadaki integral mimkiin olan biitiin koordinatlar ve
momentumlar (izerinden ahinmig olmalidir. ¢=¢(q,,...,p;) gibi herhangi bir
fonksiyonun ortalamasi,

J‘(pe-mkrdqfdpf

<P >= je—H/deqfdpf (2'3'2)
ile elde edilir. Termodinamik ile iliskili boliisiim fonksiyonu,
Z= 1 J’ e ™ dg’ dp” » (2.3.3)
h' NI o

Uzerinden verilir, burada h Planck sabitidir. Béliigiim fonksiyonu; Helmholtz
serbest enerjisi,

f=—kTInZ (2.3.4)
ile iliskilidir. f fonksiyonu, T, V ve N bagimsiz degiskenleri ile gosterilen
termodinamik potensiyel oldugu igin, diger biitiin termodinamik biiyiikliikler
" f’den tiiretilebilir [18].
Sonraki adimlar, Hamiltonienin 6zel formuna bagldir. Tek atomlu sivilarin

en basit durumunda H,

N
H= —1—2132 +E(F,....Fy) (2.3.5)
2mis

olup, burada m tek atomun kiitlesi, P, ve 7, i 'yinci atomun momentumu ile yer
vektorii, E(%,...,L;) ise (%,....f;) konfiglirasyonu igin potensiyel enerjidir.
Hamiltonien potensiyel ve kinetik enerjinin toplami oldugu igin béligtim

foksiyonu; Q ve (Z,,,)" 'nin carpimi olarak,
7= (Zum)N% (2.3.6)

seklinde yazilabilir, burada Q



1 | P
=ﬁ£..£drl drNexp{ kTE(r”"'rN)} (2.3.7)

ile temsil edilir. (Z,,)" ise,

N
= | [ dpy...dp CP[‘ﬂ}:Zpi] (2.3.8)

i=]

(Ziyans)"

ile verilir. (Z,,,, boyutsuz v faktériinii igerir). Momentum bagimsiz oldugu igin

son integral N tane 6zdes faktoriin garpimidir ve kolayca yapilabilir, sonug olarak

2nmkT |
Lo =[ 2 ] v (2.3.9)

elde edili. Q biyiikliigii konfigiirasyonel béliigiim fonksiyonu olarak
isimlendirilir ve Q ’‘nun degerlendirilmesi, sivi hal denge teorisinde temel
problemdir. Bu bakimdan Q'yu ideal gaz ve Einstein katisi igin degerlendirecegiz.

ideal gazda potensiyel enerji, pargacik etkilesmesi nedeniyle mevcut degildir

boylece
M) [ A 2.3.10)
- N!v..vdfl...dl’N innd N! ’( .3.
‘ yazilarak,
N!=N(nN-N) (2.3.11)
yaklasikhiginin kullaniimasiyla ve Helmholtz serbest enerji igin,
2mkT
f= —NkTh{—hmgi] ~ NKTIn - NKT (2.3.12)
alinarak, hal denklemi igin
P= of ) NKT (2.3.13)
v v

elde edilir. Einstein katisinda bir parcacik kafes-orgti yakininda hareket edebilir,
her parcacigin potensiyel enerjisini, diger pargaciklarin pozisyonlarindan

bagimsiz kabul edilmistir ve harmonik ossilator potensiyeli,

EG,,... i -%,) (2.3.14)

i=1



ile verilir, burada T, i ‘inci pargacigin kafes-Grgtistiniin yer vektoriidiir, w/2n
Einstein frekansi ve E, ise diger biitiin kafes-6rglilerde yer alan pargaciklarin
enerjisidir. (2.3.14) ifadesi (2.3.7) de yerine konursa, kafes-6rgtideki pargaciklarin
sadece tek bir dagilimi hesaba katilmis olur. iki pargacik gézoniine alindiginda
yeni konfiglirasyon Q da hesaba katilmis olmalidir. Béylece biitlin mimkiin
permutasyonlar igin; N! faktoriinii kullaﬁarak,

N
Q - e_Es/leiJ‘e—mmzﬂkT(?}’-?;o)zdi‘;] (2.3-1 5)

v

yazilir. Buradaki integral tam olarak hesaplanabilir ve kesin bir serbest hacim

(—‘f\;—} verir ve bu her pargacik igin kabul edilebilir ortalama hacimdir. Dogal

olarak G\?} molekiiler hacim (-v—f] den kiigtik olacaktir.Béylece

ve

N
Q= B[ L (2.3.16)
N .
2 T 3/2
— NkTI 2T B NkTI 2.3.17)
h? : N

elde edilir. Bu ifade ideal gaz sonucu ile kargilagtirilirsa; E; enerjisinin v,
hacmiyle azaldigi ve -NKT teriminin olmadigi gordlir. -NkT teriminin olmaysl,
local olmayan molekiillerin topluluk entropisinin Nk terimi kadar biiytik olmasina
neden olur, ve bu entropi komtinal entropi olarak isimlendirilir. En gok tartigilan
soru, komtinal entropinin katidan sivi tizerinden gaz haline dogru gidildikge nasil
ve nerede ortaya ¢ikacagidir. Bunun igin genel basig ifadesi gozonine

alinmalidir. Basing ifadesi,

_r N _E)_f_(_)_]
P_kTav[ln(zm) ]+kTavaN (2.3.18)



bulunur. Translasyonel kisimin diferansiyeli kolaylikla ideal gaz degerini verir
oysa konfigtirasyonel kismin diferansiyeli kolay degildir. Potensiyel enerjinin cift

etkilesmelerin toplam oldugunu kabul edelim ve

(rl’ ’rN) Zeu (2.3.19)

i<j

alalim, g; cift etkilesmeleri sadece R, =|'fi —'r'Jl mesafesine baglidir. Bu kabulle,

Q

N N
v: NIv' § §

£..dE exp{—]-::fZ(Rij)} (2.3.20)

[ c e
ve X, = v”3 yeni integrasyon degiskeninin hesaba katilmasiyla

2 ——!I...Idil...diN exp{—k—{r Ye(x,v" )} (2.3.21)

elde edilir, burada integrasyon birim hacim (izerinden alinmis olmalidir. Bu
integral v 'yi sadece bir parametre olarak igerdigi igin diferansiyel asagidaki gibi
elde edilir:

)l do ol e D) s
aa(xijvm) _ ae(xijvm) a(xijvm) 1 N ae(Rij\)

ov a(xijvm) ov 3y © 3R, (2.3.23)

6zdesligi kullanilarak ve T, tekrar integrasyon degiskeni alinarak, sonug olarak;

%(;Q;): . L. [r R, )cxp{—i%Zeij}dfl...di (2.3.24)

3vkT ,<,va 3Ry 3R,

elde edilir. Bu ise

o[ Q] kT a(Q %(R,)
kTg;[lnv—N}@é;(vN) = Z,Ru R, (2.3.25)

ifadesini verir burada, (2.3.2) ile verilen ortalama topluluk tammi kullandmugtir.

Eger molekiiller arasi kuvvetlerin virial ‘i w;
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2e(R,
w=-2 R, ;(Ii:) (2.3.26)

i<j

olarak tanimlanirsa basing,

NkT 1
P=—-+—(w) (2.3.27)
v 3v

ile verilir.

Cok atomlu molekiillerde, Hamiltonien; kiitle merkezi momentumuna
(translasyon), kiitle merkezinin pozisyonuna ve molekiillerin y6nelimine
(konfigtirasyon), molekiillerin agisal momentumuna (rotasyon) ve molekiiller arasi
titregsime (vibrasyon) baglidir. Béylece oldukga formal bir sekilde Ha}niltonien,

H=H(trans, conf, rot, vib) (2.3.28)
olarak yazilabilir. Birgok durum igin, Hamiltonieni bu katkilarin toplami olarak
yazmak mumbkiindiir boylece,

H=Hanst+HconrHHrortHvib (2.3.29)
Buna gore bolistim fonksiyonu yeniden diizenlenirse
1
~ N
= (Zu) (2" (20)" %

halini alir burada Z,,,, (2.3.9) ifadesindeki anlama sahip oldugu igin, Q

Z jexp{_frf(Huam + Hrot + Hvib + Hconf )}dqfdpf

(2.3.30)

Q=(21;JN-1\-11-! f...fdfl...didml...dmNexp{—k—lTE(g,...,fN,ml,...,mN)} (2.3.31)
ile verilir. T, ler kiitle merkezi yer vektorleridir, ; ler verilen bazi dogrultularla
gosterilen molekiillerin yonelimlerini ve E, ('fl,...,?N,ml,...,mN) konfigtirasyonu
icin potensiyel enerjiyi gosterir [27].

Bir sistemin cift dagilim fonksiyonundan termodinamik &zelliklere kadar
lig yol vardir; bu yollar bize basinci, sikisabilirligi ve potensiyel enerjiyi verir.

Ortalama potensiyel enerji {E),
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II(ZEH‘ )exp{——é:Zeik }dfl...di"N

(B)= . (2.3.32)
j ...... exp{—ﬁ Zeik }d"r'1 ...dfy
ile verilir.
-1
Toplam N(l\; ) terimlerini igerdigi zaman; (2.3.32) denklemi
N N
(E) = (N-1) (N!Q Helz {j jcx ~¥T 2811{ }ir3 drN}drldr2 (2.3.33)
N

olarak yazilabilir.
Parantezdeki terim, ¢ift dagilim fonksiyonuyla ifade edilmektedir. O

zaman,

2
N
(B)= % Heug(fl L, )dEdE, = P J e(R)g(R)df (2.3.34)

ile gosterilir.
Toplam enerji, ortalama kinetik eneerji eklenmesiyle elde edilir. Ornegin

tek atomlu akiskanlar igin toplam enrji,
3 N
U=ZNKT+ ofe(R)g(R)a (2.3.35)

bagintisi ile verilir.

pg(R)e(R)dT ifadesi df hacim elemanindaki ortalama ig enerjiyi verir.

N -
Herhangi bir molekiilden baglanildiginda ey faktérii ortaya gikar; o zaman her

etkilesme iki kez sayilir.

Basing, ortalama (w) virial degeri ile tanimlanmaktadir. Basit bir hesapla,

og( R)

(w)=—=— pJR g(R)dF (2.3.36)

alinabilir; ve basing denklemi,

PV p
=1 2.3.37
NKT 6ij R3R g(R) dr ( )

yazilir.



12

Bu denklem, integral igindeki kiiclik bir hata i¢in oldukga hassastir.

: PV
Ornegin; m=2.4 10? degeri argonun liglii noktasindadir. Bu sonug 1 ile

integral arasindaki farktan elde edilir. integrale ve potensiyel enerjiye nemli bir
katki uzakliktan gelir. Burada e(R),%i— ve g(R) dnemlidir. g(R) ilk pik etrafinda

artar. Toplam korelasyon fonksiyonu yardimiyla sikigabilirlik denklemi

1+ p/ H(R)E = k'r(—gg) (2.3.38)

yazilir. Bliylik R’ ler igin h(R)'ni davranigi biiytik dlctide etkilenir.
Termodinamik nicelikler, serbest enerjinin tiiretilmesiyle elde edilir. Basing
denkleminden her bir pargacigin serbest enerjisi igin (2.3.39) denklemi yazilir.

Burada diistik yogunluk limiti belirlenen referans durumunda alinir [17].

PV d
F(p)= F(p0)+kTJ:1—V-’-€?B%

(2.3.39)

Sifir konumunda verilen bir molekiili baglangic kabul ederek, pg(R)dr
. niceligi sifirdan farkh bir R uzakhginda dr hacim elemanindaki diéer molekiili
bulma olasiligini verir. Kisa mesafelerde diger molekiilleri yok sayarak g(R)
sifirdir. Bu uzakliklarda ift potensiyel minumum degere sahiptir. Sivilar igin g(R)

onemli rol oynar:

a) Sistemin termodinamik 6zellikleri g(R)’den elde edilebilir.
b) X iginlan veya nétronla garpisma deneylerinden g(R) tam bir dogrulukla
belirlenebilir.
c) g(R) sivinin ig yapisini anlamada da bilgi verir.

N parcacigin konfigiirasyon olasiligl, (f, deki df, hacim elemaninda 1.
partikiilti bulmak igin, T, deki d¥, hacim elemaninda 2. partikiil v.s.)

—E/kT 1=
e F¥GF . dF,

[ [ ar,..dr,

(2.3.40)
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ile verilir.
Ilk s partikiiliin konfiglirasyonu igin olasilik, diger pargaciklarin tim
durumlar tizerinden integrasyonu ile belirlenir ki,

dF J' J‘ ~E/XT dr,,..
jj E"‘Tdri...dry

(2.3.41)

denklemiyle tanimlanir.

Gergek molekiiller numaralanmadigi zaman, hig bir fiziksel anlami yoktur.
Fakat s pargacik dagilhim fonksiyonu n(%,...,%) olasilik yogunlugu olarak

[e=dr...d7,

Ay ( }v [ [ (2.3.42)
... dFy

yazilir.
Faktor gereklidir; ¢linkii  farkli  durumlardaki s partikiiflerinin  her
perturbasyonu hesaba katilmig olmalidir. Dagilim fonksiyonu igin normalizasyon

kosulu

. vee o [N N!
j...Jn(ﬁ,...,lg)dq...drs =(s }!=(—1\_TTS_)-! (2.3.43)

ile verilir.

Tek pargacik dagiim fonksiyonu n(f,)’e bakalim. Bir katida molekiiller
daima sebeke konumunun yakinlarindadir; béylece n(f,) uzayda bir periyodik
fonksiyon olacaktir [23,24].

Akiskanlarda bdyle bir yapi olamaz. Toplulukta her hangi bir molekiiliin

boyle bir yerde bulma olasilig biitiin durumlar igin ayni olacaktir. n(f,) sabit

olacaktir. (2.3.43) denkleminden

n(%) =-1\—\1= p (sayi yogunlugu) (2.3.44)

elde edilir.

Molekiiller arasi kuvvet hareketi icin s-parcacik dagilimint gézontine alinz.
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- AR 1
n(%,...,L) = (N 9V =V 1+ N (2.3.45)

Bu denklem, limit durumunda,

N
N e ve Ve iken —\;=p=sabit

olur. O zaman,
n(E,..,t)=p° (2.3.46)
seklini alir.

Kuvvet olmayan sistemde pargaciklar rastgele dagilmisdir. Bir yerlerde s
partikiilinii bulabime olasiligi, sadece tek pargacik dagilim fonksiyonunun
carpimidir. Pargaciklar arasi kuvvetlerin etkisi, rastgele dagilimindan uzaklagtirir.
Ve bdylece s-tuplet dagilim fonksiyonunun (2.3.47) denlemi ile g&sterilmesi

faydahdir; bu rastgele dagilim igin 1 olur.
1
g(®,....T) =En(i‘1,...,fs) (2.3.47)
(2.3.47) ve (2.3.42) denklemleri birlegtirilirse

i J J‘E""“drs+1 .dF, (2.3.48)

R Ty
elde edilir. Bir sivida, bu nicelik, T,ve T, 'nin segimine bagh degildir; fakat onlarin
goreceli uzakliklarina bagh oldugu

g(i.5)=g®) , R=[g, - (2.3.49)
ile gosterilebilir.

(2.3.42) ve (2.3.47) denklemlerindeki istatiksel tanimlamalara gére p’g(R)
niceligi verilen iki durum igin benzer iki molekiiltin olasilik yogunlugudur. Bu
durumlarin R’ si farkhidir. Bu olasilik verilen bir durumdaki molekiiliin olasiligs ile
diger durumdaki molekiiliin olasiliginin garpimi gibi distiniilebilir. Bir sivi igin
g(R) nin basit bir seklini elde etmek zordur. Verilen bir molekiiliin etrafi, diger
molekiiller tarafindan elektron bulutunun izin verdigi 6lgiide sarar ve yaklagir. Bu

g(R) de ilk pike sebep olur. Biylk uzakliklarda g(R) rastgele dagilim igin birim
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karakteristik degere yaklasacaktir. Sivi yogunluklarda tig-boyutlu sistem icin g(R)
tam teorik olarak ifade edilemez. Ancak tek boyutlu durum, basit potensiyeller
igin Olgllebilir. Bir sivi igin, bir molekiilin en yakin komsularinin sayisi,
koordinasyon sayisi, g(R) deki ilk pikden belirlenebilir. Sekil (2.1). Her molekiiler
yapi l¢ boyutta bir yapidir. Oysa ki g(R) yalniz kiiresel bir kabuk iizerinden
ortalama olasihig) verir. Boyle verilen bir g(R) icin uzaydaki yap: tek bir tane

olarak belirlenemez.

1 e e e -

Sekil (2.1), Diigiik yogunluk igin cift dagilim fonksiyonudur.
e(R) icin 12/6 potensiyeli alinmustir.
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BOLUM 3

HNC YAKLASIKLIGINDA OZ DENKLEMININ NUMERIK COZUMU

Akigkan yapinin teorisindeki ¢ok 6nemli iliski toplam korelasyon
fonksiyonu h(r), direkt korelasyon fonksiyonu c(r) ye bagh olarak Ornstein-
Zernike (OZ) integral esitligi ile tanimlanir.

V(F)=p [ar'elff ~FIn(7) JER)
burada

Y(T) = h(7) - c(7)
dir. Bu tam egitlik kapama bagintisi ile birlikte ¢oziiliir ki, genel form

c(¥) = f[¥(¥)] (3.2)
ile verilir.

f yaklasik fonksiyon segilir. Boylece Percus-Yevick yaklaglml'(PY),

f[y(7)] = [exp(=UE)/ kT) - 1][y(F) +1] (3.3)
ve Hypernetted-Chain yaklasimi (HNC)
f[¥(F)] = exp[-UE) / kT +7(7)] - v(F) - 1 (3.4)

denklemleri ile tanimlanir.

Denklem (3.1) ve (3.2) sadece iki klasik metodun temelini olugturmaz; ayni
zamanda gesitli integral esitlik teorilerinide verir. Bunlar arasinda, Modern
perturbasyon metodlart OZ egsitligine dayanir ve basit akigkanlarin en iyi
teorilerini temsil eder [26].

OZ denklemini nlimerik ¢6zmek icin yaklasim yapmak gereklidir. En basit
metod direkt iterasyondur. (3.1) denkleminin sol tarafindaki y(¥)degeri (3.2)
denkleminde c(f) ve h(F) yi hesaplamak igin kullanilir; hesaplanan bu degerler

(3.1) denkleminin sa§ tarafina yerlegtirilir. Bu metod, giris ve ¢ikis y(T) degerleri
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arasinda fark olmayana kadar devam eder. Yakinsama sadece ideal gaza yakin
bolgede elde edilmektedir. Yiiksek yogunluklu ve diislik sicakliklarda, ilk girig
degerini dogru segmek gerekir; bunun igin ardigik yaklagimlarla giris degeri
dustrdldr.

Onemli bir yaklagimda (OZ) esitliginin Fourier transformunu direkt
iterasyonla uygulamaktir. Bu teknik oldukga fazla kullanilirsa da yakinsama yavag
kalir ve gok iyi baglangic degeri gerekir [21].

Diger olasilik denklem (3.1) i ayrik formda kullanmak ve Newton-Raphson
(NR) yontemiyle non-lineer denklem seti olarak ¢dzmektir. iyi giris degeri
kullanilirsa hizli yakinsama elde edilir. Fakat bu metod, oldukga biiyiik
hesaplamalar gerektirir; ¢linkii denklem sayisi cok fazladr.

Baxter, bir yaklasimla (OZ) denklemini degisik bir formda olugturmustur.
Wats modifiye NR metod ile Baxter ‘in denklemini ¢6zdi. ilk sema ile
kargilastinldiginda denklem sayist yaklasik yarisi kadar azaldi; fakat karigik matrix
hesaplari zordu. Kohler, OZ denkleminin Baxter formunu direkt iterasyona
. uyguladiginda; yakinsama da sivi bolgede zorlukla kargilagmistir. .

Boylece kullanilan (OZ) formu hesaba katimazsa, direkt iterasyon metodu
yavastir ve NR metodu biiyiik denklem setlerine uygulandiginda dogru sonuglar
alinmaz gibi tartigmalar yapilabilir. Bu nedenle iki metodun birlegimi Gillan
tarfindan yapiimistir. y(r) fonksiyonu, P. temel fonksiyonlarini agilimi olarak
yazilabilen bir “kaba” kisim ve bir “iyi” kisim, olarak ayngtinlabilir (Ek 7). O

Zaman
M
)= D a P +Ay(r) (3.5)
=1

ile iffade edilebilir. Burada o 1 temel fonksiyonlarin sayisidir. a, katsayilari NR
metoduyla, Ay(r) direkt iterasyonla hesaplanmakdir. M , 6 ile 10 arasindadr.

Ay(r) fonksiyonu sifira yakindir, bu sayede direkt iterasyon hizlica yakinsar.
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(3.1) YONTEM

I'(r) fonksiyonunun ters Fourier transformu,

L =T(5) =rvlx)

seklindedir. Bu esitlik, kesikli formda
i =-2—"‘:‘:7gf‘j si %ij] Ji=1,2,0 N-1

ifade edilir. C(r) fonksiyonu

C = C(ri) = ric(ri)
olup (3.2) denklemindeki gibi yazilabilir.

c,=Hr) ,i=1,2,..,N-1

O ’'nun Fourier transformu ise

&, =01, = mAr 2 Csi L;I-ij)
i=]

seklinde gosterilir. Burada,
r, =iAr ot = jAt
yazilarak Ar ve At arasindaki iligki

T
At=—
Ar N

bagintisi ile verilir.

(OZ) denkleminin Fourier transformu
[e*7y (7)dr = [ pe”" dF [dF'c{|F ~FI]r(F)

alinarak,

R=7-% = dR =df (¥ sabit)

h(t") = y(7) +c(¥)

déniigiimleri yapilirsa ve (3.1.1) denkleminin Fourier Transformu

~

I =t1;

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)
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gézontinde bulundurulursa
f. =ple j "E'(k#)dﬁj‘di"c R 'y(i" )+c(")]
= p[dre® [y () +c(F)][ "%
pC;
t;—pC,;

I= j=1,2,..,N-1 (3.1.8)

bulunur. Bu hesaplama,

Jax[ £ (x )y = [ay[ £ (x,y)ax (3.1.9)

teoreminden yararlanarak yapilmistir.

(3.1.3) denklemindeki C; fonksiyonunun T noktasi yakinindaki birinci
dereceden agilimi,
C,=C’+2(I; -I?) (3.1.10)

seklindedir, burada

dF
Q? = (:ﬁ:l ve
i i=rlo

=HI7)

ile ifade edilir.

(3.1.10) denkleminin Fourier transformu

C,=C} 41tAri®°l“ ) u{——u (3.1.11)

1
i=1

bulunur. (3.1.2) denkleminin terimleri I ve I yerine konulursa

-1
éj =é?+§éj,k(fk_f£) (3.1.12)

elde edilir, burada C,,

ot ainhti

k—l

NZ@"{co Zik ]—co{%i(k+ j)]} (3.1.13)

1—1
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ile temsil edilir.

Sonucta, (3.1.8) denklemindeki ffj yi (3.1.12) ve (3.1.13) denklemlerinde

yerlestirdigimizde f"j bilinmeyeni igin (N-1) tane non-lineer denkleme ulasiriz.

Sekil (3.1), PY yaklagiminda kati kiireler igin TY(t)
Sekil (3.1) ‘e baktigimizda; T(t) t nin fonksiyonu olarak po® =038 yogunlukta kati
kiirelerdeki PY yaklagimi igin gosterilmektedir. I(t) negatif degildir; dalgal
fonksiyonun degerleri artan t ile hizlica azalrr. Bu gekil ikinci maximum
degerlerinin birinci maximum degerlerinden yaklagik 10 kez daha az oldugunu
gosterir.(3.1.8) ve (3.1.12) non-lineer denklem setinin ¢éziimil, kiiglik t "lerde I(t)

ye baglanacaktir. T, icin j<M, oldugu yerde NR metodu kullanilir; yakinsama

elde edildigi zaman, f‘j degerleri dogrudur; j>M ise direkt iterasyonla; Fourier
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transformu alinir ve (3.1.10) ifadesindeki T°(r) girig degeri olarak yeni I'(r)

kullanilir, biitlin islem tekrarlanir.

(3.2) HESAPLAMALARIN SEMASI VE TEKNIK AYRINTILAR

Hesaplar su sirayi icerir:
a) N ile Arsegilir ve T ilk deger olarak (i=1,2,...,N-1) alinir T hesaplanir.
b) (3.1.13) denkleminde tanimlanan teori igin C7 , @ ve C? hesaplanur.
c) M segilir.
d)  (3.1.13) denkleminden C;, k=1,2,...M hesaplanir.
e)  NRiterasyonu igin ilk deger T; =T7 dir.
f) Bilinmeyen Af‘j icin lineer olan denklem takimi, (3.1.8) ¢oziiliir

~ pC { pC, WM. o
Al - =2+ C. AT,
j t.—-pcjk tj-—-p('fj =ik k

pC; r i=1,2,...M (3.2.1)
= ——=1. ,J= ypaany o lan
t;-pC; '

burada C; (3.1.12) denklemi ile verilmektedir.

M 2
g) Eger (zAf‘ sz” >107 ise,

=l

dogru T,
I =T, +A, j=1,2,..M (3.2.2)

ile verilir, ve (f). islem tekrar edilir. Eger tersi dogruysa, bir sonraki isleme gegilir.

h) j>M igin, T, nin dogru degerleri
pC

t,—pC;

t

j=M+1 ,M+2,...,N-1

—.
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ise; I, , i=1,2,...,.N-1 ,degerlerini elde etmek igin geriye dontilerek denklem

(3.1.2) den baglanir. Eger,

[Arz’,(ri -1“;’)2]1/2 >10°° (3.2.3)
ise

=T, ve I=T, , 1,j=1,2,00,N-1
degerleri alinir; ve (b) islemine dondgstir. Eger, tersi dogruysa, hesaplama bitmistir.
Metodun verimi, denklemlerin sayisina baglidir. M ¢ok kigtlik segildigi zaman,
yakinsama ¢ok yavastir; ¢linkii direkt iterasyona oldukga fazla iglem birakilmistir.
Biiylik M degerleri igin, (3.2.1) denklem setini ¢bzmek bilgisayarda ¢ok fazla
zaman alir. M yaklasik, 13 ile 30 arasinda, Ar=0025 ve N=256 degerlerinde
secilmelidir.

Baslangic degeri I? , ¢o6zimiinden c¢ikarildigy zaman, ilk direkt
iterasyondaki Newton-Raphson (NR) doéngiilerinin sayisi oldukga ytiksek olma
egilimindedir. Sonraki direkt iterasyonda, NR dongiilerinin sayisinin bir veya ikisi
- degisiktir. Iterasyon bazen diisiiriilmelidir. Bu durumda, kiigiik M degerleri ile
baglamak uygundur ve ilk direkt iterasyondan sonra M arttirilir.

Bu yontemin PY yaklagimina uygulanmasinda; I" ‘larda lineer olan

denklem (3.1.3) ‘in kullaniimas: yararhdir. (3.1.12) deki C?veC,, terimlerinin

ikiside hesaplama sirasinda sabit kalir. Ciinkii bunlar, yogunlugun bagimsiz

ciftidir.
(3.3) KULLANILAN YONTEM VE GILLAN YONTEMININ KARSILASTIRILMASI

Gillan, Newton-Raphson (NR) ve direkt iterative (DI) y6ntemlerinin bir
kombinasyonunu yapmistir. Bu, sivi yapinin integral denklemlerini ¢6zmek igin
gliclii bir hesaplama plani verir. Bu plan hizlh yakinsadigi, kararli oldugu ve

bilgisayar zamaninin oldukga kisa siirdiigli test edilmistir. En &nemli avantaji
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kararli olusudur. Bu da su anlama gelir ki, baslangic yaklagimiarin
olugturulmasinda herhangi bir giigliik yoktur [15].

Yéntemin en biiylik dezavantaji programlamayi gerektirmesidir. Bilgisayar
programi temel fonksiyonlar ve onlarin bilegenlerinin olusturmayi gerektirir. Bu
ayrica y(r) fonksiyonunun iyi ve kaba kisimlarinin elle islenmesini ve her bir
déngtide Jacobian matrisin hesaplanmasini gerektirir.

Yéntemin uygulanmasinin en verimli alani yogun Coulomb sistemleri igin
(6rnegin erimig tuzlar) integral denklemlerinin ¢éziimii oldugu goriilmiigttir.

Kullanilan yéntemde ise, Gillan metodun tersine, (3.2.1) denklem
takimindaki matrix hesabi ¢ok hizlidir; ayrica NR iterasyonlari Fourier
déniistimlerini icermez denklem sayisindaki yaklagik li¢ kat artig ile bu teknigin
avantajl bir miktar arttirilmigtir.

Bu yéntemin verimi, sadece iterasyon dongiistinii yiiklemek igin gegen
zamana bagh degil; aym zamanda yakinsama oranina da baglidir. Her yoguniuk
icin, ideal gaz baglangig degeri olarak alinmstir.

Her iki metodun verimi Ar ve N in segimine baglidir. Gillan'élgoritmasmln
hizi artan Ar ile artar. Fakat énerilen planin hizi ise azalan Ar ile artar; ¢ilinki

denklem sayisinin azalmasi sonucunda At artmaktadir.
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BOLUM 4

LENNARD-JONES AKISKANININ YAPISI VE TERMODINAMIGI

Sivi hal; bazi 6zellikleri bakimindan kati ve gaz hallerine yakindir. Kati
halde kristal; atomlarin bag kuvvetleri etkisi altinda bir arada dizilmeleri sonucu
olugur. Atomlar arasi uzaklikla atomlarin dizilis bigimleri o kristalin yapisin
belirler. iki iyondan olugan bir sistemde iyonlar birbirine degince negatif yiiklii
elektronlar arasindaki itme kuvvetleri uzakligin azalmasina mani olur. Cekme ve
itme kuvvetlerin esit oldugu noktada toplam kuvvet sifirdir. Sekil (4.1) de

gosterilmistir.

Sekil (4.1) Atomlar arasi uzakhg belirleyen elektriksel Coulomb kuvvetleri
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Atomlar arasindaki uzaklig) x den dx ‘e kadar arttirmak igin yapilan ig;
dW =F.dx 4.1)
dir.
Bir iyonu a ‘dan oo ’a gotlirmek igin yapilan is;
W, = j:" F.dx (4.2)

olur ki; bu bize baglanma enerjisini verir. iyonlar arasindaki uzakhk sicakhga
baglidir. Sicakhik ytikseldigi zaman 1si enerjisi etkisi ile atomlar titregim yapmaya
baglar. Titresimlerin frekansi sicakligin degismesine bagli olmayip yaklagik olarak
sabit genliktedir. Sicakhgin artmasi ile iki atom veya iyonlar arasindaki bagil
uzaklik degisir. Mutlak sifir (0°K) sicakliginda atomlar denge durumundadirlar.
Potensiyel enerjileri minumumdur ve aralarindaki uzaklik en kigtik a, degerini

ahr [16,11,13].

LE

Sekil (4.2) Atomlar arasindaki baglanma enerjisinin sicakhga bagh degigimi
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Enerji qukuru minimumdan gegen diisey dogrultuya gére simetriktir. 0°K
da a, ile T°K sicakliktaki a uzakligi arasindaki fark isil genlesme olarak tanimlanir.
Bir kristalin ergime ve buharlagma sicaklig, bu bag enerji gukuru ile ilgilidir.
Enerji gukuru ne kadar derinse ergime sicakligi o kadar yiiksektir.

Sivi halde, kisa mesafeli etkilesmelerin hesabi oldukc¢a zordur. Géreceli
olarak R lerin kiiglik degerlerindeki hesap, (-R/Rg) nin exponensiyel formu ile
temsil edilir. Burada R, bir aralik parametresidir. Bu yaklagim, keyfi secilen kiigiik
degerlerden daha kiigiik R icin &(R) — o giderse iyi sonuglar verir. Lennard Jones
(L)) 12/6 potensiyeli igin ok yogun bir sekilde galismigtir. Bu ¢aligma daha ¢ok
kiiresellegtirilmis  bir &(R) fonksiyonu ve kiiresel hiicrelerin kabiiliiyle
yaptlmistir.R —>eoveR -0 limit durumunda &R) nin davranigi (2.1.2)
denkleminde verilmistir. Sekil (4.3) &(R) nin R ye bagli davranigini LJ potensiyeli

icin gostermektedir.

elR)

-y - }D
=

—[‘ e o e - -

Sekil (4.3) Lennard-Jones potensiyeli
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Bu galismada, T've p" parametreleri degistirilecek sivi Argon igin basing,
enerji ve sikigabilirlik hesabi yapilmistir. Bu hesaplar, HNC yaklagim yontemiyle
yapilarak Monte Carlo sonuglaniyla kargilastirilmis ve Tablo (4.1) de gdsterilmistir.
Bu hesaplarimizda yakinsama olabilmesi igin disiik sicakhklarda, yiiksek
yogunluklarda ilk giris degeri secildi, ardisik yaklagimlar yaparak giris degeri

duslirtildd. HNC yaklagim yénteminde T've p” boyutsuz parametreleri,
* kBT . _ R
== R=3 (4.3)

ile tanimlanmigtir. Hesapladigimiz  »  *~ termodinamik bliytikliiklerinin
denklemleri sadece bu iki degiskene bagh olarak sekilde dijzer;lenmi§tir. [9].
Basing (P),

— Z ~ 3 de(R)
P=1- 3an_[) g(R)R —d-R—dR (4.3)

olup, burada e(®) Lennard-jones potensiyeli

w-o{[2] (2]

seklindedir. Degisken doniiglimi yapilirsa,

o] 2]

olur. Basing denklemi (P),

-1

el

2
P= l-gnﬁsp'j g(R'GR"

tekrar diizenlenirse

2 * * »3 1 1 ¥ .
P=1-37p'/T [ e®R"4 -1 R*T*‘{R‘J ]m( (4.4)
elde edilir.
Benzer sekide, enerji ifadesi igin,
B2 2pfsmemnriar

N
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denkleminde degisken dontislimii yapihirsa,
1

23 iy

bulunur. Sikisabilirlik denklemi ise

%(g—g} 1+4mp° | [e(R)-1R"dR

ile temsil edilir.

(4.5)

(4.6)
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Tablo (4.1) deki T® =0.75 ve p” = 0.84 degerleri icin Monte Carlo datalari [9]’ dan

ntimerik olarak hesaplanmustir.

Tablo (4.1)
T o | MC | BASINC | ENERJI SIKISABILIRLIK
2.74 065|222 2.64 0.855 0.196
0.75 | 3.05 | 3.74 0.808 0.131
0.85 | 438 | 543 | 0.802 0.089
095 | 6.15| 6.72 0.853 0.061
135010072 | o0.72 1.21 2.15
0.20 | 0.50 | 0.51 0.93 6.90
0.40 | 0.27 | 0.39 0.464 5.38
0.50 | 0.30 | 0.56 0.250 1.49
0.55 | 0.41 | 0.65 -2.330 0.855
0.75 | 0.84 { 3.100{ 3.093 | -2.330 0.120




yapimistir. Monte Carlo sonuglart ile HNC sonuglari Sekil (4.5) ‘de ayni grafik
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T ve p’ aym degerleri icin HNC yaklagikhiginda

lizerinde gosterilmigtir.

A~

g(r) 'nin hesabi

« 9(n)

llLIllLJL_lLlllljllL‘lLLJLIllliLJ

£=0.84

T=0.75

0.0

vty r iy Ty r rrrryromtrTTry T rd

0.5 1.0

Sekil (4.5)

| G N S D D Ot Nt B A R R D A A S I e 4

1.5

20

2.5



N

31

T°=0.75 ve p"=0.84 degerleri igin yapi faktorii s(q) nin q" ‘ya bagh grafigi

Sekil (4.6) ‘da gizilmigtir.

© S(q) @

dtd i et g ad g g gt gt dteeserre g el e e v et bre it gtgs

PO

1.5

1.0

0.5

0.0

0=0.84 T=0.75

0

ryr1ytrrrjrrryvrerriyrprreryryrrrryyrrrrrerrry vy iy i ri et i

5 10 15 20 25 qd 30

Sekil (4.6)
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

Sivi yapisinin anlagiimasi igin Hypernetted-Chain (HNC) yaklagiminin
temel bilgileri verilerek, sivi argon igin yapt ve termodinamik &zellikler
tartisiimigtir. Bazi termodinamik biylklikler (sikisabilirlik, enerji ve basing)
Monte Carlo (MC) ve (HNC) sonuglar ile kargilagtinlmigtir. Sivi argon igin gift
dagilim fonksiyonu g(r) ve yapi faktorii s(q) ‘nin degisimi incelenmis ve deneysel
sonuclarla uygunlugu goézlenmistir [20,12,10].

Tezin o6zglin  kismini  kapsayan 4. bolimde Lennard-jones (L))
potensiyelinin sivi argon lzerine etkileri agiklanmis ve potensiyel gukurunu
etkileyen faktorler degistirildigi zaman €(R) nin degigimi agiklanmistir.

Bu ¢alismada, OZ integral denkleminin niimerik ;6z(jmiiﬁu‘ yapabilmek
icin Direkt ietrasyon (DI) ve Newton-Raphson (NR) yoéntemleri incelenmis ve her
iki yéntemin bilegimini veren M.J. Gillan ‘in calismasi lzerinde aynintili bir
inceleme yapilmistir. Bu her iki niimerik yontemin avantajlari ve dezavantajlari
gozoniinde bulundurularak islemlerimizin kolaylagtirilmasi saglanmigtir [15].

Bu calismada, dikkat edilecek en 6nemli unsur, yakinsamanin sadece ideal
gaza yakin bélgede elde edildigidir. Bu yitizden ardigik yaklagimlar yaparak girig
y(r) deperi yavas yavag diigtirtiliir. {22]. Bunun igin ilk girig y(r) degeri sifir
alinarak hesaplanan yeni y(r) degeri bir sonraki hesabin baglangigc degerini
olusturacak sekilde isleme devam edilir. Tablo (4.1) ‘e bakugimizda sonuglar
arasindaki farklar bu yaklagimdan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle, yiiksek

yogunluk ve duistik sicakliklarda ilk girig degerini dogru segmek gerekir.
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EK
¥(r) fonksiyonun kaba ve iyi kisimlarinin tanimlamast bir sekilde

yapilmalidir. Bunun igin y(r) fonksiyonunu vektér uzayinda N boyutlu ¥,(7)
vektori olarak tanimladigimizda kaba ve iyi kisimlarda bu vektériin bilegenleri
olarak diigliniiliir. Boylece kaba ve iyi kistmlar ortogonal iki alt uzayda v,(7) nin
izdlgimleri gibi tanimlanirlar. Yani kaba ve iyi kisimlarin scaler garpimlari
sifirdir. Temel fonksiyonlarimizi kiigiik bir vsayisiyla veerilen kaba alt uzayin
bilesenleri,

Pl =(0=123,...,V)
olarak alacagiz. Burada o temel fonksiyonlarin sayisidir. Bizim ¢alismamizda
v=4 alinmigtir.i ise ,

i=1,2,3,...,V
ile verilir.

Temel fonksiyonlarin  mimkiin olan sekli sonsuzdur. Nimerik

calismalarda, |r}’nin aralig;

r, =(@-1)dr
olarak tanimlanir. (N:toplam pargacik sayisi olmak tizere) N hari¢ r, orgii
noktalarindan, kesikli v tane noktalardan olugsan bir alt kime segelim. Bu
kiimenin elemanlari Sekil. 1 ‘deki gibi

i, =(@=12,...,v)

etiketlenmistir.

Sekil.1

a>p ise i,>i, dir. P, temel fonksiyonlarini bulmak icin, $ekil. 2 ile verilen grafik

tizerinde iki noktadan gegen dogru denklem formdiltini kullaniriz.
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3 X
a b c —
Sekil.2
o isaretli noktalardan birinin temel fonksiyonu bulmak igin;
_X-a
y—b—-a

formuliindg,

e isaretli noktalarda ise

c—x
Y= e-b ]
ifadesini  kullaninz. Ornegin; i, <i<i_, araligindaki i. noktanin temel
fonksiyonunu basit bir ¢izimle
1
° — . * X
ll 12 13 la—z a-1 la ot
o i-i ) ..
P, =2 1oy 181y,
la-l —la—2

elde edilir. i, ‘ler i ’lerin alt dizisidir. Ayni islemle temel fonksiyonlar,

0 1<i<i,,
i—-1i,_ . . .
—2 i, <i<i,,
p=1 L PO R M
i1 o
— 1, S151,
1g —~1g
0 1, <i<N
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olusturulur.
7(r, )=y, ile temsil edilebilir.
v(r)ayrimini (Ek.1) denklemiyle
Yo = 2Py + A, (Ek. 1)

yazabiliriz. Bu ayrimi gergeklestirmede a, katsayilan igin bir formule ihtiyag

vardir.
2, = 2QLy; + 2 QLAY (EK. 2)
(Ek. 1) ve (Ek. 2) denkleminde diklik sartini gézontine alirsak, .
Y PiAy, =0 Va
ve
2.QiAy, =0 Vo
dir. Q. , P! nin lineer kombinasyonlaridir.

Q. = X B,P; (Ek. 3)
B -

*ile tanimlanir. (Ek. 1) denklemini agik sekilde yazarsak,
Y, =a,P +a,P, +a,P; +a,P,

¥, =a,P? +a,P +a,P} +a,P;

¥, =a,P’ +a,P;) +a,P; +a,P}

Ye=a,P +a,P) +a,Pf +a,P;

elde edilir. y=G ile gosterelim. Matrix formda dtizenlenirse

~YIT

Y2 a;
G=| p=[pi] , A=| >

. a,

. a,

Y,

bulunur. Bizim denkleminiz,

G=P.A
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sekline donUstir. Matrix gosterimlerinin boyutlarini yazarsak,
P(N,4).A(4,1)=G(N)
elde edilir. (Ek. 3) denkleminden,

A=P"'G
yazilip, ayni zamanda
=Q.G
ifadeleri birlegtirilirse Q matrisin P matrisinin tersine esit oldugu gortiltir.
Q=P (Ek. 4)
(Ek. 4) denkleminin her iki tarafinin P matrisiyle garparsak i
QP=P'P=I=3 (Ek. 5)

elde ederiz.

R,z matrisi goyle tanimlamir;
Ry = 2PiP;

(Ek. 4) denklemi yardimiyla
Q=BP ve R=PP ise,
P'=BP = R'=P'.P'=B
olur ki B matrisi, R gibi pozitif simetrik matrisin inversidir. Yapilan

hesaplamalardaki R4 matrisin elemanlar;

R, =R, R, =Ry
R;; =Ry R, =R,
R,=Ry R, =Ry

oldugu gériildii. Ayrica matrisin biitiin elmanlart, sadece l¢ degisik sayidan ve
sifirdan olugmustur. Bu sayede, R matris elemanlarinin hesaplan kolaylagir.
Ornegin; Ry, matris elemaninin formuliinii hesaplamak igin, nokta sayisi ne olursa

olsun degismeyecek bir bagintiya ihtiyag duyariz. Bu bagintiyr bulmak igin 8nce,

R, = ZPfPf = E(Pll)z

ile tanimlanir. Agik bir sekilde,
R, =P/P + PP +....
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gosterebiliriz. P: temel fonksiyonlarimizi daha 6nceden bulmugtuk.

Sekil . 3 yardimiyla biitiin R, lar hesablar yapilabilir.

1.00[ X o o
e T=1
. x a=2
El‘ xp po o o a=3
05] =« 0o a=4
gx on o
0 X~ —@—0-—"°
15{-— 1
e ?
14 |- o7;
5 + Kaba Kistm
x fyiKiim
12 {~
é
10 |~ [
3 R ?
Y
3
6 o—
3
4 —
?
- ?
Q
+
. X .
0 ;.-"_Tx_x_xvx.x__..h.ﬂ.@,a.&ﬂ_n.s.e.q ‘
1 |

I ]

-2
Ly

Sekil (3)



Ornegin Ry; hesaplayalim ;
NOD : max noktalarin sayisidir.
d : iki nokta arasindaki farkdir.

£ : nokta numaralarinin sayisidir.

P1N0D=O
P! P! =—d (=
bt NOD
1
P&l = Pe ¢
) d+P =P + NOD —
14
P =] —
1 NOD
1 2
P1=1——_ M 2:1—-——
! NOD P By NOD
NOD
NOD _ 1 __ il
A =1-Rop °

olur.

NOD-1 i 2  NOD-1 2% q 2
Ru= 2 ( _NOD} -2 [1_N0D+(NOD)]

toplamda NOD-1 anlamamiz nedeni; orjin sifirdan baglamadig) icindir.

NOD-1 i NOD-1

=(NOD-1)-2 i
Ry =( )= g'NOD NOD2 §

sekline dontigtir.
Toplam igindeki i ve i* birer dizidir. Bunlar igin toplam formiilleri

kullanirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2NOD? —3NOD +1

Ru= 6NOD
bulunur.
Ayni islemler R, ve R,, iginde yapilirsa;
R = NOD’ -1
? 6NOD

ve
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2NOD? +1
3NOD

bagintilari bulunur. R matris elemanlarinin tersi alinarak B matrisinin elemanlar

Ry =

bulunmus olur. Bizim amacimiz, a, katsayilarini bulmaktir. Biliyoruz ki
a, = ZQL%
den bulunabilir. Keyfi segilen Ay, gikigtaki Ay; esit oldugu zaman igslem bitmistir.
Girig ve ¢ikis degerleri esit olamiyacagindan a,’nin kiimesine bagvurabiliriz. Bu
kiimenin elemanlarini bulmak icin Newton-Raphson (NR) yontemine bagvururuz.
NR ile eski @, yaklagimini elde edebiliriz. Eger,
| d=a, —a, =0
Burada, ise yapilan hesaplamalar bitmistir.

Q= al(Yl’YZ”“’Yn)
a4, = aZ(Yl’YZ""9Yn)

av = aV(Yl’YZ"”’Yn)
degiskenlerine bagli olmasina ragmen
a; = a;(al,az,...,a,,)

baglidir. Fark sifir degilse, Jacobian matris,

e o
®" %2, * Oa,

eski yaklagim {a_} daki degeriyle hesaplanmistir. Burda,
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804,={0 0B ve

d4=(a1’azvas’a4)=0
ile tanimlanir.

Bu taslagin kullanigh olabilmesi igin ¢ok emek harcamadan Jacobian
matrisini hesaplayabiliriz. Bunu saglamak igin kaba alt uzayin v boyutu

azaltilmalidir. Bdylece J'nin kolayca tersi alinabilir.
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