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OZET

ASIMETRIK HEAVENLY DENKLEMIiNiN SIMETRi INDIRGEMESi VE Bi-
HAMILTON YAPISI

Hakan Sert

Fizik Anabilim Dal

Yuksek Lisans Tezi

Tez Danigsmani: Dog. Dr. Devrim YAZICI

Bu c¢alismada son glinlerde gelisme gosteren 3+1-boyutlu integre edilebilir bi-Hamilton
sistemler calisilmistir. Genel olarak bir bagiml degisken ile x, y, z ve t seklinde dort
bagimsiz degiskenden olusan ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler
ele alinacaktir. Ortak simetri iceren, lineer olmayan, ikinci mertebeden kismi tirevli
diferansiyel denklemlerin siniflandiriilmasindan elde edilen kanonik denklemlerden biri
olan asimetrik heavenly denklemi, bu denklemlere bir 6rnektir. Bu denklemin bir
simetri indirgemesinden elde edilen 2+1-boyutlu yeni denklemin c¢oklu-Hamilton
yaplya sahip integre edilebilir bir sistem verdigi gosterilmistir. indirgenmis yeni 2+1
boyutlu sistem iki bilesenli formda yazildiginda bi-Hamilton yapiya sahip oldugu
gosterilmistir. Birinci Hamilton fonksiyonu ve simplektik yapiyi elde etmek icin Dirac’in
bag teorisi iki-bilisenli sistem icin tanimlanan yeni Lagrange fonksiyonuna uygulanarak
elde edilmistir. Sistemin Frechet tirevini elde etmek igin sadece bagimh degiskenleri
iceren Lie grup donlsimiine integre edilebilirlik sarti (compatibility) uygulanmistir.
Tekrarlama operatorinin ve Frechet tirevininin komutatérinin sistemi yeniden
olusturdugu icin Olver-lbragimov-Shabat tipi Lax cifti olusturduklari gosterilmistir.
Daha sonra tekrarlama operatorii insa edilmis ve sistemin ikinci Hamilton yapisi
tekrarlama operatoriinin birinci Hamilton operatoriine uygulanmasiyla elde edilmistir.
Son olarak Hamilton operatorleri icin Jacobi 6zdesligi P. Olver’in yontemi kullanilarak
kanitlanmistir. Boylece Magri teoremine gore indirgenmis 2+1-boyutlu yeni sistemin
tamamen integre edilebilir oldugu sonucuna varilmistir.
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Anahtar Kelimeler: integre edilebilirlik, asimetrik heavenly denklemi, Hamilton sistem,
Dirac bag analizi, bi-Hamilton yapi.
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ABSTRACT

SYMMETRY REDUCTION OF ASYMMETRIC HEAVENLY EQUATION AND BI-
HAMILTON STRUCTURE

Hakan Sert
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MSc. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Devrim YAZICI

In this work we study 3+1-dimensional bi-Hamiltonian integrable systems which are
developed considerably in recent years. In general we are interested in nonlinear
second order differential equations with one dependent variable and four
independent variables x, y, z and t. One of the examples of these equations is
asymmetric heavenly equation, obtained as one of the canonical equations in the
classification of nonlinear second order partial diferantial equations that possess
partner symmetries. We show that one symmetry reduction of this equation yields a
new 2+1-dimensional multi-Hamiltonian intagrable system. It is shown that reduced
2+1-dimensional system set in a two-component form admits a bi-Hamiltonian
structure. For a two-component system a new Lagrangian is introduced and Dirac’s
constraint theory is applied to obtain the symplectic and first Hamiltonian structure. In
order to get Frechet derivative of the system the compatibility condition is applied to
the Lie group transformation which is only considered for a dependent variable. It is
also shown that the commutator of the recursion operator and Frechet derivative
reproduce the system and therefore form a Lax pair Olver-lbragimov-Shabat type.
Then the Recursion operator is constructed and the second Hamiltonian structure for
this system is obtained by applying the recursion operator on the first Hamiltonian
operator. Finally Jacobi identity for Hamiltonian structure is proven by using P. Olver’s



method. Therefore we conclude that reduced new 2+1-dimensional system is
completely integrable by Margi’s theorem.

Keywords: Integrability, asymmetric heavenly equation, Hamiltonian system, Dirac
constraint analysis, bi-Hamiltonian structure.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

integre edilebilir veya tam olarak ¢éziilebilen denklemler matematiksel fizikte oldukca
onemlidir. ”integre edilebilir” teriminin genis kapsamli bir tanimini yapmak zordur.
Daha dogrusu bu terim, integre edilebilir sistemlerin bazi alanlarda “tam olarak
¢ozilebilen” ve tim baslangic durumlari icin dizenli ¢ozimleri ortaya koyabildigine
dair inanislara tekabil eden gesitli sezgisel kavramlara g¢agrisim yapar. Karsit olarak
“integre edilemez” terimi genellikle sistem tamamen ¢ozlilemez veya ¢6zimui diizensiz

bir bicimde davranabilir demektir [1].

Dogadaki bircok olayin anlasilmasi icin yapilan modeller lineer olmayan kismi tirevli
diferansiyel denklemler icerir. Bu denklemler, gercek amaci, klasik veya kuantum
sistemleri tanimlayan teorik fizigin matematiksel gekirdegini olusturur. Kinetik gaz
teorisinde klasik olarak etkilesmeyen parcacik sistemleri, kolayca integre edilebilir
sistemlere 6rnek olarak verilebilir. Kuantum elektrodinamigin temel amaci,
etkilesmeyen elektromanyetik ve elektron pozitron alanlari gibi dizensiz kuantum
durumlari icin integre edilebilir bir teori gelistirmektir. Diger iyi bilinen bir 6rnek de
katihal fiziginde birbirlerine lineer elastik kuvvetlerle bagh atomlarin serbest
salinimlarini tanimlayan lineer denklemlerdir. Ote yandan lineer olmayan kuvvetler bu

sistem icin lineer olmayan diferansiyel denklemler dogurur.

Lineer olmayan integre edilebilir sistemler 18. yiizyilin baslarinda kesfedilmistir. O

zamanlar ¢ok az problem bilinmekle birlikte ¢oziimlerin karakteristigi tam olarak



anlasilamamistir. Fakat glinimizde bu denklemlerin bilimin batin alanlarinin

gelismesinde 6nemli katkilari oldugu bilinmektedir.

19. yuzyll boyunca matematikgiler yeni lineer olmayan integre edilebilir sistemler
bulmayr denemelerine ragmen ugraslarin ¢ogu bosa gitmistir. Jules Henri
Poincaré (1854 —1912)'nin ¢alismalari dinamik sistemler igin integre edilebilir olanlarin
istisna oldugunu gostererek bu ¢abayi sonlandirmistir. Her zaman kiglk dizensizliker
genellikle integre edilebilirligi engeller. Poincaré’nin 1880’lerde elde ettigi sonuglardan
sonra, yeni integre edilebilir sistem arayislari dramatik bicimde azalmis ve 20. yizyilin

ikinci yarisina kadar gegen uzun bir slire boyunca sessizligini stirdirmustar.

Bu durum 1967’de C.S.Gardner, J.M. Green, M.D. Kruskal ve R.M.Miura tarafindan
gelisitirilen cok giicli bir metod olan “Ters sacgilma teorisi”’(Inverse scattering theory
veya IST) ile carpici bir bicimde degismistir. Yayinladiklari makalede ters sacilma teorisi

meshur Korteveg-de Vries(KdV) denklemine uygulanmistir.

Teori daha 6nceleri iyi bilinen, lineer olmayan Schrédinger ve Sine-Gordon denklemleri
gibi 6nemli denklemlere de uygulanmistir. Bitiin bu denklemler sonsuz sayida korunan
blyiklige sahip Hamilton sistemlerdir. Ters sacilma teorisinin gelisme asamasinda
klasik anlamda tamamen integre edilebilir sistemlerin hizl azalan veya periyodik
durumlari anlatan sistemlerde ortaya ciktigi gortlmustir. Bu durum 1970°li yillarin
baslarinda “soliton”un kesfine sebep olmustur. Soliton, sabit hizla hareket eden atma
seklindeki bir dalgay! tanimlar. Soliton dalgalarinin en 6nemli 6zelligi, ¢arpisan iki
soliton dalgasinin sadece carpisma aninda degisime ugramasi ve sonrasinda enerjisinde
ve genliginde herhangi bir degisiklik olmadan yoluna devam etmesidir. Bu nedenle bu

tir ¢cozimlere sahip denklemlere “soliton denklemler” de denir[2].

Yukarida bahsedilen li¢ denklem, sonsuz sayida serbestlik derecesi olan lineer olmayan
teorik sirekli sistemlere ilk 6rnekleri olusturur. Gliinimizde bu tir denklemlerden
onlarca denklem olup her gecen giin sayilari artmaktadir. Litareratiirde bu konuda
yazilmis cok sayida makale bulmak mimkindir. S6z konusu denklemler bir uzay ve bir
zaman boyutunda olup 1+1-boyutlu, yani iki boyutlu denklemlere karsilik gelmektedir.

Buna karsin 2+1 ve 3+1-boyutta integre edilebilir denklemler yok denecek kadar azdir.



Kadomtsev-Petviashvili, Davey-Stewartson ve Ishimori denklemleri 2+1, Young-Mills

denklemleri de 3+1-boyutlu denklemlere 6rnek olarak gosterilebilir.

Gectigimiz on yilda Y.Nutku ve arkadaslarinin baslattigi calismalarda, 3+1-boyutta
integre edilebilir sistemler elde edilmistir[3]. “Heavenly” ailesi denilen bu denklemlerin
integre edilebilirligi, denklemlerin bi-Hamilton yapiya sahip olduklari gosterilerek elde
edilmistir. Bu denklemlerin 6nemi, bagimli degiskeni temsil eden skaler alanin, Einstein
alan denklemlerini saglayan, (anti)-self-dual Ricci-diiz uzay metrigini olusturmasidir. Bu

yontem (anti)-self-dual kitle ¢ekime farkh bir bakis agisi getirmesi agisindan 6nemlidir.

Ayrica Plebanski second heavenly denkleminin simetrilerinin kullanilmasiyla, 2+1-
boyuta indirgenmis ve bu suretle de tamamen integre edilebilir bir sistem oldugu

gosterilmistir [4].

Sheftel ve Malykh, ortak simetri iceren ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin, genel bir siniflandirmasini elde etmislerdir [5]. Genel durumdan yapilan
kanonik dénlsumlerle, bilinen birinci ve ikinci Plebanski denklemleri ve bunlara ek
olarak Mixed heavenly ve Asymmetric heavenly olarak adlandirdiklari 3+1-boyutlu
denklemler tiretilmistir. Mixed heavenly denkleminin, Husain denklemiyle baglantili
oldugu Legendre donustmleri ile goralmdistir. Her tG¢ denklemin de Magri teoremine

gore tamamen integre edilebilir bi-Hamilton sistemler oldugu gosterilmistir [6].

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, yukarida bahsedilen 3+1-boyutlu integre edilebilir asimetrik heavenly
denkleminin Magri teoremine gore integre edilebilirligi ve simetri indirgemesi
incelenmistir. Bolim 1'de integre edilebilir sistemlerin tarihsel gelisimi kisaca
Ozetlenmistir. Bolim 2’de Hamilton sistemler, Dirac bag analizi ve Magri teoremine
gore bi-Hamilton yapi ele alinmistir. Bolim 3’te asimetrik heavenly denkleminin bi-
Hamilton yapisi ayrintili olarak incelenmis ve integre edilebilir bir sistem oldugu

gosterilmistir.



1.3 Hipotez

integre edilebilir bir sistem oldugu gériilen asimetrik heavenly sisteminden, Lie nokta
simetrileri kullanilarak 2+1-boyutlu yeni bi-Hamilton integre edilebilir bir sistem elde
edilmis ve indirgenmis yeni sistemin de Magri teoremine gore integre edilebilir bir

sistem oldugu 4. B6lim’de gosterilmistir.



BOLUM 2

HAMILTON SiSTEMLER VE DIRAC PARANTEZLERI

Hamilton mekanigi irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton(1805-1865)
tarafindan gelistirilmistir. Hamilton mekanigi, kolay integre edilebilirlik yéntemlerinin
gelistirilmesine acik olanaklar sunmasindan 6tiri integre edilebilir sistemler Gzerine

yapilan ¢alismalarda ¢ok 6nemli bir aragtir.

2.1 Standart Hamilton Metod

Hamilton, 1834-1835’teki yayinlariyla mekanik sistemlerin dinamik prensiplerini ortaya
koymustur. Bu prensibe gore verilen bir zaman araliginda dinamik bir sistemin, bir
noktadan diger bir noktaya hareket edecegi tim olasi yollardan gergek yol, kinetik
enerji T ve potansiyel enerji V 'nin farkinin zamana goére integralinin(eylem integrali)

ekstremumu
t

S[(T-V)dt=0 (2.1)
tl

ile elde edilir. Ekstremumlar minimum veya maksimum olabilir fakat dinamik

problemlerde g¢ogunlukla minimum kosul olusmaktadir. Burada T(q;,q;,t) kinetik
enerji ve V(q;,t) potansiyel enerjisi korunumlu kuvvetlerden turetilmekte ise Lagrange

fonksiyonu

L(qi1qi1t) :T(Qi’Qi:t) _V(qi’t) (2.2)



seklinde hesaplanir. (2.1) eylem integralinden

L df oL
a_dfa) g 23
aq; dt{ oq;

ile verilen Euler-Lagrange denklemi elde edilir. Gorildugi gibi Lagrange fonksiyonu
konum ve hiz uzayinda, konfiglirasyonel uzayda tanimlanmistir. Genellestirilmis konum
ve momentumun faz uzayina donisimi sonucu elde edilen formalizme Hamilton

formalizmi adi verilir. Hamilton fonksiyonu, n tane genellestiriimis koordinat g; ve n
tane genellestiriimis momentum p; ‘den olusan (j=1,...,n) 2n boyutlu faz uzayinda

tanimlanir. Fiziksel sistemlerin fiziksel uzaydaki her durumu faz uzayinda bir faz noktasi

ve her hareketi de faz uzayinda bir faz egrisi belirler.

oL
Pj=—— (2.4)
aq;
eslenik(konjiige) momentum olmak tizere Hamilton fonksiyonu
H(qjlpjlt)zijpj_L(qjiqjyt) (2.5)

seklinde tanimlanir. (2.5) denkleminin sag ve sol tarafinin tam diferansiyeli alinarak

oH
4, =— (2.6a)
J apj
oH
D =— (2.6b)
] aqj

Hamilton kanonik denklemleri bulunur. (2.6) denklem setleri matris gésteriminde

of
_ 2.7
7 (DJ 27

stitun matris olmak lzere

. (4 (0 1\(oH/oqg
n_(pij_[—l Oj(aHlépJ (2.8)

veya



. (G oH
= " |[=J— (2.9)
7 (pij on

seklinde gosterilir. Burada

g=[ 0! (2.10)
I '

anti-simetrik matris olmak tzere (2.9) denklemi simplektik yapiy1 temsil eder[7].

2.2 Poisson Parantezleri ve Hamilton Denklemleri

g ve p dinamik degiskenlere bagh f (g, p) ve g(q, p) gibi iki fonksiyonun Poisson

parantezleri
{f@@p)9(@p)f=———=————= (2.11)

ile tanimlanir. Poisson parantezlerinin baslica 6zellikleri a,b,c,d sabitler olmak lizere

1) bi-lineerlik 6zelligi:

(2.12a)
{af, +bg,,cf, +dg,} =ac{f, f,}+ad {f,0,} +bc{g,, f,} +bd {g,,0,}
i) anti-simetri 6zelligi: (2.12b)
{f.o}=-{o. 7} |
i) carpim kurali: (2.120)

1ZC

{fg,h}={f,h}g+f{g,h}
iv) Jacobi 0zdesligi:

(2.12d)

0

{ffgn+{h{f glf+{a.dn 11

seklinde verilir.

Bir denklem sisteminin Hamilton sistem olabilmesi igin, denklemin dinamik
degiskenlerinin Hamilton denklemleri seklinde yazilabilmesi gerekir. Eger dinamik
degiskenlerin  zamana goére degisimleri, dinamik degiskenler ile Hamilton
fonksiyonunun Poisson parantezleri seklinde yazilabilirse bu sistem Hamilton sistem

olur.



u=u(qg, p;,t) seklinde q., p, ve t ‘nin bir fonksiyonu olarak tanimlansin. Burada @
ve p, terimleri fonksiyonun dinamik degiskenleri; t ise zamani ifade eder. ifadenin

zamana gore tlrevi alinirsa,

du ou ou ou
dt aq d op P ot ( )

olur. Hamilton hareket denklemleri olan (2.6) denklemleri g, ve p, terimlerinde

yerlerine yazilirsa (2.13) denklemi

g M A 14

Toqdp opoq ot

seklini alir. Esitligin sag tarafindaki ilk iki terim, Hamilton ile u fonksiyonunun Poisson

parantezidir ve (2.14) denklemi

a2
u_{u,H}+at (2.15)

seklinde vyazilabilir. Mekanik bir sistem igin verilmis kanonik koordinat ve

momentumlar olan @, ve p, terimlerinin zaman icindeki degisimleri Hamilton

fonksiyonu ile,

. _OH

o] _{qi, H}__api (2.16a)
. _oH

p. _{pi, H}_——aqi (2.16b)

seklinde gosterilir ve bu gésterimi saglayan denklem sistemleri Hamilton sistem olarak

adlandirilir. (2.9) ile verilen simplektik yapi; Poisson parantezleri ile

. oH
n:{n,H}:J% (2.17)

seklinde verilir. Eger u=u(q;, p; ,t) fonksiyonu igin

. au _
u—{u,H}+8t—O (2.18)



ise U fonksiyonu burada bir hareket sabiti olur. Eger u fonksiyonu zamana agik olarak

bagh degil ise
{uH}=0 (2.19)

olur ve u, fiziksel olarak korunan bir blyikligu temsil eder[7].

2.3 Hiza Bagiml Lagrange Fonksiyonlari

Lagrange formalizminden Hamilton formalizmine gecildiginde, bagimsiz degiskenler

olan q; ve q; terimleri yerine q; ve p; terimleri gelir. Baska bir deyisle Hamilton

fonksiyonu yazildiginda koordinat ve momentum degiskenleri kullanilmak zorundadir.

Hamilton fonksiyonlari hiz terimlerini icermez.

En genel Lagrange fonksiyonlarini kullanmak gerektiginde, Hamilton denklemleri,
Lagrange denklemleri ile ayni sonuclari vermeyebilir. Bu durum dolayisiyla
genellestirilmis Lagrange fonksiyonlariyla islemler yapabilmek icin Hamilton ve Poisson

parantezlerinde diizeltmelere gidilmesi gerekmektedir.

Klasik Hamilton formalizmindeki bu eksikligin net sekilde anlasilabilmesi icin ortaya
¢tkan sorunu hiza bagimli bir Lagrange fonksiyonu lzerinden goéstermek mantikh

olacaktir. Bu durumu asagida verilen basit bir 6rnekle inceleyelim.

Xy —duzleminde, z yoéniindeki B, manyetik alaninda yuklu bir parcacik ele alinsin. Bu

parcacigin Lagrange fonksiyonu
1 2 q ree

L==mv- +=AvV-V(X,Y) (2.20)
2 c

B

ile verilir. Burada V (X, y) skaleri potansiyeli, Avektori ise A=?°

2xf=%(x§/—y>‘<)

ifadesine karsilik gelen vektor potansiyeli temsil eder. Boylece Lagrange fonksiyonu

diizenlendiginde

Lzlm(x2 + y2)+q—B°(xy— yX)—q—BOV(x, y) (2.21)
2 2C 2C



halini alir. Burada potansiyel terimi ilerideki hesaplamalar igin kolaylik saglamasi

acisindan bir sabit ile carpilmistir. Hareket denklemlerini degistirmedigi sirece

9B,

Lagrange fonksiyonuna herhangi bir sabit eklenebilir. azz— seklinde kisaltilirsa
mc

yuklu parcacigin hareket denklemleri Euler-Lagrange denklemleri ile
V

X:Zay—aa— (2.22a)
OX

\Y
y=—2ay)'<—aa— (2.22b)
oy
seklinde elde edilir. Manyetik alanin veya yukin ¢ok yiksek ve kiitlenin ¢ok disuk
oldugu limit degeri gbz onine alindiginda Lagrange fonksiyonundaki klasik kinetik
enerjiyi temsil eden terim ihmal edilebilir. Bunun sonucunda da Lagrange hiza bagh

kalr:
L=a(xy—yX)-aV(X,Y) (2.23)
seklinde hizin karesi(kuadratik) yerine hizin birinci kuvvetine bagh olur. Ancak Euler-

Lagrange denklemleri hala gecgerliligini korudugundan limit durumunda pargacigin

hareket denklemleri

10V

X=—=" (2.24a)
2 oy
16V
j==—— 2.24b
V=S ( )

seklini alir. Bu hareket denklemleri birinci dereceden diferansiyel denklemler
olduklarindan garip gibi gozikse de Lagrange formalizmi agisindan kabul edilebilirdir.
Fakat bu tlrdeki bir Lagrange icin Hamilton formalizmine gegcilip hareket denklemleri

bulundugunda sonuglar sasirtici bir hal alacaktir.
Eslenik momentumlar,

=== 2.25
Pe=2 =Y (2.25a)
oL
Ty

10



olarak bulunur. Hizin karesini igeren Lagrange fonksiyonlari igin ayni islem yapildiginda

eslenik momentumlar, § 'nin fonksiyonlari olarak ortaya ¢ikar fakat bu 6rnek igin ayni

durum s6z konusu degildir.
Hamilton formalizmine gegilirse, (2.5) denklemine gére Hamilton fonksiyonu

H=pX+py-L=aV(XYy) (2.26)

bulunur ve elde edilen Hamilton fonksiyonu momentum terimi icermez. Bu kosulda

(2.6) Hamilton hareket denklemlerinden

X= a—H =0 (2.27a)
op,
y = H_ (2.27b)
op,
. oH oV
— 2 __ Yt 2.27
Px X ¢ OX (2.:27¢)
. oH oV
b, = S (2.27d)

sonuglari elde edilir. Eslenik momentumun tanimi olan (2.4) denklemi, (2.25) denklem

setlerinde yerlerine koyuldugunda,

g=-N (2.28a)
oy
g=N (2.28b)
OX

ifadeleri bulunur. Sonug olarak (2.24) ve (2.28) denklem setlerindeki ilk iki denklem
esit olmasi gerekirken birbirinden farklidir. Bu sonuglar altinda Hamilton formalizminde
bir dizeltmeye gidilmedikce problemin Ustesinden gelinemeyecegi asikardir.
Tutarsizligi asmak amaciyla hangi biylklik hesaplanacagina bagh olarak Hamilton
fonksiyonunu bazen momentumun bir fonksiyonu; bazen de koordinatin bir fonksiyonu
olarak disiinmek ¢6ziim gibi goriinebilir ancak bu gecerli ve istenilen ¢6ziim metodu

olamaz. Fakat ¢6ziime ulasmak icin yol gosterici bir fikir olabilir.
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Koordinat ve momentumlar birbirlerinden bagimsiz degillerdir. ikisinin arasinda bir bag
kosulu (constraint) s6z konusudur ve klasik Hamilton metod ile ¢ozliilmeye ¢alisilan

ornek i¢in bu durum hesaba katilmamistir.

Bag denklemleri (momentumun tanimi) probleme uygulandiginda cevaplarin
tutarsizlasmasi aslinda sasirtici  degildir. Bir bag kosulu olan momentumun

denklemlerde kullanilmasinin ¢6ziimii tutarsiz hale getirdigi gorilir.

Bu durumda Hamilton formalizminde bag kosullarinin varligr géz 6niine alinip buna
uygun vyeni bir formilasyon gelistirilerek klasik Hamilton yontemde degisiklige

gidilemeli ve daha genel bir Hamilton fonksiyonu yazilmahdir.

2.4 Hamilton Fonksiyonunun Genellestirilmesi

Daha genel Lagrange fonksiyonlari icin Hamilton formalizminde degisiklige gidilmesi
gerektigi ortaya kondu. Bu kisimda Hamilton’un en genel problemlerde bile ¢6ziim

saglamasi icin yapilmasi gereken degisikler tartisilacaktir.

Verilen bir Lagrange fonksiyonu igin eslenik momentumun ¢ ’nin bir fonksiyonu

olmayabilecegi manyetik alandaki ylkli parcacik 6rneginde gorildi. Bu durumda da

koordinat ile momentum arasinda @#(g,p)~0 gseklinde bir yapi olusur.

Buradaki" =" yaklasiklik semboll zayif esitligi ifade etmektedir. Bunun anlami, esitlik
sadece hareket denklemleri saglandiginda dogrudur fakat genelde dogru olmayabilir
demektir. Dirac, koordinat ve momentumlar arasindaki iliskinin bir bag kosulu olarak

ele alinmasi gerektigini 6ne slirmistir(8].

Konjlige momentumun tanimindan elde edilen bag kosullarina “birincil bag” denir.

Eger sistemde hesaba katilan baska bag kosullari varsa bunlar da birincil olur.

Standart Hamilton fonksiyonu H = ij p; —L seklindedir. Ancak Hamilton’un sadece
i
koordinatlar ve momentumlarla ifade edilmeyebilecegi daha 6nce gorilda.

Bu durumda H’nin diferansiyeli yazilirsa,

. . . oL
dH :Z“dquj+qjdpj—dL:qudpj—adqj (2.29)
J j i

12



elde edilir. Hamilton fonksiyonu her zaman g ve p ‘nin bir fonksiyonu olarak
yazilmahdir ki Hamilton denklemleri elde edilsin. Lagrange denklemleri ifadenin son

teriminde yerine koyulursa
dH =q,dp, — p,da; (2.30)
elde edilir. dH ayni zamanda

oH oH
Mg, + T dp. 2.31
5 405 P (231)

J J

dH =

ifadesine esittir ve bu iki denklemden (2.27)" de verilen Hamilton kanonik denklemleri

elde edilir. Dirac, bag kosullarini sifir yapacak hareket denklemlerini bulmak igin ilk

olarak klasik Hamilton fonksiyonu H ‘yi genellestirmis ve yeni toplam Hamilton H; ‘yi

tanimlamistir. Yeni Hamilton fonksiyonu,
H;=H+c;¢4 (2.32)

ile tanimlanir. Buradaki c;terimleri Lagrange carpanlarina ve ¢J:¢J(q, p)ise bag

denklemlerine karsilik gelir. Yeni Hamilton fonksiyonunu olarak tanimlanmis (2.32)

denkleminin diferansiyeli alinarak

. . 0 0
dH, =q;dp, - pjdqj+¢jdcj+cm(i?”dqj+##"dpj) (2.33)
aq; p;
veya
oH g, cH og,
dH, =| —+c_—™|dq, +| —+c_—™ |dp. + ¢dc. 2.34
T (aqj m6qu qj [6pj m6ij pJ ¢J j ( )

elde edilir ve bu durumda hareket denklemleri

= (2.35a)
aqj aqj
g =M yc % (2.350)
apj 8pj
$=9 (2.35¢)

13



seklinde bulunur. Elde edilen sonuglar, tam olarak Lagrange yontemi ile elde edilmis
denklemlerle ayni degildir. Bu ¢o6ziimde, bag denklemi hareket denklemi olarak

kendisini verir. Bdylece Dirac tarafindan genellestirilmis kanonik denklemler

. oH od
L =——=U, — 2.36
. oH og
' op op

seklinde tanimlanmistir. Burada u, terimleri, q ve p’ye bagh fonksiyonlar olma

zorunlulugu olmayan ve belirlenmesi gereken bilinmeyenlerdir. Hareket denklemleri

Poisson parantezleri cinsinden

p; ={p;, H}+u{p;.4} (2.37a)
d; ={a;,H}+uda;.4} (2.37b)
seklinde veya daha genel olarak

f ~{f H}+u{f,4} (2.38)

seklinde yazilir. Daha 6nce belirtildigi gibi u, fonksiyonlari q ve p degiskenlerinin bir

fonksiyonu olmayabileceginden diger blyikliklerle Poissson parantezlerine girdiginde

dizgin bir sonug¢ elde edilemeyebilir. Ancak Poisson parantezleri tanimi, q ve
p degiskenlerinin fonksiyonu olmayan buyiklikler igin de genellestirilerek Poisson
parantezlerinin 06zellikleri saglatilabilir. Hareket denklemleri belirlenirken keyfi

fonksiyonlar olan u, ifadelerinin bulunmasi problem ¢ikaracak gibi gézikebilir ancak
u,’lerin belirlenmesinde yardimci olacak tutarlilik kosullari da mevcuttur. Toplam
Hamilton fonksiyonu

H;=H+udg (2.39)
olarak tanimlanirsa, daha 6nce de belirtildigi Gzere bag kosullarinin, ézo oldugu
hareket denklemleri ¢6ziim olmalidir. Bu durumda

{¢. H}+uf{s.4}~0 (2.40)
olmalidir. Bu ifadenin saglanmasi sonucunda u,’lerin bulunacag: tutarlilik kosullari

veya koordinat ve momentumlarda yeni bir bag kosulu olusabilir. Olusabilecek bu bag

14



kosuluna da “ikincil bag” adi verilir. Birincil ve ikincil baglar arasindaki ayrim, Lagrange
secimine bagli olarak degisen yapay bir ayrimdir ve formalizmi etkilemez.

ikincil baglar ¢ =0 olarak gosterilebilir. Bu bag kosullari da bazi keyfi katsayilarla
birlikte birincil baglarin eklenmis oldugu toplam Hamilton fonksiyonuna eklenir. Benzer
sekilde ¢|' ~ 0 durumlari da bazi tutarhlik kosullari veya yeni bag kosullari dogurabilir.

Dogabilecek yeni bag kosullarina da ayni tutarhilik kosullari uygulanir ve yeni bag kosulu
elde edilemeyene dek bu isleme devam edilir. Bundan sonraki gosterimlerde tim bag

kosullaru icin ¢ ifadesi kullanilacaktir. Tek bir ¢ baginin oldugu durum goz 6nlne
alinip u, terimlerinin bulunmasina geri déndldrse, u, ‘ler

%, H}+ud4, 43~0 (2.41)
kosulunu saglamalidir. Eger Lagrange tutarliysa bu ifadenin bir ¢6zimu olmalidir. Ancak

sahip olunan kosullara bagl olarak bir veya birden fazla ¢6ziimler s6z konusu olabilir.

Bircok ¢6zlimin oldugu genel bir durum distndlirse, ilk olarak 6zel ¢6ziim olacak olan

u, = uc(q, P) bulunmalidir. Bundan sonra da homojen olmayan denklemdeki tiim olasi
¢Ozlimler olan Um{¢1,¢én}: 0 c¢oziimlerine bakilip genel ¢dziim de

u=u,+Vv,u, (2.42)
seklinde bu ¢ézlimlerin lineer kombinasyonlari olarak yazilmalidir. Buradaki V, terim

leri, zamana bagh olup tutarlilik kosullari bulunmayan keyfi fonksiyonlardir.

2.5 Dirac Parantezleri

Dirac parantezleri kuantum mekaniginde Poisson parantezlerinin kanonik
kuantizasyonu neticesinde ortaya cikan tutarsizliklarin giderilmesi amaciyla Dirac
tarafindan ortaya atilmistir[8]. Ancak Dirac parantezleri sadece kuantum mekaniginde
degil bag kosullarinin bulundugu klasik mekanik problemlerin Hamilton ¢oziimlerinde

tutarhlik elde etmek amaciyla kullanilan ¢ok dnemli bir aractir.

Dirac parantezlerinin tanitilmasindan o6nce birinci ve ikinci sinif bag kosullarindan

bahsetmek problemin ortaya ¢ikisi ve ¢c6zimii agisindan faydali olacaktir.
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Koordinat ve momentumlarin fonksiyonu olan bir f(Q, p) fonksiyonunun tiim bag
kosullariyla Poisson parantezleri yaklasik sifir oluyorsa f(Q, p) fonksiyonu “birinci sinif

bag kosulu” olarak adlandirilir ve
{f.d}~0 (2.43)

seklinde gosterilir. Burada yaklasik sifir olabilecek buyuklikler sadece ¢J bag

kosullaridir. Bu durumda yaklasik sifir olan tim biyukliukler bag kosullari veya onlarin
lineer kombinasyonlari olmalidirlar. Bunun sonucunda da birinci sinif iki bag kosulunun

Poisson parantezlerinin de birinci sinif olmasi gerektigi gorlir.

Birinci sinif bag kosullarindan ziyade ikinci sinif bag kosullari problem ile daha yakindan
ilintilidir. Clnku ikinci sinif bir bag kosulunun tiim bag kosullariyla Poisson parantezleri

yaklasik sifir vermez. En az bir bag kosulu ile bile Poisson parantezi sifir vermeyen bag
kosulu “ikinci sinif ba§ kosulu” olarak adlandirilir. Ornek olarak @, ve ¢, bag kosullari

icin Poisson parantezi

{9.4}=c (2.44)

seklinde c gibi bir sabite esitse bag kosullarinin ikinci sinif oldugu anlamina gelir.
Kuantum mekanigine gegilerek yukaridaki ¢ ve ¢, bag kosullarina kanonik

kuantizasyon vyapilirsa faz uzayindaki koordinat ve momentumlarinin yerlerini
operatérler alir. Kuantum diizeltmeler sonucu klasik Poisson parantezlerinin sonucu 17
ile carpilir. 7 burada Plank sabitinin 27 ‘ye béliinmesi sonucu elde edilmis baska bir

sabittir. Boylece ¢, ve @, bag kosullarinin kuantum mekanigindeki Poisson parantezi

karsihig
[(131,(!32} =Cih (2.45)

seklinde olur. Bag kosullarinin lzerindeki sapka semboll bag kosullarinin operatér

olduklarini gostermektedir.
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Kanonik kuantizasyon sonucunda (2.45) esitliginin ortaya ciktigi gosterildi ancak diger
taraftan ¢Al ve (/;2 baglarinin fiziksel durumlarda da sifir olmasi gerekir. Fakat sonug
goraldugi gibi sifir degildir.

Bu sonuclar, sistemin bag kosullarina karsilik gelen Poisson parantezlerinde bir
genellestiriimeye gidilmesi gerektigini ve tutarli kuantizasyon prosedirleri ortaya
koyulmasi gerekliligini ortaya koyar. Poisson parantezlerinin genellestirilmis ifadesi
(2.12) denklem setlerinde gosterilen Poisson parantezlerinin tim Ozelliklerini

saglamalidir.

Eger ¢, , ikinci sinif bir bag kosulu

My, :{éa’&b}PP (2.46)

seklinde simplektik matris tanimlanirsa faz uzayinda f ve g fonksiyonlari icin Dirac

tarafindan tanimlanan

{f, 9% ={f. 0} — D £F. 83 Mo, O}o (2.47)

Dirac parantezleri ile verilir. Burada DP alt indisleri Dirac parantezlerini; PP ise Poisson
parantezini temsil eder. M;bl , M matrisinin tersidir ve Dirac M matrisinin her zaman
tersinin olabilecegi kanitlamistir[8].

Artik manyetik alandaki parcacik 6érnegine yeni bilgiler 1s18inda geri donilerek Lagrange

ve Hamilton yontemlerinde olusan tutarsizliga tekrardan goz atilabilir.

2.6 Hiza Bagimh Lagrange fonksiyonlarinda Dirac Bag Kosullari Analizi

Dirac parantezlerinin tanimlanmasiyla birlikte hiza bagh Lagrange fonksiyonlarinda
ortaya c¢ikan problemin Ustesinden gelinip gelinmediginin anlasilmasi i¢cin manyetik
alandaki yukli pargacik 6rnegine geri donliip Dirac parantezleri ydonteminin sinanmasi
yerinde olacaktir.

Xy —duzlemindeki yukli pargcaciga z—ekseni yodniindeki manyetik alanin etkisi

sonucunda elde edilen Hamilton
H=aV(x,y) (2.48)
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seklinde idi ve konjlige momentumlar da

Py =a—|._=—0€y (2.49)
OX
oL
p,=—=aXxX (2.50)
Ty

olarak bulunmustu. Bu durumda konjlige momentumlar
g=ay+p, =0 (2.51a)
¢ =ax—p, =0 (2.51b)

ile verilen iki tane bag kosulu olusturur. Bu durumda (2.38) denkemine gore toplam

Hamilton fonksiyonu H-,

Hy =aV(x,y)+u(ay+p,)+U,(ax—p,) (2.52)

seklini alir. Tutarlilik kosullari olan {@, 1}~ 0 ifadesi birinci bag kosulu igin

oV
{4, HT}:a{ P,V (X, y)} +U2(0({px, X}_a{y! py}) = —0{(54-2[]2) ~0 (2.53a)
ve
g, =1V (2.53b)
2 oX

olur. Bu ifade ikincil bir bag kosulu olmayip u, igin bir tutarliik kosuludur. Benzer

sekilde ¢, icin de

. HT}=a%+2ul) ~0 (2.542)
ve
U = _%%V (2.54b)

seklinde bulunur. Bu da bir baska tutarlihk kosuludur ve bag kosulu degildir. Bu
durumda toplamda iki adet birincil bag kosulu mevcuttur ve Hamilton’ a yeni eklemeler

yapmaya gerek kalmaz.
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Boylece Dirac parantezleri belirlenip hareket denklemlerine ulasilabilir. Bunun igin
oncelikle simplektik matrisin belirlenmesi gerekir. Simplektik matris (2.46)

denkleminden

M :({%@} {¢11¢2}j (2.55)
{46} {4.4}
ve buradan da
0 -1
M =20{1 Oj (2.56)
seklinde hesaplanir. Matrisin tersi
M™ = zi( 01 ;) (2.57)
al =

_ 1
seklindedir ve cebirsel tensorel formda |V|ij ! 22—8"- seklinde yazilabilir. Buradaki
a

&; terimi iki boyutlu Levi-Civita tensoridir. Poisson parantezlerinin genellestirilmig hali

olan Dirac parantezleri
{f. 930 ={F. 0} — Z{f G Yer Mij_l{¢'1 g}PP (2.58)
ile verilen taniminda, f =X ve g =H; olmak lizere hareket denklemleri
; 1
x={X, HT}DP = ul{Xi ¢1}PP _Z{X’ ¢1}PP{¢2’ HT}PP (2.59)

olur. (2.54) esitligi ifadede yerine koyulursa

X= ul{X1 ¢1}PP - i{xa ¢1}PPa(% + 2U1)

= ul{X7 ¢1}PP - %{X: ¢1}PP % - %Zul{x’ ¢1}PP (2-60)
__1 N
= 2{X, i }er Y

olarak elde edilir. (2.50) esitligi ifadede yerine koyulur ve (2.12) denklem setindeki

Poisson parantezlerinin bi-lineerlik ve carpim kurali 6zelliklerinden faydalanilirsa
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. 1 oV 1 oV

X= _E{X1ay + px}PP E - _E[{Xi y}PPa +{X’ px}PP]E (261)

halini alir ve buradan da hareket denklemi

g=—L1N (2.62)
2.0y

elde edilir. Benzer sekilde f =Yy ve g =H; iginde

y =4y, HT}DP = uz{y’ ¢1}PP _i{% ¢1}PP{¢2’ HT}PP

oV 10V
—+2U,)==—
OX 2 OX

elde edilir. Bu sonug Lagrange denklemlerinden elde edilen sonuglarla birebir 6rtlstr

L, +1( (2.63)
202

ve herhangi bir tutarsizlik s6z konusu degildir. Dirac parantezi momentumlar igin

uygulanirsa
. oV 1 o oV
Py :{pw HT}DP = _a&_auz +£{px’¢2}PP{¢l’ HT}PP = _E& (2.64a)
, oV 1 a oV
Py ={py, Hrlop = _O‘E_aul +§a{py’¢2}PP{¢l’ Hydor = _EE (2.64Db)

sonuclari elde edilir. Gorildigl gibi Dirac parantezleriyle yapilan ¢oziimde, klasik
Poisson parantezlerinin kullanildigi Hamilton ¢ézimiin getirdigi tutarsizliklar ortadan
kalkmistir. Tim hareket denklemleri Lagrange denklemleriyle elde edilen hareket

denklemleriyle aynidir.

Bu sonug Dirac’in bag kosullarinin varhigini ¢6ziime katarak yapmis oldugu analizin ne

kadar yerinde ve gercekci oldugunu géstermektedir[8],[9].

2.7 Bi-Hamilton Yapi

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin integre edilebilirligini test etmek
icin birkac yontem vardir. Bu yontemler ters sacilma teorisi Lax ¢ifti, AKNS metodu, diiz

uzay sarti, bi-Hamilton yapi ve Painleve testi seklinde siralanabilir[10].
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Korteveg de-Vries(KdV) denklemi, bu yontemlerin hepsini saglamasi agisindan 1+1-
boyutta en iyi bilinen denklemlerden biridir. Bu ¢alismada 3+1-boyutta verilen
asimetrik heavenly denkleminin integre edilebilirligi, bi-Hamilton yapisi incelenerek
test edilecektir. Bir sonraki bolime alt yapi saglamasi agisindan KdV denklemi goz
onltine alalim. Bu denklem, 1+1-boyutta basit lineer olmayan bir dispersif dalga

denklemidir ve modern versiyonu
U = Uy, +UU, (2.65)

seklindedir[11]. Bu denklemin Hamilton fonksiyonlari

1
H,==U? (2.66a)
2
1 1
H :__u2+_u3 2.66b
ve bunlara karsilik gelen Hamilton operatorleri sirasiyla
J, =D, (2.67a)
2 1
J,=D}+=uD_ +>u, 2.67b
1 3 3 ( )
seklinde tanimlanmistir. Anti-simetrik notasyonda
2 1
3
‘]l = DX +§ DXU —§UX (268)

seklini alir. Burada D, =0/0, seklinde verilir ve D,u=u,+uD, ile verilir. Béylece

Magri teoremine gore,

oH oH
ut = JO 5U1 = 'Jl 5UO = uxxx +UUX (269)

o
seklinde iki ayri Hamilton’dan ve Hamilton operatoriinden elde edilir[12]. Burada S0
u

ifadesi Euler tiirevi olup

o .0 .
—=> (D) —, j=012,--- ; a=1 XXX XXX,... 2.70
ou Z‘ (B.) ou J (2.70)

[24
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ve daha acik olarak

-Q:Z%anza-oxa+ma
ou ou? ou ou? ou’

j=0 j X XX

seklinde tanimlanir [13].

(2.69)'deki J,ve J, Hamilton operatérleri, anti-simetrik olmali ve Jacobi 6zdesligini

saglamalidir. Magri teoremine gore sistem iki tane Hamilton’dan elde edilebiliyorsa,
tekrarlama operatori bulunarak sonsuz sayida korunan biyiklik elde edilebilir.

Tekrarlama operatori R
R=JJ;" (2.72)
seklinde hesaplanir. Buradan

J =RJ,, n=123.. (2.73)

n

genel durumuna gegilip Gglncli ve daha sonraki Hamilton operatorleri hesaplanarak
hiyerarsideki biitiin denklemlere(akislara) gecilebilir. Bunun anlami da hiyerarsideki her

denklem yeni bir korunan buyuklige sahip olacak demektir. K hiyerarsideki n.

denklem olmak Uzere

oH,
ou

oH,
K=o Su

J, , n=123,.. (2.74)

ile tanimlanan tekrarlama bagintisi ile verilir. Buradan hiyerarsinin diger elemanlarina

K =RK, (2.75)
ile gegilir. Son olarak H, Hamilton fonksiyonlari veya korunan biyiklikler
{H,.H.};, ={H,,H,},=0, n,m=0 (2.76)

ile verilen “involution” 0ozelligini saglayarak bi-Hamilton sistemin sonsuz sayida
korunan buylklige sahip oldugunu gosterir. Boylece Magri teoremine gore bi-

Hamilton yapiya sahip sistemlerin integre edilebilir sistemler oldugu anlasilir.

ikinci 6rnek olarak Boussinesq denklemini g6z éniine alalim [13]. Sig sularda tek yonli

dalgalarin yayilimini anlatan bu denklem
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1 4
Vie = éuxxxx + §(U2)XX (2.77)

seklindedir ve iki bilesen formda

1 8
t =Vy, Vt = §uxxx +§UUX (2-78)

olarak yazilabilir. Bu denklem igin birinci Hamilton operatdri matris formunda
] 0 D,
= 2.79
°“lp. 0 (2.79)

ve Hamilton fonksiyonu

le_lu2+ﬂu3+lu2 (2.80)

6 ° 9 2

ile verilir. ikinci Hamilton operatérii

D?+2uD, +u, 3vD, +2v,
J = 2.81
' 3vD, +Vv, %Df+§(qu+Dfu)—(uXXDX +DXuXX)+%uDXu (2:81)
ve Hamilton operatériine kargilik gelen Hamilton fonksiyonu H,
1
H,==v 2.82
05 (2.82)

olur. Burada J, ve J, ifadelerinin anti-simetrik oldugu kolayca gorilebilir. Ayrica J,, J;
ve J,+J, lineer bilesiminin Jacobi 6zdegligini de sagladigi gosterilebilir. Jacobi
ozdesligi ile ilgili ayrintil bilgi 4. B6lim’de verilecektir. J, ve J, kullanilarak tekrarlama

operatori (2.72) esitliginden

v+v,Dt+u, D?+2u+uD*

R — 1D;‘+Equ+5uXDX+3uXX ,
316 X 2 16 v v.D e
+—u*+(=u, +—uu)D*

3 3 3

olarak bulunur. Burada D" ifadesi
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S RICE 2:84)

-0 X

ile tanimlanir ve buradaki & terimi, f fonksiyonunun bir degiskenidir[14]. Béylece bi-

Hamilton yapi (2.74) denkleminden n =1 igin,

\'
u oH oH X
( t]:‘]o . :‘]1 0= 1 8 (2.85)

u SH SH
(th:% 2=, —1 (2.86)

olurve J; = RJ esitligi kullanilarak

U, oH oH
=J 2= 0 2.87
(th “ou ' su 2:87)
ve
1 10 25 )
— Uy ¥ —UU,, +—UU  +—UU, +5VV,
U, _ 3 3 3 3 5 88
v, ) |1 10 (2.88)

10 ) 20 , 40
SV F = UV, + ULV, +=U, V+—UV, +—UUV
3 3 3 3 3 3

XXXXX

seklinde hiyerarsideki ilk denklem elde edilir. Bu denkleme karsilik gelen korunan
buytklik H, ise,

1 10 5, 20 , 5,
H, :§UXXVXX +€uuxxv+§uxv+gu v+gv (2.89)
seklinde bulunur. Burada R bir simetridir ve her uygulanisinda yeni bir simetri
dogurur. n=3/4,... seklinde devam edilerek hiyerarsideki bitiin korunan buyklikler

elde edilmis olur. Magri teoremi sistem bi-Hamilton yapiya sahipse sonsuz sayida

korunan biylklige sahip oldugunu belirtir.
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BOLUM 3

ASIMETRIK HEAVENLY DENKLEMININ Bi-HAMILTON YAPISI

Bir dnceki bolimde bi-Hamilton yapiya sahip sistemlerin Magri teoremine gore integre
edilebilir oldugunu ve literatiirde cok iyi bilinen 1+1-boyuttaki KdV ve Boussinesq
denklemleri 6rnek olarak verilmisti. Bu bélimde ise 3+1-boyuttaki asimetrik heavenly

denkleminin bi-Hamilton yapisi Dirac bag kosulu analizi kullanilarak ele alinacaktir.

3.1 Asimetrik Heavenly Denklemi

Asimetrik heavenly denklemi, ortak simetri iceren, lineer olmayan, ikinci mertebeden
kismi tirevli diferansiye denklemlerin siniflandirilmasindan elde edilen kanonik 3+1-

boyutlu denklemlerden biridir ve

u,u, —Uu.u,, +au, +bu, +cu, =0 (3.1)

seklinde verilir [15]. Burada U, X,VY,Z,t bagimsiz degiskenlerine bagli bilinmeyen
fonksiyon ve U fonksiyonunun indisleri ilgili koordinata goére kismi tirevi

gostermektedir. Ornegin U, =0°U/OtoX ve utt:62u/8t2 vs. a,b,C terimleri ise

keyfi sabitlerdir. U, =V seklinde ikinci bir bilinmeyen segilerek asimetrik heavenly

denklemi iki bilesenli formda

u =V

1
v, =—(v,v, +av, +bu,, +cu,)=Q (3.2)
u

Xy
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seklinde yazilabilir. Burada Q , V, nin sag tarafini temsil eden kisa gésterimidir.

3.2 Asimetrik Heavenly Denkleminin bi-Hamilton Yapisi

Asimetrik heavenly denkleminin Hamilton formalizminde yazilabilmesi igin 6ncelikle

uygun bir Lagrange fonksiyonu yazilmasi gerekir. (3.2) sistemi i¢in Lagrange yogunlugu
1> 1 2
L= 5V - Ju, +§(autuZ +bu,u, +cu?) (3.3)

seklinde secilebilir. Goriildigu gibi Lagrange yogunlugu hiza karsilik gelen ut2 yerine
sadece U, terimini icerir. Bu tir Lagrange yogunluklarina “dejenere” Lagrange
yogunlugu denir[3]. Bir onceki bolimde bahsedildigi lGzere, Hamilton formalizmine

dogru sekilde gegebilmek icin Dirac bag kosulu analizinin kullanilmasi gerekmektedir.

Boylece kanonik momentumlar

oL
ile tanimlanir ve
{I1,(&), u*n} = 55(£ —n) (3.5)

seklinde kanonik Poisson parantezlerini saglarlar. Buradaki & ve 7 terimleri bagimsiz
degiskenleri temsil etmektedir ve orjinal bagimsiz degiskenler olan X, Y,z setlerini
karsilamaktadir. Yani, &={X,y,z2} ve n={x",y',z'} olmak {izere Dirac-delta

fonksiyonu 0(&—7n)=0(Xx—x")o(y—y")o(z—12") ile verilir.

(3.4) denklemi kullanilarak 7, ve 7, momentumlari sirasiyla

J 3.6

u aut Xy 2 z ( . a)
oL

r,=—=0 3.6b
o, (3.6b)
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seklinde elde edilir. (3.6) denklemlerindeki momentumlar ikinci sinif bag kosullari

olarak ele alinirsa bag denklemleri
a —
¢u:77u+Vny—§Uz , ¢=m =0 (3.7)

olur. (3.7)de ki, ikinci sinif bag denklemleri kullanilarak (3.2) sistemi igin birinci

Hamilton operatori elde edilebilir. Bunun igin dncelikle,
Ki ={a(x,¥),4(X,¥)}, 1,j=12 (3.8)

simplektik matrisi hesaplanir. iki adet bag kosulu oldugundan 2x2 matrisin elemanlari

sirasl ile

Ky ={a(x,y),4,(X,y)}=~(v,D, +v,D, +aD, +v,)
Kip={a: (X, y), 6,(X, y)}=u,

'y’ 3.9
Ky =A{d,(x, Y),¢1(X,Y)}=—ny (3.9)
Kyu={a(X, ¥),,(X,y)}=0
olarak bulunur ve matris formunda yazilirsa, simplektik K matrisi

—(v,D,+v,D, +aDb, +v, ) Uy,
"= (3.10)

Xy

seklinde elde edilir. Buradaki DX,Dy,DZ ve D, operatorleri sirasiyla X,y,z,t

degiskenlerine gore kismi tiirev islemini temsil etmektedir. Hamilton formalizmindeki

ilk Hamilton operatori J,, K simplektik matrisinin tersine esit olmalidir. Yani

0 -1/u,,
J,=K*= (3.11)
1/u JZ

Xy

seklindedir. Burada JZ* anti-simetrik formda

1( v \Y; Y, \Y; a 1
ngz__i—g D,+D,—-+-%D,+D, ;J——DZ— (3.12)
2l u u u u u u
Xy Xy Xy Xy Xy Xy

27



seklindedir. J, Hamilton operatériine karsilik gelen Hamilton yogunlugu H, , standart

Hamilton formalizmi kullanilarak (3.3) Lagrange yogunlugundan elde edilir. Yani
H=ru+mVv,—L (3.13)
ve 7, 7, Ve Lyerine yazilip hesaplanirsa

H, = —%(vzuXy +buu, +cu?) (3.14)

seklinde elde edilir. (3.2) sistemindeki akis, J, Hamilton operatériinin Hamilton

yogunlugunun varyasyonel tiirevlerine uygulanmasiyla

\'

U, ) o,H, |y
v ) ClGH, U—(VXVy+avz+quZ+cuXX) (3.15)

Xy

bulunur. Buradaki J6,=0/0u ve o,=0/06v operatorleri (2.71) denkleminde

tanimlanan u ve v degiskenlerine gore Euler-Lagrange operatorleridir [13].

3.3 Tekrarlama operatorii ve Lax gifti

(3.2) denklem sistemi icin kanonik formdaki Lie simetri désiimleri, sadece bagimli

degiskenler donustirilerek
U =@(X Y, %1,U,v,u,U,U,V,,V,,V,) (3.16a)
V. =w(X Y, X5U,V,U,U,U,,V,, V0, V) (3.16b)

seklinde Lie denklemleri ile belirlenir. Burada 7 terimi Lie grup parametresidir. Lie

denklemleri  arasindaki integre edilebilirlik  kosulu(compatiblity  condition)

utr - urt = O (3 17)
Vtr _Vrt = O -

seklindedir. U, =¢@ ve v, =y degisimleri (3.17) simetri sartlarinda yerine konularak ilk
simetri sartindan ve U, =V oldugunu hatirlayarak,
u,—-u,=v.-u,=y—¢ =0 (3.18)
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ve ikinci simetri sartindan da

Vv

tr

Vi =V ~ ¥ :Qr_l//t

ny
=——-(v,v, +av, +bu,, +cu,) (3.19)
Xy

xr'y

1
+—(v,_ Vv +V,V,, +av,, +bu,, +cu, )-v,
u
Xy

elde edilir. u_ =@ ve v, =y dénugimleri bu ifadede de yerine koyulur ve diizenlenirse

(3.18) ve (3.19) denklemleri

(2} _l//:O
®, 1 (3.20)
u 4 Q_U_(vay +Vny +a!r//z +b¢xz +C¢xx)+l//t =0

Xy Xy

olur. Denklem sistemi asimetrik heavenly sisteminin simetri karakteristigi olan

o= (goj situn matrisinin garpimi seklinde yazilirsa
7%

D, -1 @

v =0 3.21

_LD3+ngDy_£DxDZ Dt__ny_V_ny_iDZ ( )
Uy, U,y Uy, U,y U,y Uy 7%

ifadesi elde edilir. Esitligin sol tarafindaki matris, asimetrik heavenly sisteminin Frechet

tlrevi A, olarak tanimlanir ve (3.21) esitligi

A(®) =0 (3.22)

seklinde yazilir. @ = ((fj notasyonu kullanilarak tekrarlama operatérii R, @ = R(®)
v

seklinde, bir simetriyi diger bir simetriye déniistiiriir. Bu nedenle @ ve @ ortak simetri
adini alr. Asimetrik heavenly denklemi icin R tekrarlama operatéri [14]'Un (6.32)

esitliginde @, =0 secildiginde 2x2 matris formunda

(3.23)

D.*(v,D,+aD,) -D.'u
R _ X x=y z X Xy
—-cD,+QD, -bD,  -v

y

ile verilmektedir.
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Tekrarlama operatéri R ve A matrislerinin komitasyonu

D;l(vt _Q)x Dy D;l(ut _V)xy
[R, A =| = [-o(u —v), +Q(u V), (3.24)
_b(ut _V)xz _Vy (Vt _Q)x (Vt _Q)y
-v, (v, —Q), +a(v, -Q),ID,

seklinde hesaplanir. Sonug olarak Aile R operatorleri, asimetrik heavenly sistemi igin
Olver-lbragimov-Shabat tipinde Lax ¢ifti olusturur ve sistemin ¢ozlimleri icin komit

ederler[16].

3.4 ikinci Hamilton Yapi ve Hamilton Fonksiyonu

(2.73) bagintisindan ikinci Hamilton operatori

_D;l Yy
U,

L=Rl=| (3.25)
-y 3122

2_1[ C c 1f ,. 1 1 )
‘]l ZE[U—DX+DX—]+E[VyDX—2+u—2DXVyJ

Xy Xy Xy xy
\Y; \Y;
+£ V_ny_y+_yDyV_x _l QDyi+iDyQ (3.26)
2 U,y Uy Uy U, 2 Uy, Xy

ile verilir. J,"e karsilhk gelen H, Hamilton yogunlugu, klasik Hamilton formalizminden
elde edilemez. H, Hamilton yogunlugu &yle secilmeli ki J, operatéri H,’in
varyasyonel tiirevlerine uygulandiginda (3.2) sistemini vermelidir. Bu durumda ¢, bir

sabit olmak tizere H,

H, =(c, — y)vu,, (3.27)
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seklinde tanimlanirsa ikinci Hamilton yapi

Y

u ) oH, |1
v,| “HoH,) u—(vxvy+avz+buxz+cuxx) (3.28)

Xy

veya bi-Hamilton formda (3.2)’deki akis

Uy —] 5qu —] 5uHo
v,) °l&H,) THEH, (3.29)

seklinde iki ayri Hamilton’dan ve Hamilton operatériinden elde edilir. Burada J,ve J,

Hamilton operatorleri, anti-simetriktir ve Jacobi 6zdesligini saglar. Jacobi 6zdesliginin
ayrintili hesaplamasi bir sonraki bélimde indirgenmis sistem icin yapilacaktir. Boylece
asimetrik heavenly sistemi Magri teoremine gére bi-Hamilton yapiya sahip oldugundan

integre edilebilir bir sistemdir.

3.5 Asimetrik Heavenly Denkleminde Simetriler ve Korunum Yasalari

Hareket denklemlerini seklen degismez(invaryant) birakan stirekli donlstiimlere simetri
dénistmleri denir.

t'=t'(t)

, o, (3.30)
o = q(0, Gy, -0, 1)
seklinde bir dontisim ve bunun ters doniisiimi olan
t=t(t'
®) (3.31)

G = 0 (a1, GGy, )

donusimleri verildiginde sistemin L'=(q,,...,q;,...;t") seklindeki yeni Lagrange
fonksiyonunu, sistemin dondstirilmis yeni degiskenler cinsinden yazilmis
L=(q,....q,...t") eski Lagrange fonksiyonuyla ayni yapan veya Q=Q(q,...,q,,t)

seklinde keyfi ve slirekli bir fonksiyonunun zamana gore tlrevi kadar fark ettiren

s

~ (3.32)

L'=(q,...,q,..t)—L(q;,...,q,..t)
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seklindeki donustimlere simetri donlisumleri adi verilir. Noether teoremine gore
fiziksel sisteme uygulanan bir simetri, o simetriye 6zel bir korunum yasasina karsilik

gelir [7].

Asimetrik heavenly sistemi i¢in LIEPDE ve CRACK yazilimlari REDUCE 3.8 altinda

calistirilarak (3.2) sistemin tim nokta simetrileri

X,=Yy0,+ud,+Vvo, , (3.33a)
X, = X it v ar(s) |0, +bF (s)0, +kyo
2 =| P TKtra (s) |0, +bF'(s)o, +kyd, , (3.33b)

Xy =((bt-ax)d,, —vd,  )o, +cd o, —bd,0, +bd 0,
+ (—%dwv2 + (% a’x’ —abtx + %bztz)dZZ — actdz}au (3.33¢)
+[ —bd v+ (b’t —abx)d,, —acd, |4, ,
X =f,0+(bt-ax)f,o,+bf,0, , (3.33d)
X,=9(Y,2)0, . (3.33e)
seklinde elde edilir [15], [17]. Genel olarak
X =80, +&%0,+&%0,+ &0, +n°0,+1'0, (3.34)

simetrisi icin simetri karakteristikleri @" ve @'

(3.35)

seklinde hesaplanir. Yukarida verilen simetriler igin iki bilesenli simetri karakteristikler

(3.34) yardimiyla;

@ =U—yu, , g =V-W,, (3.36a)

Ps = % (acq(s) + a’cyF (s) + 2ackty —bku)

(3.36b)
akx . .
_[F—kHaF (s)jv—bF (s)u, —kyu, ,
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& :ﬁ_@_ﬁx_mw '(s)jQ—bF SV, —kyv, , (3.36¢)

P = (ldwv2 + (% a’x? —abtx+%b2t2)dZZ —actdz)

(3.36d)
-v(bt—ax)d, —cd u, —bd,u, +bd u,
@y = -bd v+ (b’t —abx)d,, —acd, |- [ (bt-ax)d,, —vd,, |Q
(3.36€)
-cd v, +bd,v, -bdv,,
@; = (bt—ax)f, —vf, , ¢ =bf, - fQ, (3.36f)
@y =9(y,2), ¢;=0 (3.36h)

seklinde hesaplanir. Burada @, b, C, K terimleri keyfi sabitler; d(y,z), f(y,z), g(y,2),
q(s), F(s) terimleri keyfi fonksiyonlar ve s=bx—cz ifadesine karsilik gelir. F'
islemi de s’ye gore tlrevi temsil eder.

Hamilton operatorleri, komit eden simetriler ile birbiriyle Poisson parantezleri sifir
olan(involution 06zelligi) korunan buyuklikler arasinda dogal bir bag saglar. Lie
denklemleri @" ve @', iki bilesenli karakteristikleri olan simetriler igin Hamilton

formda

u. | Q" ] o,H
v ) e =0l 5 H (3.37)

seklinde yazilir. Burada simetri grup parametresi 7, (3.36)’daki simetri akisinda zamani
temsil eder ve H ise (3.2) sistemindeki akisi temsil eden hareket sabitidir. (3.37)

esitligindeki ikinci kisim, simetriler ve integraller arasindaki iliskiyi veren Noether
teoreminin Hamilton formudur. Simetri karakteristikleri olan @",®" terimlerine

karsilik gelen korunan Hamilton yogunluklari (3.37)'nin tersi alinarak ters Noether

teoremi formunda

oH' _« P _ —(v,D, +v,D, +aD, +v,,) u, \( &'
S,H' @ Uy 0 Ao (3.38)
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seklinde vyazilarak bulunur. Burada K=ng seklindeki daha 6nce elde edilen

simplektik matristir. Boylece (3.38) denkleminden

5u H i = _(Vygailj( + Vx@il; + agb:; + nyé)iu) + uxyé)iv
i N (3.39)
oH = —U, ¢,

genel durumu elde edilir. Yukarida verilen simetri listesinden (3.37) denklemlerinden

sadece X, ve Xg simetrileri icin Hamilton fonksiyonlari bulunur. Bu simetrilere karsilik

gelen Hamilton yogunluklari sirasiyla
H v [ ot—an) f, |+ % (of u, —bf u, +cf bt —ax) f
=vu,, 7_( t—ax)f, +?( U, —bfu +cf u)—au(bt-ax)f, (3.40a)

H, =, —vu,)g(y,z) (3.40b)

seklindedir. Boylece X ve X, Hamilton simetrileri ancak X, X,ve X simetrileri

(3.2) akisi icin Hamilton simetrisi olusturmazlar.
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BOLUM 4

ASIMETRIK HEAVENLY DENKLEMININ SIMETRI INDIRGEMESi VE
INDIRGENMIS SISTEMIN Bi-HAMILTON YAPISI

Bir onceki bolimde asimetrik heavenly sisteminin bi-Hamilton yapida ve Magri
teoremine gore integre edilebilir 3+1-boyutlu bir sistem oldugu gosterilmistir. Bu
bolimde ise asimetrik heavenly denklem sistemine ait bir simetri indirgemesi yapilarak

indirgenmis 2+1-boyutlu yeni sistemin bi-Hamilton yapida olup olmadigi tartisilacaktir.

Denklem sistemleri simetri dontisiimleri altinda genellikle Hamilton yapida kalmazlar.
Ancak asimetrik heavenly sisteminin belirli bir simetri donisimi altinda elde edilen
2+1- boyutlu indirgenmis yeni sistemin integre edilebilir bi-Hamilton bir sistem oldugu
gosterilmistir. Bu tezin ana konusu indirgenmis sistemin de bi-Hamilton yapida olup

integre edilebilecegini kanitlamaktir.

4.1 Asimetrik Heavenly Denkleminin Simetri indirgemesi

Asimetrik heavenly sistemine yapilacak olan simetri indirgemesi 3. Bolim’de (3.33)

denklemlerinde verilen simetrilerden biri olan
X, = ((bt—ax)d,, —vd,,)d, +cd,0, —bd,8, +bd &,
1 1 1
+| —=d_ Vv?+(=a’x? —abtx + =b’t?)d  —actd, |0
(344G o), —actd, a1

+[—bd,,v + (bt —abx)d,, —acd, |9, ,
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simetrisi ile yapilacaktir. Herhangi bir simetri
X =&(x)0,+n(y)o,+ A(X)0, (4.2)
seklinde verildiginde karakteristik sistem

dx:dy:dt
S(x) n(y) A(X)

(4.3)
ile verilir ve karakteristik sistemin ¢6ziimii de bir | degismezini dogurur. Ozel olarak
(4.1) simetrisiicin d =Yy segilirse

Xy =C0, +b8Z (4.4)

ile verilen simetriye indirgenir. Bu durumda karakteristik sistem (4.3) denkleminden
S 4.5
c (4.5)

olur ve denklem sistemi ¢ozildigiinde Xy 'nin degismezleri
X=bx-cz, Y=y, T=t U=u V=v (4.6)

seklinde bulunur. (4.6)° daki ilk denklemden X ile Z koordinatinin birbirine bagh
oldugu ve simetri dénlisimu sonucu Z koordinatinin dlsecegi gortlmektedir. Boylece
iki bilesenli formda ve 3+1-boyuttaki (3.2) sisteminin yerini yine iki bilesenli formda

fakat 2+1-boyutlu bir sistem alacaktir. u=U(X,Y,T), v=V(X,Y,T) olmak iizere

yeni kismi tiirev bagintilari da (4.6) doniisimleri altinda
D, =bD,, D,=D,, D,=-cD,, D,=D; (4.7)

halini alir. Dondsim bagintilan (3.2) denklem sistemine uygulanip yeni degiskenler
U—>u,V —>VvveT >t olacak sekilde yeniden isimlendirilirse, yeni 2+1-boyutlu, iki

bilesenli indirgenmis sistem

w:—Lwy—%SEQ b0 (4.8)

seklinde elde edilir.
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4.2 indirgenmis Sistemin Dirac Bag Analizi, Simplektik ve Hamilton Yapisi

2+1-boyuttaki indergenmis (4.8) sisteminin de bi-Hamilton yapida ve integre edilebilir
oldugunun kanitlanmasi igin bir 6énceki bolimde asimetrik heavenly sisteme yapilan

incelemedeki yolun aynisi izlenecektir.

indirgenmis sistemin Lagrange yogunlugunun bulunmasi icin (4.7)deki tiirev
dontstmlerinin (3.3) ifadesindeki Lagrange yogunluguna uygulanmasi gerekir. Boylece

indirgenmis sistemin Lagrange yogunlugu

V2 ac
L= b(?—VUtjny —?utuX (4.9)

olarak bulunur. Elde edilen Lagrange dejenere oldugundan, Hamilton formalizmine
gecebilmek icin Dirac bag kosullari analizinin kullaniimasi gerekir. Oncelikle kanonik

momentumlar

oL
I, = 6_ut' (4.10)
ile tanimlanir ve
{I1,(&).u*n} = 5k5(£ - ) (4.11)

seklinde Poisson parantezlerini saglar. Buradaki & ve 7 terimleri bagimsiz
degiskenlerini temsil etmektedir. Yani, £ ={X, y} ve n={x",y'} terimleri igin Dirac-
delta fonksiyonu o0(&—n)=0(X—x")o(y—Yy") ile verilir. (4.10) denkleminde 7, ve

7, momentumlari

T —i——bvu Y n—i—o (4.12)
", Vo2 T T oy '

t

olarak bulunur ancak momentumlar U, ve V, hizlari cinsinden yazilamaz. Ayrica (4.9)

da verilen Lagrange yogunlugu dejenere oldugundan problemin Ustesinden gelebilmek

icin yukarida da bahsedildigi tGizere Dirac bag analizine gore. (4.12) momentumlari
ac :
¢, = m, +bvu, +?uX , ¢=m,=0 (4.13)
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seklinde ikinci sinif bag kosullari olarak yazilir. Bdylece bag kosullari kullanilarak
Ki ={a(x,y),4(X,y)}, 1,j=12 (4.14)
ile verilen simplektik matris hesaplanir. Matrisin ilk elemani K ;

Ki :{¢1(X1 y),¢1(x’, y)}

, ac
={r,, w3+ bz, Vu, }+ ?{ﬂu U {7, 7.} (4.15)
ac
-b{ﬂu”vuxy}_?{ﬁu” ux}
seklinde olur ve ifade diizenlenirse
. ac ac
Ky, =bv{z,,u,}+ ?{ﬂ'u, u bz, ,u, }- ?{ﬂ'u,, u,} (4.16)
elde edilir. (4.11) denkleminden

, , ~ ac . :
Kiy = bV'S, (x=X)5, (¥ =) + 27 8, (x=x)3,(y = ¥)

ac (4.17)
-bve, (X'=x)o,(y'-Y) —75X(x'— X)o (y'-y)
seklini alir. Son olarak K, ’i elde etmek igin (4.17) denklemi
Ky =b[[V(x, y ) F (X' y)8,(x=x)3,(y -y )dx'dy*
acC R , . .
+ 2 [ 108, (x=x)3, (y -y Yaxdy
(4.18)

by [[ £(x', y)8,(x'= )5, (y'~ y)dx'dy’

_%” F(x' )8, (x'=x)8 (y'-y)dx'dy’

seklinde integre edilir. Burada f(X',y') fonksiyonu integrali almak icin kullanilan

yardimci bir fonksiyondur. ifadenin dgiincii ve dérdiincii terimlerindeki Dirac-Delta

fonksiyonlari kurallara uygun olarak sirasiyla

1) 6,(X'=x)3,(y'=y)=0,(x=x")3,.(y-Y")

.. (4.19)
i) 5,(X'=x)8 (Yy'=y)=—0,(x—=X)5 (y-Y')

olacak sekilde diizenlenirse (4.18) esitligi
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Ky =b[[V(x,y ) F (X' y)8,(x=x)3,(y -y )dx'dy*

+%jjf(x',y')5x,(x—x')6y.(y'— y)dx'dy*

v ][ 10, y)5,(x=x)5, (y -y )dx'dy’ (4.20)
ac
+?” f(x")S,.(x'= x)dx"’

seklinde olur ve integral alinarak
Ky = bDXDy(vf)+% Dx(f)—vaXDy(f)+% D,(f) (4.21)
veya
Ky, =(~bD,D,v+bvD,D, —acD, ) (- f) (4.22)
Seklinde elde edilir. (—f) disindaki terim birinci matris elemani olarak
K,, =bv,, +bv D, +bv,D, +acD, (4.23)

seklinde bulunur. Matrisin diger elemanlari da (4.14) esitligiyle benzer sekilde

hesaplanirak K;

—[(bv, —ac)D, +bv,D, +bv, ] bu,,

Kj = (4.24)
—bu 0

xy
seklinde bulunur. K matrisine anti-simetrik simplektik matris adi verilir. Bdylece

karsilik gelen simplektik 2-form Q = Iaﬂxdydz hacim integralinin yogunlugu olan
\%

1 :
a):Edui AK;du’, (4.25)
ve daha acik olarak

b b
= buxydu Adv— vadu A duy - (E — %)vy Adu, (4.26)
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ile verilir. Kolay bir hesapla Q’nin kapali 2-form d€Q2=0 oldugu goriilebilir. Béylece
Q’nin simplektik formda oldugu ve (4.24) esitligiyle belirlenmis K’nin da simplektik
operatér oldugu kesinlik kazanir. Boylece K operatoriinin tersi de Hamilton

operatori olur ve

0 -1/bu,,
J, =K'= (4.27)
1/bu,, JZ

seklinde hesaplanir. Burada ng anti-simetrik formda

ac 1 1fv vy v v
‘JOZZ: 2 D, ——-- _ng+Dx_2y+_;Dy+Dy_; (4.28)
b’u, “u, 2b{u, u, U, U,

ile verilir ve D,, D, D, operatérleri sirasiyla X, Y, t degiskenlerine gére kismi
tirevleri ifade eder. (4.26)'da verilen simplektik 2-formun kapali olmasi, ayni zamanda
J, operatériniin Jacobi 6zdesligini sagladigi anlamina gelir. Jacobi 6zdesliginin
saglanmasiyla ilgili bilgiler bélim sonunda ayrintili sekilde ele alinmistir. Boylece

Hamilton formalizminden J,’a karsilik gelen Hamilton yogunlugu,
H,=ru+7zVv,—L (4.29)

seklinde yazilarak
H,=——vu (4.30)

seklinde elde edilir. (4.8) sistemindeki akig, J, Hamilton operatériinin Hamilton

yogunlugunun Euler tiirevlerine uygulanmasiyla yani

o) {am)
=J, (4.31)
Vt é‘le

veya daha acik olarak

u)_ 0  —1/bu, \(-bvv, —bv,v 432)
v, ) (l/bu,  JZ —bvu,, '
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ve buradan da

v

)

Uy

sonucu elde edilir. Gorildagu gibi (4.33) denklemi (4.8) sistemini vermektedir. Boylece

birinci Hamilton yapi elde edilmis olur.

4.3 indirgenmis Sistemde Tekrarlama Operatorii ve Lax Gifti

3. Bolim’de asimetrik heavenly sistemi icin hesaplanmis olan (3.23) tekrarlama
operatori ve (3.21)'deki Frechet tirevleri (4.7)'de verilen indirgeme bagintilari
yardimiyla indirgenmis sistem icin dogrudan bulunabilir. Buna goére indirgenmis

sistemin Frechet tlirevi

D, -1
A= ngDy Dt—i(Vy+§)Dx—v—ny (4.34)
uxy Xy b ny
ve tekrarlama operatéri
ac
D*(v.D,——D -Du
— X ( Xy b x) X xy (435)

QDy —Vy

seklinde indirgenir. Lax ciftinin hesaplanmasi icin R ile A operatoriinin komditatori

hesaplanir. Operatorler arasindaki komiitasyon bagintisi

A [[R,A]u [R,ALZ]
[R,A]: . R (4.36)
[R,AL [R.AlL,

ise matris elamanlari sirasiyla,

[R, A]ll = (RilAil + R12A21) - (AilRll + AIZRZl) (4.37a)
[R’ A]lz = (RilAiz + R12A22) - ('&11R12 + A12R22) (4.37b)
[R, A]21 = (R12A.11 + R22A21) - (A.LZRll + A22R21) (4.37c)
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[R, A]zz = (R12Al2 + RzzAzz) - (ALZR12 + Azszz) (4.37d)

seklinde hesaplanir. (4.37a) esitliginde Aile R operatorlerin ilgili terimleri yerlerine

yazilirsa

A _ ac _ Q
[R, A]ll = l:Dxl(Vny _F DX)Dt - Dxluxy U_ Dny:|

Xy

(4.38)
_|:DID;1(Vny - % Dx) _QDy:l

elde edilir. ifadedeki ikinci terimdeki tirevi D,, D,f =f +f D, kuralina gore

paranteze uygulanirsa komitasyon

A . ac 4. Q
[R, A]ll = {Dxl(Vny _F Dx)Dt - Dxluxy U_ Dny:|

Xy

(4.39)
—{Dl(v D, +v.D.D, -2XDD )—QD }
X xt =y x =ty b t—x y

seklini alir. ifede diizenlenip tiim ifade DX‘1 ortak parantezine alinir ve D, tirevi indis
notasyonunda yazilirsa [R, A],, komitasyonu,
[R, AL, = D;*(v, ~Q),D, (4.40)

seklinde bulunur. Ayni sekilde (4.37)'deki diger komuitasyon bagintilari da benzer

sekilde sirasiyla,

[R,A], = D, *(u, —V) (4.41a)

Xy ’

[R, AL, = = [~cb?(u, V), + bQ(U, —V),, —bPo(u, —V),,
uxy (4.41b)
_bvy(vt _Q)x _bvx(vt _Q)y +aC(Vt _Q)X]Dy

[R,Al, =(v,-Q), (4.41c)

seklinde bulunur. Bu ifadeler (4.36) matrisinde yerine koyulursa
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D;l(vt_Q)ny D;l(ut—V)

Xy

[R,Al= ui[—cbZ(ut V), +bQ(U —V),, (4.42)

Xy

—b’c(u,—v), — bv, (v, —Q), (v, -Q),
—bv, (v, -Q), +ac(v, —Q),ID,

bulunur. Sonug olarak Aile R operatorleri, indirgenmis asimetrik heavenly sistemi igin
Olver-lbragimov-Shabat tipinde Lax ¢ifti olusturur ve sistemin ¢ozlimleri icin komit

ederler[16].

4.4 Hamilton Fonksiyonu ve ikinci Hamilton Yapi

Magri teoremine goére bir sistemin integre edilebilir bir sistem olabilmesi icin bi-
Hamilton yapida olmasi yeter bir sarttir. Buna gore indirgenmis 2+1-boyutlu yeni
sistemin integre edilebilir oldugunu go6stermek icin ikinci Hamilton operatori
bulunmali ve (2.73)’te verilen formatta yazilabilecegi ispatlanmalidir. ikinci Hamilton
yapl, (4.35)'te elde edilen tekrarlama operatorii R’nin (4.27)'deki birinci Hamilton

operatori J,’a uygulanmasiyla bulunabilir. Bu durumda ikinci Hamilton operatéri J,

J — R\] — Rll‘](:l)-l_'_RlZ‘]OZl R11J32+R12J§2 (4 43)
' ’ RZlJél + RZZJ(?:L RZlJéz + R22J§2
seklindedir ve buradan da
_l D! Yy
b " bu,
J, = (4.44)
Y 3122
bu,,
olarak bulunur ve J? anti-simetrik formda
R N ) 1 1 2 ac (Vv 1 1 v
W= WP T PV o o Pt P
vy Xy ooy Xy
(4.45)
P A ST OO QD i+iDQ
2blu, u u 2b| "~ g
Xy Xy Xy Xy Xy Xy
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ile verilir. Bu ifade ayni zamanda (3.25)’teki ikinci Hamilton operatoriine direkt olarak
simetri donlsim bagintilarinin uygulanmasiyla da bulunabilir. Boylece (4.8) sistemi igin

ikinci Hamilton yapi da

\"
= =|V ac (4.46)
1 X
v, o,H, E(Vy —F)
seklinde yazilabilir. Burada H, ikinci Hamilton fonksiyonuna karsilik gelen Hamilton

yogunlugudur ve yine 3+1-boyutlu sistemde oldugu gibi burada da H,, H, gibi

Lagrange fonksiyonundan elde edilemez ve tahmin yoluyla denklemi verecek sekilde

bulunmalidir. Bu durumda c, bir sabit olmak tzere
H, =b(c, — y)vu,, (4.47)

seklinde bulunur. Ayni sekilde, (3.27)'de elde edilmis ikinci Hamilton yogunluguna

simetri indirgemesi yapilarak da H, elde edilebilir. Boylece (4.8) de verilen 2+1-

boyutlu sistem bi-Hamilton sistemdir. Yani,

ut =] §uH1 =] 5UHO
Vt - 5VH1 e 5VH0 (448)

seklinde iki Hamilton formunda yazilabilmektedir. Tekrarlama operatorinin, birinci

Hamilton operatdri J,” a pes pese uygulanmasi Magri teoremine gore

J,=RYJ,, n=123.. (4.49)

n

seklinde sonsuz sayida Hamilton operatori elde edilebilir. Bu da iki bilesenli
indirgenmis sistemin ¢oklu(multi)-Hamilton yapiya sahip oldugu ve korunan
blyukliklerinin birbirleriyle Poisson parantezlerinin sifir oldugu(involution 6zelligi)

anlasilir.

4.5 Jacobi Ozdesligi

Bu kissmda daha 6nce bahsedilen J, ve J, Hamilton operatérleri icin Jacobi
Ozdesliginin saglandigi gosterilecektir.
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Tanim: J:A" — A% lineer operatériiniin Hamilton operatérii olabilmesi igin

{P,Q}= Ié‘ P.JoQdxdydz, ile verilen Poisson parantezinin,

{P.Q}=-{Q,P} (4.50)
anti-simetrik

{P.Q} RF+{{R, P}, Q}+{{Q.R}, P}=0 (4.51)
ve Jacobi ézdesligini, tiim Q, P ve R fonksiyonlari icin saglamasi gerekir.

Fakat Jacobi 6zdesliginin (4.51)’de verilen klasik haliyle hesaplanmasi, simplektik anti-
simetrik operatorler igin bile oldukga zor ve karmasik bir hal alabilir. Bu nedenle Jacobi
Ozdesliginin hesaplanmasi P. Olver’in kitabinda yer alan Teorem 7.8 kullanarak

basitlestirilebilir [13]. Buna gore, I'; anti-simetrik ve gxq diferansiyel matris formunda

bir operatoér ve
~ 11,0 A o' Yxdyd
®_Ej{rijw A ' Ydxdydz (4.52)

ifadesi de buna karsilik gelen fonksiyonel bi-vektor ise, I'; operatdriiniin Hamilton

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul,
prv., (©)=0 (4.53)

ifadesinin saglanmasidir. Burada prV,, “prolongation” islemi olarak adlandirilir ve

prVe, =YD, (Zrijijaii, J=1XY,Z,XX, XY, XZ,... (4.54)
iJ j J

seklinde tanimlanir [13]. Burada ¢'=u, ¢2=v ye karsilik gelir. (4.27) ve (4.44)
denklemlerindeki J, ve J, operatérlerinin Hamilton olabilmeleri igin her iki
operatdriin ayri ayri ve lineer kombinasyonlari olan aJ, + #J, in de Jacobi 6zdesligini
saglamasi gerekir (o ve [ sabit katsayilardir). Boylece direkt olarak «aJ, + £J;
hesaplanirsa J, ve J,’in Jacobi 6zdesligini sagladigl garanti edilmis olur. Ciinku
a=1, =0 segilirse J, ‘Inve a =0, =1 secildiginde ise J, ‘in Jacobi 6zdesligi elde
edilmis olur. Bu nedenle sadece
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_ -=D*
0 1/bu,, b bu,
'=al,+BJ,=a +p y (4.55)
1/bu, JZ - JZ
bu,,

ile verilen lineer kombinasyonunun Jacobi 6zdesligini sagladigini kanitlamamiz yeterli

olacaktir. Kolaylik agisindan « = 8 =1segilirse

—le A
r=| b (4.56)

-2 AD,+BD,+C

bulunur ve burada 4, A, B, C sirasiyla

1
A=—(v,6 -1,

Y
Aziﬂ,(vy_%)1

U, b

 ac (4.57)
B=—2(—-1),

bufy(b )

C= —L(AuXXy + Buny — ﬂvxy)

Xy

seklindedir. 77 ve & bi-vektoériin bilesenleri olmak {izere ' =7 ve &’ =0
secildiginde (4.56)'daki I" ifadesiicin (4.52) bi-vektori

1
0= j {24(0 Am) + AD, A O+ BO, A GYdxdy (4.58)
D, *terimi(integral) icermesine ragmen bi-vektér ©

haline gelir. Géraldugu gibi I’

ij’
icermez. I, teriminden gelen tek integral iceren —D_'7An terimi, 7An=0

oldugundan sifir olur. (4.58), (4.53)’te yerine koyularak,
prv,, (©) = % j {201V, (D)0 An+ prV;, (MO, A0+ PV, (B)O, A O)dxdy (4.59)

ve daha acik olarak,
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1 2 \ 2 1
IV, (©) =2 || = PV, | == [= = prVy, | — | 1€
p Fw( ) ZI{{bp Fw(quJ bp Fw(uxy]:| /\77
_1 V2 ac ac v ac 1
+H Zprv. | =L |- =+=|prV. | L |[+=prV_ | = ||6. A0 (4.60
_b p rw(uiy J (bz bjp Fw[uny b2 p Fw[uny:l X/\ ( )

ac ac A
+ (F - F) prv., (EH 0, A 49} dxdy

denklemi elde edilir. (4.54) denklemi kullanilarak yukaridaki prolongation islemleri,

prv, (v,) =D, (-An+ A + B, +CO) (4.61a)

prvi,(v,) =D, (-An+ A9 + B0, + FO) (4.61b)

PrVe, (Vi) =2v, prvg,(v,) (4.61c)
1 1 1

prv,(—)=——D,(-=n+A,6+16,) (4.61d)
Xy uxy b

prVr@(iz) = —ig Dy(-%n +A40+10,) (4.61e)

uxy Xy

seklinde hesaplanarak, (4.60) ifadesinde yerine konulur ve diizenlenirse

1 2
prv;,(©) = EJ.{[W (-Am—4in,+A0, +A9 +B 6O +BO +C 0+Co)
Xy
24, 1
-— (_B ny,+A,0+40,+21,0,+216 )10 An
Xy

2v,
2
buy,

+[—-(-A4n-4An,+ A0, + A0, +B O, +BO, +C 0O+Co)
(4.62)
2A 1
__(_Bny +A,,0+4,0,+ 2,0, +16,)10 0

Xy

B
+[V— (-An—-An,+A0B + A0, + Bxé?y + B@Xy +C,0+C0,)

X

2B, 1
- _(_Bny + ﬂ“xye_*_ ﬂ'xey + ﬂ“yex + A’HXY)]HY A 9} dXdy

Xy

elde edilir. Bu asamadan sonra A, B ve C yerlerine yazilir ve ortak terimler bir araya

getirilir. Burada amac integral icinin sifir veya tam diferansiyel seklinde oldugunu
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gostererek (4.53) denklemini saglamaktir. Bu nedenle uygun terimler dikkatlice segilip

kismi integrasyon yardimiyla (4.62)'deki 7 iceren terimler kendi iclerinde toplanirsa

2 244, 2v A
{ Ay— L yzy—/ly(—a—giz— 12 )}6&/\9/\77
bu, u, bu, b* u, buj,
2B
N yJFZC_Z/I}LX_BxlX 0, O AT
bu,, bu, u, v,
- (4.63)
2
J2a22, s,
 bu, u,,
| 2B
+|— 16, AOA
buxy} Y 7

olur. Kismi integrasyon yapilirken integral disina ¢ikan terimler sinir degerlerinde sifir
olur. ifadedeki ticlincti ve dérdiincii terimlere yeniden kismi integrasyon uygulanirsa

(4.63)'teki terimlerin kendi iginde

(2A 244, 2,4, A
A 2 L+ (%+1)+ 4B 6. A0An=0 (4.64a)
bu, U, bu,  bu, b v,
L y
2B
v 26 22 BA1BA ) 128 g gan=0 (4.64b)
bu, bu, u, v v, bu,, !
i 2
2A 24 24B Oy AOAT=0 (4.64c)
| bu, u, v,
/1_'3_’1_'3}@ nO, A =0 (4.64d)
VX VX

seklinde sifir oldugu hesaplanir. Benzer sekilde (4.62)'deki sadece & bulunan terimler

kendi iglerinde toplanip kismi integrasyon islemi yapildiginda
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2v 2A ac 1
—2 (B, +C)——A +(-——=)(B,+C) |0, A0 AO
[buiy(y Ay )}y x
v
NN LV VI N
bu, \ b* u’
_2Vy ac1 1
+ buz B‘l‘(—Fu—z—buz )B Hyy/\HX/\H
LY Xy X (4.65)

+ VE(A‘ +C)—3—Bﬂy}exx\9y/\9

Xy

+ E}QXX/\HW\Q
_Vx
Y

; B__@}@Mw
_Vx uxy

ifadesi elde edilir. ifadedeki ikinci, Uclincii ve besinci terimlere yeniden kismi

integrasyon uygulanip benzer ifadelerin kendi iclerinde yine sifir yaptig gorilar.
Boylece Jacobi 6zdesligi J, , J, ve al, + SJ; lineer kombinasyonu igin saglandigini
gosterir. Sonug olarak J, ve J; Hamilton operatérleri ve 2+1-boyutlu yeni sistem igin

Hamilton ¢ifti olustururlar(Poisson pencil). Yani (4.10) sisteminin bi-Hamilton ve Magri

teoremine gore integre edilebilir bir sistem oldugu kanitlanmis olur.

4.6 Simetriler ve Hareket integralleri

Hamilton operatoérleri, komiit eden simetriler ile birbiriyle Poisson parantezleri sifir
olan(involution &zelligi) korunan biyiklikler arasinda dogal bir bag saglarlar[12]. iki
bilesenli indirgenmis (4.8) sistemi de sonsuz hiyerarsi simetrilerine sahiptir ve sistemin

nokta simetri Gretecleri,

X, =f(x)o, ,

X, =(-tg, —tvh, —uh, —w, +th)o, +e(y)d, (4.66)
+(-tvg, +tv’h, -uvh, —vw, +tg +uh +w)o, + go,

seklinde bulunur. Burada f(x), g(y,v), h(y,v), w(x,y,v) ve e(y) fonksiyonlari keyfi

fonksiyonlardir. Bu nokta simetrileri hareket integralleri adi verilen Hamiltonlarla

Uretilebilirler. Hareket integrallerini bulmak icin daha 6nce (3.37)’de tanimlanan
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o —| (bv, —ac)D, +bv.D, +b b !
(5UH J:K[QJ: [( v, —ac)D, +bv,D, + vxy] u,, (q)j w6

o,H Q' -bu,, 0 ¢

seklinde verilen Noether teoreminin Hamilton formunu kullanabiliriz. Hareket integrali
H, varyasyonel simetri icin simetri karakteristikleri ¢" ve @' terimlerine karsihk
gelmektedir. ilk simetrisi X, i¢in, ¢@"=-uf(x) ve ¢ =-v f(x) simetri

karakteristikleri olmak tzere,
H: = (b a2y
=( vuxuxy+?ux) (x) (4.68)

X, nokta simetrisine karsilik gelen korunan Hamilton yogunlugu bulunur. X, simetrisi
icin hareket integrali mevcut degildir. Ancak keyfi fonksiyonlarin 6zel bir se¢imiyle
ikinci hareket integralleri bulunabilir. Ornek olarak h=0, w=0, g=b ve e=1
secildiginde

X,=0,+btd, +bo,, (4.69)

ve karekteristikler
@' =bt-u, ¢'=b-v,
seklinde olur. (4.69) ifadeleri (4.67)’ de yerine koyulursa

H® =bvu,,(u, —bt) +%(b2 —ac)uu,, (4.70)

olarak X, nokta simetrisinin 6zel bir hali igin karsilik gelen korunan ikinci Hamilton

yogunlugu bulunur. Keyfi fonksiyonlarin degisik secimleri degisik hareket integrallerini

ortaya cikarabilir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada 3+1-boyutta integre edilebilir asimetrik heavenly denkleminin 6zel bir
simetri indirgemesi yapilarak, 2+1-boyutlu yeni bir denklem elde edilmistir. Bu
denklemin integre edilebilirligi bi-Hamilton yapisi incelenerek Magri teoremine gore
integre edilebilir bir sistem oldugu sonucuna varilmistir. Asimetrik heavenly denklemi,
ortak simetri iceren, lineer olmayan, ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin siniflandiriimasindan elde edilen kanonik denklemlerden biridir. Ortak
simetri iceren denklemlerin 6nemi, simetrilerin 6zel bir durumu igin tekrarlama
bagintisina sahip olmalaridir. Bu durum séz konusu denklemin simetri yontemiyle

¢6zmeye olanak saglar.

Giris boliminde integre edilebilir sistemlerin tarihsel gelisimi kisaca ele alinmistir.
Ozellikle literatiirde 6rnegi az olan ve son vyillarda gelisme kaydeden 3+1-boyutlu ve
simetri indirgeme metodu kullanilarak 2+1-boyutlu denklemlerin 6nemi vurgulanmistir.
Bu denklemlerin 6nemi, bagimli degiskeni temsil eden skaler alanin, Einstein alan
denklemlerini saglayan, (anti)-self-dual Ricci-dliz uzay metrigini olusturmasidir. Bu
nedenle denklemlerin integre edilebilirligi arastirmak (anti)-self-dual kitle cekime farkli

bir bakis agisi getirmesi agisindan énemlidir.

ikinci bélimde Magri teoremini ispatlamak icin izlenecek yol ayrintili olarak ele
alinmistir.  Oncelikle klasik Hamilton formalizminin Dirac tarafindan nasil
genellestirildigi anlatilmistir. Bu yonteme Dirac bag denklemleri teorisi adi verilir. Klasik
Poisson parantezlerinin daha genel hali olan Dirac parantezleri elde edilerek, her

Lagrange fonksiyonu icin Hamilton formalizminin gecerli oldugu gosterilmistir. Bu
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durum basit bir érnekle anlatilarak teorinin dnemi vurgulanmistir. Son olarak 1+1-
boyutta Korteveg de-Vries (KdV) ve Boussinesq denklemlerinin Magri teoremine gore

integre edilebilir sistemler oldugu 6rnek olarak verilmistir.

Uglincli bolimde asimetrik heavenly denkleminin bi-Hamilton yapisi ayrintili olarak
incelenmistir. Once denklem iki bilesenli formda yazilarak, bu denklem sistemini veren
uygun Lagrange yogunlugu elde edilmistir. Burada Onemli nokta Lagrange
yogunlugunun hizin karesi (kuadratik) terimlerini icermeyen, sadece hizin birinci
kuvvetlerini icerecek sekilde secilmesidir. Bu durum Dirac’in bag denklemleri teorisini
kullanmamiz agisinda olduk¢a 6nemlidir. Buradan asimetrik heavenly denkleminin
simplektik yapisi elde edilerek birinci Hamilton operatorii bulunmustur. Simetrilerden
elde edilen tekrarlama operatori birinci Hamilton operatérine uygulanmasiyla ikinci
Hamilton operatori elde edilmistir. Hamilton operatorlerine uygun Hamilton
yogunluklari bulunarak sistemin bi-Hamiton yapiya sahip oldugu Magri teoremine goére
ispatlanmistir. Ayrica bu denklem daha geleneksel bir yontem olan, Lax ciftine de sahip
oldugundan integre edilebilir bir sistemdir. Bu denklem icin elde edilen tekrarlama
operatori ve simetri durumundan elde edilen operator (Frechet tirevi) ile Olver-
Ibragimov-Shabat tipinde Lax cifti olusturmaktadir. Asimetrik heavenly denkleminin
bitliin nokta simetrileri hesaplanarak, bazi simetrilere karsilik gelen korunan
blydklikler(simetri Hamiltonlari), Noether teoreminin Hamilton formu kullanilarak

elde edilmistir.

Son bolimde asimetrik havenly denkleminin simetrilerinden 6zel bir se¢im yapilarak
3+1-boyutlu denklem 2+1-boyutlu yeni bir denklem sistemine indirgenmistir. Elde
edilen yeni 2+1-boyutlu sistemin integre edilebilir olup olmadigi, asimetrik heavenly
denkleminde uygulanan yontem ile bulunmustur. Yeni sitem icin dejenere Lagrange
yogunlugundan baslayarak, iki Hamilton operatorii ve simetriler icin tekrarlama
operatori elde edilerek sistemin bi-Hamilton yapiya ve Magri teoremine goére integre
edilebilir oldugu kanitlanmistir. Ayrica sistemin butin Lie nokta simetrileri elde
edilerek, bunlara karsilik gelen simetri Hamiltonlari elde edilmistir.  Simetri

indirgemesinde 6nemli diger bir nokta ise, bitin temel denklemlerin

Jor 310 K, A, R, H,, H, ve L‘nin simetri indirgemesi yapilarak elde edilebilir
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olmasidir. Yani indirgenmis sistem igin yapilan hesaplamalardan elde edilen bitin ana
denklemler ayni zamanda orijinal doért boyutlu denklemden vyapilacak simetri
indirgemesi ile ayni olmaldir. ilk bakista yapilan simetri déniisimi ile dért boyutlu
sistemden (¢ boyutlu sisteme gegisin oldukca kolay oldugu anlasilabilir. Ancak segilen
simetri donlistimiinde yapilacak cok kiglik degisiklikler bile indirgenmis sistemin bi-
Hamilton vyapisini ve yukarida bahsedilen denklemler arasindaki uyumlulugu
bozmaktadir. Eger daha genel simetrileri segip indirgeme yapilirsa, ¢oklu Hamilton
yaply! elde etmek neredeyse imkansiz hale gelmektedir. Simetri indirgemeleri altinda
¢oklu Hamilton yapinin korunmasi olduk¢a 6nemli ve gelecek arastirmalar igin ilging

problem sunmaktadir.
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