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PARAMETRELERIN ELDE EDILMESI
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Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Hasan TATLIPINAR

Yildizin dénmesi, yildizin dis seklinde oldugu kadar icyapisinda da 6nemli degisikliklere
sebep olur. Bu calismada; basikhig gozlemlenebilen yildizlarin fiziksel parametrelerini
literatiirde var olan modellemelerden faydalanarak hesaplayacagiz ve bu fiziksel
parametrelerin yildizin geometrik sekli ile olan baglantisini anlayabilmek icin, yildizin
gravitasyonel momenti olan J, parametresini hesaplayacagiz.

Calismada; parametreleri hesaplanan yildizlar, literatiirde yer alan ve interferometrik
yontemler ile basikligi o6lctilmis vyildizlardir. Hesaplamalar c¢alismaya bir temel
olusturmasi agisindan Glines i¢in de yapiimistir.

Anahtar Kelimeler: Hizli Donen Yildizlar, Yildizlarin Basikhgi, Yildizlara Ait Fiziksel Parametreler,
Yildizlarin Eylemsizlik Momenti
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OBTAINING THE PHYSICAL PARAMETERS OF A STAR FROM ITS
OBLATENESS

Menekse Berrak TAYOGLU

Department of Physics

MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Hasan TATLIPINAR

The rotation of a star causes significant changes to its internal structure alongside its
external shape. In this study, we will calculate the physical parameters of stars with
observable oblateness using models that are present in literature. We will then
calculate the gravitational parameter, J2, of these stars to understand the relation
between these physical parameters and the geometric shape of these stars.

In this study, we will calculate the parameters of stars whose oblateness have been
measured using interferometric methods in the literature. We will also calculate these
parameters for the Sun to form a foundation for the rest of this study.

Key words: Fast Rotating Stars, Stellar Oblateness, Stellar Physical Parameters, Stellar
Moments of Inertia
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

GUnumuze dek yildizlar ile ilgili yapilan galismalarda ve gelistirilen modellemelerde
yildizin gergek geometrik sekli dikkate alinmamis ve kiiresel olarak kabul gérmustir. Bu
baglamda J, parametresi bize yildizin gercek geometrik sekli hakkinda bilgi veren
onemli bir parametredir. Yildizin kiresel simetriden ne kadar uzaklastigini bu
parametrenin degerine bakarak anlayabiliriz. Glines igin J,, ¢esitli teorik yaklagimlarla
pek ¢ok kere hesaplanmistir. J, parametresi hesaplanirken helyosismolojik gozlemler ve
diferansiyel donme hesaba katilmistir. Bu ¢alismada J, degeri hesaplanirken diferansiye

dénme dikkate alinmamistir.

J, parametresi yildizlar igin daha gercek¢i modellemelerin gelistirilebilmesi icin dnemli
rol oynar. Clinkd bir yildizin geometrik sekli bize yildizin tiim diger fiziksel parametreleri
hakkinda bilgi verir. Gravitasyonel moment J, igin literatlirde bulunan bazi degerler

asagida tablo halinde sunulmustur.



Cizelge 1.1 Glines icin simdiye dek hesaplanmis bazi J, degerleri

Giines icin hesaplanmis J, degerleri
Dicke & Goldenberg, 1967 (2.47 4+ 0.23) x 1075
Ulrich & Hanwkins, 1981 1.0x1077<J, <1.5x 1077
Hill et al., 1982 (5.5+1.3)x107°
Campbell et al., 1983 (1.6) x 107°
Bursa, 1986 J, <11x107°
Lydon & Sofia, 1996 (1.8) x 1077
Résch et al., 1996 (2.57 £ 2.36) x 10°°
Rozelot & Bois, 1998 J, <3.0x107°
Godier & Rozelot, 1999 (1.6) x 1077
Roxburgh, 2001 (2.21) x 1077

1.2 Tezin Amaci

Bir yildizin homojen olmayan kitlesi ve hizi, glines de dahil olmak Uzere yildizin
geometrisini etkiler. Yildizlar Uzerine yapilan modellemelerde yildiz geometrisi
genellikle kiresel olarak alinir. Gelismis interferometrik teknikler ile yapilan élgiimlerde
yildizlarin kiresel simetriye sahip olmadiklari bilinmektedir. Son vyillarda yildizlarin
basikliginin hesaba katilmasi ile olusturulan modellerle de galismalar yapiimaktadir. Bu
tezde basikhig interferometre 6l¢lilmus yildizlarin gravitasyonel momentleri yildizlarin

geometrik sekillerinden faydalanilarak hesaplanacaktir.

1.3 Hipotez

Bu calismada yildizin temel fiziksel parametrelerini kullanarak J, gravitasyonel

momentlerini hesaplamayi hedefliyoruz.



BOLUM 2

YILDIZIN FiZiKSEL YAPISI

Yildizlari diger gokcisimlerinden ayiran en temel fark, iclerindeki niikleer yanmanin bir
sonucu olarak radyasyon yaymalaridir. Diger gokcisimleri Uzerlerine dlsen isigl
yansitirken, yildizlardan bize ulasan 1si8in kaynagi yildizin kendi g¢ekirdeginde olusan

kimyasal tepkimelerdir.

Yildiz temel olarak kendi gravitasyon kuvveti ile bir arada duran bir gaz topudur. Yildizi
kendi merkezine dogru sikistiran gravitasyon kuvveti; yildizin merkezinden yayilan
radyasyon basinci ile dengelenmeseydi, yildiz kendi merkezine dogru cokerdi. Yildizi
olusturan gaz bulutunun yogunlugu vylkseldikce, sistemin isisi artacaktir. Gaz
bulutunun kutlesi yeterince buytik ise bu isi nikleer flizyon reaksiyonlarini baslatacak
seviyeye kadar yulkselir. Bu reaksiyonlarin baslamasiyla birlikte gaz bulutunun isisi daha

da yikselir ve hidrojenin helyuma yakimi baslar. Bu olaylar yildiz evriminin safhalaridir.

Yildiz, olusumunun ilk evresinde yani baslangic doneminde hala kendisini olusturan
gaz bulutunun arta kalan kismindan olusan bir disk ile cevrilidir. Yildizdan yayilan
radyasyon zamanla bu diski disariya dogru iter. Bu evreden sonra yildiz fiziksel olarak
dengeli bir stirece girer, merkezdeki hidrojen atomlari biiylik bir enerji salarak helyum
atomlarina donuslrler. Yildizin bu evresine anakol evresi denir. Bu noktadan sonra
yildizlarin maruz kalacaklari evrim sireclerini yildizlarin kiitleleri belirler. Cinki yildizin
kiitlesi arttikca hidrojenini daha hizli yakmaya baslar. Hidrojenin daha hizli yanmasi
yildizin daha parlak ve sicak olmasi demektir. Blyik kitleli yildizlarda hidrojen yakimi

daha hizli olacagindan hidrojenin bitmesi de daha c¢abuk gerceklesir. Kiictik kitleli
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yildizlarin hidrojen yakimi sireci ¢ok uzun sirdiginden anakol evresi ile ilgili olan
bilgimiz yalnizca teoriden ibarettir. Clnkd kuguk katleli yildizlarin anakol evresi
evrenimizin buglinkii yasindan daha buyudktir. Kiguk kitleli olarak sinifladigimiz

yildizlarin higbiri henliz anakol evresini tamamlamamistir.

Orta kutleli yildizlar anakol evresinde, gravitasyon kuvvetini dengeleyecek radyasyon
basinci kalmayana dek hidrojeni helyuma yakmaya devam ederler. Bu noktaya gelen
bir yildizin ¢ekirdegi, 1sisi helyumu karbona yakabilecek seviyeye gelene dek sikisir.
Fakat cekirdegin etrafindaki kabukta devam etmekte olan hidrojen yakimi yildizi daha
parlak ve soguk gosterir. Bu evredeki yildizlara “kizil dev” denir. icerden gelen
radyasyon yuziinden katmanlarini kaybeden yildiz bir stire sonra ¢okerek “beyaz clice”

halini alir.

Kitlesi glnesin kitlesinin bes katini asan yildizlara buylk kitleli yildizlar denir. Bu
kiitleye sahip az yildiz az sayida vyildiz vardir. Tipki orta kitleli yildizlar gibi,
merkezlerindeki tim hidrojeni yakarlar ve hidrojen yakiminin devam ettigi bir kabuk
olustururlar. Ayni zamanda helyumun yakimi da devam etmektedir. Disaridan parlak ve

soguk goziiktiklerinden stper “kirmizi dev” adini alirlar.

Cekirdekteki karbon yakimi ve yildizin diger katmanlarinda diger elementlerin yakim
suregleri yildizin tiim hayati boyunca devam eder. Siire¢ boyunca glinesin ¢ekirdeginde
birgok farkli kimyasal element Uretilir. Agir elementlerin olusumunu saglayan niikleer
flizyon enerji Uretir ve gravitasyon kuvvetini karsilayarak yildizi dengede tutmaya
devam eder. Fakat demir elementinin agir elementlere flizyonu icin disaridan eneriji
gerekir. Bu sebeple yildizin cekirdegi demir elementleri ile doldugu zaman eneriji
Uretimi durur ve gravitasyon kuvvetini dengeleyecek radyasyon basinci ortadan kalkar.
Bu sebeple yildizin dis katmanlari blyik patlamalar ile yildizdan kopar ve yildiz
“stipernova” halini alir. Bu sirecten sonra yalnizca yildizin cekirdeginde carpisan
fotonlar ve elektronlarin olusturdugu noétronlar kahlr. Yildiz artik “pulsar” a da

donisebilecek olan bir nétron yildizidir.



Bu bolimde gravitasyonel moment J, ya ulagmak igin kullanacagimiz temel fiziksel
formuller tiretilecektir. Yildizin genel olarak modellenmesi bu boélimin ve tim
calismanin kapsami disindadir. Hesaplamalar boyunca yildizin kendi gravitasyonu ile
hidrostatik dengede oldugu politropik model varsayimi kullanilacaktir. Yildiz yapisi
icerisindeki enerjin olusum ve aktarim siregleri ile yildizin sicaklik dagilimi da

¢alismanin kapsami disindadir.

Yildiz yapisinin belirlenmesinde asagidaki iki temel formil 6énemli rol oynar. Bu
formiller yildizin P(r) basing dagihmi ve M (r) kitle dagilimidir. Yildizin yarigap r ye
bagh kutle dagilimi M(r), bir dr kabugundaki kitle M(r + dr) — M(r) = p(r)dV ve

dV = 4nr?dr olmak lizere;

am _ _ 2
— = 4 rep(r) (2.1)

olarak yazilabilir.

P(r) basing dagihmini bulmak icin 6ncelikle r caph kabuga etkiyen toplam kuvvet
P(r)A ve r + dr kabuguna etkiyen kuvvet P(r + dr)A olmak lizere dr kabuguna

etkiyen toplan kuvveti asagidaki gibi yazariz;

P&MA—P&+mmM:ﬂMﬂ—P@+dmwA=—%dMA (2.2)

Hidrostatik olarak dengede olan bir yildiz i¢cin bu kuvvet dr kabuguna etki eden

gravitasyon kuvvetine esit olacagindan dr kabuguna etki eden gravitasyon kuvveti
—i—l\:dm ve dm = p(r)dAdr olmak lzere hidrostatik denge hali i¢in asagidaki esitlik

yazilabilir;
G

Izwp(r)dAdr =0 (2.3)

T

2 drdA —
dr

Ve boylece yildizin P(r) basing dagihmi asagidaki gibi bulunur;



ar _ G m(r)p(r)
dr r2 (2.4)

Verilen (2.1) ve (2.4) denklemleri yildiz yapisinin incelenmesinde dnemli rol oynayan

temel denklemlerdir.(2.4) denklemin iki tarafini "r“p(r)" ifadesi ile carparsak;

r? dp(r) _
p(r) dr - Gm(r) (2.5)

ifadesini elde ederiz. ifadenin "r" yarigapa gore diferansiyeli;

—|=7 | =-6=- (2.6)

d [rz ar| _ dm
p dr dar

(2.1) denkleminin de yerine konmasi ile asagidaki asagidaki esitlik (Poisson Denklemi)
elde edilir;

1 d [r?dp

= ?E = —4nGp (2.7)
Bu esitlik, P(r) basing dagilimi ve p(r) yogunluk dagilimi ifadelerinin bulunmasini

gerektirir. Bu gerekli esitlikleri bolim 2.1 ve 2.2 de tlretecegiz.

2.1 Yildizin Basinci Ve Yogunlugu

Yildizin r yarigap boyunca dagilimini veren (2.4) genel ifadesi 6zellestirmek igin sinir
kosullarini gézden gegirmeliyiz. Yildizin merkezinde ve ylizeyinde p, merkezi yogunluk

olmak lizere basing¢ degisimleri;

dP _ _4m .
g Gp: (merkezde) (2.8)
ap _ GMp(r) .

i (yGzeyde) (2.9)

Yildizi hidrostatik olarak dengede kabul ettigimizden merkezde ve ylizeyde basincin

sifir olmasi gerekir. Bu kosullari saglayacak en basit denklem yildiz sisteminin kimyasal
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yapisinin her bolgede ayni kabul eden Clayton modeline gore(Clayton, 1986) asagidaki
gibidir;

ar _ _4r 27,2
— =~ Gpcrexp(—r /a®) (2.10)

Esitlikte gecen a uzunluk parametresi olarak tanimlanir. Esitligin r = R iken P = 0 sinir

kosuluna gore integre edilmesi ile yildizin basing dagilimi;

27
P(r) = Gp.a’[exp (- 7%/a*) — exp (—R*/a*)] (2.11)
olarak bulunur.

Yogunluk ile ilgili ifadeleri tiretmek igin, (2.1) ve (2.4) denklemlerinin birlestirirsek bize

asagidaki esitligi verir;
¢m(r)dm = —4nr*dP (2.12)
Bu ifadenin integre edilmesi ile;

,4 dp

G%mz(r) = 41tf r't—dr’ (2.13)

ifadesi elde edilir. dP yerine (2.11) ifadesini koyarsak x = r/a olmak Uzere;

m(r) = 4”TaZpCCD(X) (2.14)
ve

d2(x) = 6 foxx’s exp(—x"") dx' = 6 — 3(x* + 2x2 + 2)exp (—x2) (2.15)

ifadelerinin elde edilmesiyle yogunluk dagilimi;

_ 1 dm _ x3exp (—x?)
p(r) = anr? dr Pe [ d(x) ] (2.16)



olarak elde ederiz.

2.2 Merkezi Yogunlugu Yiiksek Yildizlar igin a Uzunluk Parametresi ve p, Merkezi

Yogunlugun Bulunmasi

Eger bir yildizin kitlesi merkezinde yogunlasmis ise yine Clayton modeline gére uzunluk
parametresi a yildizin yaricapt R ye gore cok daha kiiclik olmalidir. Calismamizda
kullanacagimiz referans vyildizlar gilines benzeri ve merkezi yogunlugu vyiksek
yildizlardir. Bu kabul ile yildizin toplam kitlesini denklem cinsinden ifade etmeye

calisacagiz. Denklem (2.14) de r = R igin tekrar yazarsak exp (—R/az)ifadesini

uzunluk parametresi a yildizin yaricapi R ye goére cok daha kiclk oldugundan ihmal

edebiliriz. O halde denklem toplam kiitle i¢in ifade asagidaki gibi yazilir

. Amp.a®
Mroplam =~ NG (2.17)

Yildizin ortalama yogunlugunu;
— 4 p3
Portalama = M/ETCR (2.18)

seklinde ifade edersek ve denklem (2.17) de yerine koyarsak ortalama yogunluk ve

merkezi yogunlugu birbirine baglayan asagidaki esitlige ulasiriz;

Portalama = Pc (a/R)3 \/g (2.19)

Bu esitligi uzunluk parametresine ulasmak icin asagidaki gibi kullanacagiz.

3 _ portalamai
(a/R)” = pe V6 (2.20)

Simdi a uzunluk parametresini nasil hesaplayacagimizi gérelim. Bu noktada Clayton
modelinden cikip, politropik modele (Chandrasekar, 1931) gbz atacagiz. Oncelikle P
basing i¢in politropik bir ifade varsayarak basliyoruz. Ksabit ve n politropik indeks

olmak Gzere;



1

P=Kp'™ (2.21)

Daha sonra bir de p yogunlugu icin boyutsuz degiskenler cinsinden bir ifade

tanimlayalim. 8 boyutsuz degisken olmak Uizere;
p=pO" (2.22)

Denklem (2.21) ve (2.22) yi Denklem (2.7) de yerine koyarsak;

r2 dr dr

(1/m)-1)
(n+DKp, 14 (299 _ _pgn
( yoo > (r ) =—0 (2.23)

(n+DKkp M 4
—_— = 2 olarak tanimlarsak, denklemin iki tarafi da boyutsuz

4G =%
olacagindan o« parametresinin yaricaptan dolayl uzunluk biriminde oldugunu goririz.
Buna dayanarak yeni bir boyutsuz degisken daha ilave ederek yarigapi bu boyutsuz
degisken cinsinden r =X & gibi yazabiliriz. Bu ifadenin de Denklem (2.23) de yerine
konmasiyla asagidaki Lane-Emden esitligi elde edilir;
512% (ez %) = —g" (2.24)

Bu ifade n politropik indeksin g¢esitli degerleri igcin asagidaki sinir kosullari altinda

¢OzUlmistir;

0(0)=1 =0 (merkezde)
0(e;) =0 e=¢ (ylzeyde) (2.25)

Literatlrdeki ¢coziimlerden n politropik indeksin farkl degerleri icin 0 lara karsilik gelen
€ degerlerini biliyoruz. Politropik modelde glines benzeri yildizlar icin en uygun ¢6zim
n = 3 ¢o6zimiidir. Politropik modelin ayrintili ¢éziimleri bu ¢alismada verilmeyecektir.
Yalnizca a uzunluk parametresine ulasmak icin R yaricapi yildizin fiziksel parametreleri

cinsinden yazmak istenmektedir. Bu noktada € boyutsuz degiskeninin yaricapla ilintili



oldugunu hatirlayalim. Denklem (2.21) i ve < parametresini ¥ =X &£ ifadesinde yerine

koyarsak;

(2.26)

1
(n+1)PC] /2 .
ATGp?

ifadesini elde ederiz. Yildizin yizeyi igin Denklem (2.25) deki sinir kosullarindan € = &

oldugunu biliyoruz. O halde yildizin R yarigapi;

&1 (2.27)
olarak yazilir. Bu denklemde P. ifadesi yerine Denklem (2.11) den asagidaki gibi bir
ifade yazabiliriz. exp (— R?/a?)ifadesi merkezi yogunlugu yiiksek yildizlarda a uzunluk
parametresi yildizin yaricapina gore cok kicilk olacagindan ihmal edilir ve r = 0 i¢in
ifade asagidaki gibi yazilir;

c T 3 Pc-a (2.28)
Bu ifadeyi Denklem (2.27) de yerine koyacagiz. Ayrica gines benzeri yildizlarda
politropik indeksin n =3 alinacagini ve literatlirdeki hesaplamalar yardimiyla
n =3 i¢cin & = 6,9 oldugunu da hatirlatarak glines benzeri yildizlarda a uzunluk

parametresini R yaricapa baglayan asagidaki formiilii elde etmis oluruz;

a=- (2.29)

2.3 Yildizlarin Donmesi ve Geometrik Sekilleri
Yildizsal donme basit olarak, yildizin ekseni etrafindaki acisal hareketi olarak

tanimlanabilir. Yildiz sistemi, Uzerine etki eden gravitasyonel c¢ekim kuvvetlerini

dengeleyerek bir arada kalabilmek icin déner.
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Yildizin dénmesinin, yildizin fiziksel yapisi ile ilgili bir ¢ok édnemli etkisi mevcuttur.
Bunlardan bir tanesi de yildizin geometrik seklidir. Yildizlari donen akiskan ve kitleleri
homojen olmayan sistemler olarak ele aldigimizda, dénmenin etkisi ile yildizlar eliptik
formlar alirlar. Yildiz formunu olusturan elipsoit R, ekvatoral yaricap ve R,,; polar
yaricap olmak Uzere iki yaricaptan olusur. Bu iki parametreyi kullanarak bir yildizin f

basikligini asagidaki gibi hesaplariz;

Reg—Rypol
f=—"—= (2.30)
eq

Yildiz sisteminin kati olmadigini ve akiskan bir maddesellige sahip oldugunu goéz
ontinde bulundurursak diferansiyel bir donmeden s6z etmek durumundayiz. Bu yildizin
acisal hizinin enleme ve derinlige bagli olarak degismesi demektir. Yani yildizin kabuklar
halinde farkh farkli hizlarda dénmesi anlamina gelir. Biz hesaplamalar boyunca
diferansiyel donmeyi gtz ardi edecegiz. Yildizin dénme ekseni etrafinda tim

derinliklerde esit bir acisal hizla déniyor oldugunu varsayacagiz.
2.4 Eylemsizlik Momenti Ve Gravitasyonel Moment J,

Yildiz sistemine ait temel parametreleri hesaplarken yildizin geometrik seklini tam bir
kiire olarak kabul ettik. Su ana dek literatlirde var olan temel parametreler
hesaplanirken eliptik koordinatlarda yapilacak hesaplamalarin zorlugundan 6tiri bu

¢alismada da oldugu gibi yildizin geometrik sekli kiiresel kabul edilerek hesaplanmustir.

Bizim bu calismadaki amacimiz kiresel koordinatlar kullanilarak hesaplanan bu
parametreler ile J, gravitasyonel momentini hesaplayabilmektir. Clinki J, parametresi

bize yildizin temel fiziksel parametreleri ve gercek sekli hakkinda bilgi verir.

Yildizi boslukta tek bir kitle olarak kabul edersek (etrafinda baska bir kitleden
kaynaklanan gravitasyon cekimi yokken) gravitasyon potansiyeli V' Laplace esitligini

saglayacaktir.

V2V =0 (2.31)
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Yildizin merkezde oldugu kiresel koordinat sistemini kullanirsak Laplace denkleminin

genel ¢6ziminU asagidaki gibi yazabiliriz;

1+1
V= 2280 Ym=0 [%] (cimcosme + sy, sinme)P™ (cosB) (2.32)

Burada P Assosiye Legendre Polinomlarini ifade eder. Sinlisli ve cosinisli ifadeler ise
genellikle Y}, seklinde ifade edilen kiiresel harmoniklerdir. C ve S’ ler ise kiresel
harmonik katsayilari olarak bilinir. Yildizi hidrostatik dengede dénmekte olan akiskan
bir sistem olarak ele aldigimizdan, potansiyelin asimetrik olmasi gerektigini varsayariz.
Bu varsayim yalnizca m = Oterimlerinin izinli olmasi demektir. Ve kiresel simetri
altinda [ lerin yalnizca ¢ift degerleri izinlidir. Bu durumda ifadeyi asagidaki gibi

yazabiliriz.

21
v==2 [1 — Liz1Ja [%] Pzz(cost9)] (2.33)

P bildigimiz gibi legendre polinomlaridir. J ler ise gravitasyon momentleridir.

Gravitasyon potansiyelini genel olarak asagidaki gibi ifade ederiz;

SN 1N 3.0
V() = G% (2.34)

r—r

Gravitasyonun lineer oldugundan siiper pozisyon ilkesine goére |7 —7'| ifadesini

asagidaki gibi Gretme fonksiyonu cinsinden yazalim;

1

|7#—7"

1
= X205 Picos (¥) (235)

y , 7 ve 7' arasindaki a¢l olmak lzere;

(1-m)!
(1+m)!

P(cosy) = Xhioo P™(0) P"(8") cos[m(¢p — ¢")] (2.36)
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J21 lart Gretmek igin yalnizca m = 0 terimlerini alacagiz. O zaman bu ifade asagidaki

ifadeye indirgenir;
P,(cosy) = P;(cos@)P;(cosB’) + m = 0 terimleri (2.37)

daha sonra buldugumuz bu ifadeleri yerlerine koyarak J,;terimleri igin asagidaki ifadeyi

elde edebiliriz;

1
Ma?2!

Joar = == [ "% Py (cos®)p(r')d> 1’ (2.38)

J, ifadelerinin gravitasyon momentleri oldugunu séylemistik. Daha sonra P,(cos@) =

(3cos26 — 1) /2 ifadesini hatirlayarak;
2 3.2_ 1.2 2 2 3
Ma*“j, = —f[zz —E(x +y“+z )]p(r)d r (2.39)

ifadesini turetebiliriz. x,y ve z kartezyen koordinatlar ve z dénme ekseni olmak lizere

eksenlere gére eylemsizlik momentleri asagidaki gibi yazilabilir;
C=[(x*+y*)prd’r,
A= [(@+y)pr)dr,
B=[(x*+z)pr)d3r (2.40)

Bu ifadeleri denklem (2.39) da yerlerine koyarsak a = R olmak Uzere;
1
Ma?], = C — S(A+B) (2.41)

Yildizin bizim kabul ettigimiz geometrik seklinde yalnizca ekvatoral ve polar yaricaplar

mevcut oldugundan A=B kabuli yapilabilir. O halde;
Ma?],=C—A (2.42)

Yukaridaki ifadeden de goérebilecegimiz gibi J, ifadesi polar ve ekvatoral eylemsizlik

momentlerinin farki ile ilintilidir. Biz galismamizda J, ifadesini hesaplamak icin polar ve
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ekvatoral eylemsizlik momentlerini teker teker hesaplayarak bu farki elde edecegiz. Bu
eylemsizlik momentlerini hesaplayabilmek igin bir kiirenin eksenlerine gore eylemsizlik

momentlerinin kiresel koordinatlarda nasil hesaplandigina bakalim.

Kirenin d kalinhginda bir hacmi igin r yaricap ve m kitle olmak tzere birim eylemsizlik

momenti ;
dl = r*’dm=r?p(r)dV (2.43)

olarak yazilabilir ve dV = r2sinfdrdfd¢ ve r = r?sin (r nin referans noktasina dik

uzakligi) olmak lzere;
I = fozn Jy fORp(T)(TSinH)ZTZ sinfdrdfdg¢ (2.44)

| =21 fon sin® 6do fOR rtp(r)dr (2.45)

Ve son olarak eylemsizlik momenti I asagidaki gibi yazilir;

_8_ (R _4
[ = gﬂfo r* p(r)dr (2.46)
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BOLUM 3

GUNES iCIN HESAPLAMALAR

Simdiye dek yildizlarin temel fiziksel parametrelerine ulasmak igin kullanacagimiz
formulleri ve bu formiillere nasil ulastigimizi anlattik. Bu g¢alismanin amaci basikhg
interferometrik olarak gézlemlenebilmis yildizlarin bazi temel fiziksel parametrelerini
ve J, gravitasyonel momentlerini ulagilan bu formdller kullanilarak hesap etmektir.
Gahsmamizda ele alinan vyildizlar igin J, degerleri literatirde bulunmamaktadir.
Hesaplamalarimiza calismamiza referans olmasi agisindan ve literatiirde halihazirda
hesaplanmis verileri mevcut oldugundan bize karsilastirma imkani sunacagi igin
glinesten baslayacagiz. Modelimizi uygulamak icin glines de dahil olmak Uzere
uygulamaya alinan yildizlar i¢in R ortalama yarigap, R, ekvatoral yaricap ve R, polar
yaricap ve M kiitle degerleri literatlrden alinacaktir. Literatlirden alinarak kullanilacak

bu veriler tablo halinde referanslari ile birlikte B6lim 4 de tablo halinde sunulacaktir.

Modelimizi uygulama p(r) yogunluk dagihmi ifadesine ulasmak ile baslayacagiz. Bu
ifade Denklem (2.16) ile verilmisti. Dagilmi tlretmek icin 6ncelikle a uzunluk
parametresini hesaplamamiz gerekiyor. Bolim 2.2 de ayrintili olarak tiiretilen Denklem
(2.29) da literatirden aldigimiz R vyaricap ifadesini yerine koyarak, a uzunluk
parametresine ulasabiliriz.  Yogunluk dagilimini  belirlemek icin a uzunluk
parametresinden baska bir de p. merkezi yogunluk degerine ihtiyacimiz var. Denklem
(2.20) de merkezi yogunluk p. ve ortalama yogunluk p arasindaki bagintiyr vermistik.

Ortalama yogunluk p yu literatiirden aldigimiz M kitle ve R yaricap degerlerini

kullanarak p = M/gnR3 formuilinden hesaplayabiliriz. Buludugumuz a degerini de
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Denklem (2.20) de yerine koydugumuzda, p. merkezi yogunluk degerine ulasiriz. Artik
glinesin yarigapa gore yogunluk dagilimi ifadesini tiretebiliyoruz. Bu noktada artik J,
degerine ulasmak icin gereken A ekvatoral eylemsizlik momenti ve C polar eylemsizlik
momentini hesaplayacagiz. p(r) yogunluk dagilimina sahip kiresel bir sistem igin
eylemsizlik momentini veren formuli Denklem (2.46) da vermistik. Buldugumuz p(r)
yogunluk dagilimini ve literatirden aldigimiz  yogunluk dagilimini ve literatirden
aldigimiz R, ekvatoral yarigap ve R,,,; polar yarigap degerlerini formilde yerlestirerek
A ve C eylemsizlik momentlerine ulasiriz. Son olarak buldugumuz bu degerleri Denklem
(2.42) de yerine koyarak J, gravitasyonel momentine ulasiriz. Tim bu hesaplamalar
literatirde R., ekvatoral yaricap ve R,, polar yaricap degerleri interferometri ile
Olglilmus diger glines benzeri hizlh dénen vyildizlara da yukarida anlatilan sira ile
uygulanmistir. Glines igin ve diger yildizlar igin hesaplanan tim parametreler Bolim 4

de tablolar halinde sunulmustur.
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BOLUM 4

SONUCLAR ve TARTISMA

Calismamizda anlatilan model basikligi interferometri ile gézlenebilmis Gilines de dahil

olmak Uzere yedi yildiza uygulanmis ve bu yildizlar igin J, degerleri hesaplanmistir.

Hesaplamalarin sonuglari asagida tablo halinde sunulmustur. Glines disindaki yildizlar

icin bu benzer bir calisma literatiirde yalnizca Damiani, C. ve arkadaslari (Damiani et al.,

2009- From Solar to Stellar Oblateness) tarafindan 2009 yilinda gergeklestirilmistir.

Tabloda glines disindaki yildizlar igin sunulan verilen literatiirde ikinci kez bu ¢alismada

hesaplanmistir.

Cizelge 4.1 Literatirden alinan temel parametreler

M (kg) Req(cm) Rpol Referans
Giines 1,989 x 1033 69599175600 69598438600
Alderamin (A7 1V-V) 3,978 x 1033 19647600000 15137700000 | van Belle et al., 2006
Altair (A7 IV-V) 3,5802 x 1033 13328100000 11699500000 | van Belle et al., 2001
Archernar (B3 Vpe) 1.20732 x 1034 83518100000 53590800000 | de Souza et al., 2008
Rasalhague (A5 I1) 5,967 x 1033 19981700000 16634000000 | Zhao et al., 2007
v Cygni (B2 V) 1,35451 x 1034 | 32154500000 27352200000 | Neiner et al., 2005
Regulus (B7 V) 6,7626 x 1033 28952900000 21853900000 McAlister et al., 2005
Vega (AOV) 4,58067 x 1033 | 199819448400 | 16038400000 | Peterson et al., 2006
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Cizelge 4.2 Bu galismada hesaplanan parametreler

A (gr/cm’) C (gr/cm’)
Ekvatoral Eylemsizlik Momenti Polar Eylemsizlik Momenti )2
Giines 6,0613 x 1052 6,0610 x 1053 —3,33x 1077
Alderamin (A7 IV-V) | 1,1670 x 105* 5,6840 x 10°3 —5,52 % 1073
Altair (A7 IV-V) 5,1925 x 10°3 2,7063 x 10°3 —4,65 x 1073
Archernar (B3 Vpe) 1.3007 x 10°° 1.4149 x 10°° —2,49 x 1072
Rasalhague (A5 I1) 2,1628 x 1054 8,6467 x 10°3 —6,96 x 1073
v Cygni (B2 V) 1,2175 x 10°° 5,4231 x 1054 —5,98 x 1073
Regulus (B7 V) 6,2598 x 10°* 1,5337 x 1054 —1,21 x 1072
Vega (A0OV) 1,1506 x 1054 3,8332 x 1053 —0,41 x 1072

Biz bu hesaplamalari yaparken yildizin diferansiyel donmesini dikkate almadik. Daha
kesin sonuglar elde etmek igin yildizin diferansiyel donmesi ve gravitasyonel
potansiyelinin bu dénmenin bicimine gore dagihmi ilerki asamada bu modele dahil
edilebilir. Ayrica her ne kadar J, parametresi bizi yildizin ellipsoidal sekline gétirse de,
eylemsizlik momentleri hesaplanirken kiiresel simetri kullaniimistir. Daha gelismis bir
modelde yildizin gercek sekli olan ellipsoid dikkate alinarak hesaplamalar yapilir ise

daha gergekgi J, degerleri elde edilebilir.

Bu galismada yildizin temel fiziksel parametrelerini kullanarak J, parametresine ulastik.
Daha ileriki bir calismada amag yalnizca yildizin gézlemlenebilir geometrisinden temel
fiziksel parametrelerine ulasmak olabilir. Yani modellemenin tersine de uygulanabiliyor
olmasini saglamak, giinimizde hizla gelisen interferometrik teknikler ile gbzlenebilen
geometrinin bizi tek bir modele bagh kalmadan yildiza 6zel fiziksel parametrelere

gotlirebilir.
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