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OZET

Bu calismada son giinlerde gelisme gosteren 3+1 boyutlu integre edilebilir bi-Hamiltonyen
sistemler calisilmistir. Genel olarak bir bagimli degisken ile x, y, z ve t seklinde dort bagimsiz
degiskenden olusan ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemler ele alinacaktir.
Reel dort boyutta Oklid veya ultra-hiperbolik imzada (signature) “(anti)-self-dual gravity”
iceren Kompleks Monge-Ampere denklemi, bu denklemlere bir 6rnek olusturmaktadir.
Kompleks Monge-Ampere denkleminin, reel birinci mertebeden 2-bilesenli formda
tanimlandiginda bi-Hamiltonyen yapiya sahip oldugu gosterilmistir. Boylece Kompleks
Monge-Ampere denklem sistemi, Magri teoremine gore dort boyutta tamamen integre
edilebilir bir sistemdir. Birinci Hamiltonyen ve simplektik yapiy1 elde etmek i¢in Dirac’in bag
teorisi 2-bilisenli sistem i¢in tamimlanan yeni Lagranjyen’e uygulanarak elde edilmistir.
Sistemin Frechet tiirevini elde etmek icin sadece bagimli degiskenleri iceren Lie grup
doniisiimiine, integre edilebilirlik sarti (compatibility) uygulanmistir. Tekrarlama operatorii ve
Frechet tiirevi komiitatoriiniin, sistemi yeniden olusturdugu i¢in Olver-Ibragimov-Shabat tipi
Lax cifti olusturduklar1 gosterilmistir. Daha sonra tekrarlama operatorii inga edilmis ve
sistemin ikinci Hamiltonyen yapisi, tekrarlama operatoriiniin birinci Hamiltonyen operatoriine
uygulanmasiyla elde edilmistir. Son olarak Hamiltonyen operatorleri i¢in Jacobi 6zdesligi,
Olver’in yontemi kullanilarak kanitlanmistir. Boylece Magri teoremine gore reel dort boyutta
“self-dual gravity” nin tamamen integre edilebilir oldugu sonucuna varilabilmistir.
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ABSTRACT

In this work we study 3+1 dimensional bi-Hamiltonian integrable systems which are
developed considerably in recent years. In general we are interested in nonlinear second order
differential equations with one dependent variable and four independent variables x, y, z and .
One of the examples of these equations is the Complex Monge-Ampere equation which
governs the (anti)-self-dual gravity in the real four-dimensional space with either Euclidean or
ultra-hyperbolic signature. It is shown that Complex Monge-Ampere equation when set in a
real first-order 2-component form admits a bi-Hamiltonian structure. Therefore by Magri’s
theorem this is proven to be a completely integrable system in four dimensions. For a 2-
component system a new Lagrangian is introduced and Dirac’s constraint theory is applied to
obtain the symplectic and first Hamiltonian structure. In order to get Frechet derivative of the
system the compatibility condition is applied to the Lie group transformation which is only
considered for a dependent variable. It is also shown that the commutator of the recursion
operator and Frechet derivative reproduce the system and therefore form a Lax pair Olver-
Ibragimov-Shabat type. Then the real Recursion operator is constructed and the second
Hamiltonian structure for this system is obtained by applying the recursion operator on the
first Hamiltonian operator. Finally Jacobi identity for Hamiltonian structure is proven by
using Olver’s method. Therefore we conclude that self-dual gravity is completely integrable
in four real dimensions by Margi’s theorem.
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1. GIRIS

Integre edilebilir Hamiltonyen sistemler iizerine otuz yil1 askin siiredir yapilan calismalar, 1+1
boyutta cok sayida 6rnegin literatiire girmesini saglamistir. Bu denklemlerin en 6nemlisi ve
en cok bilineni Korteweg-de Vries (KdV) denklemidir. Ilk defa Gardner (1971) KdV
denkleminin tamamen integre edilebilir Hamilton bir sistem olugunu gostermis ve bu fikir
daha sonra Zakharov ve Fadeev (1971) tarafindan gelistirilmistir. Genel olarak degisim
denklemlerin deki Hamilton sistem kavrami ilk defa Magri (1978), Manin (1979) ve
Kupeshmidt’in (1980) calismalarinda goriilmektedir. Jacobi 6zdesliginin hesaplamasindaki
basitlestirilmis teknikler dahil olmak iizere, ileriki gelismeler Gelfand-Dorfman (1979), Olver
(1980) ve Kosmann-Schwarzbach’in (1981) calismalarinda goriilmektedir. Magri’nin (1980)
temel teoremi ile Hamilton sistemler icin, ilk defa KdV ve diger denklemler icin ikinci

Hamilton yapi elde edilebilmistir.

Uzun wyillardir 2+1 ve 341 boyutta integre edilebilir sistemlerle ilgili az Ornege
rastlanmaktadir. Literatiirdeki baslica ornekler; Kadomtesev-Petviashvili (1970), Davey-
Stewartson (1974), Ishimori (1984) ve “self-dual”-Yang Mills (1977) denklemleridir. Bu
nedenle 3-boyutlu ve ozellikle 4-boyutlu integre edilebilir sistemler giincelligini korudugu
icin olduk¢a onemlidir. Son yillarda Neyzi, Nutku ve Sheftel (Neyzi vd., 2005); “Plebanski
second heavenly” denklemi iki bilesenli formda yazildig1 zaman, 3+1 boyutta bi-Hamiltonyen
bir sistem oldugunu kesfettiler. Bu ¢calismay1 takiben Kompleks Monge-Ampere denkleminin
reel 3+1 boyutlu tamamen integre edilebilir bi-Hamiltonyen bir sistem oldugu Magri teoremi
ile elde edilmistir (Nutku vd., 2008). Ayrica “Plebanski second heavenly” denkleminin
simetrileri kullanilarak, 241 boyuta indirgendiginde bu denkleminde tamamen integre

edilebilir Hamilton bir sistem oldugunu gostermislerdir (Yazici ve Sheftel, 2007).

Cok yeni yapilan bir calismada Sheftel ve Malykh (2009), ortak simetri iceren ikinci
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin genel bir simiflandirmasim elde
etmiglerdir. Genel durumdan yapilan kanonik doniisiimlerle, bilinen birinci ve ikinci
Plebanski denklemleri ve bunlara ek olarak “mixed heaveanly” ve “asyymetric heavenly”
olarak adlandirdiklar1 3+1 boyutlu denklemler tiiretilmistir. Mixed heavenly denkleminin,
Husain (Husain, 1994) denklemiyle Legendre doniisiimleri ile baglantili oldu goriilmiistiir.
Her iki denklemde Magri teoremine gore tamamen integre edilebilen bi-Hamilton sistemler
oldugu gosterilmistir (Sheftel ve Yazici, 2009). Asymmetric heavenly denklemi ve genel
durum i¢in bi-Hamilton yapinin elde edilmesi giinceligini koruyan ve devam eden caligmalari

icermektedir.



Bu calismada son yillarda gelisme gosteren, 3+1 boyutlu integre edilebilir sistemlerin Magri
teoremine gore integre edilebilirligi incelenecektir. 1. Boliimde calismanin icerigi ve
literatiirdeki calismalar incelenmistir. 2. Boliimde alt yapiyr olusturmak i¢in, 1+1 boyutta
integre edilebilir sitemler i¢in test denklemi olarak kabul edilen KdV denkleminin integre
edilebilirligi dort farkli yontemle ele alinmistir. 3. Boliimde yeni caligmalardan biri olan
Kompleks Monge-Ampere denkleminin reel 3+1 boyutta Magri teoremine gore tamamen
integre edilebilen bi-Hamiltonyen sistem oldugu ayrith bir sekilde gosterilmistir. 4. Boliimde
ise bi-Hamiltonyen sistemi olusturan Hamiltonyen operatorlerinin mutlaka saglamasi gereken
kistaslardan biri olan Jacobi 6zdesliginin saglandigi P. Olver’in (1986) metodu kullanilarak

gosterilmistir.



2. INTEGRE EDILEBILIiR SISTEMLER VE YONTEMLERI

Integre edilebilirlik teriminin genis kapsamli bir tanimini yapmak zordur. Daha dogrusu bu
terim; integre edilebilir sistemlerin baz1 anlamlarda tamamen coziilebilir ve tiim baslangic
durumlart i¢in diizenli ¢oziimleri ortaya koyabildigine dair inamiglara tekabiil eden cesitli
sezgisel kavramlara cagrisim yapar. Karsit olarak integre edilemez terimi genellikle sistem
tamamen c¢oziilemez veya c¢oziimii diizensiz bir bi¢cimde davranabilir bir sekilde ifade
edilebilir. Yani ¢oziilebilirlik ve integre edilebilirlik farkli kavramlardir. Bu nedenle karsimiza
cikan bir problemin direk ¢Oziimiinii arastirmak yerine integre edilip edilemeyecegini

arastirmak daha onceliklidir (Zakharov, 1991).

Dogadaki bircok olayin anlasilmasi i¢in yapilan modeller lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemler icerirler. Bu nedenle integre edilebilir sistemler veya klasik lineer
olmayan diferansiyel denklemler teorisi, modern matematiksel fizigin gelisen giincel konusu
haline gelmistir. Fizigin bir¢ok dalinda 6rnegin; lineer olmayan optik, hidrodinamik, katihal
fizigi, plazma fizigi ve yiiksek enerji fizigi gibi genis bir alandaki fiziksel olaylarin
incelenmesinde lineer olmayan sistemler karsimiza cikmaktadir. Bu nedenle bu sistemlerin
tamamen integre edilebilirligi fizik¢iler ve matematik¢ilerin  bir c¢alisma alanini

olusturmaktadir.

Bu boliimde literatiirde en cok bilinen ve bir test denklemi haline gelen 1+1 boyutlu
Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin integre edilebilirligi ayrintili olarak incelenecektir.
KdV denklemi, Korteweg ve Ogrencisi de Vries tarafindan si1g suda uzun dalga yayilimini
tanimlamak i¢in tiiretilmistir (Korteweg ve de Vries, 1895). KdV denkleminin tamamen
coziilebilirligi, denklemin sirasiyla; sonsuz sayida korunan biiyiikliige sahip olmasi, Lax
ciftinin olmas1 (Lax, 1968), AKNS metodunu saglamasi (Ablowitz vd., 1973), bi-

Hamiltonyen yapiya sahip olmasi ve diiz uzay sart1 yontemleri ile gosterilecektir.

KdV denklemi, 1+1 boyutta basit lineer olmayan bir dispersif dalga denklemidir ve modern

versiyonu,
u, =au,,, +buu,
seklindedir ve 6zel olarak a =b =1 secildigi zaman,

Uy =U . TUU, 2.1



seklini alir. Denklemdeki ¢ ve x alt indisleri, sirasiyla 82 ve ai kismi tiirevlerini ifade
t X

etmekte olup, burada ve bundan sonraki gosterimlerde bu sekilde kullanilacaktir. (2.1)

denklemin ¢6ziimii,

u= 3sech2\/§(x+ct) (2.2)

seklinde ¢ hizi ile ilerleyen bir dalgayr tanimlamaktadir. Bu dalgalara soliton ve bu tiir
coziimlere de soliton ¢oziimler ad1 verilmektedir. Tek basina hareket eden ve birbirleriyle
carpistiktan sonra, carpisma Oncesinde sahip olduklart sekil ve hizlarin1 koruyan dalgalarin
parcacik benzeri dogalari, Zabusky ve Kruskal’in bu gibi dalgalart soliton olarak

adlandirmalarina sebep olmustur (Zabusky ve Kruskal, 1965).

2.1 KdV Denkleminin integre Edilebilirligi

2.1.1 Korunan Biiyiikliikler

Q[u], korunan bir biiyiikliik olmak iizere, genel olarak;
d
%={Q[u]ﬂ}=0 (2.3)

esitligini saglamaktadir. Ayrica,

Olu]= Tp[(u,x)]dx (2.4)

seklinde yazildiginda ve (2.4) denkleminin t’ye gore tiirevi alindiginda,

oo

d?h[u] ] dp[b;(tx,t)]dx o 2.5)

—00

elde edilir. J [u] aki yogunlugu olmak iizere, (2.5) denklemi siireklilik denklemi olarak,

oplu] , 7] _ 2.6)

ot o0x

seklinde yazilabilir. (2.6) denklemi goz oniine alinarak, (2.1) denklemi (KdV denklemi),



ou o1 , du
o2 = 2.7
o ax(z”‘ +8x2j @D

seklinde yazilabilir. (2.6) ve (2.7) karsilasilastirildiginda,

polul=u (2.82)
o= —(1u2 +a—”2‘] (2.8b)
2 ox

denklemleri elde edilir. Ayrica,

~+oo

+o0
Qo =Ho = | poluldr= [ulx.1)dx (2.9)

—oc0 —o0

oldugundan dolayr H,, KdV denklemi i¢in birinci hareket sabiti olmaktadir. Benzer sekilde

ikinci hareket sabitini bulmak icin KdV denklemi,

(1 ,)_ a1l 5 1(ou) 3%
| = =—| U ——| — — 2.10
at(zu j ax{:Su 2[axj +uax2 ( )
seklinde yazilarak,
1 5
pl[”]ZEM (2.11a.)
1 3 1(0du > %
Jy=—= —| = — 2.11b
1 =—qu +2(axj +u8x2 ( )

denklemleri ve ikinci hareket sabiti olan H,
1 2
H, = Ej(u(x,t)) dx (2.12)

elde edilir. Withen, Kruskal ve Zabusky'nin bulduklar1 ii¢ taneye ek olarak Miura ve
arkadaslar1 bes tane daha korunan biiyiikliikk bulmuslardir (Miura vd., 1968). Bunlarin disida

kalan biiyiikliikleri insa edebilmek i¢in,
u(x,t) =v2(x,0) +iN6v, (x,1) (2.13)

denklemi ile verilen Miura doniisiimiinden yararlanilir (Miura, 1968). Bu doniisiim,



V=V VI, (2.14)

ile verilen modifiye KdV (mKdV) denkleminin ¢6ziimlerini, KdV denkleminin ¢oziimlerine

tasimaktadir. mKdV denklemi,

e 6

3 3
=1, X xt——t . u—ut+—— , vy X2
2¢? 26 Jo oo 2¢

ile verilen Galilean doniisiimleri altinda degismez (invariant) degildir. mKdV denklemi
Galilean doniisiimii altinda,
2

v, =vxxx+vvx+%v2vx (2.16)

seklini alir. Bu denklemin ¢6ziimii, KdV denkleminin ¢oziimiine, (2.16) denkleminin v’ nin u

cinsinden seri agilimi,

82
uz?v2+v+i8vx (2.17)

ile verilen Gardner doniisiimii ile tasinmaktadir. (2.13) ve (2.17) denklemleri Galilean
doniistimleri ile birbirlerine baglanmaktadirlar. (2.16) denklemi genel bir denklem olup,

£=0 icin KdV denklemini ve & — o giderken v %iv doniisimii alinda mKdV

J6

denklemini vermektedir. (2.16) denklemi siireklilik denklemi formunda,

2

0 1 £
v, :g(vxx +5v2 +§sz (2.18)

seklinde yazilabilir. Burada v(x,) yogunluk ve J-v(x,t)dt integrali de Gardner denkleminin

korunan biiyiikliigii olmak iizere,

4 vl =0 (2.19)
dt

ile ifade edilir. (2.17) denklemini,

y= ie”hn [u] (2.20)
=0

seklinde, v’yi u cinsinden seriye acarak,



[vidt = ie”jhn [uJix 2.21)
n=0

seklinde yazilabilir. (2.21) denkleminde &, [u] terimleri KdV denklemi icin korunan

biiyiikliikleri vermektedir, ¢iinkii € ’un her kuvveti i¢cin bagimsiz olarak siireklilik denklemi
saglanmaktadir. Boylece sonsuz tane korunan biiyiikliik elde edilir. Korunan biiyiikliiklerin
toplam tiirev olmamas1 gerekmektedir, ciinkii toplam tiirev iceren korunan biiytikliikler

onemsizdir. Boylece Gardner doniisiimii (2.20)’de yerine konularak toplam tiirev icermeyen

terimler,
h +iah—1+ln§_2h h,=0 (2.22)
n n-m-2"m— .

X 6m=0

ile verilen tekrarlama bagintisiyla elde edilirler. n >0 degerleri i¢in; Ay =h_, =0 ve hy =0

olmak iizere, (2.28) denkleminden,

hy =—iu, (2.23a)
I 5

hzz—gu —u, (2.23b)
91 ,

My =i—| — 2.23¢

3 lax(3u uxxj ( )

h —l(lu3—lu2j+i(lu2+u j (2.23d)

4736 27 ) a2 2 o ’

seklinde sonsuz sayida h elde edilir. Goriildiigi gibi n’nin tek degerleri toplam tiirev ve

sanaldir. n . korunan yogunlugu,

P =3(=1)"hy, (2.24)
seklinde tanimlanarak, n. korunan biiyiikliik;

H, =3(=1)" [ hy,dx (2.25)

ile verilir. Boylece olusan ilk ii¢ korunan biiyiikliikler,



Hy =3[ udx (2.26a)

1
Hy=- [udx (2.26b)

H, = j(lbﬁ —luﬁjdx (2.26¢)

ile verilir. Burada H; ve H, KdV denkleminin siras1 ile birinci ve ikinci Hamiltonyen

biiyiikliikleridir. Integre edilebilirlik sarti,

{1,H,} ={H,.H,}, =0 (2.27)

ile verilir. Burada {,} Poisson parantezi ve S fonksiyonel tiirev olmak iizere, birinci

Hamiltonyen operatorii J; i¢in

oH OoH
H, H,§ =|d—"50d,—"~ 2.28
{ n }1 .[ x&z(x) &/l(x) ( )
ve ikinci Hamiltonyen operatorii J, igin,

oH 2 1 OoH
H, H,j =|d -0,/ 95 =0, 9, )olx— = 2.29
{11}y = [ 50,933 B =) | T 229)

seklinde verilir.

2.1.2 Lax Cifti
Lineer olmayan degisim denklemlerini lineer operatorlerle iligkilendiren bir yontem 1968
yilinda Peter D. Lax tarafindan gelistirilmistir. K [u] ;

Klu]=Fluu,u,,..] (2.30)

seklinde u ve u’nun tiirevlerinin bir fonksiyonu olmak iizere, u =u(x,7) fonksiyonunun

zamanla degisimi,

ou
g—ut —K[u] (2.31)



seklinde tanimlansin. Burada amag, (2.31) denklemini saglayan ve iiniter kalan kendine es

operatorler bulmaktir. Yani (2.31) denkleminin integre edilebilirliginin test edilmesine

yarayacak operatorler bulabilmektir. Bunun i¢in L(t)T = L(r) hermitsel operatérii ele almarak,

t =0 daki doniistimii;
Uy L (e)=u() o

T

seklinde yapilir. Burada U 1=yT tniter bir operator ve A anti-hermitsel (AJF =—A) bir

operator olmak iizere,

U, =AU (2.33)

t

seklinde ifade edilen diferansiyel denklemini saglamaktadir. (2.33) denkleminin her iki

tarafinin #’ye gore tiirevi alindiginda,
) v+v'Lu+vLu, =0 (2.34)

elde edilir. U(¢) iiniter oldugundan U t (t1)U(t)=1 denklemini saglar. Bu denklemin ' ye gore

tirevi alindiginda,

Ulu+u'u, =0 (2.35)
seklinde bulunur ve (2.34) denkleminde yerine konuldugunda,

~-v'vu'Lu+uT'Lu+U LU, =0 (2.36)
olarak elde edilir. Her iki taraf soldan U , sagdan U ~1ile carpildiginda,

~v,Uu'L+uT'L +LuuT =0 (2.37)
elde edilir. Burada da U(r)= AU ifadesi yerine yazildiginda,

L =AL-LA=[AL] (2.38)

denklemi elde edilir. (2.38) denklemine Lax denklemi, L ve A operatorlerine de Lax cifti

denir.

L(t) operatdriiniin 6zdeger problemini,

Ly =-Alt)y (2.39)
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t sadece bir parametre ve A zamandan bagimsiz olmak iizere (Dirac, 1958); her iki tarafin ¢

parametresine gore tiirevi alindiginda,

Ly+Ly, =-Ay— Ay, (2.40)
bulunur. L, = AL—- LA (2.40)’da yerine konuldugunda,

AL-LAy + Ly, =-Ay - Ay, (2.41)
denklemi elde edilir. Burada w(r) iiniter olarak #=0’daki degerine bagli, yani,

y(1)=U(t)p(0) (2.42)

WO U 0)= AWy 0)= Al o) @43)

esitligi elde edilerek, bu deger yerine yazildiginda,
ALy =-Ay - Ay (2.44)

seklinde elde edilen denklemde Ly =-Awy degeri de yerine yazilip ve ¥ #0 oldugu

gozoniinde bulunduruldugunda A, =0 elde edilir.

KdV denkleminin Lax ¢iftini elde etmek i¢in

i+lu v =—Ay (2.45)
ox> 6 '
ile verilen Schrodinger denklemini kullanabiliriz. Burada u KdV denkleminin bir ¢oziimii
olmak {iizere Schrodinger esitliginin Ozdegerlerini etkilemez. Yani 6zdegerler degismez

(invariant) kalir. Boylece,

2
=9 .1, (2.46)
ox> 6
olarak sec¢ildiginde,
1
L =—u, (2.47)

6
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Lax denkleminin sol tarafi olarak elde edilir.

L =AL-LA=[AL]

oldugundan dolayi, bu denklemin sag tarafinin bir c¢arpim icermesi icin Al =-A

9 . . ! }
operatoriiniin  — terimlerini icermesi gerekir. Ayrica ™ =—— oldugundan, A
X X X

operatorii E)i ’in tek kuvvetlerini icermelidir. Dolayisiyla tercih edilebilecek ilk secim,
X

A=— 2.48
» (2.48)

olacaktir. Oyleyse komiitator bagintisindan,

[A.L]= %ux (2.49)

elde edilir ve sonug olarak,
Uy =uy (2.50)

esitligi bulunur. Ayrica a(x,t) belirlenecek bir katsayr olmak iizere, ikinci bir secim olarak,

3
A=aa?+a(x,t)%+%a(x,t) (2.51)

T
aliabilir. Ciinkii (aaij :—aia seklinde anti-hermitsel bir forma sahiptir. Boylece
X X

komiitator bagintisindan,

1 Yo (1 J 1 1
[A,L]z(—4ax+Euxjax—2+(5uxx—4axxja+guxxx+§aux—axxx

denklemi elde edilir. Burada a = %u secilerek ai terimi yok edilebilir ve komiitator
x

bagintisi,
1
[A,L]= a(um +uu,) (2.52)

seklini alir. Buradan da A — 4A doniisiimii yapilarak,
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1
L =[ALl=u, = ﬂ(um +uu,) (2.53)

denklemi, yani KdV denklemi elde edilir. Sonug olarak KdV denklemi,

2% 1

L=—"—-+— 2.54
ox> 6u ( )

ve

A:4£+l(iu+uij (2.55)
oS 2\ ox ox .

ile verilen Lax cifti ile ifade edilebilir. Fakat burada asil nemli olan A operatoriiniin,

o 2k+ k( 921 92i-1 ]

Ay =——+ a; — + —a;
2k+l 4 J N 2j-1 2j-1 "7
ox =l T ox ox (2.56)
seklinde genellestirilerek yiiksek mertebe esitliklerin, yani;
u, = K [u] (2.57)

seklinde KdV hiyerarsisinin elde edilebilir olmasidir. Ornegin k =0 igin dalga denklemi,
k =1 KdV denklemi ve k =3,---,n icin sirasiyla KdV hiyerarsisindeki diger denklemler elde

edilir.

2.1.3 Zakharov-Shabat Formiilasyonu ve AKNS Denklemleri

Zakharov ve Shabat (1968) bugiinkii bilgimizle lineer olmayan integre edilebilir bir model
olan Schrodinger denklemini anlamaya ¢alisirken yeni bir yaklasim gelistirdiler. Daha sonra
bu formiilasyon Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (1973) tarafindan genellestirilerek diger
cesitli integre edilebilir modelleri anlamamizi saglayan, AKNS denklemleri adini verdikleri
denklem sistemini elde etmislerdir. Simdi Lax gosterimi temelli bu AKNS denklemlerini elde

etmek icin bir onceki boliimden 4, = 0 olmak iizere,
Liely(r) = -Ay(r) (2.58)
L, =[A(0).L()] (2.59)

veE
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oy (r)

T Al (1) (2.60)

oldugundan ve Pauli spin matrisleri,

0 1 0 —i 1 0
61:(1 OJ . 0-2 :(l 0] . 63:(0 _IJ (261)

olmak iizere,

_ 0 1
6+:(O-1+162): 0 0
. 0 0
6_—(61—10'2)2( 0
o- :af =0
63221

0103 =101 =—0307¢

0405 =%(1i03)

ozellikleri gbz Oniine alindiginda,

v
= 2.62
v (V’zj (202

seklinde bir siitun matris tanimlanabilir. Bu durumda (2.58) ve (2.61) denklemleri birinci

mertebe matris denklemi olarak,

L) = —Au(t) = i)—f —(go, +ro_ — iAoy )y 2.63)
aygt(t) TAWAIR %_Z/ _(Pos +00, —Ro_ v (2.64)

seklinde ifade edilir. Burada ¢(x,7) ve r(x,r) dinamik biiyiikliikler olmak iizere A spektral

parametresine bagl degillerdir. Ayrica A’da x ve £’den bagimsizdir. P, Q ve R fonksiyon
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katsayilari ise A ya bagli olan ¢(x,7) ve r(x,7) nin fonksiyonelleridir.

(2.63) denkleminde her iki tarafin #’ye, (2.64) denkleminde ise her iki tarafin x’e gore tiirevi

alinir ve elde edilen iki ifade birbirlerine esitlendiginde,

R . =qQ-rP
r, =0, —2rR-2iAQ (2.65)

g, =P +2qR+2IAP

denklemleri elde edilir. (2.65) denklemlerine AKNS denklemleri adi verilir. Bu
denklemlerdeki P, Q ve R, A’ min kuvvet serisine asagidaki gibi agildiginda,

M M M
P=Ya," 0=>b,A" R=>c,A" (2.66)
=0 m=0 m=0

ve bu degerler yerlerine konuldugunda,

q; :bO,x + zan

(2.67)
r, =Cox —2agr
ve tekrarlama bagintilari,
a,,—c,q+b,r=0 m=0
b, .+2ib,  +2a,q=0 mz21 (2.68)
Cppyx —2ic,  —2a,r=0 m21

seklinde elde edilir. Bu asamada a,,= sabit, b,, =0 ve c,, =0 secilmek suretiyle cesitli

¢oziilebilir lineer olmayan denklemler elde edilebilir. Ornegin m=3 icin degisim

denklemleri,
1 ) 1 3
q; :aZ[_EQXX +q2rj|+la3|:_ZQXxx+ECqurj| (26921)

1 1
i 202|:5rxx_qzrj|+ia3|:_zrxxx+%rxqrj| (2.69b)
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olarak bulunur. Burada,

1) ay =0, iaz; =4 ve r =1y (sabit) secilerek (2.69a) denkleminden,

4y = =G +67999 (2.70)

denklemi, yani KdV denklemi elde edilir. Aym sekilde r = ry(sabit) ve r=u segcilerek de
(2.69b)’den yine KdV denklemine ulasilir. Bu iki denklem ¢ = kr doniisiimii ile birbirlerine

doniisebilirler.
i) a, =0, iaz =4 ve r = —%q secilerek (2.69b) denkleminden,

4 =—Gre 470 @2.71)

KdV denklemi elde edilir.

iii) a3 =0, a; =-a, ve r= q* secilerek de (2.69a) denkleminden,

1 x
q, = az[—gqm +4°q } 2.72)
lineer olmayan Schrodinger denklemi elde edilir.

2.1.4 Diiz Uzay Sarti

Bu kismida KdV denkleminin diiz uzay sartin1 saglayan, c¢oziilebilir bir denklem oldugu

gosterilecektir. Bunun i¢in sl(2,R) cebirinde degeri olan 1-form bag fonksiyonu €2,

6 6
Q=e,6, =( 0 ! j (2.73)
62 - 00

seklinde tanimlanabilir. e; (i = 0,1,2) sl(2,R) cebirinin iiretecleri olup,

(10 (0 1y (0 0 .
“Flo -1 Tl o) Tl o (79

seklinde matris gosterimleri vardir. Aralarindaki komiitasyon bagintilar ise,

leg.er]==2¢5, lej.er]=ey. leg.e]=2¢ (2.75)
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ile verilmektedir. €; 1-formise i =0, 1, 2 olmak iizere,
0, = A (t,x, A)dt +r:(t, x, )dx (2.76)

seklinde parametrize edilebilir. Burada integre edilebilirlik sarti egriligin sifir olmasi ile

saglanir. Yani,
dQ+QAQ =0 (2.77)

olmas1 gerekmektedir. Burada ‘A’ dis ¢arpimi gostermektedir. (2.77) denkleminden AKNS
denklemleri elde edilebilmektedir. (2.73) ve (2.76) denklemleri birlestirilip (2.77)

denkleminde yerine yazildiginda,
—e A e, + lei’ej JAjrj =0 (2.79)

denklemleri elde edilir. Boylece (2.75) denkleminde verilen komiitatér bagintilari

kullanilarak,

€ (_ Ayt 1, AL — A )+ €, (_ A +n, 24,1 - 2A1r0)
(2.80)
te,(- A, Hr, + A, +24,5)=0

esitligi elde edilir. Denklemdeki Ay =A, Aj=C, Ay =B ve ry =—id, ry =r, r, = q olarak

secildiginde,

A, =qC—rB (2.81a)
B, +2iAB=¢q, —2qA (2.81a)
C,—2iAC=r+2rA (2.81a)

AKNS denklemleri elde edilir. Boylece AKNS metodunda da gosterildigi gibi KdV
denklemine ulagmak suretiyle, KdV denkleminin integre edilebilirligi, diiz uzay sartimi

saglayarak gosterilmis olur.

2.1.5 Bi-Hamiltonyen Yapi

Su ana kadar KdV denkleminin integre edilebilir lineer olmayan diferansiyel denklem oldugu,

siras1 ile sonsuz korunan biiyiikliiklere sahip olmasi, Lax denklemi, AKNS denklemleri ve
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diiz uzay sarti olmak iizere dort ayri yontemle gosterilmistir. Son olarak KdV denkleminin
integre edilebilirligi farkli bir bakis acgis1 olan, bi-Hamiltonyen sistemini olusturmasi

acisindan ele alinacaktir.

Bir dinamik sistemin Hamiltonyen olabilmesi i¢in, ¢(x,7) ve p(x,r) faz uzaymi olusturan

siras1 ile genellestirilmis koordinat, genellestirilmis momentum ve H Hamiltonyen olmak

tizere hareket denklemleri,

oH
q,={¢.H }:a_
p
(2.82)
oH
p, ={p.H}= =
q

ile verilir. Burada (g, p) dinamik degiskenler olarak adlandirilirlar ve bu degiskenler faz
uzayim tararlar. g = g(q P j) ve hzh(q i P j) dinamik degiskenlere bagli fonksiyonlar

olmak iizere; Poisson parantezi,

dg oh dg Oh
{g.n}= - (2.83)
%“ dg; dp; dp; 9g;

seklinde tanimlanir ve dinamik degiskenler arasindaki Poisson parentezleri,

{qi’qj}:{pi’pj}:()

(2.84)
{q i D }: 517
esitlikleri ile verilirler. Burada J;; Kroniker deltasidir. Sistemin N tane serbestlik derecesi

oldugu kabul edildiginde; i =1,2,---,N olmak {iizere, faz uzayimin 2N tane genellestirilmis

koordinati olur ve k =1,2,---,2N igin,

xk = (C], > pz)
X =4,
Anti = Pi (2.85)

seklinde x; ’lar1 genellestirilmis koordinatlar ve &;, her bir elaman1 NxN blok matris olan

sabit 2Nx2N anti-simetrik matris olmak tiizere,
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0 I
gkl = |:_ J 0:| (286)

Poisson parantezi,

{xi.x t=ey (2.87)

seklini alir. Burada 7 birim matristir. Boylece x = x(xl s X, Xy ) olmak {iizere,

e

axk 1
(2.88)
0A OB
). B} = o 25
xk axl
olur ve Hamiltonyen denklemleri kovariant formda,
oH
X =1 Hi= gy . (2.89)
Xq

seklinde yazilir. Bu kovariant formalizm, Hamiltonyen denklemlerinin benzer bir tanimin

verir ki bu durumda Poisson parantezleri koordinata bagl hale gelir. Yani f K (x) 2-rank

tensOr olmak tizere,

oH
xp={x H}= fkl(x)a—
X
(2.90)
feeax =4 (x)
olur ve genel durumda,
{A(), B(o)} = 241 pia () 2B L) @91
ox;, ox;

seklini alir. Poisson parantezlerinin temel 6zelliklerini korumasi icin f K (x)’nin de bazi

ozelliklere sahip olmasi gerekir. Ornegin,

1) Anti-simetrik olmasi, yani

e, x b=—1x,x ) (2.92)
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olmas ig¢in,

)= (x) (2.93)

olmalidir.

i1) x;’lar faz uzaymda lineer bagimsiz oldugu i¢in, f K tekil olmayan bir matris, yani

f K (x)’in tersi fu (x) olmak iizere,

Fu@) 9 (x)= 4 (x)fu (x) =5 (2.94)
seklinde olmalidir.

iii) Poisson parantezi, Jacobi 6zdesligini saglamalidir.
Lo Lo, B L L i+ gy 2 1= 0 (2.95)

fiy(x) ve f M (x) 2. mertebeden kovariant ve kontravariant tensorler olmak iizere yukaridaki

ozellikleri saglayan bir manifolda, ‘simplektik manifold’ ad1 verilir (Das, 1989). Bu yiizden bir
Hamiltonyen sistemin dinamiklerinin geometrisi de simplektiktir. Simplektik geometri ile

Reiman geometrisi arasindaki farklar sunlardir:
1) Simplektik geometride simetrik metrik yoktur.

ii) Simplektik manifold’ta tanjant uzaymnin simetri grubu simplektik grup iken Reiman

manifold’ta ise tanjant uzaymnin simetri grubu ortagonal gruptur. [,, NxN birim matris

seklinde taniml1 sabit, tekil olmayan, anti-simetrik, blok matris olmak iizere,

J= 0 In 2.96
-1, 0 (290

ve M reel veya kompleks 2Nx2N matris ise,
MTIM =J (2.97)

esitligi saglamyorsa, M matrisine simplektik matris denir. Burada M T Mnin transpozudur.

Matrislerde carpma islemine gore simplektik matrisler bir grup olusturur ve bu gruba
simplektik grup denir. Simplektik manifold’taki metrik tensoriin bilesenleri olarak f;; ve f K

tensorleri diisiiniilebilir ve bunlar simplektik metrik olarak adlandirilirlar.
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Boylece Hamiltonyen denklemleri kontravariant formda,

xtﬂ ={x”,H}={xﬂ,xU}a—h:) (2.98)
X

seklini alirlar. KdV denkleminde oldugu gibi siirekli sistemler de sonsuz sayida serbestlik
derecesi ihtiva ederler. Bu nedenle x*, dinamik biiyiikliik olan u(x,?) ile ve kismi tiirev de
fonksiyonel tiirevle yer degistirmelidir. Boylece (2.98) denklemi;

_OH

2.99
ou(y) (299

u, = {u, H} = [ dyfu(x,u(»)}

seklinde yazilabilir. Genel olarak,

{Alu] Blul}= [ dxdy

Alu] OB[u]
)t 20

denklemi ile verilir. Burada H[u]; u,u ,u ...’ lerin bir fonksiyoneli olmak iizere,

H = j dxH[u] (2.100)

seklindedir ve % Euler tiirevi,

2
M _[0_99 ,9 9 |y (2.101)
ou \du Oxdu, Ox"du,

seklinde tanimlanir. Boylece (2.98) denklemi,
{uo),u(y)}=J180x-y) (2.102)

olmasi durumunda,

oH
u, =J— 2.103
t 5 ( )
seklinde yazilabilir. Burada J, Hamiltonyen operatorii adin1 alir ve Poisson parantezi delta
fonksiyonunun tiirevine esit oldugundan otomatik olarak anti-simetriktir ve Jacobi 6zdesligini

sagladig1 gosterilebilir.

Onceki boliimlerde de ifade edildigi iizere; KAV denklemi, siirekli ve sonsuz sayida bagimsiz

korunan biiyiikliige sahip bir sistemdir ve KdV denklemini veren Hamiltonyen’ler,
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|
lea_.[ou dx (2.104)
ve

T, 1
sz_j (abﬁ—zufjdx (2.105)

seklinde elde edilmis. Dolayisiyla (2.98) denklemi goz Oniine alinarak Hamiltonyen

operatorleri sirasiyla,

J =ax3+§(axu+uax) (2.106)
ve
Jr =9, (2.107)

seklinde elde edilir. J; ve J, nin Hamiltonyen operatorleri olabilmeleri igin, daha Once

belirtildigi gibi sirasiyla anti-simetrik 6zelligini ve Jacobi 6zdesligini saglamalidirlar. KdV

denklemi i¢in bu iki 6zelligin saglanildigr kolaylikla gosterilebilir (Olver, 1986).

Buna bagli olarak J, ve J, icin (2.102) denklemiyle verilen temel Poisson parantezleri,
1
w(),u(} = [af 3@ uag}a(x - ) (2.108)

{u(),u(m}, =9,8(x—y) (2.109)

denklemleri ile verilir. Boylece KdV denklemini veren iki ayr1 Hamiltonyen (bi-Hamiltonyen)

ve Hamiltonyen operatorii vardir.

H, ve H, nin Euler tiirevi,

O,
= 2.110
sulx) " (2.110)
éHz 1 2
S 2.111
aulx) 2t T 11D

olmak iizere,
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R e (2.112)

ile verilen Magri teoremine gore KdV denkleminin tamamen integre edilebilir bi-

Hamiltonyen bir sistem oldugu anlasilir.
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3. 3+1 BOYUTTA INTEGRE EDILEBILIR Bi-HAMILTONYEN SiSTEMLER

Son yillarda, 3+1 boyutta (3 uzay, 1 zaman) integre edilebilir sistemlerle ilgili calismalar
oldukca onem kazanmistir. Ciinkii literatiirde daha once yapilan calismalarda genelde 1+1
boyutta ve az sayida 2+1 boyutta sistemler ele alinmistir. Bu ¢alismada integre edilebilirlik
kosulu Magri teoremi kullanilarak ele alinacaktir. Yani sistemin bi-Hamiltonyen yapiya sahip

olup olmadig1 arastirilacaktir.

Bu béliimde 3+1 boyutlu integre edilebilir sistemlerden biri olan Kompleks Monge-Ampere
(KMA) denklemi ayrintilar1 ile incelenecektir. Monge-Ampere denklemleri genellikle
diferansiyel geometride karsilasilan problemlerde ortaya ¢cikmaktadirlar (6rnegin, Welly ve
Minkovski problemleri). Bu problemler ilk defa 1784’te Gaspard Monge ve daha sonra
1820’de Andre-Marie Ampere tarafindan calisilmistir. Monge-Ampere denklemlerindeki
onemli sonuglar; S. Benstein, A. Pagorelov, C. Fefferman ve L. Nirenberg (Pogorelov vd.,

2001) tarafindan elde edilmistir.

3.1 Kompleks Monge-Ampere (KMA) Denklemi

Kompleks Monge-Ampere denklemi, ‘“self-dual” gravitasyon alanlar iceren Einstein
denklemlerinin indirgenmis skaler degerli bir denklemidir. Bu denklemin Ricci-flat (diiz) ve
Kéhler metrigini sagladigi, Calabi (Calabi ve Eugenio, 1957) tarafindan gosterilmistir. Ricci-
flat metrikleri, vakum Einstein alan denklemlerini ©klid imzada (Euclidean signature)

sagladigindan, KMA denklemi gravitasyonel instantonlar i¢in olduk¢a dnemlidir.

Plebanski’nin meshur makalesi (Plebanski, 1975), “anti-self-dual” Einstein vakum

denklemlerinin kompleks 4-boyutlu Reiman uzayinda

Q Q
det| " P =1 (3.1
Q ar Q gs
ile verilen ve
2 _
ds® =Q . dpdr+Q ,dpds +Q . dgdr + Q , dqds (3.2)

seklinde tanimli 4-boyutlu hyper-Kdhler metrigini saglayan genel KMA denklemine

indirgendigini gostermistir. Burada Q, kompleks degerli bir fonksiyon olup; p, g, r ve s

kompleks degiskenlerine baghdir.
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Bu genel sonuca fiziksel bir anlam verebilmek icin u, reel bir fonksiyon olmak {izere; Q =u

seklinde tanimlanma ihtiyaci dogar. Bununla beraber p = L, q= 22, r=7" ve s=7° ile

£ =71 olmak iizere bagimsiz degiskenler, iki ¢ift kompleks eslenik degiskenlerini olusturur.

Boylece (3.1) ile verilen alan denklemi,
UpTlyy —Uply7 =€ (3.3)
seklini alir (Nutku vd., 2008). Ayni1 sekilde (3.2) denklemiyle verilen metrik de,

ds? = uﬁdzdzl + uﬁdzdzz + uﬁdzzdzl + uﬁdzzdfz 3.4

seklinde degisir. Burada 1, 2 ve 1, 2 indisleri zl, z2 ve bunlarin eslenigi Zl, 22
degiskenlere gore kismi tiirevleri gosterir. Bu tiir metrikler Ricci-flat ve “(anti) self-dual”
egriligine sahiptir.

Denklem (3.3)’de verilen KMA denkleminin Hamiltonyen yapisinin incelenebilmesi igin,
!, 7! ile verilen kompleks eslenik cifti, sirasiyla reel zaman degiskeni ¢ = 2%Rz! ve reel uzay

degiskeni x = 23z ile degistirilmelidir. Bununla beraber ikinci kompleks degisken; Z=w

seklinde yeniden adlandirildiginda (3.3) denklemi,

(utt Uy )ua)ﬁ — Ul —Uxelxap T l(uta)uxﬁ Ul ) =€ (35)

seklini alir. (3.5) denklemi, v=u, seklinde bagimh yardimci degiskeninin tanimlanmasi

halinde; asagidaki gibi, birinci dereceden lineer olmayan, bir ¢ift degisim sistemi formunda

yazilabilir.
u, =v
1 ) 3.6
v, =—u_+—— [vavw ‘tu uo+i(u v, —u ,v,)+ 6‘] (3.6)
ua)ﬁ
_ e 0 o0 o 0 . )
Burada x,f, @ ve @ alt indisleri sirasiyla, — e — kismi tiirevlerine karsilik

o’ dw | ow
gelir. Bundan sonraki biitiin hesaplarda ait indisler, kismi tiirevleri gostermek iizere
kullanilacaktir. Boylece (3.6) denklem sistemi ile birlikte, KMA denkleminin Hamiltonyen
yapisini elde etmek kolaylasir. KMA denkleminin orijinal formu olan (3.3) denklemi icin

Lagranjyen yogunlugu,
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1
L =g[u1u1u2§ FUyzU T —UUZU,T —UpUTU 5 ]+ EU (3.7)

ile verilir (Nutku Y., 2000). Dirac’in bag kosullar1 teorisini uygulayabilmek i¢in, (3.7)’de
verilen Lagranjyen’in uygulanabilir bir formda yazilmasi gerekmektedir. Boylece (3.6)

sistemini veren Lagranjyen,

4z
L= g U, —3v A7) +ua)u5uxx _ux(ua)uxa +u5u)€(0)

(3.8)

+ ut(Zi(uwu)@ —uaum})+ 6vuw5) }+ &u

seklini alir. Lagranjyen’den (3.6) denklem sisteminin elde edildigini, Euler-Lagrange

denklemleri kullanilarak gosterilebilir. Herhagi bir u* icin Euler Lagrange denklemi,

ak -9, ak —9, ak -9, ak —a@ik+a§ik+32m ak +0%a ‘1 +0% 0 ‘z L=0
ou ou, ouy, duy, duy, ouy, ity Uy T

ile tanimlanir. (3.8) denkleminde tanimlanan Lagranjyen’de k =1,2 olmak iizere ul =u ve

u?=v degerlerine karsilik gelmektedir. Boylece u?=v icin

u f(u —v)=0

ve ul =u icin

ViUl TU Uys —VuV, TU U5 iU GV —U ,v,)+E=0

elde edilir ve bu iki denklem asagidaki gibi bir arada yazilarak,

U, =v

1 }
Vp ="l t ~ [Vw"w TUypiyg TGV —UxpVe) T 5]

ww

olusturulan denklemlerin, (3.6) denklem sistemi ile ayni1 denklemler oldugu goriiliir. Buda
(3.8)’de verilen Lagranjyen’in KMA denklem sistemini veren dogru Lagranjyen oldugunu

gosterir.
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3.2 Simplektik ve Hamiltonyen Yapilar

(3.8) denklemiyle verilen Lagranjyen yogunlugunda; u, lineer ve v, olmadigindan, kanonik

momentumlar,
2= )i

u aut 3 w"xw "X ww (393)
7, =L g (3.9b)

v,
. . . o o 9L .
seklinde elde edlir. Lagranjyen yogunlugu dejeneredir, ¢iinkii Hessian 8_2 =0 dir. Baska bir
uy

deyisle, (3.9) denklemlerinden tekrar bir u, ve v, tiiretilemez. Bu da Lagranjyenin dejenere

oldugunu gosterir (Nutku vd., 2008). Boylece Dirac’in bag teorisinin uygulanabilmesi icin

biitiin sartlar saglanmis olur. (3.9) da elde edilen kanonik momentumlara Dirac teorisi

uygulandiginda,

i
é, =71, +§(u5um, Uyl g5 )~ Vil gy =0 (3.10a)
¢, =7, =0 (3.10b)

denklemleri ile verilen bag kosullarina doniisiirler. Bu bag kosullar1 Dirac terminolojisinde

ikinci sinif (second class) bag kosullar1 adini1 alir (Dirac, 1958). Kanonik momentum,
lffi (o, y)u® (', y')]= 5/ 8(x=x)8(y-y)o(z-2); ik=12 (3.11)

seklinde tanimlanan kanonik Poisson parantezlerini saglamalidir. Simplektik yapiy1

olusturmak icin (3.10) denklemleri ile verilen bag kosullarinin Poisson parantezleri,
Ky =10, (v 0.2).0,(v.0/.@)] (3.12)

bagintist ile hesaplanir. Burada K; 2x2 matris formunda olup; i ve k indisleri sirasiyla 1 ve

2 degerlerine karsilik, u ve v degerlerini almaktadirlar. Boylece matrisin birinci elemani

Ky,

K =[,(x0.0)¢, (., @)
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veya
i i ,
Ky = [ﬂu +§(uw“xw — Uit )+ Vit » Ty +§(ua’“x'w’ — U gty )+ v(x )ua)w}
seklinde yazilir. Daha agik olarak,

Ky = [ﬂ-u’ﬂ-u']'i'é[ﬂu ’uﬁ']ux'a)' +§[ﬂ'u ’ux'a)']ui)' _é[ﬂ-u’ua)']ux'ﬁ' _é[ﬂ-u ’ux'i)']ua)’

_V(x’)[ﬂ'u’ua)'ﬁ']_ [ﬂ'u"ﬂ'u]_é[ﬂ'u"uﬁ]uxa) _é[ﬁu"uxa)]uﬁ +§[7[u"ua)]ux5

+ é [7[1/’ Ureo ]ua) + [Eu" Upw }V(x)

seklinde yazildiginda ve K ;’de verilen komiitatorler (3.11) denklemi yardimiyla

hesaplanarak,

Ky = 83— x)5(0- )0 (@@ )+ 6, (1= 115, (0- )6 (@~ D)

iy S = XV (0= D)@ — @)ty 8o~ 26, (0 )@ ~ @)
~ Uy Oy (= x)0 (0~ @) (@~ @)~ u,, 0, (x~x) 4 (0-0)6p (@ - @)
6 (X x)8 5 (- 0)S (@ — D)+ 11,5 (x'=x)5, (-0)S (@ — D)}
()8 (= 26,5 (0 )6, (@ — @) + V(1) (x — 2)6, (0 )6, (@ - @)

seklini alir. Son olarak Kj;; genel bir f (x,w,@) fonksiyonu ile ¢arpilip hacim iizerinden

integre edilerek,

K =(v5 —iux@)Dw+(vw—ium,)D5 +Von (3.13)
olarak bulunur. Benzer sekilde diger matris elemanlar1 da hesaplandiginda,

Ky, ==Ky =-ug,p ve Ky, =0 (3.14)

seklinde elde edilir. Boylece K;;,



K. = (3.15)

) 0

anti-simetrik ve integral icermeyen (local) matris operatorii elde edilir. K;; operatorii, (3.6)
denklemiyle verilen hareket denklemlerinin simplektik yapilarini belirlemek icin olusturulur.

Simplektik 2-form; @ 'nin Q = Iaxixdaxiw' ile tanimlanan hacim integrali yogunlugu olup,
14

wzédui AKdu?; i,j=12 (3.16)

denklemi ile verilir. Burada i ve j; 1’den 2’ye kadar degismekte olup sirasiyla u' =u ve

u?=v degerlerini almaktadirlar ve toplamda Einstein toplama kurali gegerlidir. Boylece

(3.16) denklemi daha acik olarak,
1 . 1 : 1 1
w= 5 (v, —iu )du A du, + 5 (v, +iu, )du A du, — Eumdu Adv+ 5 U, zdv Adu (3.17)

seklinde elde edilir. Simplektik 2-form @ 'nin, kapalilik 6zelligini saglamali yani, dw =0

olmalidir. Boylece (3.17) denkleminden,
do=—idu_ndu, A du

elde edilir. Elde edilen bu denklem toplam tiirevler seklinde yazildiginda,

dow= —é{ [du A dugy A dugy). —du A ditgy A dugs —du Adug, A du g
+|du, Adundug], —duy, Adundug —du, AduAdu g (3.18)

+|du, Adug Aduls —dug Adug Adu—du, Adugg Adu }: 0
oldugu kolayca goriiliir ¢linkii hacim tizerindeki ylizeyde secilecek uygun smr degerleri ile
toplam tiirevli terimler sifir olur.

Kompleks Monge-Ampere denkleminin birinci Hamiltonyen operatorii J,, K;; operatoriiniin

tersine (inverse) esittir. Yani,
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Jo=(K;)™" (3.19)
seklinde ifade edilir. Daha acik olarak,

0 U,z
1 1

Vdet‘KU‘ ~ttyy (g —iug)D, + (v, —itt,,)Dg +v,5 Vdet‘KU‘

seklinde yazilir ve det‘K ij

JO = (K[j)_l =

= ug,a yukarida yerine konularak, ara islemlerden sonra J),

1
0 -
U e
Jo = (3.20)
_ 1 VE) _;MJCE) Da) +Da) VE) _;MJCE) + Va) +;uxa) DCT) +D(7) v(() +;”)C(()
Upom 21/!0)?) Zum Zum Zl/laﬁ)

olarak bulunur. J,’in anti-simetrik oldugu agik¢a goriilmektedir ve (3.18) denkleminden

dw =0 olmas1 ayn1 zamanda J,’1n Jacobi 6zdesligini sagladigin1 da gostermektedir.

(3.8)’de verilen Lagranjyen kullanilarak Hamiltonyen yogunlugu,
2 .

Hy=Ymu —L; =12
i=1

veya
H, =nu,+7,v,—L (3.21)

denklemi ile hesaplanir. Daha once elde edilen 7,, 7, ve L yerlerine yazildiginda H,

1
H, = g [(3V2 - I/t)% )4(05 UGl T U (uﬁuxa) TUylym )]_ &u (3.22)

seklinde elde edilir. H;, KMA denkleminin birinci Hamiltonyen fonksiyonudur. (3.6)
denklemiyle verilen KMA sisteminin Hamiltonyen formu i¢in, birinci Hamiltonyen operatorii

J ile birinci Hamiltonyen yogunlugu H, arasindaki iliski,
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ue) g [l 3.23)
Ve -0 5VH1 (

. i o 0 .
seklinde yazilabilir. Burada J, :5 ve 0, :E, Hamiltonyen yogunluguna uygulanan u ve

v’ye bagh Euler-Lagrange operatorleridir. Bu operatorler I Hdv ile verilen Hamiltonyen

fonksiyonelinin varyasyonel tiirevlerini ifade etmektedirler.

3.3 Reel Degiskenlere Doniistiirme

KMA denkleminde oldugu gibi, Oklid veya hiperbolik (signature) imza da *“(anti)-self-dual
gravity” icerdiginden, teori tekrarlama operatoriinin (R) reel olmasi gerektigini
sinirlamaktadir. Dolayisiyla Hamiltonyen yogunlugu ve Hamiltonyen operatorii, y =2Ra@ ve

z =23 @ doniisiimleri kunlanarak reel degiskenlere doniistiiriilmelidir.

Dolayistyla ilk dnce Hamiltonyen yogunlugu reel degiskenler cinsinden,

H, =é[(3v2 —u%)A(u)—(ui +“22 ot 2ux(uyuxy +u,u,, )]—814
veya kisaltilmis formda,
H, =%[VZA(M)—(M§ +u§)4xx]—eu (3.24)

olarak elde edilir. Burada A(u)=u yy T, kisaltmast kullanarak, terimlerin sadelestirilmesi

saglanmistir. Ayn1 sekilde Hamiltonyen operatorii J,’1n da reel degiskenler cinsinden ifade

edilmesi gerekmektedir. a, b, ¢ ve Q ifadeleri,

a=Au), bzuxy—v C=Vytiy, O=——— (3.25)

z°
seklinde tanimlanmak iizere; J,’1n matris elemanlar1 sirasiyla,

J§l =0
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J(l)zz = = :l
a

21 _ 1 :_l

o= Uow a
ng::%K%;H”JDy+@Z—uwﬁ%}+hbﬁw+”m)+Dz@z_”wﬂ£?
veya

J2 = aiz(ch —bD, )+ (D, - Dzb)ai2

olarak elde edilir ve matris formunda,

0 1
a
Jo = (3.26)

(D, —bD.)+ (D - Dzb)ai2

1
42
seklini alir. Burada D, ve D_; sirasiyla y ve z’ye gore toplam tiirev operatdrlerini gosterir ve

A= Di +D? seklinde ifade edilir, A iki boyutlu Laplace operatorii olarak adlandirilir.

Ayrica (3.25)’de verilen denklemlerde ifade edilen a, b ve ¢ arasinda,
a,=b, +c,, c,—b. =AW) (3.27)

seklinde bir iligki oldugu gosterilebilir. Boylece KMA denkleminin (3.6) ile verilen denklem

sisteminin reel degiskenler cinsinden Hamiltonyen formu,

U; —J 5MH1 _ 1% (3 28)
Vi 0 5VH1 Q_uxx .

ile verilir. Bunu gormek ig¢in,

H _
&

2, .2 ( )_ 2 2
uxx(uyy+uzz)+vy+vz+vvyy+vzz u u

o Uy tE



32

olmak iizere bu denklemler (3.28)’de yerlerine konularak,

L 2, 2 2 2
u, 0 uxx(uyy+uzz)+vy+vz+v(vyy+vzz)—u —ug +€

xy
Yy 2z

N 72
v, 0 V(uyy T,
yy [

seklinde bulunur. Buradan u, ve v, ¢oziilerek,

2 2 2 2
vy v +2viu,, —2vou,, tuy tug,

(uyy +uzz)

Vy =—U, T+

denklemleri elde edilir ve (3.25)’deki denklemler de goz Oniine alindiginda, reel KMA

denklem sistemi,

U, =v
{ (3.29)

Vi :Q_uxx

(3.28)’de verildigi gibi elde edilir.

3.4 Tekrarlama Operatorii ve KMA Denkleminin Lax Gosterimi

Genel olarak integre edilebilir bi-Hamiltonyen sistemlerde, sistemin Hamiltonyen operatorleri
Jo ve J; biliniyorsa tekrarlama operatorii; R = J, ly 1 bagintisi ile hesaplanir. Boylece Magri

teoremi yardimiyla sonsuz tane korunan biiyiikliik elde edilebilir. Fakat burada heniiz J,,
yani ikinci Hamiltonyen operatorii bilinmemektedir. KMA denklemi icin bunu tahmin etmek
oldukca zordur. Bu nedenle burada farkli bir yol izlenerek, once tekrarlama operatorii R elde
edilir ve boylece J; = RJ’dan J; operatoriiniin elde edilmesi miimkiin olur (Nutku vd.,

2008). R’yi bulmak i¢in Lie simetri grup doniisiimii kullanilir. (3.29) denklemi ile verilen

reel KMA denklem sisteminin,
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{ut =V

Vi = Q- Uxx

oldugu hatirlanarak, doniisiim sadece bagimsiz degiskenler u ve v’ye uygulandiginda; 7 Lie
grup parametresi olmak iizere,

U, =@, Vv, =y (3.30)

ile verilen Lie denklemleri olusturulur. (3.30) denklemleri arasindaki integre edilebilirlik sart1

(compatibility condition),
U —uy =0 (3.31a)
Vig =Vg =0 (3.31b)

denklemleri ile verilir. (3.30) denklemleri i¢in iki bilesenli simetri karakteristigi,

Up =@, vp=y; P= [¢j (3.32)
74

seklinde tanimlanarak, (3.31)’de ifade edilen denklemlerden,
A@)=0 (3.33)

ile verilen lineer matris denklemi elde edilir. Burada A, (3.31)’de verilen denklemlerin

Frechet tiirevi adin1 alir ve matris formda,

D, -1
A= p2-2(p, +o0, )0, +2a  D,-Z(eD,-bD,) (3-34)
a a a
seklini alir. (3.33) denkleminden sirasiyla,
o=y, (3.35a)
ve
a(y, +9.)+ 0Ap)-2cly, .. )+ 26y, -, )=0 (3.35b)

denklemleri elde edilir. u, =v ve (3.35a) denklemi (3.35b)’de yerine konularak, (3.35b)

denklemi iki terimden olusan toplam tiirevler cinsinden,



34

(D, —iD,)|ialy —ig,)+(b—ic)e, +ip. )]

(3.36)
~(D, -iD. )b +ic)y +ip,)-i0lp, +ip.)]=0
seklinde ifade edilir. (3.36) denklemi, § ve ¥ = @, ile verilen ve,
W -i@,)=b+ic\y+ip,)-i0lp, +ip,) (3.37a)
@, -ip.)=(b-icle, +ip,)+ialy +ip,) (3.37b)

denklemleri ile tanimlanan 2-bilesenli potansiyellerin var oldugunu gosterir. Boylece @ ’yi
& ’den elde etmek miimkiin olur. Bu doniisiimii yapan operatore tekrarlama operatorii denir.
Yani R, bir simetriyi diger bir simetriye doniistiiren operatordiir. Bir simetri diger bir

simetriye R yardimiyla donistiiriilebileceginden @ ’ya ¢’nin ortak simetrisi (partner

symmetry) adi verilir. Bunu gorebilmek i¢in ¢ (3.37b) denkleminden,

§=n" (D, +iD, )aliy -, )+ (b-ic)p, +ip.) (3.38)

seklinde ¢oziilir, @ 'nin x’e gore tiirevi alinir ve @, (3.37a) denkleminde yerine konularak

~

v,

g =b+icly+ip,)+0lp, —ip,)
(3.39)

+&7 (D, +iD,)D [ aly +ip,)+ (c+ibp, +ip, )

olarak elde edilir. Boylece (@,)’den (@,)’ye doniisiimii veren matris,

(?j = RC[(pj (3.40)
7 7

ile tanimlandiginda, (3.38) ve (3.39)’dan R, kompleks tekrarlama operatori,

A'D,[-aD_ +(—ic)D,] iA'D,a
R, = (3.41)
i{(b +ic)D, —0D, +A'D _D,[-aD_ +(b—ic)D, ]} b+ic—A'D _D,a
seklinde bulunur. Burada D, = D, +iD,_ seklinde tanimlanir. Daha 6ncede belirtildigi gibi

tekrarlama operatorii reel olmalidir. Boylece (3.41) denkleminin reel kismi alinarak,
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0 0
R=
OD,-cD, b

[ D (~aD, +bD, +¢D, )+ D, (cD, -bD,) ~D.a
+A

p[p, (D, -bD,)+ D (aD, D, ~cD,)]  -D,D,a

(3.42)

-1
seklinde reel tekrarlama operatorii elde edilir. Burada AT = (D§ + DZZ) seklinde tanimlidir.

Ayrica R ’nin, KMA denkleminin simetrileri i¢in gercek tekrarlama operatorii olabilmesi icin
(3.34)’de verilen A operatorii ile yer degistirme (commute) 6zelligine sahip olmas1 gerekir.
[R, A] komiitator bagintisin1 hesaplamak oldukca karmasik islemler igermektedir. Bunu

gormek igin,

[R.A]= (Rll Rlzj(An Alzj_(l“n Alzj(Rn Rlzj
Ry Ry )\ Az Ay ) \ Ay Ay )\ Ry Ry
denkleminde gosterilen R ve A ’nin ilgili matris elemanlar1 yerlerine konuldugunda oldukca

uzun denklemler elde edildiginden, burada sadece her bir komiitator elemani icin elde edilen

sadelestirilmis sonuclar verilecektir. Bu sonuclar sirasiyla,
[R.A],, =A" («1>(D§ -D; )— 24D,D_+D ,A(F)D, —A(F,)D, - A(G)DZ)

[R, A, =A7'D,A(F)
[R, Al = %[QA(F)— 26 +cx)ID, + A 2D, 4D, + D@D, D, - D A(F)D2x
+ 2,02 -3 )+ 2z ~A@G)p, D, +4(G, D, -G, D}

[R.Al, =—®+A'D,.D A(F)

olarak elde edilir ve matris formunda,
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0 0
[R.Al=] |
~[oA(F)-2(b® +cy)lD, -@
a
(3.43)
®(D? - D?)-24D,D, +D,AF)D, - A(F,)D, ~A(G)D,  D.A(F)
+A"

2p_yD, +D.®D,)D. - D.AF)D? + 1, (D> -D?)  D.D,A(F)
+[27. -AG)ID,D, +AG, )D, - A(G,)D,

seklini alir. Burada F, G, ® ve ) denklemleri komiitator bagintisin1 daha kapali yazmak
icin tammlanan kisaltmalar olup; F=u,-v, G=v,+u,-0, &=F,-G, ve
X¥=F, +G, seklinde tammlanmaktadirlar. Yukandaki kisaltmalar goz oniine alinarak

KMA sistemi,
F=0 ve G=0,

ile tanimlanabilir. Boylece [R, A]= 0 olmasi, F =0 ve G =0 oldugu anlamina gelir. Yani

komiitatoriin sifir olmasi, 2-bilesenli KMA denklem sistemini dogurmaktadir. Bu reel Lax
cifti, simetrilerin olusturdugu tekrarlama operatorii R ve Lie simetri denklemlerinden elde
edilen A operatorlerinden elde edildigi icin, Olver-Ibragimov-Shabat (Ibragimov vd., 1980)

tipi Lax ¢ifti olarak adlandirilirlar.

3.5 KMA Denkleminin Bi-Hamiltonyen Yapisi

Magri teoremine gore J bir Hamiltonyen operatdr ve R de bir tekrarlama operatorii olarak
verildiginde, RJ ’nin de bir Hamiltonyen operatorii oldugu kabul edilir (Magri F., 1978).

Boylece tekrarlama operatorii R ’nin, birinci Hamiltonyen operatorii olan J,’a

uygulanmasiyla
J,=RJ, (3.44)

ile verilen ikinci Hamiltonyen operatorii elde edilir. R ve J, yerine yazildiginda, J,
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A'D,(~aD, +bD, +cD.)+D.(cD, —bD,) ~A'D.a

A'D D, (cD, -bD_)+D_(aD, -bD, —cD )|+ OD. ~cD,  b-A'D.D.a

0 1
a
X

11 1
— (D, =bD.)+(D,c - Dzb)?

seklini alir. Matrislerin ¢arpimindan sonra elde edilen J, matris operatoriiniin elemanlari

sirastyla,

NS N
JW'=A"D,a~=A"D,
a

b

J\?=-A"D,D, +=
a

Ji = [b+ A_lDnya] (— lj __b, A"'D,D,
a a

ve

(c2 —-b? +8)+ (02 ~b? +€)

12 =D, ~aD,)+(D,b~D,a)-5 +D D, +A"'DD.a

a a ‘ 2a° 2a°
i ) .. 2 -b’+e
olarak elde edilir ve matris gosteriminde _ = ——— olmak {iizere,
a
A'D, ~A'D,D, b
’ a
Ji = (3.45)
= b 12 c c O 0.
A'DD, -7 K'D2D,+-(bD, ~aD,)+(Dyb-D,a) S+ D +D. =

a a a 2a 2a
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seklinde elde edilir. Burada J;’in anti-simetrik oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica J;’in
Jacobi 0zdesligini de saglamasi gerekmektedir. Bu kisim olduk¢ca uzun hesaplamalar

gerektirdiginden son boliimde ayrintili olarak ele alinacaktir. (3.29) denklem sistemi ve J;

Hamiltonyen operatoriinden,

Hy= A(u)+ u.u (3.46)

y

ile verilen Hamiltonyen yogunlugu ile (3.29) denklemleri

u, _y o0,H, _ v (3.47)
Vi : 5VHO Q_uxx '

seklinde elde edilebilir. Bunu gormek i¢cin H,’mn u ve v degiskenlerine gore Euler tiirevleri

sirasiyla,

OH

EO =2u,, + z(vyy +v,, )=2uxy +zA(v)
ve

OH

70 = z(uyy +tu, )= zA(u)

bulunur. Bu denklemler (3.47)’de yerlerine konularak, J; acgik olarak yazildiginda

A'D, -A'D.D, +2
. a 2u,, + ZA(v)
- b A_lc+i2(bDy —aDX) %
v, 1 a
A"D.D, . c 0 0 zA(u)
+(Db-Da)S+==D.+D. ==
a” 2a 2a

ve matrislerin carpimindan sonra u, ve v, sirasiyla,

u = A'D, (2u, + 2A())+ [A‘l (-D,D,)+ ﬂm(u)
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Vf{fupfﬁ}Mﬂﬂfmﬁwm@nf%@q—dm+@¢—adi%Mw

2
a a a

+ gDZ +D, o 2Au)
2a -~ ' 2a
seklinde elde edilir. a, b, ¢ ve Q_ acik olarak yazilir ve (3.25)’deki denklemler gbz Oniine

alinarak; ara islemlerden sonra,

{ut =V

Vi = Q- U xx

seklinde (3.29) da verilen hareket denklemleri elde edilir. Boylece KMA denklem sistemi
ikinci bir Hamiltonyen ve Hamiltonyen operatoriinden tekrar tiiretmis olur. Dolayisiyla KMA

denkleminin 2-bilesenli (3.29) denklem formu, Magri teoremini sagladigi i¢in bi-Hamiltonyen

sistemdir. Baska bir deyisle (3.29) sisteminin

Uz g [0 [0t (3.48)
Vt S 5VH1 o 5VH0 .
ile verilen iki tane Hamiltonyen gosterimi vardir ve sistem bi-Hamiltonyen sistem olarak

adlandirilir. Boylece bu siire¢ n kere tekrarlandiginda KMA denkleminin ¢coklu-Hamiltonyen

gosterimi elde edilebilir.

Bu gosterimler n . operator igin,

J, =R"J, (3.49)

n

bagintis1 ile elde edilir. Boylece her bulunacak yeni Hamiltonyen operatorii igin bir
Hamiltonyen yogunlugu bulunabilir. Bu da KMA denkleminin sonsuz korunan biiyiikliige
sahip oldugunu ve Magri teoremine gore tamamen integre edilebilir bir sistem oldugunu
ispatlar. Yani “self-dual gravity” nin reel dort boyutta Oklid veya ultra hiperbolik imzada

tamamen integre edilebilir oldugunu gosterir.

3.6 KMA denkleminin Simetrileri ve Hareket Sabitleri

Hamiltonyen operatorleri, simetriler ve birbirleri ile Poisson parantezleri sifir olan

(involution) korunan biiyiikliikkler arasinda (hareket sabitleri) dogal bir bag saglar
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(Olver,1986). (3.29)’da verilen KMA denkleminin biitiin nokta simetrileri (Nutku vd., 2008),

X, =19, +xd,+ud,

X2 =z8y —yaz
X3 :az
X4=9, (3.50)

Xs=yd,+20,+ud, +vo,
V, = a(t,x,y,z)ax +at(t,x, y,z)av

Y =p, (t,x,y,2)0, - B, (t,x,y,2)9,
ile verilir. Burada a(t, X, y,z) ,
+a,=0, oa.-a,=0, o +a, =0

ile verilen denklemleri saglayan keyfi diizgiin bir fonksiyondur. A(y,z) ise A(8)=0 ile
verilen iki boyutlu Laplace denklemini saglamaktadir. Cizelge 3.1°de (3.50)’de verilen simetri

Jeneratorlerinin - ad (X J.): [X X J.J ile verilen komiitatorleri gostermektedir. Burada

"ad "simetri grubunun Lie cebri iizerine “adjoint” eylemini temsil eder ve her bir jeneratoriin

digeriyle komiitatorii i ninci satir ve j ninci siitunlarin kesistigi degere karsilik gelir.
a=ta, +xa,

a=za,-ya,
B=zp, +yp.
X, =X,-1

seklinde kisaltmalar kullamlarak ad (X i ) = [X X jJ komiitator cizelgesi
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Cizelge 3.1 KMA denkleminin simetri jeneratorlerinin komiitatorleri

ad X, X, X, X, X, vV, Yg
X, 0 0 0 0 0 Vi ~Y
X, 0 0 - X, X, 0 Vy Y
X, 0 X, 0 0 X, V, Yg
X, 0 - X, 0 0 X, v, Yg
X 0 0 — X - X, 0 VXSa YX5,B
Va - Va—a - Va? - Va Va‘, - VX ja 0 0
Yy Y, Y, —Y —Y, Yy 0 0

seklinde elde edilir. Burada nokta simetrileri iireten hareket sabitleri ile ilgilenecegiz.

Simetriler ve hareket sabitleri arasindaki baginti,

MT — ﬁu — J §MH (3 51)
vT - ﬁv - ’ §VH .

ile verilir. 7 simetri grup parametresi (3.51) i¢in zaman roliinii oynamaktadir ve H korunan

Hamiltonyen yogunlugu olmak iizere (3.29) ile verilen akis yoOniindeki hareket sabiti

H= j Hdxdyz ile verilir. Hareket sabiti H, (4,,7,) ile verilen iki bilesenli simetri

)

karakteristiklerini iiretmektedir. (3.51) denklemindeki ikinci esitlik, simetriler ve hareket

sabitleri arasindaki iligskiyi veren Noether teoreminin Hamiltonyen formudur. Birinci

Hamiltonyen operaétiiniin tersi, J,' = K olduguna gore ters Noether teoremi,

(5”HJ = K(?"] (3.52)
o H n,

olarak bilinen simetri karakteristikleri (7, .7, )’ye karsilik gelen H korunan biiyiikliiklerini

verecek sekilde elde edilir. Genel olarak X bir simetri operatorii ise simetri karakteristikleri,
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/i X (u
m,) \XO)
denklem bagintisi ile hesaplanir. Boylece (3.53) denkleminden (3.50)’de verilen jeneratorlerin

simetri karakteristikleri sirasiyla,

ﬁluj_( u—tu—xu, ]
ﬁlv t(uxx_Q)_xvx ’

”y} (3.54)

ﬁﬁu _ ﬂyv - ﬁzux
ﬁﬂv ﬁy(Q_uxx)_ﬂzvx
seklinde hesaplanir. Boylece (3.52) denklemi kullanilarak, (3.50)’de verilen biitiin nokta

simetrileriler ile (3.51) de ki akis i¢in, Hamiltonyenler (hareket sabitleri) insa edilebilir. X, ve
X boyut (scaling) simetrileri i¢in Hamiltonyen elde edilemediginden, bu jeneratorler
varyasyonel simetriye sahip degillerdir. X, donme simetrisi i¢in (3.54) denklemlerinden

ikincisi (3.52)’de yerine konulursa,
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O H 2(vy +u, )Dy —2(uxy -, )DZ +v, +v. —(uy, +u_ )\ yu, —zu,

o H (u,, +u_) 0 . —2v,

elde edilir. Boylece yukaridaki esitligi saglayacak olan H,, yani donme simetrisi X,

jeneratoriinden elde edilen Hamiltonyen, birkac ara islemden sonra,
H,=v (yuZ - zu)A(u) —-u, [2 (zuy + yu, )uyz + uj + uf] (3.55)
olarak bulunur. Benzer sekilde oOteleme simetrileri olan X, ve X,’e karsihk gelen

Hamiltonyen’ler H, ve H  sirasiyla,

y7zz 2% yz

H3=vuZA(u)+%ux(u,u —u.u,) (3.56)

H, = vu“,A(u)+%ux(u u_—uu.) (3.57)

y¥yz 27z

ve sonsuz Lie grup jeneratorleri, X , ve X ; i¢cin Hamiltonyen’ler,

o= mﬁ(u)Jr%“’ o, +u2 )+ o, —u,u ) (3.58)
ve

B B. 2
Hﬁ Z(Ty\ﬂ —,BZMXV A(u)+7)uu(uy2 + uf)+ uzx (’Byyuy + ,Byzuz )—gﬁyu (3.59)

seklinde elde edilir. Kolayca goriilecegi gibi X 5 =—d, zamanda Oteleme jeneratoriiniin
urettigi Hamiltonyen H,  =H,, (3.24)’te verilen KMA denklemini ikinci Hamiltonyen

fonksiyonuyla aynmidir. Biitiin bu simetrilerden elde edilen Hamiltonyenler (3.29) da verilen

KMA denklem sisteminin korunan biiyiikliiklerine karsilik gelmektedir.

3.7 KMA Denkleminin Sonsuz Hiyerarsisi

Fuchssteiner ve Fokas’in ¢alismalarindan (Fuchssteiner ve Fokas, 1981) tekrarlama operatorii

R=J,J, ! = J,K seklinde yazilabildiginden ve bununla beraber J, ve J; birbirleri ile
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uyumlu (compatible) Hamiltonyen operatorleri oldugundan R, Nijenhuis (hereditary)

tekrarlama operatorii adini alir. Yani hermitsel eslenik Nijenhuis tekrarlama operatoril,
R"=J,J;'=J,K; bir Hamiltonyen’in varyasyonel tiirevine uygulandiginda, baska bir

Hamiltonyen’in varyasyonel tiirevi elde edilir. Boylece (3.48) denkleminden,
R'{' 5L¢H0 _ J J—l 5L¢H0 _ 5L¢H1 (3 60)
5VH0 S 5VH0 - 5VH1 .

seklinde, R" ile H ’in H,’dan elde edilebilecegi goriilebilir. R* = J,J." denklemi daha agik
olarak,

A'D, —-A'D.D, +L

R'=JJ) = a
A'D,D, b g (bD, —aD,)+(D,b-D,a)~ Lpip<
a - a’ : a 2a ° "2

y ch —bD, +Dyc—Dzb a
—-a 0

yazildiginda; matris elemanlar: sirasiyla,

R\ =(D.c-D,a+Dp)A'D,+(D,c—D.b)A'D,

R, =(D.b-D,c)a'D.D, +(D.c~D,a+Dp)A'D.D. +D.c-D.Q
R} =aA'D,

R}, =—aD D A" +b

olarak bulunur ve matris formunda ifade edildiginde,
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Al DZc—Dxa+Dyb)Dy +(Dyc—DZb)DZ A 1[(Dzb—Dyc)Dy+(DZc—Dxa+Dyb)DZ]
o +D,D,c-D,0Q 6h
Alap, AaD Dy +b

seklini alir. Sistemin sonsuz hiyerarsisine bakildiginda, KMA denkleminin ilk hiyerarsisi; J;

‘in H,’in varyosyonel tiirev vektoriine uygulamasi ile

5, H
(u,lj: Jl( ) lj (3.62)
th 5VH1

elde edilir. Burada #; yukarn akislarin zaman degiskenini gosterir. Hiyerarsinin diger

Hamiltonyen yogunlugunu olusturmak igin, R’ operatoriiniin  H,’in varyosyonel tiirev

vektoriine uygulanmasiyla,

R o.M, =KJ M| (ot (3.63)
SH ) "oH ) \6H, ’

seklinde bulunur. Boylece sistemin ikinci hiyerarsisi

oy O, =J,R’ oA, =J o, (3.64)

v, ) "NeH,) "V \sH ) “oH, '

ile verilen bi-Hamiltonyen temsiline sahip olur. Burada iiciincii Hamiltonyen operatorii olan

J,, J,’in R"’ye uygulanmasiyla asagidaki gibi elde edilir.
JR'=JKJ],=RJ,=J, (3.65)

J, ’nin H 1 varyasyonel tiirevine etki etmesiyle de,

J 0,H, _JR 0,H, _y 0,H, R 0,H, _y o0,H, (3.66)
NoH,) " \6sH,) ""oH) " \6H ) "\6H, ’
denklemiyle verilen baginti elde edilir. Burada J, = J,(KJ,)=J ORT kullamlmustir. (3.66)

denklemiyle verilen bu bagintidan da birinci hiyerarsi icin ii¢lii-Hamiltonyen temsili,

l/l,l _J 5qu _J é‘uHO _J 5MH2 (3 67)
v, ) “NeH, ) “Ne6H,) "\SH, '
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seklinde elde edilir. Ayrica R"’yi H, 1 iiretecek sekilde inga edilen H e

R 5L1H—1 —Jy 5MH—1 _ 5MH0 (3.68)
SH,) "°""N\6H,) \6H, '

seklinde uygulanirsa, sifirinci akisi temsil eden bi-Hamiltonyen yapi,

‘] 2 [t 2 g [ Outl (3.69)

Vi, -0 5VH0 - 15\)1_[—1 .

elde edilir. Bununla beraber J,’yi H_, ’e uygulayarak

g, Ot g gl Ot (Outl (3.70)

NoH, ) TV \sH, ) "N6H], '

denklem bagintis1 bulunur ve dolayisiyla (3.48)’de verilen iki bilesenli KMA denkleminin bi-

Hamiltonyen temsili, iiclii(three)-Hamiltonyen temsili,

u o,H o,H 0,H_
Cl=do| =gy =g (3.71)
V; 5VH1 5VH0 5VH—1

seklinde gosterilebilir. Bu sekilde devam ederek sonraki Hamiltonyen H,, R"’yi H,’nin

varyasyonel tiirevine uygulayarak,

n o0,H, o,H, 0,H;
R =KJ, = (3.72)
o0,H, o0,H, 0,H;
olarak elde edebiliriz. Boylece hiyerarsideki bir sonraki denklemin bi-Hamiltonyen temsili,
I/lt3 _J 5MH3 —RJ 5MH2 _J 5MH2 (3 73)
Vi, s 5VH3 - : 5VH2 o 5VH2 .

ile verilir. Burada (3.72) ve J,KJ, = RJ, = J, ifadesi kullamlmistir. Bu sekilde devam ederek
KMA denklemin sonsuz hiyerarsisi elde edilir. Burada elde edilecek biitiin Hamiltonyen’lerin
H ,H,,H ,H, H,,... H, ’’in birbirleri ile Poisson parantezleri (involution) sifir
oldugundan; KMA denklemin tamamen integre edilebilir bir sistem oldugunun baska bir

gostergesi olur.
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4. JACOBI OZDESLIiGI

Bu boliimde Hamiltonyen operator ¢ifti olan J, ve J;’in Jacobi 6zdesliginin kontrolii detayli

bir sekilde ele alinacaktir.

Tamum: Lineer operator J: A? — A?’nin  Hamiltonyen operatorii  olabilmesi igin

{P,0}= I OPJdQdx ile verilen Poisson parantezinin, anti-simetrik

{r,0}=-{0.P} 4.1)
{{r.0}. rR}+{{R. P} O}+{{0. R} P}=0 4.2)

ile verilen Jacobi 6zdesligini, biitiin P, Q ve R fonksiyonelleri i¢in saglamalidir. Fakat (4.2)

ile tanimlanan Jacobi 6zdesligini kullanmak basit bir Hamiltonyen operatorii icin bile, ¢ok zor
ve de karmasiktir. Bu nedenle Olver’in metodu olarak bilinen (Olver, 1986) ve asagida verilen

teorem kullanilacaktir.

Teorem: J anti-simetrik gxg matris diferansiyel operatdr ve © :% .[ (6 A JB)dx’e karsihik
gelen bi-vektor olmak iizere; J sadece ve sadece,
Prv,,(®)=0 (4.3)

ise bir Hamiltonyen operatoriidiir. 3. Boliimde de belirtildigi gibi (3.29) denklemi ile verilen
KMA denklem sistemi (3.47) denklem formunda yazildiginda sistem, bi-Hamiltonyen sistem

adim almaktadir. J, ve J;’in Hamiltonyen c¢ifti olabilmesi i¢in ayr1 ayrn1 Jacobi 6zdesligini
saglamasinin yaninda, J, ve J,’in aJ,+ BJ, ile verilen lineer birlesiminin de Jacobi
Ozdesligini saglamasi gerekmektedir. Burada a ve f sabitlerdir. Bu nedenle eger direkt
olarak I" = aJ + A/, igin Jacobi 6zdesligi hesaplandiginda, ayn1 zamanda J, ve J;’in, yani
her iki operatoriin de Jacobi 6zdesligini sagladigi garantilenmis olur. Yani ¢ =1 ve =0
olarak se¢ildiginde veya @ =0 ve f =1 olarak secildiginde, sirasiyla J, ve J;’in ayr ayri
Jacobi 6zdesligini sagladiklarinin yan sira, J, ve J;’in lineer birlesimi olan &/ + 7, ’in de
Jacobi 6zdesligini sagladigi ispatlanmis olur. Boylece kolaylik olmasi icin =1 secilerek

F=6K]0+J1 ifadesi
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A'D, ~A'D.D, +2
F:CKIO +J1 = 1 ) 2¢ (44)
A Dny—/i A"D;D,+AD, +BD, —7DX+C
Seklinde yazilir. Burada A, B, C ve A kisaltmalari,
A 2cA
a
B 2 —b*-2ab+e
a2
Aa B 2
c=2(c,-p,)- oy _Ba 2oy oy (4.5)
a a a a a

P (@ +1)

a

seklinde tamimlanmaktadir. Ayrica burada a, b ve c, liciincii boliimdeki (3.25) denkleminde

tanimlananlarla aynidir.

I' operatorii i¢in fonksiyonel bi-vektor O,

0= % [ [2 0; AT, }dxdydz (4.6)
¥

olarak ifade edilir. Burada i, j =1,2 olmak lizere; uni-vektorler, @ =n ve @, = 8’ ya karsilik

gelmektedir. Ayrica “A” dig carpim olarak tanimlanir ve nAn=0A0=0 ile

0 An =-n A8 Ozelliklerine sahiptir. (4.6) denklemi daha agik olarak,

L[t 2(b+a) 2c(b+a)
GZEI[A (772An—axy/\77—0/\77)@+6m/\6)+70/\ +a—20y/\9
4.7)
c*—b>-2ab+e 2c
+ 5 0. A0——0, A0 |dxdydz
a a

seklinde elde edilir. ®, (4.3) denkleminde kullanilarak,
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PrVFw(®):%I{—ZPrVPw(b)AHAﬂ+2(b+0{)PrVFw(é)A6A77+a%(b+0()PrV1—w(c)/\ 6, n0

+j_§Prer(b)A 0, NO+ 2¢(b + a)Prer(a%j ~NOy A 0+a%(PrVFw (c2 )— Perrw(b2 ))/\ 6.6

1
2

_mizprvm(b)A 6, A6+ (c2 -b? —2ab+8)Per(
a a

]/\HZ AH—gPrVFw(c)/\Hx N
a

—2cPr er(lj NN H}dxdydz =0
a

(4.8)
olarak elde edilir. Burada PrVp-,, operatori,
Prip, = ZDJ (Zraﬁa)ﬂ )La J =1, xx, xxx, -+ 4.9)
a.p.j d¢ i

a, =1,2 olmak iizere, ¢1 =u ve ¢2 =v seklinde tanimlanmaktadir. (4.8) denkleminde

goriilen PrVy,, operatorleri tek tek hesaplanarak,

PrVFa)(;j = _a_z(ﬂz - exy )_a%(Dg + D22 Xl@)

Prvm(izj = —%(nz -4, )—%(Di +D2)206)
a a a

PrVr,(b)=D,D, [A‘lnz NG, + /w]— D, {A‘lnx}, —An+A"6,. + A0, +BO,_ - Eex + ce}

a

PrVp,(c)=D,D, [A_lnz NG, + ,w]+ D, [A‘lnxy —An+A"'6,. + A8, + BO, - Eex + Ce}
a

PrVr, (b2 ): 2bD.D, [A—lnZ ~A0, + /w]— 2bD, {A_lnxy —An+A"'0,. + A6, +B6, _Xg ce}

a

denklemleri elde edilir. Bu denklemler (4.8) de yerlerine yazilarak,
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Prvrw((a):%j{FDy(A Mo =D G oy + A0+ 286, )—2 (A My —AT+A 6, +AB, + B8,
a a
2c 2(b+a)
6, +CO|nOn- (7. -6, )A6A7+D,(2,6+26,) +D,(1,6+26,)|n6An
(1
2Ab+a) ( 4 ) 2b+a) ( 4
+——— D \A7n,, -A"6, oyt 4O+ A0 N0, AO+——— > Dy\A™ 1,y — AN+ AT 6, +AB,

a

+B, —ﬁe +C0j/\0 /\9+£ (A My — A‘lexxy+/1x9+/wx)wy/\9

a
—a—Qj D&, —An+ &6, + A6, +B6, —% 0, +C9}/\9y /\0—@ (7.-6,,)76, A6
4C(b+“){1)§ (b+a) 6+ D> (b+a) e}\ey /\0+2c (&M, -8,
a’ a a a’

+/1x9+/19x)/\6’z/\9+£2 Dy(A_lﬂxy—/'LfHA '6,..+A8, +B6. —%ex+cejwzw

a

—@Dy@ Mo K76, + 4,0+ 16, )76, A6 +2(l:;“) D5y~ A A6, +AB, +BE,
= +C9j/\9 /\9——( 0,,)78. AO+D,(1,6+26,)16. A6+ D (1,6+26,) A6, A6
a

—% [DZ (A_lnxz —A‘lemmxemegc)ﬂ)y (A_lnxy —An+ A6, + A6, +BO. —% 6, +ceﬂwx A

612

2c 2c 2c
+ 0. -6, )18, 6+ D, 1,6+ 18, )18, A6+ D.(1.6+26,) A8, Aﬁ}dxdydz
a a
ile verilen oldukca uzun ve de karmasik bir denklem elde edilir. Jacobi ©6zdesliginin
saglanabilmesi i¢in bu integralin sifir olmas1 gerekmektedir. Yapilacak ara islemlerden sonra

bir¢ok terim birbirini yok eder ve yukaridaki denklem,
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8(e+a2)
4

1| 8¢ 8le + a?
Prvl"a)(®):§j Eex/\ey/\gz_(a—é‘)azgx /\ey/\0+ »

a0, n0, NO

(4.10)

4

2 2
+8(L0‘)axeZ NO, A0+ no, /\HZ:I
a a

seklini sadelesir. (4.10) denklemindeki son {i¢ terim toplam tiirevler seklinde yazilarak,

1 (5 1 1 1
PI'VFw(®) :ES(Q +€)J.{E 6’x /\Hy /\9Z +|:§ 6’x /\Hy /\6:| —g (ﬁxz /\Hy /\0+9x /\Hyz N,
Z

+6, A6, AHZ){% 6, A6, /\0} +i3 (6,76, AO+6, 76, A6
3a y 3a
@.11)

+6, A6, /\Hy)—|:$ 6, 16, /\0} +—L (8, A8, AO+6, A6, AO

3613

+0, A6, /\6?)6)—i3 0, N6, N6, }dxdydzzo
a

elde edilir. Toplam tiirevler sinir degerlerinde sifir oldugu ve diger terimlerin birbirlerini yok
ettigi kolayca goriilebilir. Yani (4.11) denklemi; sifira esit olup, Jacobi 6zdesligini saglamis

olur. Boylece KMA denkleminin iki Hamilltoniyen operatorii J, ve Jy, Jacobi 6zdesligini

sagladigi i¢in sistem bi-Hamiltonyen sistem olarak adlandirilir.
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SONUCLAR

Bu calismada son yillarda gelisme gosteren ve literatiirde ¢ok az Ornegine rastlanan, 3+1
boyutta lineer olmayan kimsi tiirevli diferansiyel denklemlerin bi- Hamiltonyen yapilar: ele
alinmigtir. Magri teoremine gore sistem, bi-Hamiltonyen yapiya sahip ise tamamen integre

edilebilir bir sistem olmaktadir.

Giris boliimiinde gecmisten giiniimiize kadar integre edilebilir sistemlerde go6zlenen
gelismeler kisaca ele alinmistir. Ikinci boliimde integre edilebilirlik kriterlerinin bazilar 1+1
boyutta KdV denklemi 6rnegi iizerinde ayrintili olarak ele alimmmistir. Uciincii boliimde Oklid
veya ultra hiperbolik imzada “self-dual gravity” igeren 3+1 boyutlu Kompleks Monge
Ampere (KMA) denklemi iki bilesenli formda yazildiginda, Magri teoremine gore tamamen
integre edilebilir bir sistem oldugu gosterilmistir. KMA denkleminin Hamiltonyen yapisini
elde edebilmek ic¢in baslangi¢c noktasi, bu denklemi iki bilesenli degisim denklem sistemi
olarak yazmaktir. Iki bilesenli denklem sistemine uygun dejenere olmayan Lagranjyen
yazilarak Dirac’in bag kosulu teorisi uygulanmistir. Lagranjyen’den elde edilen bag

denklemleri ile simplektik yap1 elde edilerek birinci Hamiltonyen operatori J,

hesaplanmigtir. Birinci Hamiltonyen operatoriine karsilik gelen birinci Hamiltonyen
fonksiyonu H,, Lagranjyen’den hesaplanarak hareket denklemleri elde edilmistir. Ikinci
Hamiltonyen operatoriinii elde edebilmek igin reel tekrarlama operatorii R  simetri
durumundan hesaplanmistir. R operatoriiniin gercek tekrarlama operatorii oldugunu, Lie
denklemlerine integre edilebilirlik kosulu uygulanarak elde edilen Frechet operatorii A ile
komiitatoriiniin sifir oldugu gosterilerek ispatlamistir. Boylece ikinci Hamiltonyen operatorii

J,, tekrarlama operatorii R yi J,’a uygulayarak elde edilmis ve J,’e karsilik gelen ikinci

Hamiltonyen fonksiyonu H, kullanilarak hareket denklemlerine tekrar ulasiimistir.

Son olarak J, ve J, Hamiltonyen operatorlerinin ve lineer birlesimleri olan o/, + £J, nin

Jacobi 0zdesligini sagladigi ayrintili olarak gosterilmistir. Boylece KMA denklemini bi-
Hamiltonyen yapiya sahip oldugu anlasilmistir. Baska bir deyisle, bu sonug ile reel dort
boyutta, “(anti)-self-dual gravity” nin Magri teoremine gore tamamen integre edilebilir oldugu

gosterilmis olmaktadir.
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