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ONSOZ

Dogrusal olmayan regresyonda parametre tahminleri asimptotik normallik varsayimina
dayandirilmaktadir. Asimptotik normallik ise biiyiik 6rneklem hacimlerini gerektirmektedir.
Bununla birlikte dogrusal olmayan regresyon modelleri i¢in uygun sayida veri bulmak
genellikle zor ve zahmetli bir is oldugundan asimptotik normallik varsayimi gergekci
olmamaktadir. Ciinkii genellikle dogrusal olmayan veri laboratuar kosullarinda
gerceklestirilen belirli fizik ya da kimya deneylerinden elde edilmektedir. S6zgelimi, 6rnek
biiyiikliigiiniin birka¢c birim arttirilmasi bile oldukg¢a maliyetli sayilabilecek deneylerin
tekrarlanmasini  glindeme getirebilir. Bu c¢alismada, dogrusal olmayan regresyonda
parametrelerin aralik tahminleri bootstrap yontemi ile olusturulmustur. Bootstrap yontemi
anakiitle dagilimina iligkin varsayimlarin yerine gelmemesi halinde, parametrelerin aralik
tahminlerinin olusturulmasinda alternatif bir yontem olarak degerlendirilebilir. Bu tezin
hazirlanmasinda yardimlari i¢in degerli hocam ve danismanim Yard. Dog. Dr. Atif EVREN’e
tesekkiirli borg bilirim.

Tim bunlarin yaninda, tez ¢alismam sirasinda, maddi ve manevi hi¢bir yardimi esirgemeyen
esim Ozhan OZDEMIR e tesekkiir ederim.

Ocak 2011
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OZET

Dogrusal olmayan regresyonda parametrelerin aralik tahminleri (ya da parametrelere yonelik
hipotez testleri) asimptotik normallige dayanmaktadir. Asimptotik normallik biiylik 6rnek
hacmi gerektirdiginden bu yaklagim her zaman gergekei degildir. Bazen 6rnek biiyiikliigiiniin
arttirilmasi son derece zahmetli ya da maliyetli olabildiginden asimptotik normallige dayal
yontem pratik olmamaktadir. Bu calismada eldeki veri dogrusal olmayan regresyon ile
modellendikten sonra asimptotik normallige almasik Bootstrap gibi parametrik olmayan bir
yontemle ile aralik tahminlerine gidilecektir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Olmayan Regresyon, Bootstrap Ornekleme

iX



ABSTRACT

Parameter interval estimates (and hypothesis testing procedures on parameters) are based on
the assumption of asymptotic normality in nonlinear regression. This approach , however , is
not practical all the time since asymptotic normality requires bigger sample sizes
considerably. Because nonlinear data are sometimes very hard to obtain, increasing sample
sizes may result in some serious problems. In this study, after the data are fit by a nonlinear
regression model, interval estimates for the parameters are going to be realized by Bootstrap
which can be evaluated as a nonparametric technique.

Keywords: Nonlinear Regression, Bootstrap Sampling



1. GIRIS
Bu calismada dogrusal olmayan regresyonda parametrelerin aralik tahminleri bootstrap,

jackknife gibi parametrik olmayan yontemler ile gerceklestirilecektir.

Bolim 2 de temel ornekleme yontemleri ve cesitleri, Boliim 3’te Bootstrap Ornekleme
yontemi incelenmistir. Boliim 4’te, dogrusal regresyon analizi ve Boliim 5°te dogrusal
olmayan regresyon analizi ele alimmustir. Bolim 6 uygulamalar1 igermektedir. Bu

uygulamalar sirasinda, Excel 2003 paket programlar1 kullanilmistir.

Biiyiik ornekler tizerinde inceleme yapmak ¢ogu zaman biiyiik islemlere, zaman ve maliyet
kaybina yol agar. Biiylik ornek alip tahmin yapmaktansa, kiigiik Ornekler ile yeniden
ornekleme yontemlerini uygulayarak benzer sonuca ulasilabilir. Bootstrap yontemi regresyon
analizine gore, tahmin hatalarinin daha az olmasi, standart sapmalarin daha kiigiik olmasi
nedeniyle tercih edilen bir yontemdir. Orneklemenin amaci, tamsayim yapmak yerine
anakiitleden c¢ekilen Ornekten hareketle anakiitle hakkinda tahmin yapmak seklinde

acgiklanabilir. Ornekleme yapmak her zaman avantajli bir yéntem olmustur.

Tekrarli 6rnekleme yontemleri, genel parametrik istatistiksel yontemlerin uygulanmadigi
durumlarda, test edilen hipotezdeki istatistigin anlamliligini1 ortaya koymak veya bir giiven
araligimmin alt ve st sirlarini saptamak i¢in kullanilir. Klasik istatistiksel yontemlere
dayanilarak yapilan istatistiksel analizler standart hatalar1 ve giiven araliklar1 belirlemek i¢in
merkezi limit teoremine ve normal yaklagimlarla olusturulmustur, tekrarli Ornekleme
yontemleri 6rnek degerlerinin dagilimi asimptotik normal dagildiginda gecerli oldugundan

bilgisayara dayali analizlerdir



2. TEMEL ORNEKLEME PRENSIPLERI VE CESITLI ORNEKLEME
YONTEMLERI

2.1 Orneklemenin Amaci, Asamalari ve Avantajlar

Istatistik’te tamsayim ¢ogu durumlarda tercih edilmez ¢iinkii maliyetli, zaman alic1 ve hatta
olanaksiz olabilir. Tamsayim, anakiitle ¢cok biiyliik oldugunda oldukc¢a maliyetli bir istir.
Ancak anakiitle fazla biliylik degil ise orneklemeye basvurmak gerekmez ve tamsayim
yapilabilir. Bazi durumlarda tamsayim miimkiin olsa bile bulgular1 degerlendirecek yeterli
sayida kaliteli isglicli yok ise orneklemeye bagvurmak yine kaginilmaz olur. Yine de ornek
hacmi ne kadar biiyiik olursa, elde edilen sonuglarin giivenilirligi o 6l¢iide yiliksek olacaktir.
Baska bir ifade ile istatistiksel ¢alismalarda ¢ogu zaman maliyetler ile ulasilan istatistiksel

sonuclarin giivenilirligi arasinda bir tiir “trade-off” (degis-tokus) s6z konusudur.

[statistik literatiiriinde 6rnekleme ve istatistiksel tahmin konulari birlikte ele almrlar.
Ornekleme ¢aligmalariin bir amaci; anakiitle dagilimini belirleyen sabitleri (parametreleri)
tahmin etmektir. Tahmincilerin baz1 06zellikleri de hi¢ siiphesiz O6rnekleme planinin

belirlenmesinde dnemli olmaktadirlar.

Ornekten hareketle hesaplanan parametre tahmini degeri ile anakiitle parametresinin aym
cikmasi elbette her zaman miimkiin degildir. Zaten boyle bir beklenti de s6z konusu degildir.
Bununla birlikte, 6rnekleme plant bu iki deger arasindaki farkin olabildigince diisiik

tutulmasini hedeflemelidir.

Anakiitle parametresi; ilgili anakiitleden ¢ekilen 6rnekten hareketle bir say1 veya bu sayiy1 da
kapsayacak bir aralik seklinde tahmin edilebilir. Bu yontemler sirasiyla nokta tahmini ve
aralik tahmini olarak da adlandirilirlar. Bagka bir ifade ile sOylenecek olursa, ornek
degerlerinden hareketle anakiitle parametresini tek bir deger olarak tahmin etme, nokta
tahminidir. Anakiitle parametresinin i¢ine diisecegi aralifi (belirli bir olasilik ifadesi ile)

belirlemek de aralik tahmini olarak adlandirilabilir.

Iyi bir nokta tahmincisi yansiz, tutarli, etkin ve yeterli olmalidir. Nokta tahmincisinin
yansizligi, tahmincinin 6rnekleme dagiliminin beklenen degerinin, séz konusu parametre
degerine esit olmas1 demektir. Parametre ile parametre tahmininin beklenen degeri arasindaki

fark sistematik hata (bias) olarak adlandirilir.

Tutarlilik ise asimptotik bir 6zelliktir. Bir parametre tahmincisinin yanlt oldugu (bagka bir
deyisle parametre tahmincisinin beklenen degerinin s6z konusu parametreye esit olmadigi)

varsayilsin. Sistematik olarak o©rnek biiyiikligi arttirildiginda bu hata azaliyorsa, bu



tahminciye tutarl istatistik denilir. Istatistik’te bu tiirden kullanilan yanli tahminciler vardir.
Ciinkii her zaman yansiz tahminci bulmak miimkiin olmayabilir. Bununla birlikte 6rnek

hacminin arttirilmasi ile hata (bias) azaltilabilir.

Bir tahminci, 6rnekten 6rnege biiyiik farklilik gosteren degerler iiretmiyorsa giivenilir bir
tahmincidir. Etkinlik bu durumla ilgili bir 6zelliktir. S6zgelimi, bir anakiitle parametresinin,
birden fazla yansiz tahmincisi s6z konusu olsun. Bunlardan hangisinin 6rnekleme dagiliminin
varyansi kiiclik ise o tahminci tercih edilir. Bu durumda varyansi kiigiik olan tahminci

digerine gore daha etkin tahminci olarak adlandirilacaktir.

Diger taraftan tahminin yeterliligi 6rneklem bilgisinin ne kadarinin kullanildig ile ilgilidir.
Kabaca soylemek gerekirse yeterli bir tahminci, 6rnekteki bilgilerin tamaminin kullanarak

olusturulan istatistiktir.

Literatiirde nokta tahmin yontemleri olarak en ¢ok olabilirlik, en kiigiik kareler, Bayes ve

momentler yontemi gibi yontemlerden yararlaniimaktadir.

Orneklemenin amaci, tamsayim yapmak yerine anakiitleden c¢ekilen ornekten hareketle
anakiitle hakkinda tahmin yapmak seklinde agiklanabilir. Orneklemeye dayali tahminlerin
hatasiz olacaklarini diisiinmek dogru olmaz. Bu noktada geceklesecek olan hatalar iki baslik
altinda toplanabilir. Bunlar; 6rnekleme hatasi ve drnekleme dis1 hatalardir. Ornekleme hatast,
ornek degeri ile anakiitle parametresi arasindaki farktir. Bir de 6rnekleme dis1 hatalar soz
konusudur ki, bu hatalarin minimum olmas1 istenir. Ornek se¢imi sirasinda basvurulan
yontemin hatasi, anakiitlenin iyi tanimlanmamis olmasi ve eksik c¢erceve olusturulmasi,
ornege dahil olan birimler hakkinda tam bilgi edinilmemesi, bunun yan1 sira anket formlarina
cevap verilmemesi nedeniyle ulagilamayan yanitlar vb. Ornekleme dis1 hatalar mevcut

olabilir.!

Ornekleme amacinin belirlenmesinden sonra, arastirmanin iyi bir sekilde planlanmas: gerekir.
Planlamanin ardindan islemler belirlenen amag¢ dogrultusunda en kisa siirede tamamlanacak
sekilde gergeklestirilir. Her seyden once arastirma konusu olan hedef anakiitlenin belirlenmesi
gerekir. Baz1 durumlarda 6rneklenen anakiitle ile hakkinda bilgi toplanmak istenen anakiitle
(hedef anakiitle) birbirlerinden farkli olabilir. Bu iki anakiitlenin ayn1 olmasina dikkat

edilmelidir.

Bir sonraki adimda ise aragtirmanin giivenirlilik diizeyi belirlenir. Arastirma ister tamsayim

ister Ornekleme ile yapilsin mutlaka bir hata payr igerir. Bu hata tamamen ortadan

' Taro Yamane, Temel Ornekleme Yontemleri, Cevirenler: Alptekin Esin, M.Akif Bakir, Celal Aydin ve Esen
Giirbiizsel, Literatiir Yaymlar1, Istanbul, 2001, s.71.



kaldirilamaz. Ornekleme yapilirken hata pay1 genellikle %1 veya %35 olarak almir. Hata pay1
da belirlendikten sonra cergeve olusturularak o6rnekleme plani yiriitiliir. Bu nokta 6rnek

biiylikliigiiniin belirlenmesi 6nem kazanir.

Ornek biiyiikliigii belirlenirken tahmini degerlerin istenilen hassaslik derecesinde elde
edilmesinin en az masrafla saglayan ve belirli bir biitce ile en yiiksek hassaligi saglayan 6rnek
biiyiikliigii ideal olandir. Ornek biiyiikliigiindeki artis, arastirmanin siiresini ve maliyetini de
arttiracaktir. Bu nedenle 6rnek biiyiikliigliniin, sonuglarin giivenirligi, arastirma maliyeti ve

arastirmanin ozellikleri goz Oniine alinarak belirlenmesi gerekir.2

Ornek biiyiikliigiiniin belirlenmesinin ardindan uygulanacak érnekleme ydnteminin segimine
gidilir. Ornekleme ydnteminin, arastirmanin amacina, siireye ve maliyete uygun bigimde
secilmesi en dnemli husustur. Bir 6n test uygulamasi yapilarak 6rnekleme yonteminin diger
asamalarma gegilir. On test uygulamasindaki amag, ufak bir ornek iizerinden segilen
ornekleme yontemini uygulayarak, arastirmada karsilasabilecek giicliikler, arastirmanin

tahmini siiresi ve maliyeti hakkinda bir 6n bilgi elde etmektedir.’

2.1.1 Basit Rassal (Tesadiifi) Ornekleme
Ana prensibi her bir anakiitle elemaninin ayni olasilikla 6rnege girebilmesidir. N birimli bir

anakiitleden her biri n birim igeren C! tane rnegi, 6rneklerin her birine esit segilme sansi

vererek secme yontemidir. Rassal drneklemede her birimin her bir ¢ekilis sirasinda segilme
sans1 esittir. Birinci birimin ¢ekilme olasiligi 1/N, ikinci birimin seg¢ilme olasiligi 1/ (N-1)
olur. Birim se¢iminin yerine koymadan iadesiz gergeklestirildigi kabul edilmektedir. Islem
yerine koyularak yapildiginda bu olasilik her bir cekilis sirasinda 1/ N olur. Ornegin se¢imi
sirasinda yanliligi onlemek amaciyla uygulamalarda kura yontemi ve ya tesadiifi sayilar
tablosu kullanilir. Anakiitle ¢ok biiylik oldugunda tesadiifi sayilar tablosu kullanilarak
tesadiifi 6orneklemenin sartlar1 saglanmis olur ve boylece subjectif yanlilik ortadan kalkmis

olur.

2.1.2 Kiimelere Gore Ornekleme Yontemi

Bu sekilde ornekleme genellikle 6rnekleme zaman ve para maliyetlerini diisiik tutmak ic¢in
kullanilmaktadir. Anakiitle ¢cevresindeki elamanlarinin birbirine yakin kiimeler olusturdugu
hallerde ve her bir kiime genel olarak diger kiimelere ¢ok benzerlerse, bu tipi drnekleme

kullanilmas1 uygun olabilir. Kiime 6rneklemesi iki asamada yapalir.

2 M.Kemal Yogurtcugil, Ornekleme, Sermet Matbaasi, Istanbul, 1976, s.81.
3 Orhan Idil, Ornekleme Teorisi ve Isletme Yonteminde Uygulanmasi, Fatih Yaymevi, Istanbul, 1980, s.21.



Birinci asamada ¢ok 1yi belirlenmis kiimeler tespit edilir. Her iyi belirlenmis kiimeye bir kod
numarast verilir. Biitlin kod numaralar1 iginden basit rastgele drnekleme ile kiiciik sayida
'kiimeler drnegi' secilir. Ornegin, bir iiniversite 35 tane boliimden olusmussa ve her boliime ait
Ogrenci iiyeler iyice tespit edilmislerse; her bir boliim kodlanir ve diyelim 8 tane boliim bu 35
boliimden basit rastgele 6rnek olarak (yani 35 boliim de 6rnege dahil olmak i¢in ayni1 olasiligi

tagiyarak) secilirler.

Ikinci asamada her bir &rnege giren kiime iginde bulunan biitiin anakiitle elemanlar1 iizerinde
gdzlem yapilir. Yani her érnek kiime icin tam sayim yapilir. Ornegin, ilk asamada segilmis

olan 8 boliimdeki her 6grenci elemanlarinin timiine gdzlem uygulanir.

Dogal olarak, tiim anakiitle ¢ergevesi secilmedigi icin zaman ve para maliyetleri tam
sayimdan diisiikk olur. Dikkat edilirse bu cesit Orneklemede rastgele se¢ilme kiimelerle
ilgilidir. Bu se¢im yapildiktan sonra segilen kiimeler i¢inde bulunan birbirine yakin elemanlar
gozlemlendigi i¢in de maliyetler (6zellikle basit rastgele orneklemeye kiyasla) daha diisiik
olmas1 ¢ok miimkiindiir. Basit rastgele 6rneklemeye kiyasla kiime 6rneklemesinin bir diger
avantaji, tiim anakiitle elemanlarinin her birinin kodlanmasimin gerekmedigidir; bu tim
kodlama biiyiik maliyet gerektirir ve bazen da imkansizdir. Buna karsilik kiime
orneklemesinde sadece birinci asamada secilmis olan kiimeler elemanlar1 tespit edilip

kodlanir.

Ancak kiime 6rneklemesi, her bir kiimenin diger kiimelere benzedigine ve sadece kendine has
karakteri olan bir veya birka¢ kiimenin bulunmadigi varsayimina dayanir. Gergekte bu
varsayim her zaman ancak yaklagik olarak dogru olacak ve bazi belirlenen kiimeler kendine
has karakter arz edecektir. Bu nedenle kiime 6rneklemesinin yayilimi ayni anakiitle i¢in
aliabilecek basit rastgele drneklemeden daha fazla olacaktir ve drneklemeden sonra elde
edilecek kestirimler veya yapilan sinamalar daha az tutarli olacak ve daha fazla yanli olma

olasilig1 tastyacaklardir.

2.1.3 Ziimrelere Gore Ornekleme Yontemi

Anakiitle toplamina veya ortalamasina ait bir tahminin dogrulugunun sadece 6rnek biiyiikligi
ve Ornek oranma degil, ayn1 zamanda anakiitle birimleri arasindaki degiskenligine veya
heterojenligine de bagli oldugu sdylenebilir. Homojen birimler olusturmak ancak anakiitleyi
ziimrelere ayirmakla miimkiindiir. Ziimrelere ayirma islemi ornekten elde edilen tahminlerin

varyanslarmi kiigiiltmektir.* Ziimrelere gore ornekleme, basit tesadiifi 6rneklemeye oranla

* LeslieKish, Survey Sampling, John Wiley and Sons, NewYork, 1965, 5.76.



anakiitle hakkindaki mevcut bilgileri kullanarak, anakiitleyi daha iyi temsil edecek tesadiifi
ornekler olusturmaya yarayan bir 6rnekleme tiiriidiir. Anakiitle ortalamasini ¢ok yiiksek bir
dogrulukla tahmin etmenin bir yolu da, drnek biiyiikligiinii artirmak yerine, anakiitleyi
anakiitlenin tamamindan daha homojen olan alt gruplara bolmek ve gruplarin her birinden
bliyiikliikleri 6nceden belirlenmis olan bir tesadiifi 6rnek c¢ekmektir. Ziimrelere gore
Orneklemenin esasi da; anakiitledeki birimler incelenecek Ozellikleri bakimindan 6nemli
farkliliklar gosterdiginde; anakiitleyi degerleri birbirine yakin olan birimleri bir araya
toplayarak varyanslar1 kiiciik ve ziimre adi verilen homojen gruplar seklinde yeniden
olusturmaktir. Ziimrelere ayirma isleminin tamamlanmasinin ardindan, ziimrelerin her biri
orneklemeye tabi tutularak her bir ziimreden ayri ayn tesadiifi 6rnekler c¢ekilir ve anakiitle
parametrelerine iligkin tahminlerin belirlenmesine gegilir. Ziimrelere gore drneklemede amag,
tahminlerin giivenirliligini artirmaktir. Bu da ancak gruplarin kendi i¢inde homojen,
aralarinda heterojen olmasina baghdir. Homojenlik artikca, ziimreden ornege alinacak
birimlerin sayisi da azalacaktir. Ziimrelere gore o6rnekleme, 6rnek biiyiikliigiine iliskin
bilginin var oldugu ve her bir ziimreden bir 6rnek ¢ekebilmek icin gerekli olan g¢ercevenin

mevcut oldugu arastirmalarda sikca kullanilir.

2.1.4 Sistematik Ornekleme Yontemi

Bu yoOntemde anakiitledeki birimler 1’den N’ye kadar numaralanir. Numaralanan bu

anakiitleden n biiyiikliigiinde bir 6rnek olusturabilmek igin ilk N_ k tane birimden tesadiifi
n

bir birim ¢ekilir. Cekilen bu birim a olsun. Bu durumda Ornege girecek birimlerin sira
numarasi a; a+k; a+2k;....+a(n-1)k olur. Bu 6zelligi ile sistematik 6rneklemeye, basit tesadiifi
orneklemenin Ornege girecek birimlerin belirlenmesini kolaylastirict 6zel bir hali olarak
bakilabilir. Genellikle her birimin tek tek incelenmesinin masrafli oldugu biiyiik anakiitlelerde
kullanilan sistematik orneklemede one ¢ikan ozellikler, sonuca kisa siirede ulasilmasi ve
sonucun elde edilebilmesi i¢in fazla bir masraf yapilmasma gerek duyulmamasidir. Bu
yonteme gore, Ornegin diizenlenebilmesi icin, anakiitle tesadiifi olarak diizenlenmis ve
tesadiifi olarak ele aliman ana kiitlenin elemanlari onem derecelerine gore siralanmis
olmalidir. Bir 6rnegin diizenlenebilmesi i¢inde, istenilen Ozelliklere sahip olan anakiitleye

iliskin bir listenin mevcut olmas1 gerekliligi unutulmamalidir.

Anakiitledeki birimler belirli 6zellikleri bakimindan periyodik degismeler gdsteriyor ve
ornekleme aralig1 hep benzer birimlerin secilmesine yol agiyor ise sistematik orneklemenin

sonuglarinin  giivenirliligi azalir. Varligt onceden tahmin edilemeyen periyodik



dalgalanmalarin giivenirliligi diisiirmesi tehlikesi ve varyans tahmini i¢in tamamen saglikli bir
yontemin gelistirilememis olmasi yiiziinden sistematik orneklemenin kullaniminin, 6zellikle

anakiitlenin tam tesadiifi dagilmasi haliyle sinirlandirilmasi tavsiye edilir.

2.2 Tekrarh Orneklemenin Onemi ve Diger Ornekleme Yontemlerine Gore Avantaji

Arastirmay1 iceren birimlerin her birine 6rnege girme agisindan esit sans tanindiginda basit
tesadiifi ornekleme yoOntemine bagvurulur. Ancak bu sans, anakiitleye dahil her birimin
kimliginin belirlenmesi halinde saglanabilir. Oysa kimlik belirlenmesi uygulamada zor
karsilagilan bir durumdur. Bu nedenle 6rnekleme yontemi esit sans yerine onceden belli sans
prensibine dondiigiinde sistematik 6rnekleme veya kiimelere gore 6rnekleme yontemlerinden
yararlanmak gerekir. Sistematik 6rneklemenin tercih edilecegi kosullar1 genellemek oldukca
zordur. Etkin bir sekilde kullanabilmek i¢in anakiitlenin yapist hakkinda ayrintili bilgiye sahip

olunmalidir.

Tekrarli 6rnekleme yontemleri, genel parametrik istatistiksel yontemlerin uygulanmadigi
durumlarda, test edilen hipotezdeki istatistigin anlamliligin1 ortaya koymak veya bir giiven

araliginin alt ve st sinirlarint saptamak icin kullanilir.

Ana kiitleye iligkin yapilan her tiirlii ¢ikarsama, drnek istatistiklerine yani 6rneklem bilgisinin
fonksiyonlaria dayanir. Uygun istatistigin se¢imi ise ilgilenilen ana kiitle parametresine bagli
olacaktir. Gergek ana kiitle parametresi bilinmeyecek ve 6rneklemenin amaci bu parametreyi

tahmin etmek olacaktir.

Klasik istatistiksel yontemlere dayanarak analiz yapan arastirmacilar, standart hatalar1 ve
giiven araliklarint belirlemek i¢in daima merkezi limit teoremine ve normal yaklagimlara
bagvurmuslardir. Bu yontemler, 6rnek degerleri dagilmast asimptotik olarak normal dagildig:
zaman gegerlidir. Buna gore normallik varsayiminin saglanmadigi durumlarda bu yontemler

kullanilamaz. >

Tekrarli Ornekleme yoOntemleri, gozlenen verilerin tekrarli bir sekilde kullanildigr ve

bilgisayara dayali analizler veren yontemler olarak bilinirler. Tercih edilmesinin nedenleri,

Deneysellik; klasik yontemler matematiksel gergekliligi varsayan teorik dagilimlara dayanur.
Bir 6rnekten hareketle anakiitleye iliskin yorumlar yapilabilir fakat anakiitle hakkinda yeterli
ve gilivenilir bilgi elde edilemedigi zaman sorunlar ortaya ¢ikabilir. Bu durumda deneysel

dagilima sahip 6rnekleme bagvurmak uygun olur.

5 Efron B., and Tibshirani, R.J., An Introduction to the Bootstrap, Chapman and Hall, New York, 1993, s.208



Dagihm; genis &rnek biiyiikliikleri dagilima iliskin pek cok varsayim gerektirir. Ornegin
yeterli biiyiikliikte olmamasi ve parametrik varsayimlarin gerceklesmedigi durumlarda,

tekrarli 6rnekleme kullanilir. Tekrarli 6rnekleme az varsayim gerektirir.

Rassal olmayan 6rnek; klasik ornekleme de anakiitle hakkinda yorum yapabilmek ig¢in
kullanilan 6rnegin rassal se¢imle belirlenmis olmasi gerekir. Tekrarli 6rneklemede her tiir veri

grubu i¢in uygulanabilir.

Ornek biiyiikliigii, kiiciik 6rnekle calismak bu yaklasim igin en uygunudur. Biiyiik &rnek
icin, red edilmemesi gereken bir hipotezi red edebilir. Oysa biiyilik bir 6rnegin alt gruplara

bolerek yapilan test sonucu hipotez kabul edilebilir.

Tekrarlar; klasik yontemler sonuglarin tekrar sayilari hakkinda herhangi bir 6n bilgi

saglamazlar. Bu yaklagimda tekrarli deneyimler i¢sel deneyimlerdir.
Baz1 siiphe getiren yonleri ise;
Varsayim; daha az varsayim gerektirir.

Genellestirme; tekrarli Orneklemenin tek bir 6rnege dayandirilmasi, tek bir Ornekten

hareketle elde edilen sonuglarin genelleme i¢in yeterli olmadigi 6ne siiriiliir.

Yanhlik ve kotii veri, yanlilik 6rnek biiyiikliigiine bagh olarak azalsa bile Bootsrap yontemi
ile bulunan giiven araliklari daima yanhdir. Ornegin normal dagilan bir ana kiitleden
cekilmesi durumunda, giiven aralifinin genisligindeki yanlilik, n 6rnek biiyiikliigii olmak
lizere en az n/n-1 olmalidir. Toplanan veriler yanli ise, tekrarli 6rnekleme bu yanliligin
tekrarlanmasina neden olacaktir. Fakat bu durum her iki yaklagim i¢inde gecerlidir. Ancak

tekrarli 6rneklemede yapilan tekrarlar kismen de olsa problemi ¢6zmeye yardimci olur.

Dogruluk; tekrarli 6rnekleme tahminlerinin dogrulugu konusunda bazi siipheler vardir.
Aragtirmacilar yeterli tecrilbbeye sahip degillerse tekrarli ornekleme, uygun parametrik

yontemlerden daha az dogrulukla tahminler verecektir.

Yukaridaki ifadelere bagh olarak {X,X,,....X,}kadar bir gozlem seti ile bir 6 test

istatistigine sahip oldugumuz hallerde tekrarli ornekleme yontemleri, € ’nin tutarlilifinin

testinde ve @ ’nin farkl alt 6rneklerden hesaplanarak karsilastirmasi yapilirken kullanilir.

2.2.1 Permiitasyon Teknigi

Kisaca n elemanin farkl dizilis sekillerini ifade eder. Birbirinden farkli n elemandan k adeti

k<n olmak iizere bir defada alindiginda, elemanlarin siralarin1 da dikkate alarak olusabilecek



farkl dizilis sayilar1 A" sembolii ile ifade edilir ve n’in k’l1 permiitasyonu olarak adlandirilir.

Burada k elemanin bir defa alinmasi, elemanlarin alma isleminin iadesiz olmasi ile aym
anlami tagimaktadir. Elemanlarin siralarinin dikkate alinmasi ise ayni elemanlar bir araya
gelse bile elemanlarin yerlerinin degismesi ile farkli dizilislerin elde edilecegi ifade

etmektedir.

2.2.2 Capraz Gegerlilik (Cross-Validation) Yontemi
Gozlenen degerleri K boliime ayrilarak k(i), i. Gozlemi iceren bir olasilik olarak ele alinsin.

k(i)
Y, ( , k(1). BOliimiiniin goz ardi edilmesi ile hesaplanan tahmin degeri olsun. Buna gore

tahmin hatasi cross validation yontemi ile,

n k(i 2
cy - lz( y ¥, )) seklinde tahmin edilir. 2.3)

n o
Capraz Gegerlilik yontemi ile en iyi modelin se¢ilmesinde de bu degerin minimum degeri
dikkate alinir. Genellikle k=n seg¢ilerek, her biri gézlem ardi edilerek hesaplanan tahmin deger
Y seklinde ifade edilirse,

cv =1i(x _y,” )2 2.4)

n o

Olarak elde edilebilir. Bu durumda, kalan n-1 gézlem training alt 6rneklemi, tek biri gézlemi

ise validation alt 6rneklemi olusturmaktadir.®

2.2.3 Caki Teknigi (Jackknife)

Jackknife metodu ilk olarak Quenouille tarafindan ortaya atildi. Tukey tarafindan tahmin ve
araliklar arasi gilivenilirligi hesaplamak i¢in kullanilmigtir. Her deneme de bir gozlem
degerinin gbéz ardi edilmesi mantigina dayanan Jackknife yonteminde, {X . S ¢ n}

gbzlem setinde her gézlem bir kez disarida birakilarak, her defasinda geri kalan gézlemlerde

¢ parametresi i¢in Orneklem istatistikleri hesaplanir.

X,,X,,....X orneklem ( F)

I’

X, X,,...x, gozlem degerleri olmak iizere, F dagilimindan iadesiz olarak alinan,

X, =x,X, =X X, ,=x_,,X,,=x

=127 i+l

X =x (2.5)

¢ John Fox, Applied, Regression Analysis Linear Models and Related Methods, Sage Publications: USA, 1997,
s.502.
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Jackknife orneklemleri olup,

X(i)=(X.X,,X._. X,

[ ERAT IS ERIRLE

Xn) i=1,2,...n (2.6)
X (1) = (X5 s eevees Xy Xy e X, i=1,2,...n (2.7)
seklinde ifade edilebilir

1.Gozlem ¢ikarilarak elde edilen g?(i):s(X(l.)),é’nin i.  Jackknife istatistigidir.

é(i) istatistiginin aldig1 degerler (2.8) bi¢ciminde gosterilir.

0G)=0(X,, X, s X, . X,

> I-1°

,X,) (2.8)

Jackknife yontemi gozlem sayisinin az oldugu durumlarda hesaplanmasi kolay oldugundan
standart hata takdiri i¢in kullanilabilmektedir. Jackknife yonteminin Bootstrap ydntemine
gore zayif kalmasinin nedenlerinden biri, takdir edilmeye c¢alisilan istatistik 6rnegin ortanca
gibi degistirilmesi zor bir istatistik ise jackknife yonteminde takdir edilen degerlerin

degismeden kalmasinin s6z konusu olmasidir.

Bootstrap yontemiyle oldukca benzerlik gdsteren Jackknife yontemini tanimlamak igin

X=X,X,,..x, ile ifade edilen orijinal veri kiimesini ele alirsak, bu 6rnekte yer alan tiim

n

x,degerlerinin F dagilimindan alinmis bagimsiz ve ayni sekilde dagilmis ornek degerleri

oldugu varsayilirken @zs(x) ‘nin yanliligmi ve standart hatasini tahmin etmektir. Her
defasinda bir gozlemin islem dis1 birakildigi Jackknife yontemine gore x,ile gosterilen 1.

Jackknife 6rnegi su sekilde ifade edilir.
X (1) = (X, X5 eees Xy Xy x,) (2.9)

Bu ifade i=1,2,3....n olmak iizere Jackknife ornekleri olarak adlandirilir. Yani, 1. Jackknife

ornegi orijinal veri kiimesi olarak adlandirilan kiimeden i. Gozlemin kaldirilmasiyla elde
edilir. Orijinal veri kiimesinin ortalamasi X ve i.gozlem dis1 birakildiktan sonra hesaplanan

ortalama X biliniyor ise 1.gdzlem degerini hesaplamak miimkiindiir.

Takdir edilen istatistik degerlerin standart hatas1 asagidaki sekilde hesaplanir.

Se={n_12(@i—@('))z}% (2.10)

6, = Ei./n (2.11)
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2.2.4 Bootstrap (Ayakkabi Bagr) Yontemi

Bootstrap ve Jackknife gibi tekrarli 6rnekleme teknikleri, bir istatistigin standart hatasinin
tahminini, giiven araliklarii ve dagilimlarimi elde etmeye olanak saglarlar. Bootstrap
yonteminde, gozlenen veriler i¢inden, her biri gozlenen verilerle ayni biiytikliikte olan B tane
yeni ornek iadeli olarak ¢ekilir. Yeni veri kiimelerinin her biri i¢in bir istatistik hesaplanir ve
hesaplanan istatistikler bir bootstrap dagilimi olustururlar. Burada istatistikle anlatilmak
istenen, veri kiimesi i¢in hesaplanan ortalama, medyan, mod vb herhangi bir degerdir.

Tahminlerin olusturdugu sonuglar, istatistik i¢in bir deneysel dagilim olarak kullanilir.

Bootstrap yonteminde varsayim, gozlenen verilerin inceleme altindaki ana kiitlenin temsilcisi
oldugudur. Gozlenen verilerden elde edilen tekrarli drnekleme gdzlemleri, ana kiitleden elde

edilen tekrarli 6rnekleme siirecinin kopyalanmasidir.

Istatistiksel problemlerin bir ¢ogunda, ana kiitleden ¢ekilen bir tesadiifi 6rnegin degerlerinin
olusturdugu dagilim ile ilgilenilir. Cekilen bu degerlerin olusturdugu dagilimin sekli biliniyor
ise, 6rnek dagilimini olusturmak igin gelistirilmis teorileri kullanmak miimkiindiir. incelenen
dagilim hakkinda anlamli herhangi bir bilgiye sahip olunmadiginda, Bradley Efron tarafindan
gelistirilen Bootstrap yontemi devreye girer. Bootstrap yonteminin temelindeki ana fikir
oldukca basittir. Orijinal 6rnekten iadeli olarak yapilan yeniden o6rneklemeyle bir Bootstrap
ornegi olusturulur. Ornege gercek ana kiitle gibi davranilir ve elde edilen bu &rnek bircok kez

tekrarlanarak tahmin ediciye iliskin deneysel dagilim olusturulur.
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3. BOOTSTRAP YONTEMIi VE TEMEL KAVRAMLAR

Bootstrap yontemi 1979 yilinda Efron tarafindan bir tekrarli 6rnekleme yontemi olarak ileri
stiriilmiis ve bootstrap tahmin edicilerini kullanarak bir tahmin edicinin dagilimimni tahmin
etmek amaciyla gelistirilmistir. Yontemin Onemi, gozlenen ornek verilerinden hareketle,
tahminin standart hatasini minimuma indirerek anakiitle parametrelerinin tahmin edildigi

istatistiksel yontemler asamasinda ortaya ¢ikmustir.

Model secim 0Olgiitli olarak tahmin hatasinin hesaplanmasinda da kullanilan bootstrap
yontemi, regresyon modellerinde parametrelerin tahmin edilmesinde uygulanan hata
terimlerinin tekrarli 6rneklenmesi ve gozlem degerlerinin yeniden drneklenmesine baglhdir.

Burada hata terimlerinin tekrarli 6rneklenmesine dayanan bootstrap konusu iglenecektir.
F—(X.,X,,...X,)
Olarak gosterilecek ve her bir gozlemin 1/n olasilig1 ile segilebilecegi dagilima ampirik

dagilim denir ve F olarak gosterilir.

Bootstrap yontemi bootstrap 6rneklerine baghdir. F se¢ilmis bir deneye dayali dagilim oldugu
varsayilirsa bootstrap drnegi gézlemlenmis veri setinden iadeli olarak rasgele secilmis olan bir

Ornek olacak ve,

X :(Xl*,X;, ........ X, )seklinde gosterilecektir. Sol st kosede olan yildiz isareti

gbzlemlenmis gercek degerlerin igerisinden iadeli se¢cim yapilarak olusturulan 6rnegi temsil

etmektedir. Asagidaki Cizelge (3.1)’de bootstrap yonteminin mantigi gosterilmistir.

Cizelge 3.1 Bootstrap yontemi agamalari 1

Gercek Hayat ‘ ‘BOOTSTRAP ‘
Bilinmeyen Gézlenen Rasgele Ampirik Dagilim Bootstrap Ornegi
Anakdutle Dagihmi Ornek
« P «

F — x=(X,%s..... x,) P x :(xl,xz,.....x")

~ ~F *

0 = s(x) O =s(x)
iigilenilen istatistik Bootstrap Tekrari
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Gergek hayatta tek bir veri seti ile karakteristik tahmin edilmeye c¢alisilirken, bootstrap

tekniginde iadeli rasgele se¢cim uygulanarak elde edilen istenilen sayidaki veri setinden

karakteristik tahmin edilmeye ¢aligilmaktadir.

Anakiitle parametresinin tahmin edicisi olan & ’nin 6rnekleme dagilimmin olusturulmasinin

amaci, soz konusu anakiitle parametresinin tahmin edilmesi ya da test edilmesidir. Ancak

teorik olarak miimkiin olan bu yontemin uygulanabilirligi konusunda kuskular bulunmaktadir.

Tahmin edicinin 6rnekleme dagilimini olusturmak imkansiz olmasa da son derece gii¢ ve

zaman alic1 bir istir. Tahmin edicinin deneysel 6rnekleme dagilimini olusturmak amaciyla

ortaya atilan bootstrap yontemi bu sakincayi ortadan kaldirir. Bu mantik dogrultusunda

gerekli bootstrap algoritmasi, asagidaki bigimde tanimlanabilir. ’

Anakiitleden n hacimlik bir 6rnegin elde edilmesi
anakiitle = ornek
Bu 6rnek kullanilarak anakiitle parametresinin tahmin edicisinin hesaplanmasi,

Elde edilen bu 6rnek anakiitle ile ilgili bagka hicbir bilgi olmadigindan bu anakiitlenin
tek en iyi tahmin edicisi kabul edilir. Bu nedenle bu 6rnek anakiitle gibi kabul edilerek
her defasinda iadeli se¢imle her bir gézlemin 6rnege girme olasiligini 1/n alarak n

hacimlik bir 6rnegin yeniden elde edilmesi be bu siirecin B kez tekrarlanmasi,

= 1.Bootstrap 6rnegi
= 2.Bootstrap drnegi

ornek =

= B.Bootstrap 6rnegi

Her bootstrap 6rnegi i¢in ilgilenilen tahmin edicinin hesaplanmasi
B sayida 6rnekten hareketle bu tahmin edicilerin 6rnekleme dagiliminin elde edilmesi

Elde edilen bu dagilimdan, dagilimla ilgili ortalama, standart sapma ve standart hata

gibi 6nemli tahmin ediciler ile parametre tahmin degerlerinin elde edilmesi

Sonuglar bu tahminler kullanilarak anakiitle hakkinda yorumlarin yapilmasi

7 John Fox, Applied, Regression Analysis Linear Models and Related Methods, London, 1997, s.501.
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3.1 Tek Degisken i¢cin Standart Hata Tahmini
Elde dagilimi bilinmeyen rasgele bir ornek oldugu diistintiliirse

X =(x,,%,,......,x, )dagihminda  bilinmeyen bu gozlemler igin standart sapmann

hesaplanmasinda bootstrap yontemi kullanilirsa asagidaki algoritma takip edilir.

. . . - . - 1* 2% * . .
e B tane birbirinden bagimsiz bootstrap 6rnegi x ,x ,.....,x" her bir 6rneklem n tane

gozlem igermektedir.

e Her bir 6rnek icin standart sapma kullanilmaktadir.
e 0 (b) = S(x*b) b=1,2,....B s standart sapmadir.

e Standart hata ise her bir standart sapma kullanilarak hesaplanacaktir.
B . ) 1/2
se, :{z[e (b)-6 (.)} /B—l} G.1)
b=l

Cizelge 3.2 Bootstrap yontemi agamalari 1

Bootstrap Standart Hatanin

Ampirik Dagilim Ornekleri Tahmin Degerleri Bootstrap tahmini

4>XB* @x(B):S(x*B)

se'y = {z[a (b)-0 ()T/B—l}l/z o' ()= hZi)é* (b)/B

Standart hatanin hesaplanmasinda ilk olarak gdézlemlenmis degerlerden bootstrap 6rnekleri
olusturulmustur. Her bir 6rnek i¢in bir tahmin degeri hesaplanmistir. Hesaplanan standart
sapma degerlerinin ortalamasi bulunarak standart sapmalarin ortalamasi hesaplanmistir. Bu
asamadan sonra her bir tahmin degerinden hesaplanan ortalama standart sapma degerinin
farklarinin kareleri alinarak sapmalar bulunmustur. Toplam sapmalarin kareleri bootstsrap

ornek sayisinin bir eksigine boliinerek karekokii alindiginda standart hata degeri elde edilir.
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3.2. Iki Ornekli Veri Setinde Bootstrap Teknigi

Tek degisken oldugu durumda bootstrap teknigini kullanmak kolay iken, iki degiskenin
oldugu veri setinde bootstrap teknigi kullanilirken daha dikkatli olunmahdir. P — x
gosteriminden bilinmeyen bir ihtimal modeli olan P’nin gbzlenen veri seti x anlagilmalidir.
P’nin F ve G gibi iki tane ihtimal dagilimindan olustugu diisiiniilecek olursa P(F,G) olarak
ifade edilecek ve P — x ifadesindeki x veri setini (z,y) seklinde diisiiniilmesi gerekecektir. Z
veri seti F dagilimindan y veri seti ise G dagilimindan gelecektir. Bootstrap teknigini bu tiir
bir veri setinde kullanmak i¢in veri setleri (z,y) ayr1 ayr diisiiniiliip kendi bootstrap 6rnekleri

olusturularak daha sonradan birlestirilmesi sonucu x veri seti elde edilecektir.
P: (F,G) olarak ifade edilecek ve

X5 (2%, %)

Boylece olusturulacak her bir veri seti agagidaki gibi ifade edilecektir.

Dogrusal regresyon denklemi elde edilerek x = x, olmak {izere Y nin tahmin degeri,

y (x,)= xo% seklinde ifade edilsin. Y degeri ¥ tahmin degeri arasindaki hata,

Q[Y, @'} =Y - @’)2 ile hesaplanir. 3.2)
Eger (Y, —@’) ise Q[Y,@’} =0,Y = Y, ise Q[Yi,@’,} =1 olmaktadir.

Gergek hata orani,

Y dgin S(X.F)=E,| 0(1.¥(x)] (33)

gercek hata orani

=

(- E}(x»)z / (34)

i=1

S(X.F) =\/%§Q<K,§’(xi)) :\/

seklinde tahmin edilir.

Tahmin hatasinin bootstrap yontemi ile elde edilmesi hata terimlerinin tekrarh

orneklenmesine dayandigindan, X *={(X LY (X0, )*} bir bootstrap rneklemi ile

n> n

hata orani,

S(X*’@“)z\/%Zn:Q[X&*(xi)J 3.5)

i=1
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seklinde elde edilebilir. Burada Y *(xl.), x =x, degerine karsilik gelen tahmin degeridir. Bu

yaklasim, sadece tek bir bootstrap drneklemi ile ilgili oldugundan oldukc¢a degiskendir. Bunun

yerine ortalama tahmin hatas1 hesaplanabilir.

EEF[S(X*,E")J :Ew\/gQ(Yi,@'*(xi))/n (3.6)

Bu ifade sonsuz sayida bootstrap 6rneklemine iligkin bir ideal bootstrap tahminidir. Sonlu

sayida B bootstrap orneklemi ile bu deger asagidaki ile hesaplanir.

E%[S(X*,@")Jz\/;g Z":Q(K,E/*(xi))z/n 3.7)

1 =l
33 Bootstrap Yonteminin Cesitleri

3.3.1 Cift Bootstrap Yontemi

Cift bootstrap yontemi, giiven araliklarinin hesabinda uygulanan bir iterasyondur. Giliven
araliklar1 hesaplanirken kullanilan yiizdeler yonteminde, bulunan bootstrap giiven araliklarina
tekrar bootstrap uygulanarak daha dogru tahminlerin elde edildigi goriilmiistiir. B, orijinal

ornekten yapilan bootstrap o6rneklerinin sayisini gostermek iizere; bootstrap iterasyonu toplam

olarak S* kadar bootstrap drneginin olusturulmasini gerektirir.

Olusturulan bu oOrnekler {izerinden bootstrap yOntemine gore giiven araliklari elde edilir.
Giiven araliklarini elde etmede kullanilan bootstrap 6rneklerine, tekrar bootstrap yontemi
uygulanarak bir adim daha ileri gidildiginde ¢ift bootstrap yontemine ulasilir. Boylece daha
dogru giiven araliklar1 elde edilir. Cift bootstrap yontemini agiklamak i¢in dncelikle iterasyon

islemi aciklanmalidir. Bootstrap iterasyonu i¢in Oncelikle n tane gozleme sahip

X =(x,,X,,.....,x,) orijinal drneginden n biiyiikliginde ve x",x”,....,x" ile gdsterilen bir

bootstrap 6rnegi cektigimizi diisiinelim. Orneklenen ana kiitlenin @ parametresi icin elde
edilen 1-« diizeyindeki giiven araligini I ile gosterelim. Ornegin, Iy Efro’nun yiizdeler

metoduna gore € parametresi i¢in elde edilen 1 -« diizeyindeki giiven araligi olabilir.
I’ orijinal 6rnek x ve giiven diizeyi 1—« "ya bagimh oldugu /,(«/x)seklindeki bir ifade

ile gosterilebilir. /,(«/x)arah@mn gergek iliskisi 7, () ile ifade edilebilir.

Bimy(B,)=Ploel, (B, /X )} =1-a (3.8)
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[fadesinin ¢dziimii ve I, ( B, /x ) , orijinal 6rnek yerine bootstrap yeniden 6rnegini kullanarak
hesaplanan /,’in bir versiyonu olsun. Peter Hall’'un yeniden oOrnekleme prensibine gore

1, ( B, /x*) kullanilarak 7, ile verilen ifadeden daha 1yi giiven araliklari elde etmek

miimkiindiir. Burada %’a, formiildeki A, ’nin tahmincisidir ve @ yerine 6*,x yerine x*

yazmak suretiyle elde edilir. Iterasyonu tekrarlamak igin 7, ’1n yerine elde edilen yeni aralik

kullanilir ve ayn1 yontem bu yeni araliga uygulanir. Bootstsrap itrasyonu tek bir adim

icerdiginde cift bootstrap adin1 alir.

3.3.2 Bayesci Bootstrap Yontemi
Deneysel dagilimi 7 olan ve F dagilimina sahip x tesadiifi degiskeninin n tane bagimsiz ve
aymi sekilde dagilmis (xl i S o ) degerlerinin gozlemlendigini, ayrica F deneysel

dagilimindan iadeli olarak bootstrap 6rneklerinin olusturuldugunu varsayalim. F dagiliminin

bir parametresini de ¢ ile gosterelim. x tek boyutlu ¢’da tek bir parametre olarak ele
alindiginda ikisi birlikte cok boyutlu olacaktir. @, ¢’nin (xl,xz, ..... ,xn) ‘e dayali bir
tahminidir. Her bir x, ’nin iadeli olarak 1/n olasilig: ile 6rneklemeye tabi tutulmasi yerine, x,
icin sonsal olasilik dagilimi, her bir x, i¢in 1/n ‘de yogunlasir, fakat bir Bayesian bootstrap
tekrarindan digerine degisiklik gdsterir. Bayesc¢i bootstrap tekrarlari tanimlanirken izlenecek
yol asagidaki gibidir.

e [0,1] araligindan n-1 tane uniform tesadiifi degisken cekilir.

e Bu degiskenlerin degerleri artan bir sira icinde u,,u,,...,u, , ile gosterilir.

e u,=0veu =1lolsun. Bu durumda i=1,2,...n i¢in g, =u, —u,  seklinde uniform siral

istatistikleri arasindaki farki gésteren bir degisken tanimlanir.

Bayesgi bootstrap drnegine olasiliklar1 atamada kullanilan g vektorii asagida gosterilmistir.

&
P
g=| . 3.9)
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(x,,%,,.....,x, ) 6rneginden iadeli se¢imle n gzlemden olusan 6rnek olusturulur. Bir gekim

isleminde 1/n olmasi gereken bu olasilik bu kez x; i¢in g;, X, i¢in g, olarak belirlenir. Bu
islem bu sekilde siirdiiriiliir. ikinci bir Bayes¢i Bootstrap tekrar1 aym sekilde olusturulur fakat
bu kez hem n-1 tane yeni bir uniform tesadiifi degisken kiimesi hem de yeni bir g; kiimesi

kullanilir. @ ’nin tahmin edilmis sonsal dagilimina dayali ¢ parametresi hakkinda genel
Bayesian tiirlinde bilgiler elde etmek i¢in kullanilabiliyor olmasi Bayesci bootstrap

yonteminin avantajidir. g, ’nin ilk Bayesci Bootstrap tekrarindaki degeri g,1 , ikinci tekrardaki

degeri gl_2 ile gosterildiginde uniform siradaki istatistikler i¢in asagidaki sonuglara ulagmak

miimkiindiir.

E(g!)=E(g])=1n (3.10)
Var(g)) =Var(g’)=(n-1)/n’ (3.11)
C(g.e’)=C(g"g)=-1/n-1 (3.12)

Burada E(.), Var(.), ve C(.) sirastyla beklenen deger, varyans ve korelasyonu gosterir.

3.3.3 Diizeltilmis Bootstrap Yontemi

F dagilim1 hakkinda hicbir varsayim yapilmadigi zaman, F ’nin F’in Maksimum Olabilirlik
tahmin edicisi oldugunu vurgulamak gerekir. Yani, F’nin parametrelerinin bootstrap

tahminleri, o parametrelerin parametrik olmayan Maksimum olabilirlik tahminleri olarak

diistiniilebilir. Bircok uygulama da, F yerine F Gaussian Kernel yogunluk tahminine dayal

diizeltilmis dagilima iligkin degerler konularak iglem yapilir.
Daha diizgiin tahminler elde etmek icin Gaussian Kernel Yogunluk tahmininin kullanilmasi
uygun olur. (xl,xz, ..... ,xn) Orijinal veri kiimesini gostermek Tlizere, Gaussion Kernel

Yogunluk tahmini asagidaki gibidir.

7(t:h) =ii¢(t_—xj (3.13)

nh ‘5 h

Burada go(t) standart normal yogunlugu gdstermekte olup h parametresi, pencere biiytikligl

olarak adlandirilir ve verilere uygulanan diizeltme sayisi olarak tanmimlanir. h degerleri
arttikca, daha diizgiin bir yogunluk tahmini elde etmek miimkiindiir. Yukaridaki

formulasyonu, her bir x, noktas: etrafinda odaklanan Gaussion yogunluk fonksiyonu olarak
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diisiiniilebilir. Belirlenen pencere biiyiikliigiine gore ortaya ¢ikan yogunluk fonksiyonu
grafiklerine bakilarak, verilerin modu belirlenir. Verilere iliskin yapilacak yorum ise tamamen

secilen h degerine bagl olacaktir.

Hipotez testi yaparken h degeri belirlemede oldukca sik kullanilan bir yaklasim s6z
konusudur. h degeri artarken, Gaussian kernel yogunluk tahminine goére elde edilen modlarin

sayist artmaz. h artarken, modlarin sayis1 azalacagi i¢in, h degerine iliskin bir tek minumum

vardir. Bu durumda g(t;h) ‘in tek modlu oldugu sdylenir ve Wl ile gosterilir. Uygulamalarda
@1 'nin yaklasik degerinin 0,0068 oldugu kabul edilmektedir. Yukaridaki formiilde kiigiik bir

diizenleme yapildiginda h’in minimum degerine iliskin gosterim 9"(.; @1) seklinde olacaktir.

Yukaridaki formiil yeniden Olgeklendirildiginde, o6l¢eklendirilmis tahmin %(.;@1) ile
gosterilebilir. Bu nokta da bir test istatistigine ihtiya¢ duyulur. Bir moda sahip yogunluk
tahmininden ortaya ¢ikan en kiiclik pencere biiyiikliigiiniin @] oldugu hatirlanabilir. @1 ’in

aldig1 biiylik deger ise, diizeltmenin bir tek moda sahip tahminini elde etmek igin yapilmasi
gerektigini gosterir. Hp: Modlarin sayisi=1 bootstrap hipotez testi, elde edilen anlamlilik

diizeyine dayal1 olarak agagidaki gibi ifade edilir.

ASLyor =Prob (%,@1) (3.14)

*

%(.,;ll) ’dan ¢ekilir ve @1 , ()cl ,x:, ..... ,x:)bootstrap orneginin bir tek moda sahip yogunluk
tahmininden ortaya ¢ikan h’nin en kiiciik degeridir. ASL,,,, degerini hesaplayabilmek i¢in

yeniden Ol¢eklenmis yogunluk tahmini E(.,l%) ’den bootstrap Ornekleri ¢ekmek gereklidir.

Yani, verilerden iadeli 6rnekleme yapmak yerine, ana kiitlenin diizgiin bir tahmininden

ornekleme yapilmalidir. Yapilan bu isleme diizeltilmis boostsrap denir. Gaussian Kernel

tahminine uygunlugundan dolay1 E(., ill) ’den 6rnek ¢ekmek oldukga kolaydir.

3.3.4 Parametrik Bootstrap Yontemi
F dagilimina sahip bir ana kiitleden aliman X tesadiifi degiskeninin birbirinden bagimsiz ve
aym sekilde dagilmis degerlerinin olusturdugu (x,,x,,.....,x,) Ornegine sahip oldugumuzu

varsayalim.
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X’in degerleri gercek sayilar ve ya sayilarin olusturdugu vektorler olabilir. Ana kiitleyi

tanimlamanin en genel yolu, onun kiimiilatif dagilim fonksiyonunu yazmaktir.

F(x)zProb(XSx) (3.15)

Bu fonksiyonun x’e gore tiirevi olasilik yogunluk fonksiyonunu F ((x)) verir ve f(x)
asagidaki gibi gosterilir.

dF (x)
dx

f(x)= (3.16)

Gozlemlerimiz i¢in tanimladigimiz olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi gosterilir.
X fy(x)

Bu ifade de @, daha oncede ifade edildigi gibi X dagilimindan elde edilen bir veya birden

fazla bilinmeyen parametreyi gosterir. Bu ifade ayrica, X icin parametrik model olarak

adlandirtlir. @’nin elemanlarinin sayisim pile gosterirsek; ornegin x, u ortalama ve o’
varyansli normal dagilima sahip ise bu durumda, 8 = ( /1,0'2) olacak ve p =2 elde edilecektir.
Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

2o

V) tindeds
e ¢ 7 seklindedir. (3.17)

Jo(x)=

Maksimum olabilirlik, olabilirlik fonksiyonuna dayandirilir ve asagidaki gibi gosterilir.
L(6;x)=I11,(x) (3.18)

L(6;x),0’mn bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir. Veri kesikli oldugundan L(6;x),
gozlemlenen Srnegin olasiigidir. Siireklilik durumunda L(6;x)A,[x.x+A] gibi kiigik bir

aralikta yer alan 6rnegin olasilig1 seklinde aciklanabilir. 1(49; x) ’in algoritmast,

1(6:x) =3 1(0.x,) (3.19)

Seklinde yazmak miimkiindiir. Bu 1(9) seklinde 6zetlenebilir. Bu ifade logaritmik olabilirlik
olarak anilir ve her bir deger 1(6,x,)=1log f,(x,) bir logaritmik olabilirlik bileseni olarak

adlandirilir. Ayrica maksimum olabilirlik y&nteminde I(H;x)’i maksimize etmek igin

0= éoldugu diistintiliir. 6°nin Srnekleme dagilimini ve varyansini tahmin etmenin en dogru
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sekli olarak tanimlanan parametrik yonteme gore, Oncelikle %(x) olasilik yogunluk

fonksiyonuna gore n biiyiikliiglinde B tane 6rnek cekilir ve her bir 6rnek varyansi, 6 ‘nin
varyansini tahmin etmeye yarar. Bu siire¢ ise parametrik bootstrap olarak adlandirilir.

Standart hatanin parametrik bootstrap tahmini soyledir;

se; (@ *) (3.20)

Burada F par Veriler i¢in elde edilen parametrik modelden tiiretilen F’nin tahminidir.

F dagilimimnin siirekli oldugu varsayildiginda, diizeltilmis bootstrap doniisiimii yapilmaktadir.
Bu asamada bir adim daha ilerletildiginde, 6rnegin F dagiliminin Gaussian dagilim gibi
parametrik bir formda oldugu varsayildiginda, bu durumda F’in yaklasik tahmincisi de

4 ve o ’nin maksimum olabilirlilik tahminlerine sahip Gaussian dagilim gosterecektir.

3.3.5 Parametrik Olmayan Bootstrap Yontemi

Parametrik ve parametrik olmayan bootstrap arasindaki en énemli fark, parametrik boostsrap
i¢in bir parametrik modelin var olmasi, parametrik olmayan bootstrap i¢in dogal olarak bdyle
olmamasidir. Bilinmeyen bir F dagilimindan alinan bagimsiz ve aymi sekilde dagilmig

(xl,xz, ..... , X ) degerlerine sahip oldugumuzu ve herhangi bir parametrik modelin var

n

olmadigini diislinelim. Bilinmeyen F dagiliminin kiimiilatif dagilim fonksiyonunu elde etmek

icin F deneysel dagilimi kullanilir. Ancak daha 6nceki agiklamalara dayanarak, F’yi sadece
parametrik bir model var oldugunda kullanmanin miimkiin oldugu sdylenebilir. Aksi
durumda, verilerin simiilasyonu ve gerekli 6zelliklerin deneysel hesaplamalar1 yapilmalidir.
Parametrik olmayan bootstrap yontemi ile ilgili bir 6rnek agiklamalar1 anlasilir kilacaktir.
Ortalama hesaplarken deneysel dagilim fonksiyonundan yapilan Ornekleme yardimiyla

momentler kolayca bulunabilir. Ornegin,

E'(X)=E(X") -yLl-x (3.21)
j=r
sion 1wy 1 2 1l w2 n-1 1 =2
' (X)=var (x)= F (X -E(x) :;;;()Q—X) :%mn—l)z (X-X) (3.22)

Yazilir. Bu ifade de ilk ¢arpan hari¢c X’nin tahmin edilmis varyans sonucudur. Bu nokta da,

deneysel dagilim fonksiyonuna sahip simiilasyon uygulamasi yapilir. Deneysel dagilim

fonksiyonu orijinal veri grubu olan (xl,xz, ..... ,xn)kﬁmesindeki degerlerin her birine esit
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olasilik verdiginden; her bir X, orijinal rnekten tesadiifi olarak Srneklenmis bagimsiz
degerler olacaktir. Bu nedenle, simiilasyon &rnegi olan (x?,x:, ..... ,x*)orijinal verilerden

iadeli olarak alinan tesadiifi bir 6rnek olacaktir. Burada kolaylik saglayan, verilerin homojen

olmasidir. Bu tekrarli 6rnekleme yontemi, parametrik olmayan bootstrap olarak bilinir.
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4. DOGRUSAL REGRESYON ANALIiZi

iki degisken arasindaki iliski cesitli sekillerde ortaya cikar, degiskenler arasinda dogrusal
iliskinin oldugu yalin dogrusal regresyondur. Regresyonda bir bagimli degisken ve bir ya da

daha fazla sayida bagimsiz degisken vardir.

Y ile Xi degiskenleri arasindaki sebep sonug iliskisini matematiksel olarak ortaya koyan

yontem regresyon adi verilir.
Y: Bo+B Xjit.....+Bi Xy tE; (k;parametre sayisi)

Eger tek bir degisken kullanilarak analiz yapiliyorsa buna tek degiskenli regresyon, birden

cok degisken kullaniliyorsa ¢cok degiskenli regresyon analizi olarak isimlendirilir.

Ornegin, bir ziraatc1 bugday verimi ve giibre miktar1 arasindaki iliskiyi, bir miihendis, basing
ve sicaklik, bir ekonomist gelir diizeyi ve tilketim harcamalari, bir egitimeci 6grencilerin
devamsizlik gosterdigi giin sayilar1 ve basar1 dereceleri arasindaki iligkiyi bilmek isteyebilir.
Regresyon, iki (ya da daha ¢ok) degisken arasindaki dogrusal iliskinin fonksiyonel seklini,
biri bagimli digeri bagimsiz degisken olarak bir dogru denklemi olarak, gostermekle kalmaz,

degiskenlerden birinin degeri bilindiginde digeri hakkinda kestirim yapilmasini saglar.

Regresyonda, degiskenlerden biri bagimli digerleri bagimsiz degisken olmalidir. Buradaki
mantik esitligin solunda yer alan degiskenin saginda yer alan degiskenlerden etkilenmesidir.
Sagda yer alan degiskenlerse diger degiskenlerden etkilenmemektedir. Burada etkilenmemek
matematiksel anlamda bu degiskenleri bir dogrusal denkleme koydugumuzda etki yapmasi

anlamindadir.
Varsayimlar1 sunlardir,

e (ikarimsal yontem oldugu icin kullanilan iki degiskenli Orneklemin ya istatistiksel

rastgele 6rneklem oldugu ya da anakiitleyi ¢ok iyi temsil ettigi bilinmektedir.

e Bagimli degisken i¢cinde hata bulunmaktadir. Bu hatanin bir rassal degisken oldugu ve
ortalama hatanin sifir oldugudur. Sistematik hata da bulunmasi miimkiindiir ama bu

hatanin incelemeye alinmasi regresyon analizi kapsami digindadir.

e Bagimsiz degisken hatasizdir. Eger bagimsiz degiskende hata bulundugu varsayilirsa 6zel
bir yontem sekli olan degiskenler-iginde-hata modeli teknikler kullanilarak model

kurulmalidir.
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Hatalarin varyanslart esit kabul edilir. Bu durum homoskedastisite varsayimi adi ile
anilir. Eger bu varsayim uygun degilse agirlikli en kiigiik kareler yontemi uygulanabilir ya

da 6zellikle bagimli degiskende bazi doniisiimler denenebilir.

Hata terimlerinin birbirleriyle korelasyonlu olmadigi varsayilir. Eger hata terimlerinin
korelasyonu zamana bagli ise zaman serisi modelleri denenebilir. Bununla birlikte hata

terimlerinin birbirleri ile korelasyonlu olmasi ciddi bir sorundur.

Hatalarin varyans-kovaryans matrisinin kdsegeninde yer alan elamanlar sabit hata

varyansina esittir. (0'1-2 = 0-2) Matrisin diger elemanlar1 da 0 olur. Baska bir deyisle

0-2 ( Ei) = Gzl .Burada I nxn’lik birim matristir.

Eger coklu regresyon analizi yapiliyor ve ii¢ veya daha cok parametre icin kestirim
isteniyorsa, bagimsiz degiskenlerin birbirleri ile baglantisinin olmamas1 gereklidir. Buna
coklu dogrusallik (multicolliearity) olmamasi varsayimi adi verilir. Bagka bir deyisle
aciklayict degiskenlerin agiklanan degisken ile korelasyonu yiiksek, ama aciklayict

degiskenler arasindaki korelasyon ¢ok yiiksek olmamalidir.

Hatalar normal dagilim gosterir. Eger bu hatalarin normalligi varsayimi uygun degilse,
parametrelerin en kiigiik kareler tahmincileri ayni sekilde bulunur. Bununla birlikte,
parametrelerin aralik tahminleri ya da parametrelere yonelik hipotez testleri normal
dagilim ve normal dagilimdan tiiretilen student-t ,Ki-Kare, F dagilimi gibi dagilimlara
dayandirildiklarindan , elde edilen aralik tahminlerinin ya da hipotez testi sonug¢larinin

hiikmii kalmaz. Baska yontemlerle aralik tahminine gitmek gerekir.
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5, DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON ANALIZi

Dogrusal olmayan regresyon modellerinin formu genelde dogrusal regresyon modelleri

gibidir.
Y =f(X.7)+e, 5.1)

(5.1) denklemi dogrusal olmayan regresyon modelinin genel formunu gosterir. Burada Y,

gbzlemi, dogrusal olmayan f (X l.,;/) fonksiyonu ve ¢, hata terimlerinin toplamidir. Hata

terimlerinin dogrusal regresyon modelindeki gibi, beklenen degerlerinin sifir, sabit varyansl

ve korelasyonsuz oldugu varsayilir. f (X i,}/) fonksiyonu ise, ¥ bagimli degiskeninin, X

bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu oldugunu gésterir.®

f (X i,)/) fonksiyonunda, parametreler vektori (fonksiyonun dogrusal olmadigini

vurgulamak i¢in) f yerine y ile gosterilir.

Dogrusal olmayan regresyon modelinin, dogrusal regresyon modelinden en biiyiik farki;
regresyon parametre sayilarinin modeldeki bagimsiz X degiskenlerinin sayilariyla iliskili

olmamasidir. Dogrusal regresyon modellerinde, p—1 tane bagimsiz X degisken dolayisiyla

p” tane parametre bulunur. Fakat dogrusal olmayan regresyon modellerinde bu durum

gecerli degildir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli asagidaki gibi yazilabilir:

Y= f(Xp)+e, (5.2)
X, Yo
X.
X = 2| ve y-= }fl ) (5.3)
gx1 : px1 .
Xiq j/p

8 S.Huet, A.Bouvier, M-APoursat and E.Jouliet, Statistical Tools for Nonlinear Regression, France, 2003,
chapter 13-17
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Sekil 5.1 Dogrusal olmayan EKK’nin gézlem uzay1

Dogrusal olmayan modellerden bazilar1 doniisiim yapilarak dogrusal hale getirilebilirler.

Boyle modellere “gercekte dogrusal” (intrinsically linear) modeller denir. Ornegin; iistel
bagimli fonksiyon f(X,y)=7, [exp (nX )] , logaritmik doniisiim yapilarak asagidaki sekilde

dogrusal regresyon modeli sekline getirilebilir:

log, f(X,y)=log, 7, +1X (5.4)
g(X,7)=log, f(X,7) (5.5)
B, =1og, 7, (5.6)
b= (5.7)

Yukaridaki kisaltmalar yapildiginda dogrusal olmayan regresyon modeli (5.8)’deki gibi

dogrusal regresyon modeli haline getirilir:
g(X.7)=p+BX (5.8)

Bununla birlikte dogrusal olmayan fonksiyonun dogrusal hale getirilebilmesi, dogrusal
regresyon modelinin veriye uygun oldugu anlamina gelmez. Ciinkii fonksiyonu dogrusal hale
getirmek icin yapilan doniisiim, modeldeki hata terimlerini etkileyebilir. Ornegin; asagidaki

tissel regresyon modelinin normal ve sabit hata terimlerine sahip oldugu diistiniildiigiinde:
Y, =y exp(rX,)+e (5.9)

Y fonksiyonu dogrusallastirmak icin Y ’de yapilacak logaritmik bir doniisim &  hata

terimlerini etkileyecek ve hata terimlerinin normal dagildigi varsayimi gecerliligini
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yitirecektir. Dolayisiyla dogrusal olmayan regresyon modellerinin dogrusallastirilmasi her

zaman uygun degildir, hatali ve yaniltic1 sonuglar verebilir.

5.1 Regresyon Parametrelerinin Tahmini

Dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyon modellerinde de
parametre tahmini EKK ya da En ¢ok benzerlik (ECB) yontemi kullanilarak bulunur.
Dogrusal regresyonun tersine, dogrusal olmayan regresyon’da EKK ve ECB tahminlerini

bulmak kolay degildir, bu modellerin analizi genellikle niimerik yontemlerle ¢oziiliir.

5.1.1 Dogrusal Olmayan Regresyonda EKK Tahmini

Dogrusal regresyonda EKK metodu asagidaki “Q” 6l¢iisiiniin minimizasyonuna dayanir:
L 2

0=3[Y~(A-AX)] (5.10)
i=1

Burada f; ve B,’in Q’yu minimize eden degerleri b, ve b, ile ifade edilir ve bu degerler

EKK tahmincileri olarak adlandirilir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in Q 06l¢iisii su sekildedir:

Q=i[Yi—f(X,~,7)]2 (5.11)

Burada EKK ol¢iisii OQ’yu minimize eden, dogrusal olmayan regresyon parametreleri
YosYis+-»7, ‘In tahmini degerleri EKK (ya da ECB) yontemi ile bulunur. Bu yontemin

Dogrusal regresyondan farki ¢oziimiin iteratif yontemleri” gerektirmesidir.

YosVise--» 7, degerlerine gore Q kriterinin y, "ya gore kismi tiirevleri alindiginda:

0 of (X,.7)

—==> 2|Y - f(X,.7) {—’ (5.12)
074 ; I: :I 7

(5.12) elde edilir. Bu kismi tiirevler sifira esitlenip, y, regresyon parametreleri yerine en

kiiciik kareler tahmincileri olan g, ’lar yerlestirildiginde, p tane normal denklem bulunur:

00 _ oy | I (Xr) . o (X.7)]
o " 221{ 5 l_g+2;f()(i,y)[ 5 m_o (5.13)
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[T 6 TED] o on s
- { a7, l_g ;f(X[37)|: 7, y_g—o k=0,1,...,p-1 (5.14)

(5.5)’de g ifadesi, en kiigiik kareler tahmincileri olan g, ’larin vektoriidiir:

g=|" (5.15)

Bir¢ok dogrusal olmayan regresyon modelinde, EKK tahminlerini “Gauss — Newton
Yontemi” ile bulmak hesaplama kolayligi nedeniyle tercih edilmektedir. Bununla birlikte
dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahminlerinin bulunmasmin genellikle
karmasik hesaplara ve (bu hesaplar1 kolaylastirmak iizere yapilan bir takim ) varsayimlara
dayandigin1 da vurgulamak gerekmektedir. Buna ek olarak bu tiir yontemlerle bulunan bir
minimum noktasinin parametre baslangi¢ degerlerine bagl olarak bulundugunu, yakinsama
oOl¢iilerinin saglanmasinin ise ¢ogu zaman (global bir minimumdan ziyade) yerel bir minimum

noktasinda bulunuldugunu garanti altina aldigin1 belirtmek gerekir.

5.1.1.1 Gauss - Newton Yontemi

Bu yontem “dogrusallastirma yontemi” olarak da bilinir. Yontem, Taylor serisini kullanarak
dogrusal olmayan regresyon modelini dogrusal terimlere yaklastirir ve EKK yodntemini
kullanarak parametre tahmini yapar. iterasyonlar yardimi ile elde edilen ardisik parametre
tahminlerinin belirli degerlere yakinsayacagi umuduyla islemlere devam edilir.

Gauss — Newton Yontemi, regresyon parametreleri y,,7,,...,7,, i¢in “ilk ya da baslangig

degerleri (initial or starting values)” kullanarak ¢oziime baglar. Bu degerler g(()o), gl(o),. s gg)_)l

ile gosterilir, parantez icindeki sayilar ise iterasyon sayisini gosterir. g,({o) baslangi¢c degeri,

daha oOnce yapilmis ya da ilgili ¢aligmalardan, teorik beklentilerden ya da Q kriterini

minimum yapan parametrelerden secilebilir.

Parametreler i¢in baslangic degerleri elde edildikten sonra, g,(co) baslangi¢ degeri ¢evresinde
Taylor serisinin dogrusal terimlerinin agilimi  f (X l.,)/) ‘nin n.durumu i¢in yazilir. i.durum

icin asagidaki ifade elde edilir:
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2 of (X, y
f(&y)zf(&g%i{g} (7 -2") (5.16)
k=0 aVk =g
Burada g(o) parametre baslangi¢ degerleri vektoriidiir:
gy’
o | g
gV =|° (5.17)
px1 .
&0

(5.16)’daki parantez igindeki ifadeler regresyon fonksiyonunun kismi tiirevleridir sadece

(k=0,1,...,p-1) igin 7, = g\” seklinde degerlendirilir.

£ =1 (x.¢") (5.18)
B =y -g (5.19)
of (X,
DY {—f(a ’ 7/)} (5.20)
Vi =g
0 s 0 0
f(Xoy)= £+ DB (5.21)
k=0

Bu ifade (5.1)’deki regresyon modeline yaklastirildiginda Y = f (Xia7)+5,~ ifadesi yerine

asagidaki ifade yazilir:

Y~ fO4S pogo (5.22)

Sag taraftaki /* terimi sol tarafa gegirildiginde Y, — £ ifadesi elde edilir. Bu ifade ¥” ile
gosterildiginde asagidaki dogrusal regresyon modeli yaklasimi elde edilir:

p-1

YO DOUBY ve  i=1,...n (5.23)

Y =y — s (5.24)

Yi(o) degeri “kalintilar” olarak adlandirilir. Dl.(ko) Degerleri, dogrusal regresyondaki X

degerlerine karsilik gelmektedir. Parametreler yerine baglangic tahminleri yerlestirildigindeki

kismi tiirevlerdir. ﬂ,ﬁo) degeri, gercek regresyon parametresi ile parametre baslangic tahmini
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arasindaki farki verir. (5.23) modeline uyum saglamaktaki amac; ,B,EO) regresyon katsayilarini

tahmin etmek ve bunlan kullanarak regresyon katsayilarimin “diizeltilmis baslangic
tahminlerini” tahmin etmektir. Uygun dogrusal regresyon tahmininde “sabit terimin”

bulunmadigina dikkat etmek gerekir.

(5.23)’deki dogrusal regresyon modeli matris formuyla yazilabilir:
Y~ DB 1 ¢ (5.25)

(5.25) modeli dogrusal regresyon modelindedir ve (5.25)’deki ifadelerin agilimlar1 asagida

verilmistir.
r=x ,[)’1+ & (5.26)
p)(
Yl _fl(O)
Y(?) = (5.27)
Y _f(o)
Dy - D,
QX(E) =| : (5.28)
by - DY,
K
,6’((;) = (5.29)
p><
B
gl
£=| (5.30)

n

(5.28)’deki D matrisi X matrisinin roliinii oynar fakat 1’lerden olusan sabit terim siitunu

yoktur. Buradan hareketle EKK tahminlerini kullanarak f © parametre tahmini bulunur.
b =D D) Dy (5.31)

b(o); EKK ile tahmin edilen regresyon katsayilar1 vektoriidiir. Herhangi bir ¢coklu regresyon

)

modiilii igeren bir bilgisayar programi kullanarak b,EO regresyon katsayilar1 tahminleri elde
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edilebilir. Daha sonra EKK tahminleri kullanilarak “diizeltilmis regresyon katsayilari

tahminleri” elde edilir. Bunlar g,El) ile gosterilir.
g =g +b" (5.32)

g,El); 1. iterasyon sonunda p, ’nin diizeltilmis tahminidir. Bu ifade matris formunda

yazilabilir.
gV =g" 40" (5.33)

Bu noktada, diizeltilmis regresyon katsayilarinin dogru yonde uyum saglayip saglamadig:

arastirilabilir.

2

sSEY =Y [ 1 - £(x,)] = (%-£) (5.34)

i=1 i=1

U

l.iterasyonun sonunda, diizeltilmis regresyon katsayilar1 tahmini g’ olur. Bu seviyede

hesaplanan EKK kriteri 6l¢timii SSE ™ ile gosterilir:

ssEO =[x (x.8")] =2 (1 - £") (5.35)

i=1 i=1
Eger Gauss — Newton yoOntemi ilk iterasyon sonucu dogru bir sekilde calistyorsa (uygun

sonuglar veriyorsa) SSE", SSE'" >dan kiigiik olmalidir. Boylelikle diizeltilmis regresyon

(1) (1) (1)

katsayilar1 tahmincisi olan g'’ iyi bir tahminci olur. Eger g'’ iyi bir tahminci degil ise, g

kullanilarak g(z) bulunur ve ayni1 karsilastirma SSE® ile SSE" i¢in yapilir.

Bu iterasyon olayt g™ —g") ya da SSE“") —SSE) arasindaki fark ihmal edilebilir
derecede azalana kadar devam eder. Iterasyon sonucunda son olarak elde edilen regresyon
katsayilar1 tahminleri “g” ile gosterilir ve en son EKK 6lgiisii de “SSE ” (Sum of Squares

due to Error) ile gosterilir ki bu hata kareleri toplamidir.

5.2  Dogrusal Olmayan Regresyonda Parametrelerin Sonuclar:

Dogrusal olmayan regresyonda, regresyon parametrelerinin sonuglar1 “biiyiik 6rnek teorisine”
dayanir. Bu teori, 6rnek boyutu biiyiik oldugunda, normal hata terimli dogrusal olmayan
regresyon modelinde, EKK ya da ECB kullanilarak elde edilen tahmincilerin, yaklasik olarak
normal dagildigini, neredeyse yansiz olduklarini ve hemen hemen en az varyansa sahip

olduklarim belirtir.
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5.2.1 Hata Terimlerinin Varyans Tahmini

Dogrusal olmayan regresyon parametrelerinin sonuclar1 hata terimleri varyanst o ’nin
tahminini gerektirir. Bu tahmin dogrusal regresyondaki gibidir.

AN2 2
SSE _ Y(-%) S[n-s(x.8)]

= (5.36)
n—p n—p n—p

MSE =

2

Burada “g” ifadesi, en son parametre tahmin vektoriidiir. Dolayisiyla kalintilar, en son

parametre tahmin vektorii g kullanilarak tahmin edilen dogrusal olmayan regresyon

fonksiyonunun etrafindaki sapmalardir. Dogrusal olmayan regresyon igin MSE, o’ ’nin

yansiz bir tahmin edicisi degildir, fakat 6rnek boyutu biiyiik oldugunda egilim azalir.

5.2.2 Biiyiik Ornek Teorisi

Dogrusal olmayan regresyon modelleri i¢in, hata terimleri bagimsiz oldugunda, normal
dagildiklarinda ve 6rnek boyutu yeterince biiyiik oldugunda asagidaki teorem gecerlidir:
Teorem:

13

Ornek boyutu “n” yeterince biiyiik oldugunda ve hata terimleri &, ’ler bagimsiz olup

N (0, 0'2) ile dagildiklarinda, g ’nin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak normaldir.

Ortalama vektoriin beklenen degeri yaklasik olarak (5.37)’deki gibidir.
E { g} ry (5.37)

Regresyon katsayilarinin, varyans — kovaryans matrisi agagidaki sekilde tahmin edilir:

1

s*{g}=MSE(D'D) (5.38)

Burada D, elde edilen son “g” en kii¢lik kareler tahmincisinin kullanildig1 kismi tiirevler

matrisidir. Ornek boyutu biiyiikk oldugunda, bagimsiz, sabit varyansli ve normal

dagildiklarinda, dogrusal olmayan regresyon icin en kii¢iik kareler tahmincisi “g” yaklasik

olarak normal dagilir ve yansizdir. Yukaridaki teoreme gore, 6rnek boyutu yeterince biiyiik
oldugunda aynmi dogrusal regresyondaki gibi, dogrusal olmayan regresyonda da tahminler
yapilarak elde edilen sonuglar ayni sekilde yorumlanir. Bazi dogrusal olmayan regresyon
modellerinde 6rnek boyutu kiiciik oldugundan biiylik 6rnek yaklagimini dogru sonuglar

vermeyebilir.
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5.2.2.1 Biiyiik Ornek Ozellikleri

Ornek birim sayisi arttiginda tahmincilerde aranan 6zelliklere asimptotik dzellikler denir. Bu
ozellikler biiyiik 6rneklem &zellikleri olarak da adlandirilmaktadir. Ornek birim sayisinin
artmasi, bazi istatistiklerin Ornekleme dagilimlarini normal dagilima yaklastiracaktir.
Sozgelimi bir anakiitleden n birimlik bagimsiz 6rnekler ¢ekilse, ve oOrnek ortalamalari
hesaplansa biiyiik n degerleri (n>=30 igin) i¢in bu ortalamalarin olasilik dagilimlari normal
dagilima yakinsayacaktir. Bu durum Merkezi Limit Teoremi olarak da bilinir. (Burada bir
istisna olarak Cauchy dagilimindan s6z edilebilir. Cauchy dagilimi Merkezi Limit Teoremi

agisindan bir istisna teskil eder )

Ote yandan bir tahmincinin dagilimi, érnek birim sayismin artmasi ile belirli bir dagilima

yaklagiyorsa, bu dagilim tahmincin asimptotik dagilimi olarak adlandirilir.

5.2.2.1.1 Asimptotik Sapmasizhik

Bir tahmincinin sapmasiz olabilmesi i¢in lim £ (én ): 0 sartin1 saglamasi gerekir. Burada én,

n—0

tahmin edicinin n gozlemli bir érnekleme dayandigi anlamimna gelir. Orneklem biiyiikliigii

gittikce artarken, @ ’nin beklenen ya da ortalama degeri ger¢ek degere dogru yakinsarsa, 0,

€ nin biiyilik 6rneklem i¢in sapmasiz bir tahmin edicisidir.

5.2.2.1.2 Tutarhhk

Ornek birim sayis1 gittikge bilyiirken 6 tahmin edicisi gercek 6 degerine yakinsarsa 6’nin

tutarli bir tahmin edici oldugu sdylenir. Diger bir ifadeyle n’in sonsuza yaklagmasi ile 0 nin

0 ’ya esit olmasi olasilig1 1’e yaklasacaktir. & ’nin kiigiik bir say1 oldugu varsayilirsa, n’in

artarak sonsuza yaklasmasi ile, P(‘é—€‘<5)—>l olmasi durumunda @, €’nin tutarls

tahmincisidir. Bu durumda n sonsuza giderken limit alindiginda, limP(‘é—9‘<8)=l
olacaktir.

Ornek birim sayisinin artmasi ile ortalama hata karelerinin kiiciilmesi beklenmektedir. n’in

artarak sonsuza gitmesi durumunda ortalama hata karesinin de sifira yaklagmasi1 gerekir. n

sonsuza yaklasirken, OHK (é’) —>0 ise €, 6’ ni tutarl bir tahmincisidir. Bu durumda limit

alimirsa, lim OHK (é) =0 olacaktir. Bu sonu¢ tahmincinin tutarli olup olmadigini1 anlamak

icin kullanilabilir. Sekil 5.2°de 6rneklem biiytikligi 25, 50, 100 oldugu durumlarda 6’nin

dagilimi gosterilmistir. Gortildiigii gibi n = 25 igin 6, sistematik hatalidir, ¢linkii 6rnekleme
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dagilimi gercek @ degerinde ortalanmamistir. Fakat n biiylidiikkge dagilimin oratalamasi &

degerine yaklagmaktadir. 0 dagiliminin varyansi sifir olursa, @ ’nin tutarli tahmincisi olur.

Olazilk "
*oduniudu f(@)»s =100

Fiém=130

Ftém= 25

Sekil 5.2 nin érnekleme dagilimmim @ etrafinda yogunlagmasi halindeki tutarlilik grafigi

5.2.2.1.3 Asimptotik Etkinlik

Asimptotik etkinlik sadece sonlu ortalama ve sonlu varyansi olan tahminciler igin

aranabilecek bir 6zelliktir. Burada ii¢ sart aranacaktir:
e §’nm sonlu ortalama ve sonlu varyansli bir asimptotik dagilimi var ise,
e 0 tutarh ise,
e  0’mn tutarli tahmincilerinden asimptotik varyansi en kiigiik olan tahmincisi 6 ise,

6, 6’nin asimptotik etkin tahmincisidir. Bir tahminci etkin ise asimptotik olarak da etkin

olacaktir.

5.2.3 y, parametresinin Giiven Arahg

Biiylik 6rneklem teorisine dayanarak, Ornek sayisi yeterince biiyiikk oldugunda ve hata

terimleri normal dagildiginda y, parametresi asagidaki gibi yazilabilir.

SV v i(n—p) k=0,1,....,p—1 (5.39)

s{g.}

Burada t(n— p); (n-p) serbestlik dereceli t dagilimidir. Herhangi bir y, parametresi igin

1 - ’lik giiven aralig1 asagidaki gibi ifade edilir:
g tt(l-a/2;n-p)s{g,} (5.40)

t(1-a/2;n - p); (n-p) serbestlik dereceli t dagilmmin (1-¢/2)100 *liik kismudur.
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5.2.4 Eszamanh Bir¢ok y, Parametrelerinin Giiven Arahg:

Dogrusal olmayan regresyonda, bircok regresyon parametresi icin birlesik giiven araliklari,
Bonferroni yontemi ile bulunur. 1-« giiven araliginda m parametrenin Bonferroni birlesik

giiven araligi (5.41)’deki gibidir.
g tBs{g,} (5.41)
Bu aralikta “B” ifadesinin a¢ilimi agagida verilmistir:

B=t(1-a/2m;n—p) (5.42)

5.2.5 Tek y, Parametresinin Hipotez Testi

Tek y, parametreli biiylik drneklem testinin hipotezi asagidaki gibi diizenlenebilir:
Hy 7 = Vo

H, 7 # 7o

Burada y,,, 7, ‘nin belirtilen bir degeridir. n yeterince biiyiik oldugunda H, hipotezi ¢ ile

test edilir:

=8 T (5.43)

s{g.}

Karar kural1 ise su sekilde olusur:

Eger || <¢(1-a/2:n- p) ise H, kabul edilir.
Eger ‘t*‘ >t(1-a/2;n—p) ise H, kabul edilir.

5.2.6 Bircok y, Parametrelerinin Hipotez Testi

Eger biiylik ornek testine bagl birgok, eszamali y, test edilmek isteniyorsa, genel dogrusal

test icin uygulanan igin uygulanan yontem burada da gegerli olur. Ilk énce uygun (tam model

olusturulur, SSE(F) elde edilir ve uygun indirgenmis model olusturulur, SSE (R) bulunur.

Daha sonra dogrusal regresyonda oldugu gibi test istatistigi kullanilir:

o _ SSE(R)-SSE(F)
dfp —df

+MSE (F) (5.44)

Yeterince biiyiik n degerleri i¢in /| kabul edilir ve test istatistigi /' (df 2 —df -, df, F) dagilir.



36

6. UYGULAMA

NIST enstitiisiinlin dis tizerindeki monomolekiiler emilimle ile ilgili ¢aligmasinin bir sonucu

olan veriler kullanilmistir. Tahmin edici de§isken basing, yanit fonksiyonu hacimdir.
Uygulamanin ilk asamas1 kalintilar1 sabitleyerek drnekleme yapilmistir.

y yanit fonksiyonu hacim, x tahmin edici degisken basing ve denklem asagidadir.

y =bl*(1-exp[-b2*x]) + e

Start 1 Start 2 Parameter  Standard Deviation

bl = 500 250 2.3894212918E+02 2.7070075241E+00
b2= 0.0001 0.0005 5.5015643181E-04 7.2668688436E-06

Cizelge 6.1 : Uygulama 6rnek verileri

y X
10,07 #7,60
14,73 114,90
17,94 141,10
23,93 190,80
29,61 239,90
35,18 289,00
40,02 332,80
44,82 378,40
50,76 434,50
55,05 477,30
61,01 536,80
66,40 593,10
75,47 689,10
81,78 760,00

¢ Anakiitleden sansa bagl olarak n sayida bir 6rnek segilir.
e Secilen bu 6rnege ait EKK regresyon dogrusu alinir.

e Bu modelden ¢i degerleri hesaplanir. Elde edilen €i degerlerine 1/n olasilig1 verilerek

her biri n hacminde B tane bootstrap hata alt 6rnekleri olusturulur.

e Olusan bu deneysel dagilim fonksiyonundan bootstrap hata degerlerinin ortalama,

standart sapma degerlerine ulagilir.

Bu 6rnege bagli b; ve b, degerlerini bulabilmek icin MS Office programi olan Excel’in makro

baglantilarindan yararlanilmistir. Asagidaki sekilde bir format hazirlanmistir. Burada bulunan
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n Ornek biiyiikligiini istedigimiz kadar deneyerek bu degerlere ulasabiliriz. Calismada 25, 50,

75,100 ve 200 6rnek biiyiikliigli alinarak ortalama, standart sapma ve varyans hesaplanmustir.

Asagidaki ¢izelgelerde olusturulmus 100 ornekten ilk 3 Ornegin verileri bulunmaktadir.

Makro detay1 ekte verilmistir.

Cizelge 6.2. Excel’de bl ve b2 i¢in Ornek Ekran Goriintiisii

AT
yorijinal | ¥ 5im i b | Hatalare Kalinti | olasibic N = ?
T {Denitlem]  |¥- Vtahmin] - '
1007 T 8 003 4 oW | Denier  [fenlegiae) 4 e |
1473 11430 145 | 0018 LM oW Start Vahue Bas|at
1784 M40 U8 000 | 0 0 ltt | 500 144 5468777 |
1383 10080 BB 00R NE oW it Uzt
1861 73880 BB 00 OB oW k2 | oo 0000535275 |
31 W90 [OE | 004 012 o
1002 A0 /W 000 D40 O
TR A MEE 00 0 O
078 2450 080 001 oM o
3505 7130 K6 002 o o
5101 5380 6140 ODF | 008 O 1
5540 A0 B 00 045 o
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Cizelge 6.2. Farkl1 6rnek biiytikliikleri i¢in olusan istatistiksel degerler.

b1 b2 Tahmini Varyans Kovarnyans Matr
Crtalama 505, 74582 | -2,20E-08
Std Sapma 0.,018128 | 1.28E-07 0,0002288 -1,88E-0%
Varyans 0,0002289 | 1,63E-14
n=25 Cov {B1,b2) -1,88E-08 -1,88E-09 1,83E-14
b1 b2 Tahmini Varyans Kovaryans Matr
Crtalama 505, 7432 | -1,80E-D3
Std Sapma 0014208 | 1,26E-07 0, 0002222 -1,84E-D2
Varyans 0,000222 | 1,59E-14 E
n=50 Cov (b1,b2) -1,84E-08 -1,84E-08 1,58E-14
b1 b2 Tahmini VVaryans Kovanyans Matr
Crtalama 505, 7378 | 3.16E-D3
Std Sapma 0,014852 | 1,24E-07 0,0002158 -1,80E-09
Varyans 0,000218 | 1,54E-14
n=r5 Cov (b1,62) | -1,80E-02 -1,80E-D2 1,54E-14
b1 b2 Tahmini Varyans Kovanyans Matr
Crtalama BOE, 7408 | 5.02E-05
Std Sapma 0,014401 | 1,22E-07 0,0002074 -1, 74E-0%9
Varyans 0,000207 | 1.48E-14
n=100 |Cov({b1.b2) | -1.70E-DS -1, 74E-D2 1,48E-14
b1 b2 Tahmini Varyans Kovaryans Matrisi
Crtalama B0E, 7384 | 1,85E-08
Std Sapma 0,013828 | 1.15E-07 0,0001857 -1,58E-09
Varyans 0,000188 | 1,23E-14
n=200 |Cov (b1.b2) | -1.60E-08 -1,568E-09 1,33E-14
b1 b2 Tahmini Varyans Kovaryans Matrisi
Crtalama B0E, 74032 | &,91E-0D
Std Sapma 1,02E-07 | 1,08E07 0,000188 -1,40E-0%9
Varyans 0,000188 | 1,19E-14
n=800 |Cov (b1b2) | -1,40E-05 -1,40E-0% 1,19E-14

Ormek biiyiikliigii arttik¢a ortaya ¢ikan ortalama, standart sapma gibi degerler yukaridaki
tabloda verilmistir.. Boylece deneysel bir dagilim elde edilmistir. Ayni zamanda standart

sapma degerinin azaldiginin da altin1 ¢izmek gerekiyor.
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7. SONUCLAR

Bootstrap yonteminde varsayim, gozlenen verilerin inceleme altindaki ana kiitlenin temsilcisi
oldugudur. Orijinal 6rnekten iadeli olarak yapilan tekrarli 6rneklemeyle bir Bootstrap 6rnegi
olusturulur. Ornek gercek ana kiitle gibi kabul edilerek ve elde edilen bu ornekten iadeli

yontemle pek ¢ok ornek cekilerek tahmin ediciye iligkin deneysel dagilim olusturulur.

Bootstrap 6rneklemesi, bir tahmin edicinin dagilimin1 belirleyebilmek amaciyla
gelistirilmistir. Yontemin 6nemi 6zellikle anakiitle dagilimina iliskin bilginin az ya da kisith
oldugu durumlarda ortaya cikmaktadir. Gozlenen Ornek verilerinden hareketle, iadeli
ornekleme yontemine gore bir dizi alt-Ornekler tiiretilmekte (bir yerde suni bir degiskenlik
yaratilmakta) ve bu degiskenlikten hareketle parametrelerin standart hatalar1 tahmin
edilmektedir. Daha sonra bu standart hatalardan yola c¢ikilarak parametre aralik tahminleri

gerceklestirilmektedir.

Bootstrap yontemi tahmin hatalarinin daha az olmasi, standart sapmalarin daha kii¢lik olmasi
nedeniyle kullanigh bir yontemdir. Daha giiclii ve daha giivenilir sonuglar elde etmek igin
ornek hacmini arttirmak yerine, bootstrap tekrarlar1 sayesinde daha giivenilir sonuglara
ulasilabilir. Orneklemenin maliyetli oldugu yerlerde bootstrap yontemlerini tercih etmek

maliyetlerin azalmasini saglar.

Dogrusal olmayan regresyonda parametrelerin aralik tahminleri asimptotik normallige dayali
olarak gerceklesmektedir. Oysa pratikte bu varsayim ¢ogunlukla gercekei gdziikmemektedir.
Bu gibi durumlarda bootstrap yontemi gibi nonparametrik sayabilecegimiz ydntemleri

denemek daha gercekei olacaktir.
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Ek1 Excel Makro Verileri
Sub Makro2()
Dim sim As Integer
Dim kalol As Integer
Dim start As Integer
Dim sol As Integer
Dim satir As Integer
Dim say As Integer
Dim n As Integer
Dim 1 As Integer
sim =41
kalol = 22
start = 43
sol =56
satir = 39
say = 31
n = Range("02").Value
Rows("39:65536").Select
Selection.Delete Shift:=x1Up
Fori=1Ton
Range("A20:K37").Select
Selection.Copy
Range("A" & satir).Select
satir = satir + 19
ActiveSheet.Paste
ActiveCell.Value = "START" & i+ 2
Application.CutCopyMode = False
Range("B" & sim & ":" & "B" & sim + 13).Select
Selection.ClearContents
'Application.Run "ATPVBAEN.XLA!Random", ActiveSheet.Range("B" & sim & ":"
&"B" & sim+13),1
', 14,7, , ActiveSheet.Range("F" & kalol & ":" & "G" & kalol + 13)
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Application.Run "ATPVBAEN.XLA!Random", ActiveSheet.Range("B" & sim & ":" &
"B" & sim+ 13), 1 _
, 14,7, , ActiveSheet.Range("f22: g35")

sim = sim + 19

kalol = kalol + 19

Range("K" & start).Select

ActiveCell.FormulaR1C1 = "500"

Range("K" & start + 2).Select

ActiveCell.FormulaR1C1 ="0.0001"

SolverOk SetCell:="E" & sol, MaxMinVal:=2, ValueOf:="0", ByChange:="K" & start &

" & "K" & start + 2

SolverSolve userFinish:=True

start = start + 19

sol =sol + 19

Next i

Sheets("sum").Rows("2:65536").Delete

Forj=1Toi
Sheets("sum").Range("a" & j + 1).Value =]
Sheets("sum").Range("b" & j + 1).Value = Range("" & say).Value
Sheets("sum").Range("c" & j + 1).Value = Range("j" & say).Value
say =say + 19
Next j
'Sheets("SUM").Select
End Sub
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Ek2 n=25Iicin Ortaya Cikan Degerler

bl b2
1 505,790598 -0,0000004157
2 505,731066 0,0000000871
3 505,75775 -0,0000001387
4 505,723077 0,0000001548
5 505,744492 -0,0000000263
6 505,750861 -0,0000000801
7 505,750622 -0,0000000785
8 505,754771 -0,0000001132
9 505,748383 -0,0000000595
10 505,733073 0,0000000700
11 505,741707 -0,0000000031
12 505,73827 0,0000000264
13 505,735587 0,0000000487
14 505,739821 0,0000000130
15 505,757404 -0,0000001358
16 505,751432 -0,0000000849
17 505,718306 0,0000001949
18 505,752717 -0,0000000959
19 505,730005 0,0000000960
20 505,757935 -0,0000001399
21 505,752468 -0,0000000939
22 505,764164 -0,0000001925
23 505,729228 0,0000001026
24 505,739312 0,0000000172
25 505,739745 0,0000000134
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Ek 3 n=50 I¢cin Ortaya Cikan Degerler

bl b2 bl b2
1 |505,7906 |-0,0000004157 31 505,7362 |0,0000000434
2 |505,7207 |0,0000001746 32 505,7348 |0,0000000555
3 |505,7465 |-0,0000000437 33 505,7532 |-0,0000000999
4 |505,7271 |0,0000001202 34 505,7756 |-0,0000002893
5 |505,7488 |-0,0000000624 35 505,7349 |0,0000000541
6 |505,7473 |-0,0000000502 36 505,7211 |0,0000001716
7 |505,7437 |-0,0000000200 37 505,7542 |-0,0000001087
8 |505,7401 |0,0000000107 38 505,7348 |0,0000000559
9 |505,7326 |0,0000000742 39 505,743 |-0,0000000134
10 |505,724 |0,0000001468 40 505,7391 |0,0000000189
11 |505,7328 |0,0000000725 41 505,7502 |-0,0000000749
12 |505,7191 |0,0000001885 42 505,7551 |-0,0000001161
13 |505,7463 |-0,0000000421 43 505,7388 |0,0000000212
14 1505,7613 |-0,0000001684 44 505,7457 |-0,0000000368
15 |505,7488 |-0,0000000630 45 505,7399 |0,0000000122
16 |505,7501 |-0,0000000738 46 505,7599 |-0,0000001568
17 /505,733 |0,0000000707 47 505,7406 |0,0000000063
18 |505,7646 |-0,0000001967 48 505,7433 |-0,0000000162
19 |505,7241 |0,0000001460 49 505,7455 |-0,0000000351
20 |505,7274 10,0000001178 50 505,7483 |-0,0000000582
21|505,7311 |0,0000000870
22 |505,7412 |0,0000000015
23 |505,7557 |-0,0000001217
24 1505,7543 |-0,0000001098
25 |505,7327 |0,0000000729
26 |505,7327 |0,0000000735
27 |505,7502 |-0,0000000752
28 |505,7805 |-0,0000003310
29 |505,7298 |0,0000000979
30 |505,7296 |0,0000000996
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Ek 4 n=75 I¢in Ortaya Cikan Degerler

bl b2 bl b2

1 505,7906 |-0,0000004157 41 505,7373 |0,0000000339
2 505,7408 |0,0000000045 42 505,7277 |0,0000001160
3 505,7246 |0,0000001416 43 505,7354 |0,0000000503
4 505,7584 |-0,0000001436 44 505,7267 |0,0000001240
5 505,7318 |0,0000000812 45 505,7477 |-0,0000000535
6 505,736 |0,0000000459 46 505,7296 |0,0000000992
7 505,7456 |-0,0000000355 47 505,7551 |-0,0000001163
8 505,735 |0,0000000540 48 505,735 |0,0000000539
9 505,7469 |-0,0000000466 49 505,7216 |0,0000001673
10 |505,7458 |-0,0000000370 50 505,7269 |0,0000001226
11  |505,7363 |0,0000000430 51 505,7338 |0,0000000633
12 |505,7323 |0,0000000769 52 505,7505 |-0,0000000774
13 |505,7124 (0,0000002449 53 505,722 |0,0000001640
14  |505,7378 [0,0000000296 54 505,7608 |-0,0000001646
15 |505,7442 |-0,0000000238 55 505,7226 |0,0000001582
16 |505,7562 |-0,0000001254 56 505,7257 |0,0000001322
17 |505,7665 |-0,0000002124 57 505,7476 |-0,0000000529
18 |505,7414 |-0,0000000005 58 505,7545 |-0,0000001113
19 |505,741 |0,0000000030 59 505,7268 |0,0000001228
20 |505,7134 |0,0000002364 60 505,7429 |-0,0000000131
21 |505,7434 |-0,0000000174 61 505,7314 |0,0000000839
22 |505,7142 |0,0000002295 62 505,7354 |0,0000000501
23 |505,7466 |-0,0000000443 63 505,7269 |0,0000001225
24 |505,7307 |0,0000000896 64 505,7322 |0,0000000773
25 |505,7272 |0,0000001201 65 505,7449 |-0,0000000300
26 |505,7374 |0,0000000337 66 505,7743 |-0,0000002778
27 |505,7345 |0,0000000581 67 505,7213 |0,0000001696
28 |505,7606 |-0,0000001624 68 505,733 |0,0000000706
29 |505,725 |0,0000001381 69 505,7449 |-0,0000000300
30 |505,7715 |-0,0000002544 70 505,7336 |0,0000000655
31 |505,7411 |0,0000000022 71 505,7339 |0,0000000635
32 |505,7189 |0,0000001904 72 505,7367 |0,0000000391
33 |505,7465 [-0,0000000437 73 505,7237 |0,0000001494
34 |505,7431 |-0,0000000148 74 505,7209 |0,0000001730
35 |505,7274 |0,0000001182 75 505,7485 |-0,0000000599
36 |505,724 |0,0000001471

37 |505,721 |0,0000001722

38 |505,7275 |0,0000001174

39 |505,7204 |0,0000001769

40 |505,7522 |-0,0000000920
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Ek 5 n=100 i¢cin Ortaya Cikan Degerler

bl b2 bl b2 bl b2
1 505,7906 |-0,0000004157 41 |505,7471 |-0,0000000481 81 |505,7574728 |-0,0000001361
2 505,7432 |-0,0000000159 42 |505,73 |0,0000000959 82 |505,7389177 |0,0000000208
3 505,7181 |0,0000001967 43 |505,7175 |0,0000002020 83 |505,7453279 |-0,0000000337
4 505,7489 |-0,0000000633 44 |505,7418 |-0,0000000034 84 |505,7601562 |-0,0000001590
5 505,7433 |-0,0000000165 45 |505,7296 |0,0000000987 85 |505,7633909 |-0,0000001860
6 505,7278 |0,0000001145 46 |505,7656 |-0,0000002049 86 |505,7245831 |0,0000001419
7 505,7453 |-0,0000000330 47 |505,7368 |0,0000000385 87 |505,7062891 |0,0000002965
8 505,7541 |-0,0000001074 48 |505,7587 |-0,0000001469 88 |505,7293087 |0,0000001016
9 505,7429 |-0,0000000129 49 |505,7413 |0,0000000007 89 |505,7424779 |-0,0000000094
10 505,7452 |-0,0000000327 50 |[505,7461 |-0,0000000399 90 |505,7480303 |-0,0000000564
11 505,7317 |0,0000000818 51 |505,7336 |0,0000000655 91 |505,7502507 |-0,0000000750
12 505,7243 |0,0000001445 52 |505,738 |0,0000000284 92 |505,7661735 |-0,0000002095
13 505,7468 |-0,0000000465 53 |505,7589 |-0,0000001483 93 |505,7297283 |0,0000000983
14 505,7319 |0,0000000798 54 1|505,7529 |-0,0000000973 94 |505,7216749 |0,0000001665
15 505,75 |-0,0000000734 55 |505,7394 |0,0000000161 95 |505,742347  |-0,0000000081
16 505,7411 |0,0000000022 56 |505,7476 |-0,0000000526 96 |505,7237314 |0,0000001492
17 505,7535 |-0,0000001029 57 |505,7412 |0,0000000011 97 |505,7379617 |0,0000000288
18 505,7351 |0,0000000524 58 |505,7344 |0,0000000591 98 |505,7149124 |0,0000002237
19 505,7549 |-0,0000001145 59 |505,7299 |0,0000000968 99 |505,7522014 |-0,0000000912
20 505,741 |0,0000000037 60 |505,7184 |0,0000001944 100 |505,7400987 |0,0000000109
21 505,7364 |0,0000000420 61 |505,7489 |-0,0000000642
22 505,7282 |0,0000001116 62 |505,7563 |-0,0000001261
23 505,7432 |-0,0000000156 63 |505,7251 |0,0000001377
24 505,7407 |0,0000000056 64 |505,7228 |0,0000001572
25 505,702 |0,0000003333 65 |505,7338 |0,0000000635
26 505,7319 |0,0000000796 66 |505,7336 |0,0000000651
27 505,7687 |-0,0000002307 67 |505,7418 |-0,0000000044
28 505,7654 |-0,0000002031 68 |505,7291 |0,0000001037
29 505,7509 |-0,0000000810 69 |505,7418 |-0,0000000041
30 505,7414 |-0,0000000008 70 |505,754 |-0,0000001070
31 505,7323 |0,0000000763 71 |505,7253 |0,0000001359
32 505,7385 |0,0000000239 72 |505,7666 |-0,0000002129
33 505,7481 |-0,0000000574 73 |505,7321 |0,0000000787
34 505,7329 |0,0000000715 74 |505,7473 |-0,0000000497
35 505,7269 |0,0000001219 75 |505,7241 |0,0000001462
36 505,7332 |0,0000000688 76 |505,7492 |-0,0000000657
37 505,7188 |0,0000001906 77 |505,764 |-0,0000001915
38 505,7527 |-0,0000000961 78 |505,7558 |-0,0000001222
39 505,7401 |0,0000000109 79 |505,7482 |-0,0000000579
40 505,7306 |0,0000000904 80 |505,7403 |0,0000000085




49

Ek 6 n=200 i¢in Ortaya Cikan Degerler

bl b2 bl b2 bl b2 bl b2

1 | 505,790598 | -0,0000004157 51 | 505,7375 | 0,0000000329 101| 505,71469 | 0,0000002256 151 | 505,737 | 0,0000000364
2 | 505,758118 | -0,0000001416 52 | 505,7252 | 0,0000001366 102| 505,75587 | -0,0000001229 152 | 505,737 | 0,0000000384
3 | 505,758749 | -0,0000001471 53 | 505,7504 | -0,0000000767 103 | 505,73007 | 0,0000000957 153 | 505,723 | 0,0000001574
4 | 505,71702 0,0000002059 54 | 505,7282 | 0,0000001115 104| 505,72235 | 0,0000001609 154 | 505,749 | -0,0000000669
5 | 505,729306 | 0,0000001015 55 | 505,7478 | -0,0000000543 105| 505,75956 | -0,0000001538 155 | 505,752 | -0,0000000919
6 | 505,744949 | -0,0000000303 56 | 505,7491 | -0,0000000658 106 | 505,75047 | -0,0000000769 156 | 505,744 | -0,0000000207
7 | 505,755538 | -0,0000001200 57 | 505,7389 | 0,0000000209 107| 505,75149 | -0,0000000859 157 | 505,745 | -0,0000000291
8 | 505,741949 | -0,0000000049 58 | 505,7471 | -0,0000000487 108| 505,73701 | 0,0000000364 158 | 505,72 | 0,0000001817
9 | 505,72522 0,0000001367 59 | 505,7586 | -0,0000001459 109| 505,74711 | -0,0000000486 159 | 505,723 | 0,0000001578
10| 505,751926 | -0,0000000895 60 | 505,7871 | -0,0000003861 110| 505,73786 | 0,0000000293 160 | 505,755 | -0,0000001189
11] 505,753105 | -0,0000000991 61 | 505,7697 | -0,0000002388 111| 505,73668 | 0,0000000393 161 | 505,736 | 0,0000000415
12| 505,72661 0,0000001247 62 | 505,7317 | 0,0000000816 112| 505,73468 | 0,0000000563 162 | 505,737 | 0,0000000335
13| 505,757971 | -0,0000001406 63 | 505,7469 | -0,0000000468 113| 505,73947 | 0,0000000158 163 | 505,713 | 0,0000002371
14| 505,732192 | 0,0000000776 64 | 505,7362 | 0,0000000436 114| 505,75999 | -0,0000001577 164 | 505,739 | 0,0000000219
15| 505,745758 | -0,0000000374 65 | 505,7455 | -0,0000000350 115| 505,73283 | 0,0000000723 165 | 505,742 | -0,0000000057
16| 505,734595 | 0,0000000574 66 | 505,7334 | 0,0000000672 116| 505,76215 | -0,0000001759 166 | 505,74 | 0,0000000078
17| 505,730684 | 0,0000000903 67 | 505,7396 | 0,0000000148 117| 505,75203 | -0,0000000901 167 | 505,765 | -0,0000001960
18| 505,734755 | 0,0000000558 68 | 505,7292 | 0,0000001033 118| 505,72864 | 0,0000001076 168 | 505,743 | -0,0000000131
19| 505,737495 | 0,0000000325 69 | 505,7236 | 0,0000001499 119| 505,75832 | -0,0000001436 169 | 505,747 | -0,0000000467
20| 505,74038 0,0000000083 70 | 505,7307 | 0,0000000898 120| 505,73579 | 0,0000000468 170 | 505,718 | 0,0000001966
21| 505,722525 | 0,0000001593 71 | 505,7446 | -0,0000000275 121| 505,74762 | -0,0000000529 171 505,728 | 0,0000001153
22 | 505,716056 | 0,0000002139 72 | 505,724 | 0,0000001470 122| 505,76066 | -0,0000001630 172 | 505,749 | -0,0000000651
23| 505,733311 | 0,0000000682 73 | 505,7414 | -0,0000000001 123| 505,73307 | 0,0000000700 173 | 505,729 | 0,0000001067
24| 505,742931 | -0,0000000133 74 | 505,7358 | 0,0000000468 124| 505,75095 | -0,0000000809 174 | 505,748 | -0,0000000550
25| 505,732613 | 0,0000000739 75 | 505,7181 | 0,0000001966 125| 505,72035 | 0,0000001777 175 | 505,731 | 0,0000000916
26| 505,731602 | 0,0000000825 76 | 505,759 | -0,0000001490 126| 505,7597 -0,0000001552 176 | 505,718 | 0,0000001964
27| 505,743819 | -0,0000000207 77 | 505,7372 | 0,0000000351 127| 505,76928 | -0,0000002359 177 | 505,719 | 0,0000001923
28| 505,747121 | -0,0000000486 78 | 505,736 | 0,0000000446 128| 505,74096 | 0,0000000031 178 | 505,726 | 0,0000001312
29 | 505,740264 | 0,0000000094 79 | 505,749 | -0,0000000646 129| 505,73401 | 0,0000000621 179 | 505,743 | -0,0000000115
30| 505,751396 | -0,0000000848 80 | 505,7195 | 0,0000001848 130| 505,75846 | -0,0000001442 180 | 505,709 | 0,0000002744
31| 505,740628 | 0,0000000063 81 | 505,7373 | 0,0000000342 131| 505,73832 | 0,0000000255 181 | 505,75 | -0,0000000757
32| 505,722391 | 0,0000001601 82 | 505,7327 | 0,0000000730 132| 505,7116 0,0000002517 182 | 505,729 | 0,0000001046
33| 505,732026 | 0,0000000790 83 | 505,7237 | 0,0000001496 133| 505,7316 0,0000000826 183 | 505,716 | 0,0000002110
34| 505,730578 | 0,0000000909 84 | 505,7265 | 0,0000001255 134| 505,74343 | -0,0000000177 184 | 505,754 | -0,0000001088
35| 505,759365 | -0,0000001520 85 | 505,735 0,0000000534 135| 505,74481 | -0,0000000292 185 | 505,75 | -0,0000000754
36 | 505,747748 | -0,0000000540 86 | 505,712 0,0000002482 136| 505,75064 | -0,0000000782 186 | 505,736 | 0,0000000423
37| 505,726502 | 0,0000001258 87 | 505,7281 | 0,0000001123 137| 505,71956 | 0,0000001843 187 | 505,747 | -0,0000000459
38| 505,733252 | 0,0000000684 88 | 505,7269 | 0,0000001228 138| 505,72932 | 0,0000001016 188 | 505,744 | -0,0000000239
39| 505,760726 | -0,0000001635 89 | 505,7341 | 0,0000000612 139| 505,74292 | -0,0000000131 189 | 505,74 | 0,0000000132
40| 505,749532 | -0,0000000692 90 | 505,742 | -0,0000000055 140| 505,72916 | 0,0000001033 190 | 505,749 | -0,0000000604
41| 505,730628 | 0,0000000908 91 | 505,7246 | 0,0000001415 141| 505,72923 | 0,0000001025 191 | 505,72 | 0,0000001799
42| 505,738399 | 0,0000000254 92 | 505,7434 | -0,0000000170 142| 505,74296 | -0,0000000136 192 | 505,738 | 0,0000000315
43| 505,757209 | -0,0000001338 93 | 505,7283 | 0,0000001100 143 | 505,74889 | -0,0000000638 193 | 505,728 | 0,0000001132
44 | 505,764184 | -0,0000001928 94 | 505,7436 | -0,0000000195 144| 505,73496 | 0,0000000540 194 | 505,767 | -0,0000002139
45| 505,733636 | 0,0000000655 95 | 505,745 | -0,0000000309 145| 505,746 -0,0000000390 195 | 505,719 | 0,0000001868
46| 505,741636 | -0,0000000022 96 | 505,7231 | 0,0000001547 146| 505,72916 | 0,0000001032 196 | 505,744 | -0,0000000203
47| 505,737989 | 0,0000000283 97 | 505,7589 | -0,0000001480 147| 505,75184 | -0,0000000884 197 | 505,724 | 0,0000001448
48 | 505,742576 | -0,0000000103 98 | 505,743 | -0,0000000143 148| 505,75754 | -0,0000001367 198 | 505,736 | 0,0000000431
49| 505,741072 | 0,0000000022 99 | 505,735 0,0000000540 149| 505,74955 | -0,0000000694 199 | 505,736 | 0,0000000459
50| 505,731902 | 0,0000000803 100| 505,7356 | 0,0000000491 150| 505,73217 | 0,0000000776 200 | 505,753 | -0,0000001024
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Ek 7 n=500 i¢cin Ortaya Cikan Degerler

bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
1 [505,7905979  |-0,0000004157 51 |505,726646 0,0000001242 101 |505,7648711  |-0,0000001987 151 [505,7483586  |-0,0000000589
2 |505,72413 0,0000001458 52 |505,7628732 |-0,0000001816 102 |505,7500837  |-0,0000000738 152 |505,7503723 |-0,0000000763
3 |505,7640641 -0,0000001920 53 |505,7589696  |-0,0000001491 103 |505,7492958  |-0,0000000675 153 [505,7232114  |0,0000001535
4 [505,7394647  |0,0000000161 54 |505,7467856  |-0,0000000460 104 |505,757453 -0,0000001362 154 [505,7543968 |-0,0000001101
5 |505,7571216  |-0,0000001330 55 |505,7393286 |0,0000000169 105 |505,7386094  |0,0000000235 155 [505,7531832  |-0,0000000999
6 |505,7631873 -0,0000001843 56 |505,7295138 |0,0000001000 106 |505,7872878  |-0,0000003877 156 |505,7580544  |-0,0000001408
7 |505,7362079  |0,0000000435 57 |505,7621876 |-0,0000001762 107 |505,7268903  |0,0000001224 157 |505,7297972  |0,0000000978
8 |505,7311603 0,0000000863 58 |505,7499447 |-0,0000000724 108 |505,7348488  |0,0000000551 158 [505,7421874  |-0,0000000068
9 |505,7365049  ]0,0000000410 59 |505,7499379 |-0,0000000724 109 |505,727699 0,0000001156 159 |[505,7325328 |0,0000000745
10 [505,7272618  |0,0000001192 60 |505,7285479  |0,0000001081 110 |505,730769 0,0000000894 160 [505,757922 -0,0000001401
11 |505,725624 0,0000001331 61 |505,7546979 |-0,0000001128 111 |505,7617366  |-0,0000001721 161 [505,7514478 |-0,0000000856
12 [505,7314607  |0,0000000834 62 |505,7382193 |0,0000000267 112 |505,7374711  |0,0000000329 162 |[505,7353378 |0,0000000510
13 [505,7403608  |0,0000000080 63 |505,7486438 |-0,0000000614 113 |505,7209015 |0,0000001730 163 [505,7392935 |0,0000000175
14 [505,7514709  |-0,0000000857 64 |505,7617194 |-0,0000001722 114 |505,7689142  |-0,0000002329 164 [505,7400001 |0,0000000113
15 [505,7489817  |-0,0000000647 65 |505,7212479 |0,0000001701 115 |505,7318481  |0,0000000805 165 [505,7294411 |0,0000001009
16 [505,7457779  |-0,0000000375 66 |505,7281158 |0,0000001119 116 |505,7344233  |0,0000000584 166 [505,7495444  |-0,0000000692
17 |505,764192 -0,0000001929 67 |505,771662 -0,0000002561 117 |505,7236042  |0,0000001500 167 [505,7354139  |0,0000000501
18 [505,754284 -0,0000001094 68 |505,7292249 |0,0000001027 118 |505,7426325 |-0,0000000110 168 [505,7464119  |-0,0000000428
19 [505,7549556  |-0,0000001148 69 |505,7441671 |-0,0000000236 119 |505,7565731 |-0,0000001285 169 [505,7377002  |0,0000000309
20 |505,7360165 0,0000000453 70 |505,7271505 |0,0000001200 120 |505,757893 -0,0000001398 170 (505,7497977  |-0,0000000712
21 |505,7382468  |0,0000000261 71 |505,7429671 |-0,0000000135 121 |505,7624884 |-0,0000001785 171 |505,7481932  |-0,0000000578
22 |505,7620941 -0,0000001750 72 |505,7283255 |0,0000001102 122 |505,7561391  |-0,0000001252 172 |505,7435359  |-0,0000000183
23 |505,7336732 0,0000000649 73 |505,7563194 |-0,0000001264 123 |505,7338643  |0,0000000632 173 [505,7339934  |0,0000000622
24 |505,7467277  |-0,0000000454 74 |505,7310872 |0,0000000867 124 |505,7351464 |0,0000000524 174 |505,7436334  |-0,0000000192
25 |505,7441905 -0,0000000236 75 |505,7281559  |0,0000001118 125 |505,7405897  |0,0000000063 175 |505,7192727  |0,0000001868
26 |505,7545596  |-0,0000001116 76 |505,727666 0,0000001156 126 |505,7443656  |-0,0000000256 176 |505,721881 0,0000001647
27 |505,7336493 0,0000000652 77 |505,7438388  |-0,0000000207 127 |505,7472151  |-0,0000000495 177 |505,7384927  |0,0000000240
28 |505,7324964  |0,0000000749 78 |505,7328686  |0,0000000718 128 |505,7233586  |0,0000001519 178 |505,726131 0,0000001289
29 |505,7407766  |0,0000000050 79 |505,7381203 |0,0000000274 129 |505,7628762  |-0,0000001817 179 |505,7224826  |0,0000001594
30 |505,7429954  |-0,0000000139 80 |505,7294856 |0,0000001005 130 |505,7612523  |-0,0000001681 180 [505,7423936  |-0,0000000088
31 |505,7290086  |0,0000001045 81 |505,7183506 |0,0000001946 131 |505,732399 0,0000000758 181 [505,7442224 |-0,0000000242
32 |505,7422831 -0,0000000079 82 |505,728473 0,0000001090 132 |505,7535108  |-0,0000001028 182 [505,7259037  |0,0000001302
33 |505,7377064  10,0000000311 83 |505,7404711 |0,0000000072 133 |505,7435963  |-0,0000000186 183 |[505,734435 0,0000000586
34 |505,721525 0,0000001677 84 |505,7483078 |-0,0000000584 134 |505,7480569  |-0,0000000570 184 [505,7312792  |0,0000000853
35 |505,734844 0,0000000551 85 |505,7389096  |0,0000000205 135 |505,758753 -0,0000001470 185 |505,7449176  |-0,0000000299
36 |505,7412807  |0,0000000006 86 |505,7570216 |-0,0000001322 136 |505,715799 0,0000002162 186 [505,7242723 |0,0000001445
37 |505,7277542 0,0000001149 87 |505,7292874  |0,0000001023 137 |505,7472835  |-0,0000000500 187 |505,7267219  |0,0000001236
38 |505,7406889  10,0000000056 88 |505,7490651  |-0,0000000650 138 |505,7378736  |0,0000000293 188 [505,7579935 |-0,0000001409
39 |505,7591838  |-0,0000001506 89 |505,7482907  |-0,0000000586 139 |505,7412852  |0,0000000007 189 [505,7413997  |-0,0000000005
40 [505,732481 0,0000000751 90 |505,722026 0,0000001633 140 |505,7172616 |0,0000002038 190 [505,7329914 |0,0000000709
41 [505,7579763 -0,0000001406 91 |505,7227823 |0,0000001570 141 |505,7346866 |0,0000000564 191 [505,7393866 |0,0000000165
42 |505,7459835 -0,0000000391 92 |505,7496306 |-0,0000000700 142 |505,7330988  |0,0000000696 192 |505,7402152  |0,0000000096
43 [505,7436564  |-0,0000000199 93 |505,7384899 |0,0000000239 143 |505,7244346  |0,0000001432 193 [505,7621159 |-0,0000001753
44 [505,7314654  |0,0000000833 94 |505,7434415 |-0,0000000177 144 |505,7310701  |0,0000000870 194 |505,7421785 |-0,0000000068
45 [505,7389106  |0,0000000207 95 |505,7288515 |0,0000001056 145 |505,7475634  |-0,0000000527 195 [505,7322117  |0,0000000775
46 [505,7451319  |-0,0000000317 96 |505,7456551  |-0,0000000363 146 |505,7610363  |-0,0000001663 196 [505,7294417 |0,0000001009
47 |505,746486 -0,0000000436 97 |505,7527307  |-0,0000000962 147 |505,7236939  |0,0000001490 197 |505,74393 -0,0000000217
48 [505,7515166  |-0,0000000859 98 |505,7227723 |0,0000001572 148 |505,7470965 |-0,0000000485 198 [505,7337489  |0,0000000642
49 [505,733915 0,0000000630 99 |505,7428648 |-0,0000000132 149 |505,7343444  |0,0000000596 199 |505,7371254  |0,0000000357
50 |505,7296592 0,0000000987 100 [505,7282069 |0,0000001110 150 |505,7281496 ]0,0000001117 200 |505,741169 0,0000000015
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bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
201 |505,7396126  |0,0000000147 251 |505,7173898  10,0000002028 301 |505,7210555 |0,0000001716 351 |505,7239507 |0,0000001471
202 |505,7428436  |-0,0000000125 252 |505,7365398  10,0000000408 302 |505,7542224 |-0,0000001087 352 |505,7209778  10,0000001722
203 |505,7458271  |-0,0000000378 253 |505,7242529  |0,0000001446 303 |505,7347602  |0,0000000559 353 |505,7275038 0,0000001174
204 |505,7432626  |-0,0000000159 254 |505,7513729  |-0,0000000847 304 |505,742967 -0,0000000134 354 |505,7204445 0,0000001769
205 |505,7478213  |-0,0000000545 255 |505,7464346  |-0,0000000429 305 |505,7391258 |0,0000000189 355 |505,7522353  |-0,0000000920
206 |505,7544729  |-0,0000001105 256 |505,7221256  |0,0000001624 306 |505,7502151  |-0,0000000749 356 |505,7373405 ]0,0000000339
207 |505,7500014  |-0,0000000729 257 |505,7430374  |-0,0000000142 307 |505,7550878 |-0,0000001161 357 |505,7276615 ]0,0000001160
208 |505,7418293  |-0,0000000040 258 |505,7300115 |0,0000000960 308 |505,7388052  |0,0000000212 358 |505,7354272  10,0000000503
209 |505,7457211  |-0,0000000368 259 |505,7266789  10,0000001238 309 |505,7457098  |-0,0000000368 359 |505,7267177 10,0000001240
210 |505,7388117  |0,0000000215 260 |505,7209687  10,0000001725 310 |505,7398802  |0,0000000122 360 [505,7476968  |-0,0000000535
211 |505,7248278  |0,0000001399 261 |505,7500186 |-0,0000000734 311 |505,7598795 |-0,0000001568 361 |505,7296252  ]0,0000000992
212 |505,7635236  |-0,0000001872 262 |505,7372171 ]0,0000000350 312 |505,7406179 |0,0000000063 362 |505,7551061 |-0,0000001163
213 |505,741154 0,0000000015 263 |505,7488561 |-0,0000000634 313 |505,7432502  |-0,0000000162 363 |505,7349587  |0,0000000539
214 |505,7376815  |0,0000000307 264 |505,7391992  ]0,0000000183 314 |505,7455152  |-0,0000000351 364 |505,7215625 0,0000001673
215 |505,7443914  |-0,0000000257 265 |505,7462445 |-0,0000000415 315 |505,7482704  |-0,0000000582 365 |505,7268561 |0,0000001226
216 |505,7626849  |-0,0000001799 266 |505,7571446 |-0,0000001338 316 |505,7362676  |0,0000000428 366 [505,7338328 ]0,0000000633
217 |505,7319092  |0,0000000799 267 |505,7320701 ]0,0000000787 317 |505,7407989  |0,0000000045 367 |505,7505063 |-0,0000000774
218 |505,7376294  |0,0000000317 268 |505,7415508  |-0,0000000018 318 |505,7245838 |0,0000001416 368 |505,721967 0,0000001640
219 |505,7387059  |0,0000000225 269 |505,7436576  |-0,0000000194 319 |505,7583761 |-0,0000001436 369 |505,7608283 |-0,0000001646
220 |505,7450944  |-0,0000000318 270 |505,726972 0,0000001218 320 |505,7317538 |0,0000000812 370 |505,72263 0,0000001582
221 |505,741914 -0,0000000048 271 |505,7304709 0,0000000920 321 |505,7359604 10,0000000459 371 |505,7257416  10,0000001322
222 |505,7382932  |0,0000000259 272 |505,7549268 |-0,0000001146 322 |505,7455692  |-0,0000000355 372 |505,7476148 |-0,0000000529
223 |505,7411264  |0,0000000021 273 |505,7515905  |-0,0000000867 323 |505,7349762  |0,0000000540 373 |505,7544905 |-0,0000001113
224 |505,7457491  |-0,0000000375 274 |505,7283338 |0,0000001101 324 |505,7469037 |-0,0000000466 374 |505,7268394  |0,0000001228
225 |505,7515239  |-0,0000000862 275 |505,7272594  10,0000001191 325 |505,7457542  |-0,0000000370 375 |505,7429007  |-0,0000000131
226 |505,717855 0,0000001986 276 |505,7576564  |-0,0000001379 326 |505,7362642 |0,0000000430 376 |505,7314158 0,0000000839
227 |505,7194397  |0,0000001854 277 |505,7551721 |-0,0000001166 327 |505,7322841 |0,0000000769 377 |505,7354198  10,0000000501
228 |505,7494843  |-0,0000000687 278 |505,7210083  0,0000001721 328 |505,7124045 0,0000002449 378 |505,726869 0,0000001225
229 |505,732344 0,0000000764 279 |505,7557182  |-0,0000001214 329 |505,7378479 |0,0000000296 379 |505,7322382  |0,0000000773
230 |505,7463552  |-0,0000000422 280 |505,7633461 |-0,0000001860 330 |505,7441926 |-0,0000000238 380 |505,7449143 |-0,0000000300
231 |505,7454059  |-0,0000000345 281 |505,7322992  10,0000000767 331 |505,7562124 |-0,0000001254 381 |505,77428 -0,0000002778
232 |505,7409404  |0,0000000037 282 |505,7447597  |-0,0000000291 332 |505,7664803  |-0,0000002124 382 |505,7212946  |0,0000001696
233 |505,7397088  |0,0000000135 283 [505,737091 0,0000000361 333 |505,7414184  |-0,0000000005 383 |505,732998 0,0000000706
234 |505,7422078  |-0,0000000069 284 |505,7367313  |0,0000000392 334 |505,7410052  |0,0000000030 384 |505,7448735 |-0,0000000300
235 |505,7479571  |-0,0000000559 285 |505,7414039  |-0,0000000007 335 |505,713384 0,0000002364 385 |505,733616 0,0000000655
236 |505,7322147  |0,0000000772 286 |505,7405106 |0,0000000074 336 |505,7433711 |-0,0000000174 386 |505,7338552  |0,0000000635
237 |505,7390513  |0,0000000195 287 |505,7455898  |-0,0000000358 337 |505,7142218 |0,0000002295 387 |505,7367062  |0,0000000391
238 |505,7548045  |-0,0000001139 288 |505,7430289  |-0,0000000140 338 |505,7465999  |-0,0000000443 388 |505,7236889  10,0000001494
239 |505,7373549  |0,0000000335 289 |505,7219633  |0,0000001638 339 |505,7307326  |0,0000000896 389 |505,7209002  0,0000001730
240 |505,7439482  |-0,0000000218 290 |505,7175452  10,0000002013 340 |505,7271675 0,0000001201 390 |505,7484975 |-0,0000000599
241 |505,7425984  |-0,0000000105 291 |505,7446743 |-0,0000000279 341 |505,7373694 |0,0000000337 391 |505,7276633 |0,0000001157
242 |505,7227944  |0,0000001569 292 |505,7437099  |-0,0000000199 342 |505,7344982  10,0000000581 392 |505,7432154  |-0,0000000159
243 |505,7392246  |0,0000000181 293 |505,7165687  10,0000002096 343 |505,7605593  |-0,0000001624 393 |505,7180748 0,0000001967
244 |505,7575721  |-0,0000001369 294 |505,72975 0,0000000979 344 |505,7250159  |0,0000001381 394 |505,7488711  |-0,0000000633
245 |505,7365878  |0,0000000404 295 |505,7295875  10,0000000996 345 |505,7714869  |-0,0000002544 395 |505,7432823  |-0,0000000165
246 |505,7504863  |-0,0000000775 296 |505,7362345 |0,0000000434 346 |505,7410753  |0,0000000022 396 |505,7278047  10,0000001145
247 |505,7371932  |0,0000000350 297 |505,7348081  ]0,0000000555 347 |505,7188516  |0,0000001904 397 |505,7452954  |-0,0000000330
248 |505,7514596  |-0,0000000857 298 |505,7531789  |-0,0000000999 348 |505,7465006 |-0,0000000437 398 |505,7540841 |-0,0000001074
249 |505,7504646  |-0,0000000768 299 |505,7756094  |-0,0000002893 349 |505,7430951  |-0,0000000148 399 |505,7429061 |-0,0000000129
250 |505,7399931  |0,0000000114 300 [505,734933 0,0000000541 350 |505,7273897 0,0000001182 400 |505,7452166 |-0,0000000327
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bl b2 bl b2
401 |505,7316837  |0,0000000818 451 |505,7489374  |-0,0000000642
402 |505,7242543  |0,0000001445 452 |505,7563247  |-0,0000001261
403 |505,7468445  |-0,0000000465 453 |505,7250835  |0,0000001377
404 |505,7319082  |0,0000000798 454 |505,7227552  |0,0000001572
405 |505,7500341  |-0,0000000734 455 |505,7338476  |0,0000000635
406 |505,7410671  |0,0000000022 456 |505,7336464  |0,0000000651
407 |505,7535208  |-0,0000001029 457 |505,7418444  |-0,0000000044
408 |505,7351436  |0,0000000524 458 |505,7290881  |0,0000001037
409 |505,7548599  |-0,0000001145 459 |505,7418222  |-0,0000000041
410 |505,7409538  |0,0000000037 460 |505,7540306  |-0,0000001070
411 |505,7363905  |0,0000000420 461 |505,7252864  |0,0000001359
412 |505,7281733  |0,0000001116 462 |505,7665829  |-0,0000002129
413 |505,7431736  |-0,0000000156 463 |505,7320717  |0,0000000787
414 |505,7406844  |0,0000000056 464 |505,7472599  |-0,0000000497
415 |505,7019507  |0,0000003333 465 |505,7240707  |0,0000001462
416 |505,7319261  |0,0000000796 466 |505,7491525 |-0,0000000657
417 |505,7686669  |-0,0000002307 467 |505,7640305  |-0,0000001915
418 |505,7654072  |-0,0000002031 468 |505,7558214  |-0,0000001222
419 |505,7509358  |-0,0000000810 469 |505,7481895  |-0,0000000579
420 |505,741425 -0,0000000008 470 |505,7403407  |0,0000000085
421 |505,7323255  0,0000000763 471 |505,7574728  |-0,0000001361
422 |505,7385446  |0,0000000239 472 |505,7389177  |0,0000000208
423 |505,7481323  |-0,0000000574 473 |505,7453279  |-0,0000000337
424 |505,7328634  |0,0000000715 474 |505,7601562  |-0,0000001590
425 |505,7269492  |0,0000001219 475 |505,7633909  |-0,0000001860
426 |505,7332496  |0,0000000688 476 |505,7245831  |0,0000001419
427 |505,718835 0,0000001906 477 |505,7062891  |0,0000002965
428 |505,7527228  |-0,0000000961 478 |505,7293087  |0,0000001016
429 |505,740101 0,0000000109 479 |505,7424779  |-0,0000000094
430 |505,7306377  |0,0000000904 480 |505,7480303  |-0,0000000564
431 |505,7470752  |-0,0000000481 481 |505,7502507  |-0,0000000750
432 |505,7300403  |0,0000000959 482 |505,7661735  |-0,0000002095
433 |505,7174719  0,0000002020 483 |505,7297283  |0,0000000983
434 |505,7417906  |-0,0000000034 484 |505,7216749  |0,0000001665
435 |505,7296347  |0,0000000987 485 |505,742347 -0,0000000081
436 |505,7656167  |-0,0000002049 486 |505,7237314  |0,0000001492
437 |505,7368258  |0,0000000385 487 |505,7379617  |0,0000000288
438 |505,7587379  |-0,0000001469 488 |505,7149124  |0,0000002237
439 |505,7412542  |0,0000000007 489 |505,7522014  |-0,0000000912
440 |505,7461227  |-0,0000000399 490 |505,7400987  |0,0000000109
441 |505,7335955  |0,0000000655 491 |505,7278264  |0,0000001144
442 |505,7379759  |0,0000000284 492 |505,7581178  |-0,0000001416
443 |505,7589294  |-0,0000001483 493 |505,7587494  |-0,0000001471
444 |505,7528752  |-0,0000000973 494 |505,7170195  |0,0000002059
445 |505,7394063  |0,0000000161 495 |505,7293058  |0,0000001015
446 |505,7475835  |-0,0000000526 496 |505,7449486  |-0,0000000303
447 |505,7412229  |0,0000000011 497 |505,7555376  |-0,0000001200
448 |505,7343513  |0,0000000591 498 |505,7419494  |-0,0000000049
449 |505,729901 0,0000000968 499 |505,72522 0,0000001367
450 |505,7183722  |0,0000001944 500 |505,751926 -0,0000000895
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Istatistik Boliimii
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