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ÖZET  

 

HAREKETLİ TEKİL YÜK ETKİSİNDEKİ ÖN GERİLMELİ TABAKA İLE ÖRTÜLÜ 
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İnşaat Mühendisliği Anabilim Dalı  
Doktora Tezi 

 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Surkay AKBAROV 
 

Tezde parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde üç boyutlu doğrusallaştırılmış elastik 
dalga yayılımı teorisi uygulanarak, ön gerilmeli tabaka ile örtülü ön gerilmeli yarı uzaya 
etki eden zamana göre harmonik değişen hareketli yükün, dinamik etkisi araştırılmıştır. 
Sistem bileşenlerindeki ön gerilmenin, malzeme parametrelerinin bu davranışa etkisi 
incelenmiştir. 

Örtü tabakası ve yarı uzay malzemesi homejen ve izotrop seçilmiştir. Ayrıca söz konusu 
sistemin bileşenleri arasında tam temas koşullarının yerine getirildiği kabul edilmiştir. 
Ele alınan problemin matematiksel modellenmesi oluşturularak uygun sınır değer 
probleminin çözümü iki katlı Fourier integral dönüşümü ve diğer matematiksel 
araçların uygulanmasıyla bulunmuştur. Sayısal sonuçların elde edilmesi için gereken 
algoritma ve PC programları oluşturulmuş, bu sonuçların mühendislik açısından 
yorumları yapılmıştır. 

Çalışmada, incelenen sistemi oluşturan elemanların malzeme parametrelerinin dinamik 
davranışa etkileri incelenmiştir. Sisteme etki eden kuvvetin sabit hızla hareket etmesi 
ve sabit hızla ilerlerken şiddetinin harmonik olarak değişmesi durumları dikkate 
alınarak, sayısal çözümlemeler yapılmış, kritik hız ve gerilme dağılımlarının sayısal 
sonuçları iki boyutlu problemin çözümündeki sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. Özellikle üç 
boyutlu problemde elde edilen kritik hızın minumun değerinin, iki boyutlu sistemde 
elde edilen kritik hız ile çakıştığı görülmüştür. 

 
Anahtar Kelimeler: Tekil titreşimli hareketli yük, kritik hız, ön gerilme, örtü tabakası, 
yarı uzay, gerilme dağılımı 
 

YILDIZ TEKNİK ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 



xiii 

 

 

ABSTRACT 

 

DYNAMICS OF A SYSTEM COMPRISING A PRE-STRESSED LAYER AND 
HALF-PLANE UNDER THE ACTION OF AN POINT LOCATED MOVING LOAD  
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This paper investigates the 3D dynamical response to a time-harmonic oscillating 
moving load of a system comprising a pre-stressed covering layer and a pre-stressed 
half-space, within the scope of the piecewise-homogeneous body model by utilizing 
the Three-Dimensional Linearized Theory of Elastic Waves in Initially Stressed Bodies 
(TDLTEWISB).  

The materials of the covering layer and half-space are assumed to be homogeneous 
and isotropic. It is also assumed that perfect contact conditions between the 
constituents of the system under consideration are satisfied. The analytical solution 
method, employing double exponential Fourier integral transformation with respect to 
the space coordinates, and the algorithm for obtaining the numerical results for the 
originals of the sought values are developed and employed.  

Numerical results for the critical velocity and for the stress distribution on the interface 
plane are presented and discussed. In particular, it is established that the minimal 
value of the critical velocity obtained for the 3D problem coincides with the critical 
velocity obtained for the corresponding two-dimensional (plane-strain state) problem.  

 
Keywords: Point-located oscillating moving load, critical velocity, initial stresses, 
covering layer, half-space, stress distribution. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Hareketli yükün tabakalı ortamlardaki dinamik etkisiyle ilgili çalışmalar hem teoride 

hem de pratikte oldukça önemlidir. Bu konuda şimdiye kadar konuyla ilgili incelemeler 

yalnız iki boyutlu (düzlem şekil değiştirme durumu) problemler için yapılmıştır. Ayrıca 

örtü tabakasının hareketi yaklaşık plak teorileri çerçevesinde, yarı düzlemin hareketi ise 

ÖODYÜT denklemleri çerçevesinde yazılmıştır ve örtü tabakasında ön gerilmenin 

olmadığı farz edilmiştir. Tez kapsamında sisteme etki eden yükün etkileri üç boyutlu 

olarak incelenerek, gerçek yük davranışına daha yakın sonuçlar elde edilmiştir. Sabit 

hızla hareket eden yük örtü tabakasının üst yüzeyinden sisteme etki etmektedir. Söz 

konusu problemin çözümü hareketli yükün hızının subsonik hız sınırları altında kalması 

koşulu ile yapılmıştır. Örtü tabakası ve yarı sonsuz ortam arasındaki düzlemde tam 

temas koşulunun olduğu kabul edilmiştir. 

Üç boyutlu olarak incelenen bu problemde hareket yönündeki ve ayrıca önceki 

çalışmalardan farklı olarak harekete dik yöndeki ön gerilmenin etkiside incelenmiştir. 

Bu çalışmada örtü tabakası ve yarı-uzay malzemeleri izotrop olarak ele alınmıştır. 

Kritik hıza ait sayısal sonuçlar örtü tabakasının elastisite modülünün yarı sonsuz uzayın 

elastisite modülünden daha büyük olması durumu için elde edilmiştir. Malzeme 

parametrelerinin, yükün titreşim frekansının, ön gerilmenin; kritik hız ve gerilme 

yayılımına etkisine ait sayısal sonuçlar verilmiş ve mühendislik açısından 

yorumlanmıştır.  
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Tez çalışmasına, matematiksel açıdan belirli fiziksel anlamı olan üç koordinat ve zaman 

değişkenlerine bağlı fonksiyonlara ait sınır değer probleminin analitik-sayısal çözümü 

gibi de bakılabilir. 

1.2 Tezin Amacı 

Tabakalı yarı-düzlem veya yarı-uzaylara etki eden hareketli yükün hızının ‘‘kritik hıza’’ 

yaklaşması durumunda rezonans tipli olaylar görülmektedir. Bu durumda gerilme ve 

şekil değiştirme değerleri çok büyümektedir. Bu yüzden tezde izotrop malzemelerden 

oluşan tabakalı yarı-uzaya ait kritik hızların hesaplanması tezin amaçlarından biridir. 

Ayrıca, ele alınan problemin çözümlemesinde sisteme ait tüm noktalardaki gerilme 

durumunu incelemek mümkün olmakla birlikte sadece örtü tabakası ve yarı sonsuz 

ortamın birleştiği düzlemdeki gerilme dağılımının incelenmesi de amaçlanmaktadır.  

Tezde yapılan araştırmaların amaçlarından biri de hareketli yükün titreşiminin (titreşim 

frekansının) kritik hız değerlerine ve yukarıda söylenen gerilme yayılımlarına etkisinin 

incelenmesidir.  

Belirtmek gerekir ki hareketli yükün titreşimli olması ve problemin üç boyutlu olması 

problemin çözümünü ve özellikle de sayısal sonuçların elde edilmesini ve 

yorumlanmasını çok zorlaştırmaktadır. Bu nedenle, titreşimli-hareketli yük halinde 

sayısal sonuçların elde edilmesine imkan sağlayan algoritma ve PC programlarının 

yapılması ve uygulanması tezin daha başka bir amacını oluşturmaktadır. 

Tezde ele alınan problemlere karşı gelen sınır değer problemleri iki boyutlu Fourier 

integral dönüşümü yöntemi ile çözülmüştür. Ters Fourier integral dönüşümü sayısal 

yöntemlerle yapılarak sistemdeki gerilmeleri hesaplayan algoritma tezde incelenen 

problemler için geliştirilmiştir. 

1.3 Hipotez 

Ön gerilmeli ortamların elastodinamik problemleri doğal bilimlerin hemen hemen tüm 

alanlarında örneğin kompozitlerin mekaniği, sismoloji, biyomekanik gibi alanlarda geniş 

bir uygulama sahasına sahiptir. Bu alandaki önemli araştırmalar yaklaşık olarak 20’nci 
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yüzyılın ikinci yarısından itibaren başlamaktadır ve günümüze kadar bu konuda teorik 

ve deneysel olarak birçok çalışma yapılmıştır. 

Hareketli yük etkisindeki ortamların cevabının hesaplanması problemi geçmişten beri 

önemli bir problem olarak ele alınmıştır. Bu alanda yapılan çalışmalar zemin üzerinde 

titreşimsel olarak hareket eden araçların etkilerinin bilinmesi için önem arz etmektedir. 

Ayrıca yüksek hızlı trenlerin popülerliği giderek artmakta ve hareketli yük ile ilgili 

çalışmaların çevre ve geoteknik mühendislikleri için önemli olduğu görülmektedir. 

Birçok araştırmacı hareketli yük etkileriyle ilgili çalışmalar yapmıştır. Subsonik sabit 

hızla elastik yarı sonsuz düzlem üzerinde hareket eden çizgisel kuvvetin iki boyutlu 

problemi ilk olarak Sneddon (1951, 1957) tarafından çözülmüştür. Bu çalışmada ilk kez 

Fourier integral dönüşümü kullanılarak yarı sonsuz düzlemdeki gerilme dağılımı 

incelenmiştir. Niwa ve Kobayashi (1966) yarı sonsuz ortama etkiyen kuvvetin normal ve 

teğetsel bileşeni olması durumunda gerilme dağılımını incelemiştir. Cole ve Huth 

(1958) aynı problemi hareketli yükün hızının subsonik, transonik ve supersonik olması 

durumlar için çözmüşlerdir. Ancak Georgiadis ve Barber (1993) bu çalışmada transonik 

hal için bir hata bulmuş ve hatayı düzeltip problemi tekrar çözümlemişlerdir. Craggs 

(1960) yüksek hızlar için alternatif bir çözüm yolu geliştirmiştir. Üzerine aniden etkiyen 

ve sonrasında sabit hızla hareket eden yük etkisindeki elastik ortamın geçici hareketi ile 

ilgili problem Ang (1960) ve Payton (1964, 1967) tarafından çözülmüştür. 

Papadopoulos (1963) ve Eason (1965) üç boyutlu hareketli yük problemini Fourier 

integral dönüşümünü kullanarak çözmüştür. Gakenheimer ve Miklowitz (1969) ve 

Norwood (1969) ani etkiyen ve sabit hızla devam eden kuvvetin elastik yarı sonsuz 

ortam üzerindeki anlık cevabını incelemişlerdir. 

Bununla birlikte yarı sonsuz ortam ve üzerindeki kirişten oluşan sistemlerin hareketli 

yük etkisindeki davranışı da incelenmiştir. Bu konuyla ilgili çalışmaların başlıcalarından 

biri Filipov (1961) dır. Bu çalışmada sabit şiddetli hareketli yükün elastik yarı sonsuz 

ortam üzerindeki Euler-Bernolli kirişine etki etmesi durumu incelemiştir. Bu çalışmada 

yükün hızının yarı sonsuz ortamın Rayleigh hızına eşit olduğu anda titreşimlerin 

sonsuza gittiği elde edilen sonuçlar arasındadır. Winkler zemini üzerindeki kiriş olarak 

modellenen ve eksenel olarak basınç kuvvetine maruz demir yolunun üniform sabit 
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hareketli yük etkisindeki davranışına ilişkin çalışmayı Kerr (1972) yapmıştır. Daha sonra 

Labra (1975) zemini yarı sonsuz elastik ortam alarak ve kiriş içerisine eksenel ön 

gerilme etkiterek bu çalışmaları geliştirmiştir. Bu çalışmalarda eksenel ön gerilmenin 

kaynakla birleştirilmiş raylarda ısı etkisi nedeniyle oluştuğu düşünülmüştür ve 

çalışmaların neticesinde basınç ön gerilmesinin kritik hızı azalttığı görülmüştür. 

Yarı sonsuz ortam üzerindeki kiriş ile modellenen sistem üzerindeki hareketli yükün 

etkileri ile ilgili çalışmalar günümüze kadar devam etmektedir. Bu çalışmalardan 

bazıları: Metrikine ve Dieterman (1997) de elastik yarı sonsuz ortam üzerindeki sonlu 

genişlikteki Euler-Bernoulli kirişinin üç boyutlu (boyuna, enine ve dikey yöndeki) 

titreşimi incelenmiştir. Lipen ve Chigarev (1998) de çalışmasında izotrop, homojen yarı 

sonsuz uzayın üzerine konmuş elastik kirişin üzerinde sabit hızla hareket eden normal 

kuvvetin etkileri incelenmiştir. Yarı sonsuz uzay yüzeyindeki normal doğrultudaki yer 

değiştirmeler subsonik hız koşulları altında incelenmiştir. Sheng vd. (1999a) de şiddeti 

sabit hareketli yükün etkilerini teorik olarak incelemiştir. Burada yarı sonsuz ortam 

tabakalı viskoelastik olarak tanımlanmış, tanımlanan tabakaların daha sonra elastik yarı 

sonsuz ortam olarak veya rijit ortam üzerine oturduğu kabul edilmiştir. Çalışmada 

yükün hızının subsonik olması, bu limite yakın olması ve subsonik hızdan büyük 

olmasının etkileri incelenmiştir. Sheng vd. (1999b) de yük harmonik alınarak (1999a) 

daki çalışma geliştirilmiştir. Madshus ve Kaynia (2000) yumuşak zeminden oluşan yarı 

sonsuz ortama ilişkin deneysel çalışmalar yapmış, hareketli yükün hızının dinamik 

davranışa etkilerini incelemiştir. Degrande ve Schillemans (2001) de Brüksel-Paris 

hattında çalışan trenlerin 223-314 km/saat aralığındaki hızlarının etkilerini deneysel 

olarak incelenmiştir. Takemiya (2003), belirli bir araç modelini ele alarak bu aracın 

geometrisinin ve hızının dinamik ve statik etkileri üzerinde çalışmalarda bulunmuştur. 

Çalışmayı teorik olarak yapmış, ancak deneysel olarak ölçülebilen sonuçlar ile bu teorik 

sonuçlarla mukayese etmiştir. Auersch (2006) tabakalı yarı sonsuz uzay üzerindeki tren 

yükünün etkilerini deneysel ve teorik olarak incelemiştir. Akbarov ve İlhan (2008) ön 

gerilmeli anizotrop levha ve ön gerilmeli anizotrop yarı düzlemden oluşan sistemin 

hareketli yük etkisindeki dinamik davranışını düzlemde inceleyerek, kritik hızın yarı 

sonsuz ortamın Rayleigh dalgası hızına yakın değerler aldığını ve örtü tabakasındaki ön 

gerilmenin bu değerleri arttırdığını tespit etmişlerdir.  
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Hareketli Yük Etkisindeki Çok Katlı Ortamların Dinamik Davranışı ile İlgili Problemler 

Hareketli yük etkisindeki örtü tabakası ve yarı düzlemden (veya yarı uzaydan) oluşan 

sistemlerin dinamik davranışı ile ilgili yapılan çalışmalarda alt tabakanın temsil ettiği 

cisimler iki biçimde modellenmektedir: Birincisi Winkler zemini olarak 

modellenmesidir. Winkler zemini ile ilgili çalışmalar Hardy ve Cebon (1993), Huang ve 

Thambiratnam (2001, 2002), Sun (2002) ve Kononov ve De Borst (2002) olmaktadır.  

Alabi (1989, 1992), Krylov (1995), Ganarante ve Sanders (1996), Jones vd. (1997), 

Sheng vd. (1999a), Grundmann vd. (1999), Suiker vd. (1999), Lefeuve-Mesgouez vd. 

(2000, 2002) ve Hung ve Yang (2001) alt tabakayı elastik yarı sonsuz ortam olarak 

modellemişlerdir. Burke ve Kingsbury (1984), Siddharthan vd. (1993) ve Zafir vd. (1994) 

ın çalışmalarında ise, alt tabaka yarı sonsuz poroelastik olarak modellenmiştir. 

Problemin çözüm yöntemi açısından ele alındığında bu çalışmalar analitik/sayısal ve 

tamamen sayısal olarak gruplandırılabilir. Sayısal çözümleme yöntemlerine örnek 

olarak Sonlu Elemanlar Yöntemi, Hareketli Eleman Modeli, Sınır Eleman Modelini 

gösterilebilir. Sonlu Eleman Yönteminde, frekans, tanım aralığında kullanılmaktadır. 

Elastik yarı sonsuz ortamların Sonlu Eleman Yöntemi kullanılarak modellendiği başlıca 

çalışmalar Werkle ve Waas (1987), Krenk vd. (1999), Ekevid vd. (2001), Yang ve Hung 

(2001), De Barros ve Luco (1994, 1995), Chouw ve Pflanz (2000), Hirose (2000), 

Lombaert ve Degrande (2001), Rasmussen vd. (2001), Pan ve Atluri (1995) ve Andersen 

ve Nielsen (2003) olmaktadır. Sınır Eleman Yönteminde çoğunlukla frekans tanım 

aralığında çalışılmakta, ancak zaman tanım aralığında da çalışmak mümkündür. Ayrıca 

farklı sayısal yöntemlerin bir arada kullanıldığı çalışmalarda mevcuttur. Pan v.d. (1994) 

elasto-plastik yarı sonsuz ortama ilişkin problemi Sınır Eleman Yöntemi ve Sonlu 

Elemanlar Yöntemini bir arada kullanarak modellemiştir. Hareketli Eleman Yöntemi, 

Sonlu Eleman Yönteminin koordinat dönüşümü uygulanarak çözümlenmiş halidir. 

Hareketli Eleman Yöntemi ile ilgili çalışmaları Koh vd. (2007) de yapmıştır. Şimdiye 

kadar bu yöntemler kullanılarak bir ve iki boyutlu hareketli yük problemleri için yer 

değiştirme ve gerilme dağılımları hesaplanabilmekte, fakat bu yöntemler kullanılarak 

kritik hız hesaplanamamaktadır. Aynı zamanda analitik çözümleme ile elde edilen 

sayısal sonuçlar genellikle sayısal çözüm yöntemlerine göre daha kesin ve güvenilirdir.  
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ÖODYÜT Kullanılarak Yapılan Çalışmalar 

Hareketli yük etkisindeki tabakalı ortamların dinamik davranışı ile ilgili çalışmalar birçok 

bakış açısına göre sınıflandırılabilir. Bunlardan bir tanesi l hG G  ve 2 2l hc c  oranları ile 

ilgilidir. Buradaki lG  ( hG ) kayma modülü ve 2lc  ( 2hc ) örtü tabakasındaki (yarı sonsuz 

ortamdaki) enine dalganın hızı olarak adlandırılmaktadır. Sert örtü tabakası ve yumuşak 

yarı sonsuz ortamdan (yumuşak örtü tabakası ve sert yarı sonsuz ortam) meydana 

gelen sistemden 1l hG G  , 2 2 1l hc c   ( 1l hG G  , 2 2 1l hc c   ) olduğu anlaşılmaktadır. 

Sert tabaka ve yumuşak yarı sonsuz ortamdan oluşan sistemlere uçak pistlerini örnek 

olarak gösterebiliriz. Aynı zamanda yumuşak tabaka ve sert yarı sonsuz ortamdan 

oluşan sisteme örnek olarak sert ortam üzerindeki asfaltı gösterebiliriz. Sert tabaka ve 

yumuşak yarı sonsuz ortamdan oluşan sistemin hareketli yük etkisindeki dinamik 

davranışı, yumuşak tabaka ve sert yarı sonsuz ortamdan oluşan sistemden niteliksel 

olarak farklı olmaktadır. Bu konuda şimdiye kadar yapılan araştırmalarda 

elastodinamiğin klasik lineer teorisi ile yapıla gelmiştir. Örtü tabakasının hareket 

denklemi Kirchhoff veya Timoshenko kiriş-plak teorileri çerçevesinde, yarı düzlemin 

hareket denklemi ise elastik dalgaların lineer teorisi denklemleri çerçevesinde 

yapılmıştır. Mevcut yüksek hızlı ulaşım araçları ile ilgili problemlerin incelenmesinde yol 

ve zemin sisteminin matematiksel modellenmesinde doğrusal olmayan etkileri de içine 

alan gelişmiş teorilerin kullanılmasını gerektirmektedir. Söz konusu doğrusal olmayan 

etkilerden en önemlisi, adı geçen çok katlı sistemlerde oluşan ön gerilmelerin bu 

sistemlerin dinamiğine etkisidir. Ön gerilmelerin bu sistemlerde teknolojik nedenlerden 

veya çevre koşullarının (örneğin; ısı ve yer hareketleri) değişmesi sonucunda 

oluştuğunu belirtmek gerekir. 

Gerçek koşullar altında yukarıda tanımlanan tipteki doğrusal olmayan problemler “Ön 

gerilmeli Ortamlarda Dalga Yayılımının Üç Boyutlu Doğrusallaştırılmış Teorisi 

(ÖODYÜT)” çerçevesinde çözülebilir. ÖODYÜT denklemlerinin yapısı ve ön gerilmeli 

ortamlar için dalga yayılımı problemleri ile ilgili uygulamaları Green (1961, 1963), Hayes 

ve Rivlin (1961), Green vd. (1952), Biot (1965), Eringen ve Suhubi (1975), Truestell ve 

Noll (1965), Chadwick ve Jarvis (1979 a, b), Guz (1986a, 1986b, 2004, 2005), Dowaik ve 

Ogden (1991), Ogden ve Sotiropoulos (1998), Rogerson ve Sandiford (2000), Fu ve 
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Mielke (2002), Akbarov ve Ozisik (2004a, 2004b), Akbarov ve Guz (2004), Zhuk ve Guz 

(2006, 2007) tarafından incelenmiştir. Ayrıca Akbarov (2006a, 2006b, 2007a), Akbarov 

ve Özaydin (2001), Akbarov vd. (2005 a, b), Akbarov ve Güler (2005) ve Yahnioğlu 

(2007) ÖODYÜT’nin bir uygulaması olarak ön gerilmeli tabakalı ortamların zamana göre 

harmonik gerilme dağılımını incelemiştirler. 

Ön gerilmeli tabakalı ortamlara etki eden hareketli yükün dinamiğine ait ilk çalışma 

Kerr (1983) de yaklaşık plak teorisi çerçevesinde ele alınmıştır. Bu makalede 

önçekmenin kritik hız değerlerini arttırdığı, önbasıncın ise azalttığını gösteren sonuçlar 

elde edilmiştir. 

Bununla birlikte ÖODYÜT çerçevesinde hareketli yük etkisindeki ön germeli tabakalı 

ortamların dinamik davranışıyla ilgili fazla çalışma bulunmamaktadır (Babich vd. (1986; 

1988, 2008a, 2008b)).  

Babich vd. (1986) da örtü tabakası ve yarı sonsuz ortamdan oluşan sistemin dinamik 

davranışını incelemiştir. Babich bu çalışmada örtü tabakasını Timoshenko kiriş teorisini 

kullanarak modellemiş, yarı sonsuz ortamı ÖODYÜT çerçevesinde problemin 

matematiksel formülasyonunu yapmış ve elde edilen sınır değer probleminin 

çözümünü Fourier integral dönüşümü uygulayarak bulmuştur. Bu çalışmalarda 

harmonik potansiyel ifadelerine göre tanımlanmış yarı sonsuz ortam malzemeleri ile 

ilgili sayısal araştırmalar yapılmıştır. Ayrıca hareketli yükün hızı sabit olup subsonik 

sınırlar altında kalmıştır. Problem parametrelerinin kritik hıza etkisine ait sayısal 

sonuçlar verilmiştir. Babich vd. (1988) tarafından yapılan ikinci çalışmada ele alınan 

problem ÖODYÜT in kompleks potansiyeli kullanılarak yapılmıştır. Babich vd. (2008a, 

2008b) nin yayınlarında söz konusu problemin çözümü ve sonuçları hareketli yükün 

hızının süpersonik olduğu hal için geliştirilmiştir. 

Akbarov vd. (2007a) Babich vd. (1986, 1988) çalışmalarını örtü tabakasında ön gerilme 

uygulayarak ve örtü tabakasının hareket denklemini ÖODYÜT ile tanımlayarak 

geliştirmişler ve problem parametrelerinin kritik hıza etkilerini incelemişlerdir. Akbarov 

vd. (2007a) örtü tabakası ve yarı sonsuz ortamı izotrop kabul etmekle birlikte bu kabul, 

teorik araştırmayı hareketli yükün kritik hızının kontrolü, örtü tabakası ve yarı sonsuz 
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ortamın mekanik özelliklerinin ara yüzeydeki gerilme dağılımına etkisinin incelenmesini 

önemli ölçüde sınırlandırmaktadır. 

Söylenen sebeple tezde örtü takası ve yarı sonsuz ortamı anizotrop (ortotrop) olarak bu 

çalışmalar geliştirilmiş ve uygun yeni sonuçlar elde edilmiştir.  

Hussein ve Hunt (2007), Degrande ve Schillemans (2001), Leteuve-Mesgouez (2000) ve 

daha birçok yayında belirtildiği gibi hareketli bir yük olarak modellenen yüksek hızlı 

trenler, arabalar ve diğer yüksek hızlı araçlara kendi ürettikleri titreşimleri eşlik 

etmektedir. Bu titreşimlerin ele alınan sistemin dinamik davranışına etkisi incelenmesi 

gereken bir durum olarak ortaya çıkmaktadır. Tezde ilk kez bu durum göz önüne 

alınarak ön gerilmeli anizotrop tabaka ile örtülü ön gerilmeli anizotrop yarı düzlemden 

oluşan sisteme etki eden titreşimli-hareketli yükün dinamiği de geniş bir biçimde 

incelenmiştir. 

Tezin Önemi ve Güncelliği 

Tezin önemini 

1. Ön gerilmeli tabaka ile örtülü ön gerilmeli yarı uzaydan oluşan sisteme etki eden 

titreşimli hareketli yükün dinamiğine ait problemlerin matematik formülasyonlarının 

parçalı cisim modeli çerçevesinde ÖODYÜT uygulanarak yapılması, 

2. Uygun sınır değer problemlerinin iki boyutlu Fourier integral dönüşümleri yardımı ile 

formal analitik çözümlerinin bulunması ve sayısal sonuçların elde edilmesi için gereken 

algoritma ve PC programlarının oluşturulması, 

3. Problem parametrelerinin; ön gerilmenin, malzeme özelliklerinin, titreşim 

frekansının kritik hız ile gerilme yayılımlarına etkisini gösteren sayısal sonuçların elde 

edilmesi ve yorumlanması, 

4.Şimdiye kadar konuyla ilgili incelemeler yalnız iki boyutlu (düzlem şekil değiştirme 

durumu) problemler için yapılmıştır. Tez kapsamında sisteme etki eden yükün etkileri 

üç boyutlu olarak incelenerek, gerçek yük davranışına daha yakın sonuçlar elde 

edilmesi gibi hususlar göstermektedir 
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Tez konusunun güncelliğini uluslararası bilimsel dergilerde bu konuya ait bilimsel 

makale sayısının günden güne artması ve yüksek hızla hareket eden taşıtlarla ilgili 

mühendislik çalışmalarındaki gelişmeler kanıtlamaktadır. 
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BÖLÜM 2 

PROBLEMİN MATEMATİKSEL FORMULASYONU 

Bu bölümde probleme ilişkin yönetici denklem, gerilme-şekil değiştirme, şekil 

değiştirme – yer değiştime bağıntıları, sınır ve süreklilik koşulları tanımlanacaktır. 

Probleme ait hareket denkleminin çözülebilmesi için bünye bağıntılarından istifade 

edilecektir. Böylelikle hareket denklemini oluşturan tüm bileşenler aynı büyüklük 

cinsinden tanımlanabilir. 

2.1 Problemin Geometrisi 

Ön gerilme etkisinde kalınlığı h olan izotrop levha ve yarı uzaydan oluşan sistem ele 

alınsın. Levha ve yarı uzaydaki noktaların konumları kartezyen 1 2 3Ox x x  sistemindeki 

Lagrange koordinatları kullanılarak tanımlanacaktır. Sisteme etki eden ön gerilmenin 

1Ox  ve 3Ox  doğrultusunda, normal ve homojen olarak etki ettiği kabul edilmiştir. Örtü 

tabakası ve yarı düzlem sırasıyla  1x    , 2 0h x   , 3x    , 

 1x    , 2x h    , 3x   
 
bölgelerini kapsamaktadır. 
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Şekil 2. 1 Örtü tabakası ve yarı sonsuz ortamdan oluşan sistemin geometrisi 

Örtü levhası ve yarı uzaya ait büyüklükler sırasıyla (1) ve (2) üst indisleriyle 

tanımlanmıştır. Ön gerilme ise  m ,0  üst indisiyle tanımlanmıştır. Burada m 1,2  

olmaktadır. 

Yeterli düzeyde rijit kabul edilen liner elastik olan levha ve yarı uzaya etkiyen ön 

gerilme, klasik lineer elastisite teorisine uygun olarak aşağıdaki gibi belirlenmiştir. 

( )0

11

m sabit  ,  ( )0

33

m sabit  ,  ( )0 0 11, 33m

ij ij    olduğu durumlarda, m=1,2 (2.1) 

Levhaya üst serbest yüzeyinden 1Ox  yönünde sabit V hızıyla hareket eden 1Ox  ve 3Ox  

eksenlerine göre tekil yük etki etmektedir. 

2.2 Hareket ve Bünye Denklemleri 

Başlangıçtaki küçük deformasyon durumunda, ön gerilmeyle yüklenmiş elamanların üç 

boyutlu linerize edilmiş elastik dalga teorisine göre genel hareket denklemleri aşağıdaki 

gibi olmaktadır. 

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( ),0 ( ),0 ( )

11 33 02 2 2

1 3

m m m m
ij m m mi i i

j

u u u

x x x t


  

   
  

   
 

(2.2)  

Homojen izotrop ortam için bünye bağıntısı izleyen şekilde verilmektedir: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2m m m m m

ij ij ij        (2.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 22 33 12 13, , , ,m m m m m      ve ( )

23

m  şekil değiştirme bağıntılarının, ( )

1

mu  , ( )

2

mu ve ( )

3

mu  yer 

değiştirmeleri cinsinden ifadesi izleyen şekilde yazılabilir. 

( )( )
( ) 1

2

mm
jm i

ij

j i

uu

x x


 
  

   

, ( ) ( ) ( ) ( )

11 22 33

m m m m       (2.4) 

Yer değiştirmeler cinsinden şekil değiştirme ve gerilme denklemleri aşağıdaki gibi 

olmaktadır. 

( )
( ) 1

11

1

m
m u

x






, 

( )
( ) 2

22

2

m
m u

x






, 

( )
( ) 3

33

3

m
m u

x





  
(2.5) 

( ) ( )
( ) 1 2

12

2 1

1

2

m m
m u u

x x


  
  

  
,

( ) ( )
( ) 2 3

23

3 2

1

2

m m
m u u

x x


  
  

    

(2.6) 

( ) ( )
( ) 1 3

13

3 1

1

2

m m
m u u

x x


  
  

    

(2.7) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 1
11

1 2 3 1

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

      

(2.8) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 2
22

1 2 3 2

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

      

(2.9) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 3
33

1 2 3 3

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

      

(2.10) 

( ) ( )
( ) ( ) 1 2
12

2 1

m m
m m u u

x x
 

  
  

  
, 

( ) ( )
( ) ( ) 1 3
13

3 1

m m
m m u u

x x
 

  
  

    

(2.11) 

( ) ( )
( ) ( ) 2 3
23

3 2

m m
m m u u

x x
 

  
  

    

(2.12)  

2.3 Sınır ve Temas Koşulları 

Levhanın üst yüzeyinde  

2 2 2

(1) (1) (1)

32 12 22 0 1 30 0 0
0, ( ) ( ) i t

x x x
P x Vt x e     

  
     (2.13) 
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sınır şartları sağlanmalıdır. Buradaki ( )x  Dirac delta fonksiyonunu göstermektedir. 

Levha ile yarı uzay arasındaki yüzeyde tam temas koşullarının sağlanması 

gerekmektedir. Buradaki temas koşulları izleyen şekilde olacaktır. 

2 2 2 2

(1) (2) (1) (2)

2 2 ,i i i ix h x h x h x h
u u 

   
  ,  i=1,2,3 (2.14) 

 

Tüm bunlara ilaveten aşağıdaki koşulun göz ardı edilmemesi gerekir 

2x    iken (2) (2),i iju sabit  . (2.15) 
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BÖLÜM 3 

ÇÖZÜM YÖNTEMİ 

 

(2.2), (2.3) ve (2.4) denklemlerinden aşağıdaki denklem takımı elde edilir. 

 

2 ( )( ) ( ),0 2 ( ) ( ),0 2 ( ) 2 ( )
2 ( ) 11 33

2( ) ( ) 2 ( ) 2 2( )
1 3 2

1
1

mm m m m m m
jm i i i

i m m m m
j i

u u u u
u

x x x x tc

  

  

    
      

     
 (3.1) 

k

kx





e , 
2 2 2

2

2 2 2

1 2 3x x x

  
   

  
, 

( ) ( )
( ) ( )

1 2( ) ( )

0 0

2
,

m m
m m

m m
c c

  

 


 

 

(3.2) 

Yer değiştirmeler için Lame tanımı kullanılırsa 

u    ,  0  ,    1 2 3, ,u u u u ,  1 2 3, ,   
 

(3.3) 

Bu durumda  

3 2
1

1 2 3

u
x x x

    
  
  

, 1 3
2

2 3 1

u
x x x

    
  
  

, 2 1
3

3 1 2

u
x x x

    
  
    

(3.4) 

olarak yazılabilmektedir. 

(3.4) denklemi, (3.1) denkleminde yerine yazılırsa aşağıdaki denklem takımı elde edilir. 

 
( )

( ),0 2 ( ) ( ),0 2 ( ) 2 ( )
2 ( ) 11 33

2( ) ( ) 2 2 2( ) ( )
1 3 1

1

2 2
m

m m m m m
m

m m m mx x tc

    


   

  
   

   
 

 
( )

( ),0 2 ( ) ( ),0 2 ( ) 2 ( )
2 ( ) 11 33

2( ) 2 2 2( )
1 3 2

1
m

m m m m m
m i i i

i m mx x tc

    


 

  
   

    
(3.5)
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( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

0
m m m

x x x

    
  

  
 

burada  
( )

( )

1 ( )

0

2m
m

m
c

 






 

(3.6)

 

dilatasyon dalga hızı olmaktadır. Yükle birlikte hareket eden, aşağıda tanımlanan 

koordinat sistemi kullanılırsa, 

1 1x x Vt   , 2 2,x x   3 3x x 
 (3.7)

 
ve incelenen değerler aşağıdaki gibi tekrar tanımlanırsa, 

   1 2 3 1 2 3, , , , , i tg x x x t g x x x e      
 

(3.8) 

(3.5) denklemi aşağıdaki hali alır:  

 
( )

( ) ( )( ),0( ),0 2 ( ) 2 ( ) 2
2 ( ) 2 ( ) 23311

2( ) ( ) 2 2 2( ) ( )
1 3 1 11

1
2 0

2 2
m

m mmm m m
m m

m m m m
V i V

x x x xc

    
   

   

    
       

       

 
( )

2 ( ) ( ),0 2 ( ) ( ) 2 ( )( ),0
2 ( ) 2 ( ) 23311

2( ) 2 2 2( )
1 3 1 12

1
2 0

m

m m m m mm
m mn n n n

n nm m
V i V

x x x xc

    
   

 

    
       

    
 

( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

0
m m m

x x x

    
  

    
(3.9) 

Yukarıdaki denklemde de 1 3vex x  üzerindeki işaret göz ardı edilmiştir. Koordinat 

dönüşümü sebebiyle (2.13) daki ikinci sınır şartı  

2

(1)

22 0 1 30
( ) ( )

x
P x x  




 
(3.10) 

halini alır. Diğer sınır şartları ve temas koşulları koordinat dönüşümlerinden 

etkilenmez. 

(3.9) denklemlerini çözebilmek için /i ix x h  boyutsuz koordinat dönüşümü ve  

1 1 3 3( , )

1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) ( , , )
i s x s x

Ff s x s f x x x e dx dx

 



 

  
 

(3.11) 

iki katlı Fourier integral dönüşümü kullanılacaktır. 
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Bu dönüşüm sayesinde (3.9) denklemlerinin çözümünden ( )

13

m

F  ve ( )

13

m

n F  fonksiyonları 

izleyen şekilde bulunur. 

(1)
(1) ( , )1 31 21 31 2

(2)
1 31 2

( , )(1) (1) (1)

13 1 1 3 2 1 3

( , )(2) (2)

13 1 1 3

( , ) ( , )

( , )

s s xs s x

F

s s x

F

A s s e A s s e

A s s e











 



 

(1)
(1) ( , )1 32 21 32 2

( , )(1) (1) (1)

13 1 1 3 2 1 3( , ) ( , )
s s xs s x

n F n nB s s e B s s e





   (3.12) 

(2)
1 32 2

( , )(2) (2)

13 1 1 3( , )
s s x

n F nB s s e


 
  

Burada  

 
 

 
( )

2
(1)( ),0 ( ),0

2 2( ) 2 2 ( )2 ( ) ( ) ( )2 211 33
1 1 3 1 12( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 2
2 2

m

m m
m m m m m

m m m m

c
s s V s V s

c

 


   

  
                 

 
 

 
( )

2
(1)( ),0 ( ),0

2 2( ) 2 2 ( )2 ( ) ( ) ( )2 211 33
2 1 3 1 12( ) ( )

2

1 1 2
m

m m
m m m m m

m m

c
s s V s V s

c

 


 

  
             

   
 (3.13) 

olmaktadır. (3.9) deki son eşitlik ve (3.12) denkleminden aşağıdaki ilişki elde edilir.  

( ) ( ) ( )

12 1 11 3 13( )

2

( )m m m

m

i
B s B s B


   , ( ) ( ) ( )

22 1 21 3 23( )

2

( )m m m

m

i
B s B s B


 

 
(3.14) 

Bu çalışma yükün hareket hızının subsonik sınırlar altında kaldığı varsayılmıştır. Bu 

durum için aşağıdaki eşitsizlik sağlanmaktadır. 

(1),0 (2),0
(1) (2)11 11
2 2(1) (2)

min 1 ; 1V c c
 

 

  
   

    

(3.15) 

Böylelikle problemin matematiksel formülasyonu tamamlanmaktadır. (3.12) 

ifadesindeki (1)

1 ,A  
(1)

2 ,A (2)

1 ,A  
(1)

11 ,B  
(2)

11 ,B  
(1)

13 ,B  
(2)

13 ,B (1)

21B  ve (1)

23B  bilinmeyen katsayıları 

(2.13) sınır ve (2.14) temas koşullarından elde edilen cebirsel denklem takımının 

çözümünden bulunur. Probleme ilişkin gerçek bilinmeyenlerin bulunabilmesi için 

nümerik olarak iki boyutlu ters Fourier integral dönüşümü yapılacaktır.  
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1 1 3 3( )

1 2 3 1 2 3 1 32

1
( , , ) ( , , )

4

i s x s x

Ff x x x f s x s e ds ds


 



 

  
 

(3.16) 

(3.16) denklemindeki 13 1 2 3( , , )Ff s x s  integrandı izleyen şekilde tanımlanabilir.  

 
13 1 2 3

1 3

( , , )
det ( , , , )

F

nm

f s x s
s h s h V 


 , (3.17) 

Buradaki    ifadesi gerekli şartlarda devamlı türevlenebilir fonksiyondur. Buna 

rağmen  1 3det ( , , , )nm s h s h V   fonksiyonu 1s h  ve 3s h  ün belirli değerleri için sıfır 

olabilir. 1s h  ve 3s h ’ın bu değerleri (3.18) denklemi sayesinde bulunabilir.  

1 3det ( , , , ) 0, ; 1, 2,..., 9nm s h s h V m n    . (3.18) 

(3.18)denklemi; 0   olduğu durumda n  2 2

1 1 3( ) ( ) ,hs hs hs 2 2

3 1 3( ) ( )hs hs hs  

birim vektörü doğrultusunda yayılması muhtemel olan tüm yakın yüzey subsonic 

dalgalarının dağılım (dispersiyon) denklemine denk gelmektedir. Bu ifade aşağıdaki 

eşitlik ile betimlenmektedir: 

1 3 0
det ( , , , ) 0nm s h s h V


 


  (3.19) 

(3.19) denklemi yukarıda değinilen dalgaların ve 1 3( , )V V s h s h  ilişkisinin hesaplandığı 

dispersiyon denklemidir. Aynı zamanda 1 3( , )s h s h   ilişkisinin hesaplandığı  

1 3 0
det ( , , , ) 0nm V

s h s h V 

  (3.20) 

bu eşitlik sözü edilen dalgaların dispersiyon diyagramıdır.  

Buna rağmen, (3.18) denkleminde belirlenen 1 3( , , )V V s h s h   veya 

1 3( , , )s h s h V   bağıntılarının herhangi bir gerçek anlamı yoktur. Ayrıca problem 

durumuna göre 1 3( , )V V s h s h  ve 1 3( , )s h s h   bağıntıları (3.19) ve (3.20) 

denklemlerinde olduğu gibi 1 0s h   ve 3 0s h   a göre simetriktir. Bununla birlikte (3.18)

denklemi, 1 3( , , )V V s h s h   ve 1 3( , , )s h s h V   bağıntıları, sadece 3 0s h   a göre 
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simetriktir, 1 0s h   a göre olması beklenen bu simetri (3.13) denkleminde ifade edilen 

12 Vs terimi ile bozulmaktadır. 

Sonuç olarak ele alınan durumda, 1s h ve 3s h  a göre (3.18) denkleminin köklerinin 

mertebesi, aynı zamanda (3.16) denklemindeki integrandın tekillik mertebesiyle 

çakışmaktadır. 10 1r   ve 20 1r   aynı anda sağlandığı durumlarda, (3.16) integrali 

bildiğimiz algoritmalar ile hesaplanabilir. 1 1r   veya 2 1r  durumlarının aynı anda veya 

ayrı ayrı sağlandığı durumlarda, (3.16) integrali Cauchy prensibi uygulanarak 

hesaplanır. Fakat 1 1r   veya 2 1r   durumlarından biri söz konusu olduğunda (3.16) 

integralinin bir anlamı yoktur ve bu duruma karşılık gelen hız veya frekansa, hareketli 

yükün belirli rezonans frekansı veya belirli frekansındaki hızı için kritik hız olarak 

adlandırılır. Not edilmelidir ki sadece rezonans frekansı altında değil ayrıca kritik hız 

altında da rezonans davranışı ortaya çıkar. 

Yukarıda belirtilen mertebelere yani 1r  ve 3r ’ün farklı durumlarına göre hesaplamalar 

aşağıda belirtilen şekilde yapılacaktır. Burada anlatımı kolaylaştırmak için problem üç 

durumda ele alınacaktır. 0V  ve 0   hali durum 1, 0V   ve 0   hali durum 2, 

0V   ve 0   hali ise durum 3 olarak adlandırılacaktır. Durum 1 deki 1 3( , )V V s h s h  

ilişkisini (3.19) denkleminden, durum 2 deki 1 3( , )s h s h   ilişkisini (3.20) 

denkleminden, durum 3 teki 1 3( , , )V V s h s h   veya 1 3( , , )s h s h V   ilişkilerini 

(3.18) denkleminden elde ederiz.. 

Bu tespitlere göre kritik hız aşağıdaki durumlara karşılık gelir: 

belirli 3s h  değerleri için 
1

0
( )

V

s h





 veya belirli 1s h  değerleri için 

3

0
( )

V

s h





,  (3.21) 

rezonans frekansı ise aşağıdaki duruma karşılık gelir: 

belirli 3s h  değerleri için 
1

0
( )s h





 veya belirli 1s h  değerleri için 

3

0
( )s h





,  (3.22) 

Buna göre durum 1 ve 3 de kritik hız ( crV ) (3.21) kriterinden belirlenebilir. Durum 2 

de rezonans frekansı ( res ) (3.22) kriteri ile belirlenebilir. 
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Bu konuda yapılan başlıca çalışmalar Achenbach vd. (1967), Akbarov ve İlhan (2008, 

2009), Akbarov vd. (2007), Akbarov ve Salmanova (2009), Babich vd. (1986, 1988, 

2008a, 2008b) makaleleriyle yapılmıştır. Bu çalışmalar örtü tabakasının yarı uzaydan 

daha sert olması durumunda (3.21) de belirtilen ilişkinin gerçeklendiğini, aksi halde 

(3.21) ilişkisinin gerçeklenmediğini göstermektedir, yani böylesi sistemlerde kritik hızın 

oluşmadığını göstermektedir. Ayrıca belirtmek gerekirki Dieterman ve Metrikine (1997) 

ve Metrikine ve Vrouwenvelder (2000) çalışmalarında kritik hızı faz ve grup hızlarının 

birbirlerine eşit olması sağlayan hız olarak tanımlarlar. Akbarov ve Salmanova (2009) 

çalışmasında kritik hızla ilgili belirtilen tanımlamanın (3.21) ilişkiyle uyumlu olduğu 

göstermiştir. 

Ayrıca Akbarov (2006a, 2006b, 2006c), Akbarov ve Güler (2005, 2007), Akbarov and 

İlhan (2010), Akbarov vd. (2005), Emiroğlu vd. (2009) çalışmaları durum 2 de örtü 

tabakası ve yarı uzaydan oluşan sistemlerde rezonans frekansının oluşmadığını 

göstermişlerdir. Buna ragmen Akbarov (2006d) ve Akbarov et al (2005) çalışmalarına 

göre durum 2 için sert örtü tabakası + yumuşak alt tabaka + rijid yarı uzaydan oluşan 

sistemlerde rezonans frekanslarının ortaya çıktığı görülmüştür.  

Çalışmanın bundan sonraki kısmında 1 3( , , , )nm s h s h V   matrisinin elde edilmesi 

anlatılacaktır. 

3.1 Gerilmelerin ve Yer Değiştirmelerin Hesaplanması 

(3.4) denklemlerine fourier dönüşümü uygulanırsa, yer değiştirme denklemlerinin 

Fourier dönüşmüş halleri izleyen şekilde elde edilir. 

3
1 1 3 2

2
F

F
F F

d
u is is

dx


     (3.23) 

2 3 1 1 3

2

F
F F F

d
u is is

dx


     (3.24) 

1
3 3 1 2

2

F
F F F

d
u is is

dx


   

 

(3.25) 

Hareket ve bünye bağıntılarında elde edilen gerilme ve şekil değiştirme bağıntılarına 

fourier dönüşümü uygulanır, (3.23), (3.24) ve (3.25) denklemleri bu denklem 
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takımlarında yerine konulursa şekil değiştirme ve gerilme denklemlerinin Fourier 

dönüşmüş halleri aşağıdaki gibi elde edilir. 

( )
( ) 1

11

1

m
m u

x






,  11 1 1F Fis u  ,  2 3

11 1 1 1 3 2

2
F

F
F F

d
s is s s

dx


     

 
(3.26) 

( )
( ) 2

22

2

m
m u

x






,  2

22

2

F
F

du

dx
  ,  

22 3 1 1 3

2 2

( )F
F F F

d d
is is

dx dx


    

 
(3.27) 

( )
( ) 3

33

3

m
m u

x






,  33 3 3F Fis u  ,  2 1

33 3 1 3 2 3

2

F
F F F

d
s s s is

dx


     

 
(3.28) 

( ) ( )
( ) 1 2

12

2 1

1

2

m m
m u u

x x


  
  

  
,  

( )
( ) ( )1

12 1 2

2

1

2

m
m mF

F F

du
is u

dx


 
  

   

 

( ) 23 1
12 1 3 2 1 3 1 2 1

2 2 2

1
( )

2 F

m F F
F F F F

d d d
is is s s s is

dx dx dx

 
    

 
      

 
 (3.29) 

( ) ( )
( ) 2 3

23

3 2

1

2

m m
m u u

x x


  
  

  
,  

( )
( ) ( ) 3

23 3 2

2

1

2

m
m m F

F F

du
is u

dx


 
  

   

 

( ) 2 1
23 3 3 1 1 3 3 3 1 2

2 2 2

1
( )

2

m F F
F F F F F

d d d
is s s s is is

dx dx dx

 
    

 
      

 
 (3.30) 

( ) ( )
( ) 1 3

13

3 1

1

2

m m
m u u

x x


  
  

  
,   ( ) ( ) ( )

13 3 1 1 3

1

2

m m m

F F Fis u is u     

( ) 2 23 1
13 1 3 3 3 1 2 1

2 2

1
2 ( )

2

m F F
F F F

d d
s s is s s is

dx dx

 
  

 
      

 
 (3.31) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 1
11

1 2 3 1

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

    
, 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
11 1 1 3 3 1 1

2

2
m

m m m m m mF
F F F F

du
is u is u is u

dx
  

 
    

   

 



21 

 

( ) ( ) ( ) 2 3
11 1 1 1 3 2

2

( )

3 1 1 3

2 2

( ) 2 1
3 1 3 2 3

2

( 2 )

( )

F

m m m F
F F

m F
F F

m F
F F

d
s is s s

dx

d d
is is

dx dx

d
s s s is

dx


    


  


  

 
     

 

 
   

 

 
    

   

 

 

(1)
1 2

(1)
1 2

(1)
2 2

(1)
2 2

(1) (1) (1) 2 2 (1) 2 (1) 2

11 1 1 3 1 1

(1) (1) 2 2 (1) 2 (1) 2

2 1 3 1 1

(1) (1) 2

11 1 3(1)

2

(1) (1) 2

21 1 3(1)

2

(1) (1) (1) (1) 2

13 1 2 1 3

( ( ) ) 2

( ( ) ) 2

2

2

2 2

x

x

x

F

x

A s s s e

A s s s e

i
B s s e

i
B s s e

B is s s e











   

  







  





    

    





   

(1)
2 2

(1)
2 2(1) (1) (1) (1) 2

23 1 2 1 32 2
x

x

B is s s e


  


    

, 

 
( 2)
1 2

( 2)
2 2

( 2)
2 2

(2) (2) (2) 2 2 (2) 2 (2) 2

11 1 1 3 1 1

(2) (2) 2

11 1 3( )

2

(2) (2) (2) (2) 2

13 1 2 1 3

( ( ) ) 2

2

2 2

x

F

x

m

x

A s s s e

i
B s s e

B is s s e







   




  

    



   

 (3.32) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 2
22

1 2 3 2

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

    
, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
22 1 1 3 3

2 2

2
m m

m m m m mF F
F F F

du du
is u is u

dx dx
  

 
    

 
  

( ) ( ) 2 3
22 1 1 1 3 2 3 1 1 3

2 2 2

( ) 2 ( )1
3 1 3 2 3 3 1 1 3

2 2 2

( )

2 ( )

F

m m F F
F F F F

m mF F
F F F F

d d d
s is s s is is

dx dx dx

d d d
s s s is is is

dx dx dx

 
     

 
     

 
       

 

 
       

   



22 

 

(1) (1) (1)
1 1 12 2 2

(1) (1) (1)
1 1 12 2 2

(1)
2 2

(1) (1) (1) 2 (1) 2 (1) (1) (1) 2

22 1 1 3 1

(1) (1) 2 (1) 2 (1) (1) (1) 2

2 1 3 1

(1) (1) (1) (1) (1

11 3 2 13

( 2 )( )

( 2 )( )

2 2

x x x

x x x

x

A s e s e e

A s e s e e

B is e B

  

  



     

    

  

  

     
  

 
      

  
  

(1)
(1)

2 2
2 2

(1)
2 2

) (1) (1) (1) (1)

1 2 21 3 2

(1) (1) (1)

23 1 2

2

2

x

x

x
is e B is e

B is e






  

 





         

 
     

( 2) (2) ( 2)
1 1 12 2 2

(2) (2)
2 22 2

(2) (2) (2) 2 (2) (2) (2) 2 (2) 2

22 1 1 1 3

(2) (2) (2) (2) (2) (2)

11 3 2 13 1 2

( 2 )( )

2 2

x x x

x x

A s e e s e

B is e B is e

  

 

     

   

    
  

     
      

 

(3.33) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2 3 3
33

1 2 3 3

2
m m m m

m m mu u u u

x x x x
  

    
    

    
 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
33 1 1 3 3 3 3

2

2
m

m m m m m mF
F F F F

du
is u is u is u

dx
  

 
    

 
 

( ) ( ) 2 3
33 1 1 1 3 2 3 1 1 3

2 2 2

( ) 2 ( )1 1
3 1 3 2 3 3 3 1 2

2 2

( )

2 ( )

F

m m F F
F F F F

m mF F
F F F F

d d d
s is s s is is

dx dx dx

d d
s s s is is is is

dx dx

 
     

 
     

 
       

 

 
       

   

(1) (1) (1) (1)
1 1 1 12 2 2 2

(1) (1) (1) (1)
1 1 1 12 2 2 2

(1
2

(1) (1) (1) 2 (1) 2 (1) (1) 2 (1) 2

33 1 1 3 1 3

(1) (1) 2 (1) 2 (1) (1) 2 (1) 2

2 1 3 1 3

(1) (1) (1)

11 3 2

( ) 2

( ) 2

2

x x x x

x x x x

F A s e s e e s e

A s e s e e s e

B is e

   

   



     

    

 

   

     
  

 
      


) (1) (1)

2 22 2 2

(1) (1) (1)
2 2 22 2 2

(1) 2 (1) (1) 2

3 1 13 3 1(1) (1)

2 2

(1) (1) (1) (1) 2 (1) (1) 2

21 3 2 3 1 23 3 1(1) (1)

2 2

2 2

2 2 2
x x x

x x xi i
s s e B s s e

i i
B is e s s e B s s e

  

 
 

 

   
 

  

   
    

   

   
     

   

 

   
( 2) (2) (2) (2)
1 1 1 12 2 2 2

( 2) (2) (2)
2 2 22 2 2

2 2(2) (2) (2) 2 (2) 2 (2) (2) (2)

33 1 1 3 1 3

(2) (2) (2) (2) 2 (2) (2) 2

11 3 2 1 3 13 1 3(2) (2)

2 2

2

2 2 ) 2

x x x x

F

x x x

A s e s e e s e

i i
B is e s s e B s s e

   

  

     

   
 

     
  

   
      

   

 (3.34) 



23 

 

( ) ( )
( ) ( ) 1 2
12

2 1

m m
m m u u

x x
 

  
  

  
,  

( )
( ) ( ) ( )1
12 1 2

2

m
m m mF
F F

du
is u

dx
 

 
  

 
 

( ) ( ) 23
12 1 3 2 1 1 3 1 1 3

2 2 2

( )
F

m m F F
F F F F

d d d
is is is s s s

dx dx dx

 
     

 
      

   

(1)
(1) (1)

1 2
1 22 2

(1)
(1) (1)

2 2
2 22 2

(1) (1) (1) (1) (1) (1)

12 1 1 1 2 1 1 11 1 3

(1) (1) 2 2 2 (1) (1) (1) 2 2 2

13 2 1 3 21 1 3 23 2 1 3

2 2 2

(( ) ) 2 (( ) )

x

x

x x

x x

A is e A is e B s s e

B s s e B s s e B s s e





 

 

  

 





              

                     

(2) (1) (2)
1 2 22 2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2) 2 2 2

12 1 1 1 11 1 3 13 2 1 32 2 (( ) )
x x x

A is e B s s e B s s e
  

           
          

 (3.35) 

( ) ( )
( ) ( ) 1 3
13

3 1

m m
m m u u

x x
 

  
  

  
,  ( ) ( ) ( ) ( )

13 3 1 1 3

m m m m

F F Fis u is u    

( ) ( ) 2 23 1
13 1 3 3 3 1 2 1

2 2

2 ( )m m F F
F F F

d d
s s is s s is

dx dx

 
   

 
      

   

(1)
(1)

1 2
1 2

(1) (1)
2 22 2

(1) (1)
2 22 2

(1) (1) (1) (1) (1)

13 1 1 3 2 1 3

(1) (1) (1) (1) 2 2

11 1 2 1 3 1(1)

2

(1) (1) (1) (1) 2 2

13 3 2 3 3 1(1)

2

(1

21

2 2

( )

( )

xx

F

x x

x x

A s s e A s s e

i
B is e s s s e

i
B is e s s s e

B



 

 

  

  


  


          

 
   

 

 
   

 


(1) (1)
2 22 2

(1) (1)
2 22 2

) (1) (1) (1) 2 2

1 2 1 3 1(1)

2

(1) (1) (1) (1) 2 2

23 3 2 3 3 1(1)

2

( )

( )

x x

x x

i
is e s s s e

i
B is e s s s e

 

 

  


  


 

 

 
  

 

 
    

   

( 2) ( 2)
1 22 2

( 2)
2 2

( 2) ( 2)
2 22 2

(2) (2) (2) (2) (2) (2)

13 1 1 3 11 1 2

(2) (2) 2 2

11 1 3 1(2)

2

(2) (2) (2) (2) 2 2

13 3 2 3 3 1(2)

2

2

( )

( )

x x

F

x

x x

A s s e B is e

i
B s s s e

i
B is e s s s e

 



 

   




  


     
      

 
  

 

 
   

 

 

(3.36) 

 



24 

 

( ) ( )
( ) ( ) 2 3
23

3 2

m m
m m u u

x x
 

  
  

  
, 

( )
( ) ( ) ( ) 3
23 3 2

2

m
m m m F
F F

du
is u

dx
 

 
  

   

 

( ) ( ) 2 1
23 3 3 1 1 3 3 3 1 2

2 2 2

( )m m F F
F F F F F

d d d
is s s s is is

dx dx dx

 
     

 
      

   

(1)
(1)

1 2
1 2

(1) (1)
2 22 2

(1)
2 2

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

23 1 3 1 2 3 1

(1) 2 2 (1) 2 (1) (1) (1)

11 1 3 2 13 1 3

(1) 2 2 (1) 2 (1)

21 1 3 2 23 1 3

2 2

( ( ) ) 2

( ( ) ) 2

xx

x x

x

A is e A is e

B s s e B s s e

B s s e B s s



 



    

  







         

       
      

     
  

(1)
2 2(1) x

e


 
    

( 2) ( 2)
1 22 2

(1)
2 2

(2) (2) (2) (2) (2) 2 2 (2) 2 (2)

23 1 3 1 11 1 3 2

(2) (1)

13 1 3

2 ( ( ) )

2

x x

x

A is e B s s e

B s s e

 



    



        
      

 
  

 (3.37) 

3.2 Sınır ve Temas Koşullarının açık ifadesi 

Sınır ve temas koşulları kullanılarak elde edilen cebirsel denklem takımının 

çözümünden (1) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1)

1 2 1 11 11 13 13 21, , , , , , ,A A A B B B B B  ve (1)

23B  bilinmeyen katsayılarının 

bulunması sağlanır. Tez kapsamında örtü tabakası ve yarı sonsuz ortam arasındaki 

düzlemde tam temas koşulu dikkate alınmıştır. Bu durumda temas noktasında alt ve 

üst tabaka tamamıyla birbirine bağlı ve temas yüzeyinde alt ve üst tabakada birbirine 

temas eden noktalarda yer değiştirmeler birbirine eşit olmaktadır. Cebirsel denklem 

takımını oluşturan sınır ve temas koşulları aşağıda verilmiştir. 
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 (3.47) 

3.3 Sayısal Ters Fourier İntegral Dönüşümü 

(1) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1)

1 2 1 11 11 13 13 21, , , , , , ,A A A B B B B B  ve (1)

23B  bilinmeyen katsayıları bulunduktan sonra 

elde edilen cebirsel denklemlere ters Fourier integral dönüşümü uygulanarak probleme 

ait bilinmeyenler bulunabilir. 

(3.16) denklemindeki iki boyutlu ters Fourier interal dönüşümü kullanarak gerçek yer 

değiştirmeler ve gerilmeler incelenen sistem için hesaplanır. 

Problem parametrelerinde 0   olması durumunda veya 0V   (Akbarov vd. 2005) 

olması durumunda (3.16) integrali hesaplanırken 1s  ve 
3s  terimlerine göre simetri ve 

anti-simetri özellikleri kullanılabilir. Ancak dış yükün hareketli ve aynı anda zamana 

göre harmonik değişmesi durumunda (3.13) denlemindeki ( ) ( )

12 m mV s  terimi 1s ’e göre 

simetri veya anti-simetri özelliğini bozmaktadır. Bu durumda (3.16) integrali izleyen 

şekilde hesaplanır: 
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İntegral işleminin yapılabilmesi için öncelikle aşağıdaki notasyon ele alınsın. 

1 2 3 1 2 3 13 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )F Fx x x f x x x s x s f s x s  
, 

3 1( )

1 1 2 3 13 1 2 3 3( , , ) ( , , )
i s x

F Fs x x s x s e ds 




 
 

(3.48) 

13 1 2 3( , , )F s x s  fonksiyonu  eğer çift fonksiyon ise ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2213 1113 3213 213 313( ; ; ; ; )m m m m m

F F F F Fu u    

(3.16) integrali simetri özelliği kullanılarak izleyen şekilde hesaplanır. 

   

**
31

*
1

( )

1 2 3 13 1 2 3 3 3 3 1 1 12

0

1
( , , ) ( , , )cos cos

2

SS

m

c F

S

x x x s x s s x ds s x ds 






 
 
  

 

   

**
31

*
1

( )

1 2 3 13 1 2 3 3 3 3 1 1 12

0

( , , ) ( , , )cos sin
2

SS

m

s F

S

i
x x x s x s s x ds s x ds 







 
 
  

   (3.49) 

13 1 2 3( , , )F s x s  fonksiyonu  eğer tek fonksiyon ise ( ) ( )

1213 113( ; )m m

F Fu  (3.16) integrali anti-

simetri özelliği kullanılarak izleyen şekilde hesaplanır. 

   

**
31

*
1

( )

1 2 3 13 1 2 3 3 3 3 1 1 12

0

1
( , , ) ( , , )sin cos

2

SS

m

c F

S

x x x i s x s s x ds s x ds 






 
 
  

 
 

   

**
31

*
1

( )

1 2 3 13 1 2 3 3 3 3 1 1 12

0

( , , ) ( , , )sin sin
2

SS

m

s F

S

i
x x x i s x s s x ds s x ds 







 
 
  

 
 

(3.50) 

(3.49) ve (3.50) integrallerindeki *

1S  ve *

3S  değerleri ters Fourier integral 

dönüşümündeki yakınsama kriterlerine göre belirlenir. 

Aynı zamanda gerilme ve yer değiştirmeler için aşağıdaki notasyon da kullanılabilir. 

     

     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 32 3 32 3 32

; ; ;

; ; ;

m m m m m m

k k kc k c ks k s

m m m m m m

c c s s

u u i u

u i u u

  

  

 

 
 (3.51) 

burada  

   

   

1*

1*

1*

1*

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 21 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 21 1 1 1

; ; cos( )

; ; sin( )

S

m m m m

jc j c j F j F

S

S

m m m m

js j s j F j F

S

u u s x ds

u u s x ds

 

 

















 (3.52) 
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olmaktadır. Böylece  (3.51) ve (3.52) notasyonu kullanılarak kompleks yer değiştirme (

( )m

ju )ve kompleks gerilmelere (
( )

2

m

j ) ait aşağıdaki ifadeler yazılabilir 

   
   

( ) ( )( ) ( )
32 322 2

( ) ( )
12 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 32 2 3 22 32 2 3

( ) ( ) ( ) ( )

12 1 12 1

; ; ; ; ; ;

; ;

m mm m

m m

m m m m m m m mi ii i

m m m mi i

u u e e u e u e

u i e i u e

  

 

   

 





  (3.53) 

burada 

   

   

2 2( )
( ) ( )

2 2 2

2 2( )
( ) ( )

( ) ( )

2( ) ( )

2 ( ) ( )

2

tan , tan

m
m m

j j c j s

m
m m

j jc js

m m

j s jsm m

j jm m

j c jc

u u u

u

u

  


 



 

 

 

 (3.54) 

olmaktadır. Yukarıdaki matematiksel tanımlamalar neticesinde aranan büyüklüklerin 

gerçek değerleri aşağıdaki tanımlamalarla hesap edilir.  

   
( ) ( )

( ) ( )
22 ; Re ;
m m

m m i t i t
j jj ju e u e    (3.55) 

Buna göre, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 12 3222 22 12 12 32 32

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 12 2 3 3 1 1

cos( ), sin( ), cos( )

cos( ), cos( ), sin( )

m m m
m m m m m m

m m mm m m m m m

t t t

u u t u u t u u t

           

     

      

      

(3.56) 

(3.54) ve (3.55) ifadelerinden ( )

1 2( , )m

ij x x  ve ( )

1 2( , )m

i x x  fonksiyonlarının sinüslerinin 

2x  koordinatına bağlı olmadığı, sonuç olarak sadece 1x  koordinatına göre değiştiği 

görülür. Ayrıca (3.54) ve (3.55) ifadelerinden ( )

2

m

j  ve ( )m

j  fonksiyonlarının 1x  e göre 

tek fonksiyon olduğu görülür. Aynı zamanda doğrudan hesaplamayla, aşağıdaki ifadeler 

ispatlanabilir 

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

0 için ( , ) 0, ( , ) 0

0 için ( , ) 0, ( , ) 0

m m

j j

m m

j j

x x x x x

x x x x x

 

 

  

  
 (3.57) 
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Sabit *

2 2( )x x  için aşağıdaki ifade yazılabilir  

1

1

( )
( )2( ) * *

22 1 2 1 1 2

1 0

( )
( )

( ) * *

1 2 1 1 2

1 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

m
mjm
jj

x

m
mjm
jj

x

x x x x x
x

x x x x x
x


 


 






 




 



 (3.58) 

Önceden yapılan tanımlamalardan ve (3.58) denkleminden aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir. 

1 1

( ) ( )

2( ) ( )

2

1 10 0

0, 0

m m

j jm m

j j

x x

k k
x x

 

 

 
   

 
 (3.59) 

Aşağıdaki tanımlama yapılırsa  

 ( ) ( )

2min ,m m

j jk    (3.60) 

(3.54),(3.58)-(3.60) denklemlerine göre, (3.56) de verilen ifadeler iki terimim çarpımı 

olarak yazılabilir. Bunlardan biri 1( )i kx t
e

  terimi olmaktadır. Bu ifade 1Ox doğrultusu 

boyunca ilerleyen dalganın yayılımını betimleyen ifadenin benzeridir. Not edilmelidir ki 

‘’dalga yayılımı’’ hareketli referans ekseni açısından ele alınabilir. Bu durumda   açısal 

frekansıyla ve k  dalga sayısıyla yayılan dalgada, incelenen nokta hareketli referans 

ekseni açısından   açısal frekansıyla titreşim yapar gibi görünmektedir. Bununla 

birlikte sabit referans ekseninde önceden yapılan tanımlamalar ve açıklamalardan da 

anlaşılacağı gibi titreşim kV    açısal frekansıyla olmaktadır. Bunu izleyen ilişki 

takip eder: 

1 1 1( ) ( ( ' ) ) ( ' )i kx t i k x Vt t i kx t
e e e kV

       
      

Bu nedenle sabit referans ekseni için (3.57)-(3.59) deki ifade ve eşitsizliklere göre 

inceleme yapılan noktadaki k V    ( k V   )  titreşim frekansı 

1 10( 0)x x   koordinatı ile artmaktadır (azalmaktadır). Bu durum fiziksel olarak 

Doppler etkisi olarak bilinir. Sonuç olarak elde edilen sonuçlar ve yapılan yorumlar 

akustik fiziğin bilinen sonuçlarıyla uyuşmaktadır ve ele alınan problemin matematiksel 

modelinin geçerliliğini ispatlamaktadır. 
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Şimdi (3.52) deki integralin sayısal olarak nasıl hesaplanacağı irdelenecektir. (3.52) 

denklemindeki belirli integralin hesabı için, ilk olarak 1* 1*[ , ]S S  aralığı 

1 1 1[ , ], 0,1,2,....i iS S i N  , 10 1* 1 1*, NS S S S    kısa aralıklara bölünür. Burada 

1 1 1 1* 1*

0

( [ , ] [ , ]
N

i i

i

S S S S



   ve 
1 1 1

0

[ , ] )
N

i i

i

S S 



  olmaktadır. Sonra belirli integral 

aşağıdaki hale gelir. 

 
3* 1 1 31*

1* 1

3 1 3 1

00 0

( )
i i

i

S S SS N

iS S

ds ds ds ds




 
   

 
 

   
 

(3.61) 

( )  işareti integrandı göstermektedir. 

Sonuç olarak (3.52) ve (3.61) denklemlerinden aşağıdaki denklem elde edilir. 

3* 1 11*

1* 1

3 1 1 1 2 3 1

00

(.) ( , , ) .
i

i

S SS N

F

iS S

ds ds s x x ds




  
 

(3.62) 

1 1 1[ , ]i iS S   aralığındaki (3.62) integralinin hesabı için, Gauss integrasyon algoritması 

kullanılır. Bunun için 1 1ks s  noktalarında 1 1 2 3( , , )F s x x  fonksiyonunun değerini 

bilmek gerekir. Böylece (3.61) integralinin hesabı aşağıdaki belirtilen integral hesabına 

indirgenir. 

3*

3*

1 1 2 3 13 1 2 3 3 3 3

0

1 1 2 3 13 1 2 3 3 3 3

0

( , , ) ( , , )cos( )

( , , ) ( , , )sin( )

S

F k F k

S

F k F k

s x x s x s s x ds

s x x i s x s s x ds

 

 

 

 




 

(3.63) 

Sayısal araştırmalar göstermiştir ki problem parametrelerinin sabit tutulması 

durumunda her bir V  değeri için, ( ) ( ),m m

iF ijFu   lar 3s h `ın sabit değeri için 1s h  a göre, 1s h `ın 

sabit değeri için 3s h  a göre tekil noktalara sahiptir. Aşağıda bu tekil noktaların 

hesaplanmasına ilişkin ayrıntılar aktarılacaktır. 

(3.63) integralinin hesabı ele alınsın. 13 1 2 3( , , )F ks x s   fonksiyonu, her seçilen 1ks  için 

tekil noktalara sahiptir ve 3*[0, ]S  aralığındaki tekil noktalarının konumu 1ks
 ya bağlıdır. 

Bu noktalar aşağıdaki gibi belirlenmiş olsun 
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3* 31 1 32 1 13
( ' ) ( ' ) ... ( ' ) 0k k kM

S s s s s s s

           

31 1 32 1 1 3*3
( ' ) ( ' ) ... ( ' )k k kM

s s s s s s S

        (3.64) 

ve bu köklerin mertebelerinin birden büyük olmadığı farz edilsin. 

(3.64) deki M   ve M   sayıları esas olarak 1' ks  değeri ile problem parametrelerine 

özellikle hareketli yükün hızına ve titreşim frekansına bağlıdır. 

(3.64) deki kökler belirlendikten sonra  3* 3*,S S   integral aralığı aşağıdaki gibi 

bölünür. 

       
3* 31 1 32 1 31 1

3* 3* 31 1 13

( ' ) ( ' ) ( ' )

3 3 3 3

( ' ) ( ' )

...
k k k

k kM

S s s s s s s

S S s s s s

ds ds ds ds

  

 

  

 


   

   

            

   
32 1 3*

31 1 13

( ' )

3 3

( ' ) ( ' )

...
k

k kM

s s S

s s s s

ds ds



 



 


 

 

     . (3.65) 

(3.65) integrali Cauchy prensibine göre hesaplanır. Buradaki   (3.63) integralinin 

hesabındaki yakınsama kriterlerinden elde edilen küçük bir sayısal değerdir. Her 

3 3 1,n ns s  


     aralığı Gauss integrasyon algoritması kullanılarak kısa aralıklı belirli 

sayıda daha fazla bölünebilir. Bu çalışmadaki bütün bu işlemler 1x , 2x  ve 3x  sabit 

tutularak MATLAB de hazırlanan bir algoritma kullanılarak hesaplanmıştır.  
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BÖLÜM 4 

SAYISAL SONUÇLAR VE ANALİZLER  

Bu çalışmada elde edilen sayısal sonuçlar hareketli yükün hızı ve titreşim frekansına 

bağlı olarak daha önce belirtildiği üzere 3 grup halinde ele alınacaktır. Durum 1 olarak 

adlandırılan halde 0V  , 0   olmaktadır, durum 2 de 0V  , 0  , durum 3 te 

0V  , 0   olması halleri ele alınacaktır. Durum 2 ile ilgili sayısal sonuçlar Akbarov 

vd. (2005) ve Emiroglu vd. (2009) çalışmalarında elde edilmiştir. Bu sebeple bu 

çalışmada ağırlıklı olarak durum 1 ve durum 3 ile ilgili sonuçlar üzerinde durulacaktır. 

4.1 Tekil Yükün Sabit Şiddetle Hareket Etmesi Hali İçin Sayısal Sonuçlar (Durum 1 

0V  , 0  ) 

(1) (2)E E , (2) (1)/ 0.35   ,  (1) (2) 0.3    olarak kabul edelim. Boyutsuz hız 

(2)/r Rc V c , olarak tanımlanmıştır. Burada (2)

Rc  yarı uzayın Rayleigh dalga hızıdır. 

Burada problem parametrelerin sabit değerleri için (3.19) denkleminin çözümünden 

elde edilen 1 3( , )c c s h s h  ilişkisi dikkate alınmıştır. Daha önce belirtildiği üzere, 

(1) (2) (2) (2)

2 2min( / , / )R Rc c c c c  subsonik durumu ele alınmıştır. Bu koşullar altında  

1 3( , )c c s h s h ın yüzey grafiği Şekil 4. 2 de verilmiştir. Bu şekilde beklendiği gibi 0 

olduğu için 1 0s h   ve 3 0s h   eksenlerine göre simetriktir. Ayrıca  

1

0
( )

c

s h





 ve 

3

0
( )

c

s h





 (4.1) 

türevlerinden elde edilen noktalar 3 0s h   eskeni üzerinde ortaya çıkmaktadır. 3 0s h   

ekseni üzerindeki kritik hız sistemdeki en küçük değerli kritik hızdır. 
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3 0s h   noktalarına karşılık gelen kritik hız değerleri, düzlem şekil değiştirme 

durumundaki (Akbarov ve İlhan (2008, 2009) ve Akbarov vd. (2007)) kritik hız değerleri 

ile çakışmaktadır. Böylelike üç boyutlu olarak yapılan bu çalışma ile elde edilen 

sonuçların doğruluğunu kanıtlamıştır. (4.1) koşuluna göre elde edilen en küçük kritik 

hız değerleri .mincrc  ile gösterilecektir. 

(3.21) e göre Şekil 4. 2 deki 1 3( , )c c s h s h  yüzeyinin dışbükey parçasının her bir 

noktasına göre yani (1) (2)

.min 2 /cr Rc c c c   aralığındaki tüm hız değerleri kritik hızdır. 

Çünkü her sabit 1s h  (veya 3s h ) için, 1s h sbt  (veya 3s h sbt )  düzlemi ve 

1 3( , )c c s h s h  yüzeyi arasındaki kesişim, 
3

0
( )

c

s h





 

1

veya 0
( )

c

s h

 
 

 
 noktalarını 

içeren eğriyi verir. Ancak, düzlem şekil değiştirme durumunda kritik hızdan daha büyük 

olan c hız değerleri kritik hız olarak değerlendirilmemektedir. 

 

 

Şekil 4. 2 (2)

1 3/ ( , )Rc V c c s h s h   yüzey grafiği (2) (1) 0.4E E  , ( ) ( )

11 330, 0m m   , 
(2) (1) (1) (2)/ 0.35, 0.3       

 

Şimdi ön gerilmenin kritik hızı nasıl etkilediği incelensin. Bu çalışmada ( ),0

33

m  ön 

gerilmesinin kritik hız değerlerini değiştirmediği yapılan sayısal incelemeler neticesinde 
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ortaya çıkmıştır. Sadece yükün hareket doğrultusu boyunca etkiyen ( ),0

11

m  ön gerilmesi 

kritik hız değerlerini ve değişim aralığını etkiler. Çizelge 4. 1 (2) (1)/E E  oranı ve ( ),0

11

m  

ön gerilmesinin .mincrc  yani kritik hızın en düşük değerine etkisi Çizelge 4. 1 de 

gösterilmiştir. Kritik hızın üst sınırı aşağıdaki ifadeyle belirlenmiştir: 

(1) (1),0 (2) (2),0

2 11 2 11
.max (2) (1) (2) (2)

min 1 ; 1cr

R R

c c
c

c c

 

 

  
   

  

 (4.2) 

 

Çizelge 4. 1 Çeşitli (2) (1)E E  değerleri için .crc değerlerine örtü tabakası ve yarı uzaydaki 

ön gerilmenin etkisi (2) (1) (1) (2)/ 0.35, 0.3       

 (2) (1)E E  

 0.4 0.3 0.2 

(1),0

11

(1)




 

0.000  0.8256 0.865 0.9096 

0.015  0.8328 0.8734 0.9201 

0.025  0.8377 0.8790 0.9268 

0.075  0.8610 0.9055 0.9587 

(2),0

11

(2)




 

0.025  0.8218 0.8602 0.9036 

0.015  0.8234 0.8622 0.9061 

0.015  0.8278 0.8678 0.9132 

0.025  0.8292 0.8697 0.9155 

 

( ) ( ),0 ( )

11 11

m m m    ve ( ) ( ),0 ( )

33 33

m m m    tanımlaması yapılarak 
2

(1)

22 22 1 2 3( , , )
x h

x x x 


  

2

(2)

22 1 2 3( , , )
x h

x x x


  normal gerilmesi dağılımı (2) (1)/ 0.4,E E    0.4,  rc 

( ) ( )

11 330,  0m m    alınarak Şekil 4. 3 de incelenmiştir. 1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına 
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göre verilen bu grafiğe göre 1 3 0x x 
 noktasında normal gerilme mutlak olarak 

maksimum değerdedir.  

 

Şekil 4. 3  Ara yüzeyde 1 /x h  ve 3 /x h  a göre, 22 1 3( , )x x  normal gerilmesinin dağılımı 
( ) ( )

11 330, 0m m   , (2) (1) 0.4, 0.4rE E c  ,. ( ) ( ),0 ( )

11 11

m m m   , ( ) ( ),0 ( )

33 33

m m m     

 

Şekil 4. 4a, b ve c de sırasıyla (2) (1)/ 0.4, 0.3E E   ve 0.2 olarak alınarak (1)

11  ve (1)

33  ön 

gerilmelerinin 22  ve rc  dağılımına etkisi incelenmiştir. Bu grafiklerde 22 nin mutlak 

değerce hareketli yükün hızı ile arttığı görülmektedir. Ayrıca Şekil 4 de elde edilen 

sonuçlara göre örtü tabakasındaki ön gerilmenin 22  gerilmesi değerlerini azalttığı 

görülmüştür. Düzlem şekil değiştirme durumunda harekete dik doğrultudaki ön 

gerilmenin ( (1)

33 ) etkisi incelemek mümkün olmamaktadır.  

 

     

 (a) (b) 
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(c) 

Şekil 4. 4 (1)

11  ve (1)

33  ün çeşitli değerleri için 22 0(0, ,0)h h P    normal gerilmesi ve rc  ye 

bağlı grafikler (a) için (2) (1)/ 0.4E E  , (b) için (2) (1)/ 0.3E E  , (c) için (2) (1)/ 0.2E E  . 

4.2 Hareketli Tekil Yükün Şiddetinin Zamana Göre Harmonik Değişmesi Hali İçin 

Sayısal Sonuçlar (Durum 3 0V  , 0  ) 

Daha önce belirtildiği üzere durum 2 ( 0V  , 0  ) ile ilgili sayısal sonuçlar Akbarov 

vd. (2005) ve Emiroglu vd. (2009) çalışmalarında elde edilmiştir. Bu sebeple bu durum 2 

ye değinmeden durum 3 ( 0V  , 0  ) ile ilgili sonuçlar üzerinde durulucaktır.  

Bu bölümde örtü tabakası ve yarı sonsuz uzay için iki malzeme çifti kullanılacaktır 

Alüminyumun (Al) malzeme özellikleri 
3

0 2700 / , 0.35,kg m   1 6420 / ,c m s

2 3110 /c m s  ve çeliğin (St) malzeme özellikleri 3

0 7860 / ,kg m   0.29  , 

1 5890 / ,  c m s  2 3210 /c m s  dir. Burada ki  ,  , 1c and 2c  sırasıyla yoğunluk, 

Poisson oranı, dilatasyon ve distorsiyon dalga hızıdır.  

İlk önce   titreşim frekansının kritik hıza etkisi incelenecektir. Bunun için 3 0s h   iken 

(3.18) denkleminin çözümünden elde edilen 1( , )c c s h   fonksiyonuna ait grafikleri 

dikkate alalım. Bir önceki bölümde yani 0   olduğu durumda 1( )c c s h  bağıntısı 

incelenirken 1 0s h   a göre (3.19) denklemi simetriktir. Bu sebeple bu bağıntının 

sadece 10 s h    aralığında incelenmesi yeterli olmuştu. Ancak 0   olduğu 

durumda Doppler etkisi dikkate alındığında ve (3.13) denklemindeki 12 Vs  terimi 

sebebiyle bu simetri bozulmaktadır. Bu sebeple 0   olması durumunda 1( , )c c s h   
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bağıntısı 1s h     aralığında incelenmelidir. Bu durum Şekil 4. 5 te gösterilmiştir. 

Bu grafikler farklı   değerleri için oluşturulmuştur. 0   olduğu durumda 

beklenildiği gibi bu ilişki 1 0s h   a göre simetriktir. Ancak yukarıda belirtildiği gibi 

0   iken bu simetri bozulmaktadır. Sayısal sonuçlarda minumum kritik hız ( 'crc  ile 

gösterilmiştir)  değerleri belirli bir   değerine kadar ( '  ile gösterilmiştir.) sol 

bölgeden yani 1 0s h   olması durumunda hesaplanmıştır. Belirli   değerlerinde sol 

tarafta 'crc  den daha büyük olan kritik hız değerleri ( ''crc  ile gösterilmiştir) de 

mevcuttur. Sağ tarafta yani 1 0s h   iken bulunan kritik hız değerleri ( '''crc  ile 

gösterilmiştir) ''crc  değerlerinden daha büyüktür. Şekil 4. 5 te verilen sonuçlara göre 

hareketli yükün belirli bir titreşim frekansı değerine ( ' ) kadar 'crc  ve ''crc  değerleri 

  ile azalmaktadır. Ancak '   iken sol tarafta kritik hız oluşmaz. Başka bir 

değişle 1( ) 0dc d s h   koşulu oluşmaz. Fakat grafiğin sağ kısmında   ' . durumu 

için '''crc  değerleri hesaplanabilir. Bu durum ''  ile gösterilen belirli bir   değerine 

kadar devam eder. Bu andan itibaren problem subsonik sınırların dışına çıkmaktadır. 

 

 

Şekil 4. 5  Çelik örtü tabakası ve alüminyum yarı sonsuz uzay olması durumunda farklı 

  değerleri için 3 0s h   da rc  ve 1s h  ilişkisi 

Bu çalışmada elde edilen sayısal sonuçlar niteliksel olarak Dieterman ve Metrikine 

(1997), Metrikine ve Vrouwenvelder (2000), Akbarov ve Salmanova (2009) ve Akbarov 

ve İlhan (2010) çalışmaları ile uyuşmaktadır. Durum 3 te ön gerilmenin kritik hıza etkisi 
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daha önce incelendiğinden ve arada niceliksel bir farklılık bulunmadığından 

incelenmeyecektir. Üç boyutlu halde aşağıdaki koşulu sağlayan tüm hızlar kritik hızdır. 

(1) (2)

2 2

(2) (2)
' min ;cr

R R

c c
c c

c c

 
   

 
 for  '  , 

(1) (2)

2 2

(2) (2)
''' min ;cr

R R

c c
c c

c c

 
   

 
for ' ''    . (4.3) 

Kritik hızla ilgili sayısal sonuçlar örtü tabakasının çelik, yarı uzayın Alüminyum olması 

durumu için elde edilmişti. Örtü tabakasının alüminyum, yarı uzayın çelik olması 

durumunda yapılan sayısal incelemede kritik hızın oluşmadığı görülmüştür. Bu durum 

daha değinilen kritik hızın sadece yarı uzayın örtü tabakasından daha rijit olduğu zaman 

oluştuğu, aksi halde oluşmadığını doğrulamaktadır.  

Şimdi yarı uzay ve örtü tabakası arasındaki yüzeyde normal gerilme dağılımı 

incelenecektir. Bunun için aşağıdaki tanımlama yapılsın 

(1) (2)

22 1 3 22 1 2 3 22 1 2 3( , , ) ( , , , ) ( , , , )x x t x x h x t x x h x t         (4.4) 

Hareketli yükün boyutsuz hızı rc nin değişik değerleri için 1x  3 0x   daki 22  normal 

gerilmesinin   ya bağlı değişimi incelenecektir. Bu ilişkiye ait grafikler Şekil 4. 6 de 

verilmiştir. 

  

 (a) (b) 

Şekil 4. 6 Çeşitli rc  değerleri için 22  normal gerilmesinin   ya bağımlı değişimi 
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Şekil 4. 6 a da verilen grafikler örtü tabakası malzemesi çelik yarı uzay malzemesinin 

alüminyum olması hali için oluşturulmuş, Şekil 4. 6 b de verilen grafilerde örtü tabakası 

malzemesi alüminyum  yarı uzay malzemesinin çelik olarak belirlenmiştir. Bu 

grafiklerde 0rc   için çizdirilen ilgili grafikler Emiroglu vd. (2009) da elde edilen 

sonuçlar ile çakışmaktadır. Bu grafikler incelendiğinde 22 -  ilişkisinin monotonic 

olmadığı görülür. Yani hareketli yükün tireşim frekansının belirli değerlerinde ( *  ile 

gösterilecek ve   nın resonans değeri olarak adlandırılacaktır.) 22  normal 

gerilmesinin mutlak maksimum değerleri oluşmaktadır. Bu sonuç, Akbarov (2006a, 

2006b, 2006c), Akbarov ve Güler (2005, 2007), Akbarov ve İlhan (2008, 2009, 2010) 

çalışmalara ile niteliksel olarak benzerlik göstermektedir. Ayrıca 22  ve   arasındaki 

bu monotik olmayan ilişki Lamb (1904), Robertson (1966), Gladwell (1968) in sonuçları 

ile örtüşmektedir. Bu çalışmalar göre yarı sonsuz ortamın zorlanmış titreşimi bir 

amotisör, parallel bağlı bir yay ve bir kütleden oluşan sistemin zorlanmış titreşim 

hareketi ile benzerlik göstermektedir. Şekil 4. 6 a da verilen grafiklerde hareketli-

titreşimli yük etkisi altındaki örtülü yarı sonsuz uzayın dinamik davranışı amotisör, 

parallel bağlı bir yay ve bir kütleden oluşan sistemin zorlanmış titreşim hareketi ile 

benzerlik göstermektedir.  

Şimdi titreşimli yükün hareket hızının söz konusu mekanik system üzerindeki etkileri 

incelenecektir. Öncelikle takip eden tanımlama yapılır: *I  ve *II  sırasıyla St+Al ve 

Al+St malzeme çifti için elde edilen   nın rezonans değerini göstermektedir. Şekil 4. 6 

*I  nın ilgili *II dan daha etkili olduğu görülmektedir, yani *I  *II  olmaktadır. Bu 

sonuçlar düzlem şekil değiştirme hali için yapılan Akbarov ve Güler (2007) çalışmaları 

ile örtüşmektedir. Ayrıca Şekil 4. 6 dan hareketli yükün hızıyle *I  ve *II  değerlerinin 

azaldığı görülmektedir. Bu problem uygulamaları açısından büyük bir öneme sahip yeni 

bir sonuçtur.  

3 boyutlu problemde 0rc 
 için Şekil 4. 6 de gösterilen 22  gerilmeleri düzlem 

gerilme durumu için Akbarov ve Guler (2007) de elde edilen gerilmelerden mutlak 

değerlerce daha azdır.  
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Yükün hareket hızı rc  nin çeşitli   değerleri için 22  normal gerilmesine etkisi Şekil 

4. 7 da gösterilmiştir. Bu grafikler 1 0x  , 3 0x   noktalarında, 
( )

11 0m  , ( )

33 0m   için 

ve St+Al (Şekil 4. 7 a) ile Al+St (Şekil 4. 7 b) malzeme çifti için oluşturulmuştur. Bu 

grafiklerden 22  normal gerilmesinin yükün hareket hızı rc
 

ile monotonik olarak 

arttığı görülmektedir.  

 

    

 (a) (b) 

Şekil 4. 7 Çeşitli   değerleri için 22  normal gerilmesinin rc  ye bağımlı değişimi 

Örtü tabakasına etkiyen ön gerilmenin etkisi Şekil 4. 8 de incelenmiştir. Burada örtü 

tabakası Al ve yarı uzay St olarak alınmıştır. Şekil 4. 8 a ve b (c ve d) de verilen sonuçlar 

1Ox ( 3Ox ) doğrultusunda örtü tabakasına 1 0x  , 3 0x   noktalarında etkiyen (1)

11 ( 0) 

, (1)

33 0   ( (1)

33 ( 0)  , (1)

11 0  ) ön gerilmesinin 22  gerilmelerine etkilerini 

göstermektedir. Mekanik olarak ele alındığında ön gerilmenin 22  normal 

gerilmelerini azaltması beklenir, 22  nin   Şekil 4. 8(a, c) ve rc  Şekil 4. 8(b, d) ye 

bağımlı değişimlerinin gösterildiği grafiklerde bu etki görülmektedir. Bu sonuçlardan 

ayrıca 22  değerlerinin 
(1)

11 de olduğu gibi (1)

33  ile de monotonik olarak azaldığı 

görülmektedir. 
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 (a) (b) 

 

 (c) (d) 

Şekil 4. 8 Örtü tabakasına 1Ox
 ekseni yönünde (a, b) ve 3Ox  ekseni yönünde (c, d) 

etkiyen ön gerilmenin Al+St malzeme çifti için 22  normal gerilme dağılımına etkisi 

Şimdi (4.4) de tanımlanan 22  normal gerilmelerinin 3 0x   da 1x  koordinatlarına göre 

dağılımı Şekil 4. 9 de incelenecektir. Burada örtü tabakası malzemesi çelik, yarı uzay 

malzemesi alüminyum olarak alınmıştır. Ayrıca (3.56) denklemindeki 4t   olarak 

alınmış, sisteme etki eden ön gerilmenin ( )

11

m ( )

33 0m  ( 1,2)m   olduğu Kabul 

edilmiştir. Belirtilen dağılım grafikleri 0.6c   iken   nın farklı değerleri için 

oluşturulmuştur. Şekil 4. 9 b de verilen grafikler Şekil 4. 9 a daki grafiklerin daha küçük 

1x  aralığındaki büyütülmüş halidir. Bu grafiklerde Doppler etkisinden dolayı simetrinin 

bozulduğu görülmektedir. 
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 (a) 

 

 (b) 

Şekil 4. 9 3 0x  da 22 (4.4) normal gerilmelerinin 1x  koordinatına göre dağılımı 
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Şekil 4. 10 Çeşitli rc  değerleri için 32  normal gerilmesinin   ya bağımlı değişimi 

Örtü tabakası ve yarı uzayın ara yüzeyindeki düzlemde sadece 22 normal gerilmeleri 

değil, 12 1 3( , , )x x t  (1)

12 1 2 3( , , , )x x h x t    (2)

12 1 2 3( , , , )x x h x t   ve 32 1 3( , , )x x t   

(1)

32 1 2 3( , , , )x x h x t    (2)

32 1 2 3( , , , )x x h x t    kayma gerilmeleride vardır. Fakat kayma 

gerilmelerinin mutlak değerce maksimum değerleri, normal gerilmeden kat ve kat daha 

azdır. Bir örnek olarak Şekil 4. 10 daki ( )

11 0m   ve ( )

33 0m   için, 1 0x h  , 3 0.5x h   de 

farklı rc  değerleri için 32  gerilmesinin   ya bağımlı değişimi gösterilmiştir. Burada 

örtü tabakası malzemesi çelik, yarı uzay malzemesi alüminyum olarak alınmıştır. Şekil 

4. 10 ve Şekil 4. 6a yı karşılaştırdığımızda normal gerilme kayma gerilmelerinin 

değerleri arasında yukarıda değinilen farklılık görülmektedir. 

Diğer taraftan elde edilen grafiklerde 22  normal gerilmesi için bulunan   frekansının 

“rezonans” değerlerinin (
22*I  ) 32  kayma gerilmesi için bulunan rezonan 

değerlerinden (
32*I  ) farklı olduğu yani  

32*I  
22*I   olduğu görülmektedir. Bu 

sonuçlar 22  normal gerilmesi ile diğer gerilmelerin karşılaştırılmalarında da 

görülmektedir. Böylelikle 22  normal gerilmesinin incelenmesinin nedenli önemli 

olduğu anlaşılmaktadır.  

Şimdi yapılan bu inceleme de diğer gerilmelerin ve yer değiştirmelerin inclenmesiyle 

detaylandırılacaktır. Bu inceleme iki hal için gerçekleştirilecek ilk önce örtü tabakası Al 
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ve yarı uzay St olarak alınacak, daha sonra örtü tabakası St ve yarı uzay Al alınarak 

sayısal örnekler verilecektir. 

4.2.1 Örtü Tabakası Alüminyum (Al), Yarı Uzay Çelik (St)  

Bu bölümde örtü tabakası alüminyum, yarı uzay ise çelik olarak tanımlanmıştır. 

Şekil 4. 11 de 12 0h P  kayma gerilmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 11a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 11b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 3 / 0x h   a göre 

simetrik, 1 / 0x h   a göre antisimetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 11c 

( 0.4, 0.4)rc    de (3.13) denklemindeki ( ) ( )

12 m mV s  terimi nedeniyle 1 / 0x h   e 

göre antisimetri bozulmaktadır. Kayma gerilmelerinin maksimum değerini 3 / 0x h 

doğrultusunda ve yaklaşık olarak 1 / 0.5x h   civarında aldığı görülmektedir.  

Şekil 4. 12 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli 

değerleri için 12 0h P  kayma gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. 12 0h P  kayma gerilmesinin   değeri yükseldikçe 

arttığı; (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

Şekil 4. 13 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli değerleri 

için 12 0h P  kayma gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  
ye göre değişim 

grafikleri elde edilmiştir. 12 0h P  kayma gerilmesinin rc  değeri yükseldikçe arttığı; (1)

11  

ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

 

(a)                                                                            (b) 
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 (c) 

Şekil 4. 11 Ara düzlemdeki 12 0h P  gerilmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  a bağlı yüzey grafikleri 

 (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4  için 

 

(a)                                                                         (b) 

 

 

(c) 

Şekil 4. 12 Ara düzlemdeki 12 0h P  gerilmesinin   ya bağlı değişimi, a) farklı rc   

değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
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(a)                                                                         (b) 

 

Şekil 4. 13 12 0h P  gerilmesinin rc  ya bağlı değişimi, a) farklı  değerleri için, b) farklı 
(1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

Şekil 4. 14 de 22 0h P  normal gerilmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 14a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 14b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 1 / 0x h   ve 

3 / 0x h  a göre simetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 14c ( 0.4, 0.4)rc    de 1 / 0x h   

e göre simetri bozulmaktadır. Mutlak değerce maksimum normal gerilmelerinin 

1 3/ / 0x h x h   noktasında oluştuğu görülmektedir. 
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 (a) (b) 

 

 (c) 

Şekil 4. 14 Ara düzlemdeki 22 0h P  gerilmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  bağlı yüzey grafikleri 

 (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4  için 

 

Şekil 4. 15 de 32 0h P  kayma gerilmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 15 a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 15 b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 1 / 0x h   a göre 

simetrik, 3 / 0x h   a göre antisimetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 15 c 

( 0.4, 0.4)rc    de 1 / 0x h   e göre simetri bozulmaktadır. Kayma gerilmelerinin 

maksimum değerini 1 / 0x h   doğrultusunda ve yaklaşık olarak 3 / 0.5x h   civarında 

aldığı görülmektedir.  

Şekil 4. 16 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli 

değerleri için 32 0h P  kayma gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. 32 0h P  kayma gerilmesinin   değeri yükseldikçe 

arttığı; (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

-5

0

5

-5

0

5
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

x1/h

c
r
=0, =0.2

x3/h


2

2
h

/P
0

-5

0

5

-5

0

5
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

x1/h

c
r
=0.2, =0.0

x3/h


2

2
h

/P
0

-5
0

5

-5
0

5
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

x1/h

c
r
=0.4, =0.4

x3/h


2

2
h

/P
0



53 

 

Şekil 4. 17 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli değerleri 

için 32 0h P  kayma gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre değişim 

grafikleri elde edilmiştir. 32 0h P  kayma gerilmesinin rc  değeri yükseldikçe arttığı; (1)

11  

ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

 

 

(a)                                                                         (b) 

 

(c) 

Şekil 4. 15 Ara düzlemdeki 32 0h P  gerilmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  a bağlı yüzey 

grafikleri (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4  için 
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(a)                                                                         (b)

 

(c) 

Şekil 4. 16 Ara düzlemdeki 32 0h P  gerilmesinin   ye bağlı değişimi a) farklı rc   

değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

 
(a)                                                                         (b) 
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       (c) 

Şekil 4. 17 Ara düzlemdeki 32 0h P  gerilmesinin rc  ye bağlı değişimi, a) farklı  

değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

 

Şekil 4. 18 de (1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 18a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 18b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 3 / 0x h   a göre 

simetrik, 1 / 0x h   a göre antisimetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 18c 

( 0.4, 0.4)rc    de (3.13) denklemindeki ( ) ( )

12 m mV s  terimi nedeniyle 1 / 0x h   e 

göre antisimetri bozulmaktadır. Yer değiştirmelerin maksimum değerini 3 / 0x h 

doğrultusunda ve yaklaşık olarak 1 / 0.6x h   civarında aldığı görülmektedir.  

Şekil 4. 19 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli 

değerleri için (1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. (1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin belirli bir   değerine 

kadar azaldığı ve daha sonra arttığı görülmektedir. Ayrıca (1)

1 0u P h  yer 

değiştirmesinin (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmektedir. 

Şekil 4. 20 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli değerleri 

için (1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. Büyük   değerleri için (1)

1 0u P h  yer değiştirmesi 
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dağılımının monotonik olarak değiştiği, ancak küçük   değerleri için bu değişimin 

monotonik olmadığı görülmektedir. 

 

 

 (a) (b) 

 

 

 (c) 

Şekil 4. 18 Ara düzlemdeki 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  a bağlı 

yüzey grafikleri (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4  

için 
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                (c) 

Şekil 4. 19 Ara düzlemdeki 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin   ye bağlı değişimi, a) 

farklı rc   değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

 

 

              (a)                                                                               (b) 

 

 

             (c) 

Şekil 4. 20 Ara düzlemdeki 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesinin ve  rc  ye bağlı grafikler, a) 

farklı  değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 
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Şekil 4. 21 de (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 21a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 21b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 3 / 0x h   a göre 

simetrik, 1 / 0x h   a göre antisimetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 21c 

( 0.4, 0.4)rc    de bu simetri bozulmaktadır. Yer değiştirmelerin maksimum 

değerini 1 3/ / 0.0x h x h   noktasında aldığı görülmektedir  

Şekil 4. 22 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli 

değerleri için (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin   değeri yükseldikçe 

mutlak değerce azaldığı, ayrıca (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile de azaldığı görülmüştür. 

Şekil 4. 23 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli değerleri 

için (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin rc  değeri yükseldikçe 

arttığı; (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

 

 

(a)                                                                               (b) 
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   (c) 

Şekil 4. 21 Ara düzlemdeki 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  a bağlı 

yüzey grafikleri (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4

için 

 

 

(a)                                                                               (b) 

 
              (c) 

Şekil 4. 22 Ara düzlemdeki 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin    ye bağlı değişimi a) 

farklı rc   değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 
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              (a)                                                                           (b) 

 

            (c) 

Şekil 4. 23 Ara düzlemdeki 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin rc  ye bağlı değişimi, a) farklı

  değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

Şekil 4. 24 de (1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin belirli   ve (2)( / )r Rc V c  değerleri için 

1 /x h  ve 3 /x h  koordinatlarına göre değişim grafikleri elde edilmiştir. Şekil 4. 24a 

( 0.0, 0.2)rc    ve Şekil 4. 24b ( 0.2, 0.0)rc    de bu grafikler 1 / 0x h   a göre 

simetrik, 3 / 0x h   a göre antisimetrik olmaktadır. Ancak Şekil 4. 24c 

( 0.4, 0.4)rc    de 1 / 0x h   e göre simetri bozulmaktadır. Yer değiştirmelerin 

maksimum değerini 3 / 0x h  doğrultusunda ve yaklaşık olarak 1 / 0.6x h   civarında 

aldığı görülmektedir.  

Şekil 4. 25 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli 

değerleri için (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre 
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değişim grafikleri elde edilmiştir. (1)

2 0u P h  yer değiştirmesinin   değeri yükseldikçe 

arttığı; (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

Şekil 4. 26 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   (a), (1)

11  (b) ve (1)

33  (c) ün belirli değerleri 

için (1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre 

değişim grafikleri elde edilmiştir. (1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin rc  değeri yükseldikçe 

arttığı; (1)

11  ve (1)

33  ön gerilmeleri ile azaldığı görülmüştür. 

 

 

 (a) (b) 

 

(c) 

Şekil 4. 24 Ara düzlemdeki 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin 1 /x h  ve 3 /x h  a bağlı 

yüzey grafikleri (a) 0rc  , 0.2  için, (b) 0.2rc  , 0   için, (c) 0.4rc  , 0.4  

için 
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                                             (a)                                                                       (b) 

 

 

               (c) 

Şekil 4. 25 Ara düzlemdeki 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin   ye bağlı değişimi a) farklı

rc   değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

 

  

                                             (a)                                                                       (b) 
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               (c) 

Şekil 4. 26 Ara düzlemdeki 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesinin rc  ye bağlı değişimi, a) farklı

  değerleri için, b) farklı (1)

11 değerleri için, c) farklı (1)

33
 
değerleri için 

Şimdi 22  normal gerilmesinin (Şekil 4. 27) ve 12  kayma gerilmesin (Şekil 4. 28) 

3 0x   da 1x  eksenine göre, 32  kayma gerilmesinin (Şekil 4. 29) 1 0x   da 3x  eksenine 

göre, 
1u  (Şekil 4. 30) ve 

2u  (Şekil 4. 31) yer değiştirmelerinin 3 0x   da 1x  eksenine 

göre, 
3u  yer değiştirmesinin (Şekil 4. 32) 1 0x   da 3x  eksenine göre dağılımları 

incelenecektir. Burada (3.56) denklemindeki 4t   olarak alınmış, sisteme etki 

eden ön gerilmenin ( )

11

m ( )

33 0m  ( 1,2)m   olduğu Kabul edilmiştir. Belirtilen dağılım 

grafikleri 0.4rc   iken   nın farklı değerleri için (a) ve 0.4   iken rc  nin farklı 

değerleri için (b) oluşturulmuştur.  
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(a) 

 

(b) 

 

Şekil 4. 27 Ara düzlemdeki
 22 0h P  gerilmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst Al-Alt St), 

a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için 
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(b) 

 

Şekil 4. 28 Ara düzlemdeki 12 0h P  gerilmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst Al-Alt St), 

a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için 

 

 

(a) 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

x
1
/h


1

2
h
/P

0

=0.4, üste aluminyum altta çelik

 

 

c
r
=0.2

c
r
=0.4

c
r
=0.6

c
r
=0.8

-4 -2 0 2 4
-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

x
3
/h


3

2
h
/P

0

c
r
=0.4, üste aluminyum altta çelik

 

 

=0.6

=0.8

=1.0

=1.2



66 

 

 

(b) 

 

Şekil 4. 29 Ara düzlemdeki 32 0h P  gerilmesi ve  3 /x h  e bağlı grafikler(Üst Al-Alt St), 

a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  

 

 

(a) 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3
-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

x
3
/h


3

2
h
/P

0

=0.4, üste aluminyum altta çelik

 

 

c
r
=0.2

c
r
=0.4

c
r
=0.6

c
r
=0.8

-4 -2 0 2 4
-0.010

-0.005

0.000

0.005

0.010

0.015

x
1
/h

u
1


(1
) /P

0
h

c
r
=0.4, üste aluminyum altta çelik

 

 

=0.6

=0.8

=1.0

=1.2



67 

 

 

(b) 

 

Şekil 4. 30 Ara düzlemdeki 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

Al-Alt St), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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(b) 

Şekil 4. 31 Ara düzlemdeki 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

Al-Alt St), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için 
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(b) 

Şekil 4. 32 Ara düzlemdeki 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesi ve  3 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

Al-Alt St), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için 

4.2.2 Örtü Tabakası Çelik (St), Yarı Uzay Alüminyum (Al) 

Bu bölümde örtü tabakası çelik, yarı uzay ise alüminyum olarak tanımlanmıştır. 

Şekil 4. 33 de, boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için 12 0h P  

kayma gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. 

12 0h P  kayma gerilmesinin   değeri yükseldikçe arttığı görülmektedir.  

 

 

Şekil 4. 33 Farklı rc değerleri için 12 0h P  gerilmesi ve    ye bağlı grafikler 
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Şekil 4. 34 de boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

1 0u P h  

yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. Şekil 

4. 35 de boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

2 0u P h  yer 

değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. Şekil 4. 36 

de boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

3 0u P h  yer 

değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. 

 

Şekil 4. 34 Farklı rc değerleri için 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesi ve   ye bağlı grafikler 

 

Şekil 4. 35 Farklı rc değerleri için 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesi ve    ye bağlı grafikler 
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Şekil 4. 36 Farklı rc değerleri için 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesi ve    ye bağlı grafikler 

 

Şekil 4. 37 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   nın belirli değerleri için 12 0h P  kayma 

gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre değişimi incelenmiştir. 

12 0h P  kayma gerilmesinin   değeri yükseldikçe arttığı görülmektedir.  

Şekil 4. 38 de, boyutsuzlaştırılmış frekans   nın belirli değerleri için 32 0h P  kayma 

gerilmesinin boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  ye göre değişimi incelenmiştir. 

32 0h P  kayma gerilmesinin   değeri yükseldikçe arttığı görülmektedir. 

 

 

Şekil 4. 37 Farklı   değerleri için 12 0h P  gerilmesi ve rc ye bağlı grafikler 
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Şekil 4. 38 Farklı   değerleri için 32 0h P  gerilmesi ve rc ye bağlı grafikler 

Şekil 4. 39 de boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

1 0u P h  

yer değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. Şekil 

4. 40 da boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

2 0u P h  yer 

değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. Şekil 4. 41 

de boyutsuzlaştırılmış hız (2)( / )r Rc V c  nin belirli değerleri için, (1)

3 0u P h  yer 

değiştirmesinin boyutsuzlaştırılmış frekans   ya göre değişimi incelenmiştir. 

 

 

Şekil 4. 39 Farklı   değerleri için 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesi ve rc  ye bağlı grafikler 
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Şekil 4. 40 Farklı   değerleri için 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesi ve rc  ye bağlı grafikler 

 

Şekil 4. 41 Farklı   değerleri için 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesi ve rc  ye bağlı grafikler 

Şimdi 22  normal gerilmesinin (Şekil 4. 42) ve 12  kayma gerilmesin (Şekil 4. 43) 

3 0x   da 1x  eksenine göre, 32  kayma gerilmesinin (Şekil 4. 44) 1 0x   da 3x  eksenine 

göre, 
1u  (Şekil 4. 45) ve 

2u  (Şekil 4. 46) yer değiştirmelerinin 3 0x   da 1x  eksenine 

göre, 
3u  yer değiştirmesinin (Şekil 4. 47) 1 0x   da 3x  eksenine göre dağılımları 

incelenecektir. Burada (3.56) denklemindeki 4t   olarak alınmış, sisteme etki 

eden ön gerilmenin ( )

11

m ( )

33 0m  ( 1,2)m   olduğu Kabul edilmiştir. Belirtilen dağılım 

grafikleri 0.4rc   iken   nın farklı değerleri için (a) ve 0.4   iken rc  nin farklı 

değerleri için (b) oluşturulmuştur.  
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(a) 

 

(b) 

Şekil 4. 42 Ara düzlemdeki 22 0h P  gerilmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst St-Alt Al), a) 

farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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(a) 

 

 

(b) 

Şekil 4. 43 Ara düzlemdeki 12 0h P  gerilmesi ve 1 /x h  e bağlı grafikler(Üst St-Alt Al), a) 

farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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(a) 

 

(b) 

 

Şekil 4. 44 Ara düzlemdeki 32 0h P  gerilmesi ve  3 /x h  e bağlı grafikler(Üst St-Alt Al),  

a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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(a) 

 

 

(b) 

 

Şekil 4. 45 Ara düzlemdeki 
(1)

1 0u P h  yer değiştirmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

St-Alt Al), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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Şekil 4. 46 Ara düzlemdeki 
(1)

2 0u P h  yer değiştirmesi ve  1 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

St-Alt Al), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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Şekil 4. 47 Ara düzlemdeki 
(1)

3 0u P h  yer değiştirmesi ve  3 /x h  e bağlı grafikler(Üst 

St-Alt Al), a) farklı  değerleri için, b) farklı rc değerleri için  
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BÖLÜM 5 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Tezde parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde üç boyutlu doğrusallaştırılmış elastik 

dalga yayılımı teorisi uygulanarak ön gerilmeli tabaka ile örtülü ön gerilmeli yarı uzaya 

etki eden sabit hızla hareket eden zamana göre harmonik değişen tekil yükün dinamik 

etkisi araştırıldı. Sayısal sonuçları elde etmek için çözüm metodu ve algoritma 

geliştirilmiş, kritik hız ve gerilme dağılımlarına ait sayısal sonuçlar hazırlanmıştır. Buna 

göre çalışmada aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir: 

Yarı uzay ve örtü tabakasından oluşan sistemin kritik hızın minimum değeri düzlem 

gerilme durumundaki problemde elde edilen değerle çakıştığı görülmüştür. 

Kritik hızın minimum değerinden daha büyük ve 

 (1) (1)0 (1) (2) (2)0 (2)

2 11 2 11min 1 , 1c c      limit değerinden küçük olan, hareketli 

yükün tüm hız değerleri kritik hızdır. 

Yükün hareket doğrultusuna dik yönde etkiyen ön çekme veya basınç gerilmeleri kritik 

hızın değişim aralığını ve değerlerini etkilememektedir. 

Yükün hareket yönünde etkiyen ön çekme (basınç) gerilmesi kritik hızın alt ve üst limit 

değerlerinin artmasına (azalmasına) sebep olmaktadır. 

Belirli bir   ( ' ile gösterildi) frekans değerine kadar kritik hız değerleri azalmakta, 

ancak '  olduğu durumda kritik hız değerleri   ile artmaktadır. 

Yarı uzay ve örtü tabakasının ara yüzeyindeki normal gerilmeler incelendiğinde titreşim 

frekansının rezonans değerlerinin hareketli yükün hızı ile azaldığı görülmektedir. 

Rezonans durumunda normal gerilmenin değerleri hareketli yükün hızı ile artar. 
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Üç boyutlu halde elde edilen gerilmeler mutlak değerce düzlem şekil değiştirme hali 

için elde edilenden daha azdır. 

Dış yükün hareket doğrultusuna dik doğrultuda örtü tabakasına etkiyen ön gerilme ve 

aynı zamanda dış yükün hareket doğrultusunda örtü tabakasına etkiyen ön gerilme 

yukarıda anılan gerilmelerin mutlak değerce azalmalarına sebep olur 
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