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SጀMGE LጀSTESጀ 
 
a Düᇰüm noktalarጐnda bilinmeyen yer deᇰiᗰtirmeleri gösteren vektör 

ijA  Çok katlጐ kompozit malzemenin normalize edilmiᗰ mekanik özellikleri 
D Malzeme sabitlerini içeren matris 
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21 E,E  Elastisite (Young) modülleri 
h Levha yüksekliᇰi 

Ah  Dikdörtgen delik ile levhanጐn 2x  doᇰrultusundaki alt sጐnጐrlarጐ arasጐndaki kalጐnlጐk 

Bh  Kare veya dikdörtgen deliᇰin 2x  doᇰrultusundaki yüksekliᇰi 

Kh  Kare delik ile levhanጐn 2x  doᇰrultusundaki alt veya üst sጐnጐrlarጐ arasጐndaki 
kalጐnlጐk 

Uh  Dikdörtgen delik ile levhanጐn 2x  doᇰrultusundaki üst sጐnጐrlarጐ arasጐndaki kalጐnlጐk 
K Rijidlik (Stiffness) matrisi 
l  1x  doᇰrultusundaki levha uzunluᇰu 

El  Dikdörtgen deliᇰin mesnetden boyutsuz uzaklጐᇰጐ ( )l/xL=  
M Sonlu eleman adedi 

iN , σN  ᗠekil fonksiyonlarጐ matrisi 
p ᗠerit-levhanጐn üst yüzeyine normal doᇰrultuda etki eden düzgün yayጐlጐ yük 
q ᗠerit-levhanጐn karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan etki eden düzgün yayጐlጐ çekme yükü 
r Düᇰüm noktalarጐna etki eden kuvveti gösteren vektör 
R Toplam düᇰüm noktasጐ adedi 
S Ω  bölgesinin dጐᗰ sጐnጐrጐ 

21 u,u  Sጐrasጐyla 1x  ve 2x  yönündeki yer deᇰiᗰtirme 
)0(

iu  Karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan düzgün yayጐlጐ q çekme yükü ile çekildiᇰinde oluᗰan yer 
deᇰiᗰtirme 

)1(
iu  ᗠerit-levhanጐn üst yüzeyine normal doᇰrultuda etki eden düzgün yayጐlጐ p 

yüklemesinden oluᗰan yer deᇰiᗰtirme 
l1U  1x   yönündeki boyutsuz yer deᇰiᗰtirme 

21 x,x  Boyutlu global Lagrange koordinatlarጐ 

2010 x,x  'O  nün boyutlu global koordinatlarጐ 

Lx  Kare ve dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ 
βα,  Sonlu elemanጐn sጐrasጐyla 1x  ve 2x  doᇰrultusundaki geometrik yarጐ uzunluklarጐ 

ij
j
i , δδ  Kronecker sembolü 

ijε  ᗠekil deᇰiᗰtirme tansörü bileᗰenleri 
)0(

ijε  Karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan düzgün yayጐlጐ q çekme yükü ile çekildiᇰinde oluᗰan ᗰekil 

deᇰiᗰtirme tansörü bileᗰenleri 
)1(

ijε  ᗠerit-levhanጐn üst yüzeyine normal doᇰrultuda etki eden düzgün yayጐlጐ p 

yüklemesinden oluᗰan ᗰekil deᇰiᗰtirme tansörü bileᗰenleri 
)k(

ijε  k=1 dolguyu çevreleyen bölgenin, k=2 dolgunun ᗰekil deᇰiᗰtirme tansörü 

bileᗰenleri 
21, ηη  Sጐrasጐyla matris ve güçlendirici malzemelerinin kompozit içerisindeki hacim 

oranlarጐ 
21,λλ  Sጐrasጐyla matris ve güçlendirici malzemelerin Lamé sabitleri 

21,µµ  Sጐrasጐyla matris ve güçlendirici malzemelerin Lamé sabitleri 

21,νν  Sጐrasጐyla matris ve güçlendirici malzemelerin Poisson oranlarጐ 

ijσ  Gerilme tansörü bileᗰenleri 
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)0(
ijσ  Karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan düzgün yayጐlጐ q çekme yükü ile çekildiᇰinde oluᗰan 

gerilme tansörü bileᗰenleri 
)1(

ijσ  ᗠerit-levhanጐn üst yüzeyine normal doᇰrultuda etki eden düzgün yayጐlጐ p 

yüklemesinden oluᗰan gerilme tansörü bileᗰenleri 
)k(

ijσ  k=1 dolguyu çevreleyen bölgenin, k=2 dolgunun gerilme tansörü bileᗰenleri 

i㰰  Süreklileᗰtirme iᗰleminde düᇰüm noktalarጐndaki aranan gerilme deᇰerleri 
Ω  Çözüm bölgesi 

IΩ  Dolguyu çevreleyen geometrik bölge 

IIΩ  Dolgunun bulunduᇰu geometrik bölge 

kΩ  k ‘nጐncጐ sonlu elemanጐn geometrik bölgesi 
ηξ,  Seçilen sonlu elemanda boyutsuz yerel koordinatlar 

( ) ( ).
x

i,.
i∂

∂
=  
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 b) öngerilmeli durumu ( 0)0(
ij ≠σ , 0)0(

ij ≠ε ), c) öngerilme ve üstten 

 yüklenmesi durumu ( )( )0(
ij

)1(
ij

)0(
ijij σσ+σ=σ , )( )0(

ij
)1(
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Bu çalጐᗰmada, dikdörtgen formda delik veya dolgu malzemesi içeren ve kenarlarጐndan basit ve 
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formülasyonu yapጐlmጐᗰtጐr. Daha sonra, dikdörtgen formda delik içeren ve kenarlarጐndan basit 
mesnetle tutturulmuᗰ öngerilmeli ᗰerit-levhada ek yüklemeden dolayጐ oluᗰan gerilme 
yጐᇰጐlmasጐna, öngerilmenin etkisine ait ele alጐnan sጐnጐr deᇰer probleminin lineerize edilmiᗰ 
elastisite teorisinin düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumundaki kesin denklemleri ile formülasyonu 
yapጐlmጐᗰtጐr. 
 
Formülasyonu yapጐlan problemlerin sonlu elemanlar yöntemi ile modellenmesi ve sayጐsal 
sonuçlarጐn alጐnabilmesi için gerekli bilgisayar program ve algoritmalarጐ oluᗰturulmuᗰtur. 
Öngerilmesiz durumda, yapጐda bulunan geometrik ve malzeme süreksizliklerinin, ele alጐnan 
sጐnጐr deᇰer problemlerinde, ᗰerit levhadaki gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisinin geometrik ve 
malzeme parametreleri açጐsጐndan belirlenmesi; öngerilmeli durumda, yapጐda bulunan 
dikdörtgen deliᇰin, ele alጐnan sጐnጐr koᗰulu için ᗰerit levhadaki gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisinin 
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çalጐᗰጐlmጐᗰtጐr.  
 
Sonuç olarak elde edilen sayጐsal veriler mühendislik açጐsጐndan yorumlanarak grafikler halinde 
verilmiᗰtir. 
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The boundary-value problem of stress accumulation in the simply- and rigidly-supported 
strip-plate with a rectangular hole or a rectangular inclusion has been formulated for the plain 
strain state. The formulation is established in the framework of exact equations of the 
elasticity theory. Then, another boundary-value problem of stress accumulation in the simply-
supported pre-stressed strip-plate with a rectangular hole has been elaborated to determine the 
effect of the pre-stress when additional load is introduced. This problem is formulated by 
utilizing the exact equations of the linearized elasticity theory in plain strain state. 
 
The associated algorithms and computer programs have been developed for the above 
mentioned problem formulations, in order to model them with the finite element method and 
to perform numerical analyses. In the non-pre-stressed case, it was studied in the stated 
boundary-value problem to determine the effect of the geometric and material discontinuities 
on the stress accumulation in the strip-plate with respect to the parameters of geometry and 
material. In the pre-stressed case, it was determined for the given boundary-value how a 
rectangular hole affects the stress accumulation in the strip-plate, in relation with dependency 
on the parameters of geometry and material, and the amount of pre-stress. 
 
The associated graphics and the numerical analyses have been presented in the conclusion. 
 
Keywords: Finite element method, rectangular hole or rectangular inclusion, stress 
concentration, composite material, pre-stress. 
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1. GጀRጀᗠ 

1.1 Kompozit Malzemelere Ait Genel Bilgiler 
Kompozit malzemeler; teorik araᗰtጐrmalar, laboratuar ortamጐndaki deneysel çalጐᗰmalar ve 

ekonomik olarak elde edilebilmesi yani üretim yollarጐnጐn araᗰtጐrጐlmasጐ açጐsጐndan teknolojiye 

paralel olarak süratle geliᗰen ve çok yönlü olarak geniᗰleyen bir alandጐr. Pek çok bilim ve 

mühendislik dalጐnጐn en güncel problemlerini oluᗰturan kompozit malzemelerin üzerinde bu 

kadar çalጐᗰጐlmasጐnጐn nedeni; bu malzemelerin klasik malzemelerden pek çok üstün 

özelliklerinin olmasጐdጐr. Tabiatta doᇰal olarak (örneᇰin; aᇰaç, hayvan boynuzlarጐ vb.) da 

bulunan kompozit malzemelerin yapay ᗰekilde üretilen formlarጐnጐn pek çok alanda kullanጐmጐ 

gün geçtikçe artmaktadጐr. Kompozit yapጐ elemanlarጐnጐn kullanጐmጐ; otomobil, havacጐlጐk, deniz 

araçlarጐ ve mimari yapጐlarጐn çeᗰitli bileᗰenleri ile bunlara ilave olarak çeᗰitli spor araç 

gereçleri (tenis raketleri gibi) vb. gibi tüketim ürünlerine kadar yaygጐnlaᗰmጐᗰtጐr (Gibson, 

1994). Üretim maliyetini düᗰürecek yeni üretim teknolojileri geliᗰtirildikçe de kullanጐmጐnጐn 

daha da artacaᇰጐ açጐktጐr.  

Literatürde kompozit malzemeler için “aralarጐnda kesin geometrik sጐnጐr olan ve kimyasal 

açጐdan en azጐndan iki farklጐ malzemeden oluᗰan malzemelerdir” tanጐmጐ yapጐlጐr. Bu tanጐmdan 

görüldüᇰü gibi; kompozit malzemeler, bileᗰenlerinin her birinin tek baᗰጐna sahip olmadጐᇰጐ 

özelliklere sahip olurlar. Kompozit malzemelerin bileᗰenleri, kompozit malzeme içinde 

üstlendiᇰi fonksiyona baᇰlጐ olarak; takviye (güçlendirici) ve matris diye ikiye ayrጐlጐr. 

Güçlendiriciler genellikle kompozit malzemede yük taᗰጐma görevini üstlenirler. Matris ise, 

güçlendiricilerin birliᇰini saᇰlamak, uygulanan dጐᗰ yükü güçlendiricilere iletmek ve daᇰጐlጐmጐnጐ 

saᇰlamak, bunlara ilaveten pek çok durumda süneklik, sertlik veya elektiriksel  yalጐtkanlጐk 

gibi bazጐ gerekli niteliklere katkጐda bulunur. Günümüzde yapay ᗰekilde oluᗰturulan kompozit 

malzemelerde güçlendirici olarak bor, cam, grafit veya karbon, armire edilmiᗰ polimerler, 

silikon karbür vb. malzemeler; matris için ise, çeᗰitli polimerler (epoksi, polyester gibi), 

metaller (alüminyum, titanyum, magnezyum ve bunlarጐn alaᗰጐmlarጐ gibi) ve seramikler 

kullanጐlጐr. 

Kompozit malzemelerin her bilim dalጐna göre ve bir çok açጐdan sጐnጐflandጐrጐlmasጐ literatürde 

bulunabilir. Fakat en genel ᗰekilde sጐnጐflandጐrጐlmasጐ Akbarov ve Guz (2000) ‘a göre; a) 

yapጐsal dizayn: Güçlendirici elemanlarጐn geometrilerine göre, b) malzeme: Güçlendirici ve 

matris malzemelerinin tipi ve özelliklerine göre, c) teknoloji: Üretim iᗰlemlerine göre olmak 

üzere üçe ayrጐlabilir. Bu sጐnጐflandጐrmalardan yapጐsal dizayna göre sጐnጐflandጐrmada, kompozit 

malzemeler üçe ayrጐlጐr, bunlar; levhalጐ, lifli ve tanecik takviyeli kompozit malzemelerdir. 
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Levhalጐ kompozit malzeme: Güçlendirici elemanlarጐn bir doᇰrultudaki geometrik boyutunun 

diᇰer iki yöndeki boyutundan çok çok küçük olmasጐ durumu; lifli kompozit malzeme: 

Güçlendirici elemanlarጐn birbirine dik iki doᇰrultudaki geometrik uzunluᇰunun diᇰer yöndeki 

uzunluᇰundan çok çok küçük olmasጐ durumu; parçacጐk takviyeli kompozit malzeme: 

Güçlendiricilerin birbirine dik üç doᇰrultudaki geometrik uzunluklarጐnጐn aynጐ  mertebeden 

olmasጐ ᗰeklinde tanጐmlanabilir. Bu grup içinde yine, dokuma tipli kompozitler (woven type 

composites), hibrid kompozitler, çok katlጐ kompozitler (sandwich structures) verilebilir. Tez 

kapsamጐnda sadece levhalጐ çok katlጐ kompozit malzemeler, bileᗰenleri belirgin bir malzeme 

alጐnmadan, kullanጐlacaktጐr.  

Literatürde tez kapsamጐnda ele alጐnacak olan levhalጐ çok katlጐ kompozit malzemelerden 

yapጐlmጐᗰ yapጐ elemanlarጐnጐn mekanik problemlerinin incelenmesi, sürekli ortamlar mekaniᇰi 

açጐsጐndan bu elemanlarጐn malzemesinin iki tür modellenmesi çerçevesinde yapጐlጐr. Bunlar: 1) 

parçalጐ homojen malzeme olarak, 2) eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzeme olarak 

modellenmesidir. Birinci tip modellemede çok katlጐ kompozit malzemeyi oluᗰturan her bir 

katman için sürekli ortamlar mekaniᇰinin denklemleri ile levhalar arasጐnda da ideal kontak 

koᗰullarጐ yazጐlarak, ele alጐnan dጐᗰ kuvvetler etkisinde problem çözülmeye çalጐᗰጐlጐr. Levha 

sayጐsጐ arttጐkça incelemeler zorlaᗰጐr. Genelde elastisite teorisinin kesin denklemleri yerine 

yaklaᗰጐk plak/levha teorileri kullanጐlarak çözümler yapጐlጐr.  

ጀkinci tip modellemede parçalጐ homojen çok katlጐ malzeme, homojenizasyon iᗰlemi 

(homogenisation procedure) kullanጐlarak, eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzeme ile yer 

deᇰiᗰtirilir. Eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzemenin mekanik sabitleri bilinen tekniklerle 

bulunur (Christensen, 1979). Bu durumda lif-levhalጐ kompozitlerden oluᗰan çok katlጐ 

kompozit malzemeler için önce her bir levha ayrጐ ayrጐ eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzeme 

olarak modellenir ve mekanik sabitleri bulunur. Sonra bu eᗰdeᇰer homojen anizotrop 

levhalardan oluᗰan çok katlጐ kompozit malzemeye ait eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzeme 

sabitleri tekrar homojenleᗰtirme ile, yani ilk ele alጐnan çok katlጐ kompozit malzemeye ait 

eᗰdeᇰer homojen anizotrop malzeme özellikleri, belirlenir. Eᗰdeᇰer homojen anizotrop 

malzemenin mekanik özelliklerine normalize edilmiᗰ mekanik özellikler denir ve bunlarጐn 

bulunmasጐ pek çok kaynakta verilir, örneᇰin Chistensen (1979), Gibson (1994), Yahnioᇰlu 

(1996) gibi. Tez kapsamጐnda ele alጐnan çok katlጐ malzemeye ait modellemede yukarጐda verilen 

ikinci tip modelleme kullanጐlmጐᗰ olup, adጐ geçen çok katlጐ kompozit malzemeye ait mekanik 

özellikler normalize edilmiᗰ mekanik özelliklerdir. 
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1.2 Tez Konusuna Ait Bilgiler 
Yapጐsጐnda geometrik süreksizlik yani, delik veya boᗰluk ile malzeme süreksizliᇰi yani, dolgu 

(inclusion) bulunan yapጐ elemanlarጐna ait mekanik problemleri, üzerinde çok durulan güncel 

problemlerdendir. Yapጐdaki bu tür geometrik veya malzeme süreksizliklerinin geometrisi 

açጐsጐndan literatürdeki araᗰtጐrmalar incelendiᇰinde, genelde delik için daire, elips veya 

bunlardan dejenere olmuᗰ geometrik formlar, yani köᗰeleri keskin köᗰe yerine yuvarlatጐlmጐᗰ 

köᗰe olarak alጐnmጐᗰ delik geometrileri; dolgu için sadece daire (veya küre) ve elips (veya 

elipsoid) geometrik formu alጐnarak yapጐldጐᇰጐ görülmektedir (Timoshenko ve Goodier, 1970 ve 

diᇰerleri). Bu alana ait problemlerin çoᇰunlukla çözümü analitik çözüm olarak ele alጐnmጐᗰ, 

çözüm tekniᇰi ve malzeme açጐsጐndan geliᗰtirmeler yapጐlmጐᗰtጐr. Bundan baᗰka, söz konusu olan 

araᗰtጐrmalarጐn hemen hemen hepsi sonsuz veya yarጐ-sonsuz ortamlar için yapጐlmጐᗰtጐr. Bu 

açጐdan tezde sonlu alanጐ kapsayan anizotrop ortamlar için yapጐlan gerilme yጐᇰጐlmasጐ 

problemlerine ait incelemeler bu alandaki ilk teᗰebbüsleri oluᗰturur. Yine, tezin 4. Bölümünde 

ele alጐnacak olan dikdörtgen delik içeren öngerilmeli yapጐ elemanlarጐna ait problemlere 

literatürde herhangi bir çalጐᗰmaya rastlanጐlmamጐᗰ, bu tez çerçevesinde ilk kez ele 

alጐnmaktadጐr. Bu alanda literatürde ancak homojen öngerilme olmasጐ durumunda çatlak içeren 

sonsuz levhalar için çok az sayጐda yapጐlmጐᗰ çalጐᗰma yer almaktadጐr. Tez çerçevesinde sonlu 

levha ve homojen olmayan öngerilmenin göz önüne alጐnabilmiᗰ olmasጐ, literatürde bu 

alandaki mevcut çalጐᗰmalarጐn çok çok üzerine çጐkጐldጐᇰጐnጐn bir göstergesidir.  

Yapጐlan literatür araᗰtጐrmasጐna ait daha ayrጐntጐlጐ bilgiler ileride her bölüm için ayrጐ ayrጐ ele 

alጐnacaktጐr. 

Bu çalጐᗰmada, yapጐsጐnda geometrik ya da malzeme süreksizliᇰi bulunan yapጐ elemanlarጐnጐn, 

düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumunda elastisite teorisinin kesin denklemleri çerçevesinde 

modellenmesi ve bazጐ sጐnጐr koᗰullarጐ için ele alጐnan sጐnጐr deᇰer problemlerinin sonlu elemanlar 

yöntemi yardጐmጐyla çözülmesi öngörülmüᗰtür. Ele alጐnan problemler iki temel gruba 

ayrጐlabilir: a) Öngerilmesiz durumda ele alጐnan sጐnጐr deᇰer problemleri  (Bölüm 2,3), b) 

Öngerilmeli durumda ele alጐnan sጐnጐr deᇰer problemi (Bölüm 4). 

1.3 Yapጐlan Araᗰtጐrmanጐn Amacጐ 
Tez kapsamጐnda yapጐlan araᗰtጐrmanጐn amaçlarጐ aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde özetlenebilir: 

1. Dikdörtgen formda delik veya dolgu malzemesi içeren ve kenarlarጐndan basit veya 

ankastre mesnetle tutturulmuᗰ ᗰerit-levhalarda gerilme yጐᇰጐlmasጐna ait sጐnጐr-deᇰer 

problemlerinin elastisite teorisinin düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumuna ait kesin 

denklemleri çerçevesinde formülasyonu, 
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2. Dikdörtgen formda delik içeren ve kenarlarጐndan basit mesnetle tutturulmuᗰ öngerilmeli 

ᗰerit-levhada ek yüklemeden dolayጐ oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmasጐna öngerilmenin etkisine ait 

bazጐ sጐnጐr-deᇰer problemlerinin lineerize edilmiᗰ elastisite teorisinin düzlem ᗰekil 

deᇰiᗰtirme durumunda kesin denklemleri çerçevesinde formülasyonu, 

3. Formülasyonu yapጐlmጐᗰ problemlerin sonlu elemanlar yöntemi ile modellenmesi, 

4. Problemlerin sayጐsal incelenebilmesi için gerekli bilgisayar programlarጐnጐn yapጐlmasጐ ve 

algoritmalarጐn geliᗰtirilmesi, 

5. Öngerilmesiz durumda, yapጐda bulunan geometrik veya malzeme süreksizliklerinin, ele 

alጐnan sጐnጐr deᇰer problemlerinde, ᗰerit levhadaki gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisinin 

geometrik ve malzeme parametreleri açጐsጐndan belirlenmesi, 

6. Öngerilmeli durumda, yapጐda bulunan dikdörtgen deliᇰin, ele alጐnan sጐnጐr koᗰulu için ᗰerit-

levhadaki gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisinin, geometrik, malzeme parametreleri ile 

öngerilmenin deᇰerinden baᇰጐmlጐlጐᇰጐnጐn belirlenmesi, 

7. Elde edilen sayጐsal sonuçlarጐn yorumlanmasጐ  

olarak özetlenebilir. 
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2. DጀKDÖRTGEN DELጀK ጀÇEREN ᗠERጀT-LEVHALAR 

2.1 Giriᗰ 
Mühendislik yapጐlarጐnda delik veya boᗰluk bulunmasጐ, bu yapጐlarጐn yapጐmጐ sጐrasጐndaki 

teknolojik uyumsuzluklar nedeniyle (küçük ölçekli-mikro delik veya boᗰluklar) olabileceᇰi 

gibi pratik kullanጐm açጐsጐndan, isteᇰe baᇰlጐ olarak da oluᗰturulmuᗰ (büyük ölçekli-makro delik 

veya boᗰluklar) olabilir. Yapay olarak oluᗰturulan delik veya boᗰluklar Makine, ጀnᗰaat ve 

Geoteknik Mühendisliᇰi ’nde çok yaygጐndጐr. Geometrik süreksizlikler olarak nitelendirilen 

delik veya boᗰluklarጐn sebep olduᇰu gerilme yጐᇰጐlmalarጐ mühendislikte göz ardጐ edilemeyecek 

problemlerdendir. Bu problemler, gevrek malzemeler gibi gerilme yጐᇰጐlmalarጐna hassas olan 

malzemeden yapጐlmጐᗰ yapጐlar ile, anizotropik davranጐᗰጐndan dolayጐ kompozit malzemelerden 

yapጐlmጐᗰ yapጐlarda daha ciddi ele alጐnጐr ve bu nedenlerle araᗰtጐrmacጐlar arasጐnda geniᗰ ᗰekilde 

ilgi ve raᇰbet görür. 

Hafiflik, yüksek mukavemet ve diᇰer pek çok üstün özellikleri nedeniyle kompozit 

malzemeler havacጐlጐk, denizaltጐ araçlarጐ, otomobiller ve diᇰer pek çok sektörlerde geniᗰ 

ᗰekilde uygulama alanጐ bulur. Farklጐ geometriye sahip (dairesel, eliptik, dikdörtgen, vb.) delik 

(boᗰluk) içeren kompozit malzemeden yapጐlmጐᗰ çeᗰitli paneller, sisteme giriᗰ kapጐsጐ veya bazጐ 

bileᗰenlerin aᇰጐrlጐᇰጐnጐ azaltmak için havacጐlጐkta; pratik uygulama açጐsጐndan veya malzeme 

tasarrufu için makine parçasጐ veya yapጐ elemanlarጐnda (örneᇰin zemin döᗰemeleri ), yer 

biliminde, örneᇰin diyafram panel duvarlar gibi, çok yaygጐn bir kullanጐma sahiptir. Buna 

karᗰጐn, yapጐ elemanጐnጐn maruz kaldጐᇰጐ yükleme durumunda, bu delikler etrafጐnda oluᗰan 

gerilme yጐᇰጐlmalarጐ, yapጐ elemanጐnጐn görevini güvenle yerine getirebilmesini tehlikeye 

düᗰüren güçlü bir unsur olarak ortaya çጐkmaktadጐr. 

Bundan dolayጐ, tasarጐmcጐlar için, ele alጐnan yükleme durumunda delik veya boᗰluklar 

etrafጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn hesaplanmasጐ hayati önem taᗰጐmaktadጐr. Çünkü 

makine parçasጐ ya da yapጐ elemanጐnጐn kጐrጐlma mukavemetinin doᇰru ᗰekilde tahmin 

edilebilmesi için bu gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn hesaba katጐlmasጐ gerekir. Ayrጐca, yükleme 

limitlerinin belirlenebilmesi yine delik veya  boᗰluklar etrafጐnda oluᗰmasጐ kaçጐnጐlmaz olan 

gerilme yጐᇰጐlmalarጐna, deliᇰin geometrisinin, yükleme ᗰeklinin, yapጐ elemanጐnጐn geometrisinin 

ve birden fazla delik olmasጐ durumunda bu deliklerin diziliminin etkisinin bilinmesi ile 

mümkün olur. Bütün bunlar göz önüne alጐnarak, ele alጐnan yapጐ elemanጐ ya da makine 

parçasጐnda, kጐrጐlma gibi istenmeyen durumlarጐn oluᗰmamasጐ ve önceden önlem alጐnabilmesi 

açጐsጐndan, tez kapsamጐnda ele alጐnan problemlerin incelenmesi, mühendislik için gerekli ve 

vazgeçilmez problemlerdir. 
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2.2 Literatür Özeti 
Bu alanda ilk sistematik çalጐᗰmalar, farklጐ sጐnጐr koᗰullarጐ ve ince levha teorisi çerçevesinde 

izotrop ve anizotrop levhalar için Savin (1961) tarafጐndan yapጐlmጐᗰtጐr. Savin (1961), 

Kompleks fonksiyonlar teorisi ve konform dönüᗰüm tekniᇰini kullanan Muskhelishvili (1954) 

‘nin çalጐᗰmalarጐ doᇰrultusunda, farklጐ geometrilere sahip bazጐ delikler için, bazጐ gerilme sጐnጐr 

koᗰullarጐ etkisinde yapጐda oluᗰan  gerilme daᇰጐlጐmጐna ait çözümler elde etmiᗰtir. Bunu, farklጐ 

geometriye (daire, elips, kare dikdörtgen vb.) sahip deliᇰin dጐᗰጐndaki bölgeyi, birim dairenin 

içine dönüᗰtüren konform dönüᗰümü kullanarak yapmጐᗰtጐr. Konform dönüᗰüm bilindiᇰinde, 

gerilme fonksiyonu ( )(ξϕ  ve )(ξψ ) elde edilebilmekte ve delik çevresinde gerilme ve yer 

deᇰiᗰtirme daᇰጐlጐmlarጐ bulunabilmektedir. 

Elips ya da dairesel geometriden ufak sapmalar ile çeᗰitli yaklaᗰጐk sonuçlar Lekhnitskii (1968) 

de verilir. Bu çalጐᗰmada, elips formundan dejenere olan geometri küçük bir ε  parametresiyle 

karakterize edilmekte ve kompleks gerilme fonksiyonu bu ε  parametresinin kuvvet serisi 

olarak verilmektedir. Çözümün doᇰruluᇰu bu seriden kaç adet terim alጐndጐᇰጐna baᇰlጐdጐr. 

Lekhnitskii (1968) ilk 3-4 terim için çözüm yapmጐᗰtጐr. 

Dikdörtgen veya kare delik için ᗰimdiye kadar matematiksel zorluklardan dolayጐ kesin analitik 

yolla sayጐsal sonuç elde edilememiᗰtir. Dikdörtgen delik için, deliᇰin dጐᗰጐnጐ birim dairenin 

içine dönüᗰtüren konform dönüᗰüm fonksiyonu sonsuz bir seri ile temsil edilebilmektedir, 

örneᇰin Savin (1961) ve diᇰerleri. Bu serinin sonlu adet terimini alarak, dikdörtgen delik 

etrafጐnda oluᗰan gerilme fonksiyonu analitik formda elde edilebilmektedir. Genellikle 

araᗰtጐrmacጐlar dikdörtgen delik civarጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐ veya köᗰe noktalarጐnda 

oluᗰan tekillik üzerinde yoᇰunlaᗰmጐᗰlardጐr, örneᇰin Theocaris ve Petrou (1989), Theocaris 

(1991), Heller vd. (1958). Gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐn deᇰeri,  sonsuz seri ile ifade edilen konform 

dönüᗰüm fonksiyonundan alጐnacak terim adedi ile sጐkጐ bir ᗰekilde baᇰጐmlጐdጐr.  Gerilme 

yጐᇰጐlmasጐ için yeterince doᇰru sonuca ulaᗰmak, konform dönüᗰüm fonksiyonundan çok fazla 

sayጐda terim alጐnmasጐna baᇰlጐdጐr. Bu ise, matematiksel olarak çözümü elde etmede çok fazla 

iᗰlem ve karmaᗰa yaratmaktadጐr. Fakat, delik oluᗰturmanጐn sebep olduᇰu (örneᇰin, Geoteknik 

Mühendisliᇰi ‘nde, fore kazጐklarጐn ve diyafram duvarlarጐn kazጐlmasጐ ile ortaya çጐkan gerilme 

gibi) bazጐ mühendislik problemleri için gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐn deᇰerinin yüksek hassaslጐkla 

hesaplamasጐ gerekli olmayabilir. Dolayጐsጐyla, bu tür durumlarda pek çok kaynakta verilen 

yaklaᗰጐk çözümler kabul edilebilir doᇰrulukta bir çözüm olabilir. Bununla beraber yine de 

delik civarጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn elde edilmesi zorunluluᇰu ortadan 

kalkmamaktadጐr. 
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Jong (1981) de, sonsuz ortotrop levhada köᗰeleri yuvarlatጐlmጐᗰ dikdörtgen delik için kompleks 

gerilme fonksiyonu, yine geometriyi ideale yaklaᗰtጐrmada kullanጐlan küçük ε  parametresine 

göre seriye açጐlmasጐ durumu için ele alጐnmጐᗰtጐr. Sጐnጐr koᗰullarጐ Cauhy tipi integral uygulanarak 

gerilme fonksiyonu için çözüm daha basit olarak belirlenebilmiᗰ ve sayጐsal sonuçlar altጐ adet 

levhadan oluᗰan Karbon/Epoksi -lifli kompozitler- için elde edilmiᗰtir. Tek yönlü lifli 

kompozitlerde çekme kuvveti etkisinde yüksek normal gerilme yoᇰunluᇰu oluᗰtuᇰu, fakat 

kayma gerilmesi nedeniyle kጐrጐldጐᇰጐ ve deliᇰin formunu temsil eden konform dönüᗰümden 

alጐnan terim adedine göre oluᗰan kontur çizgisinden, malzemenin kayma mukavemetinin 

baᇰጐmsጐz olduᇰu yani deᇰiᗰmediᇰi ve aynጐ ortalama kayma gerilmesinin bulunduᇰu, ayrጐca 

dikdörtgen deliᇰin köᗰelerinin yeterince yuvarlatጐlmasጐ durumunda, dairesel delik olmasጐ 

durumundaki gerilme yayጐlጐmጐnጐn elde edildiᇰi tespit edilmiᗰtir. 

Nemeth (1996), deliᇰin ᗰeklinin, çok katlጐ malzemedeki levha düzeninin, dikdörtgen deliᇰin 

kenar oranlarጐ ve anizotropinin, ele alጐnan levhadaki çeᗰitli yüklemeden dolayጐ gerilme 

yጐᇰጐlmasጐna nasጐl etki gösterdiᇰini incelemiᗰtir. Dikdörtgen deliᇰin kenar uzunluklarጐ oranጐnጐn 

malzemenin  kጐrጐlmasጐna büyük etkisi olduᇰunu göstermiᗰtir. Romeo ve Frulla (1997) ele 

alጐnan dikdörtgen veya daha farklጐ geometrik formda delik içeren Grafit/Epoksi den yapጐlmጐᗰ 

levhanጐn tek yönlü çekme, basጐnç ve kayma gerilmesi sጐnጐr koᗰullarጐ altጐnda davranጐᗰጐnጐ 

deneysel olarak incelemiᗰler ve delik olmasጐ ile olmamasጐ durumlarጐnda levhanጐn eᇰilmesi 

probleminde delik kenar oranlarጐ ile burkulma kuvveti arasጐndaki iliᗰkiyi belirlemiᗰlerdir. 

Çok baᇰጐmlጐ bölgeler ᗰeklinde modellenen birden fazla delik olmasጐ durumu, sonlu anizotrop 

levhalarda Xu, Yue ve Man (1999) tarafጐndan incelenmiᗰ ve bu delikler etrafጐnda oluᗰan 

gerilme daᇰጐlጐmጐna ait analitik çözümler ele  alጐnmጐᗰtጐr. ጀᗰlemler anizotrop cisim için yaklaᗰጐk 

plak/levha teorileri çerçevesinde kompleks potansiyel metodu kullanጐlarak, Faber serisi 

açጐlጐmጐ, konform dönüᗰüm ve en küçük kareler sጐnጐr kollakasyon tekniᇰi yardጐmጐyla elde 

edilmiᗰtir. Deliklerin geometrisi, adedi, konumlarጐ, aralarጐndaki uzaklጐk ile levha ve deliᇰin 

boyutlarጐ gibi parametrelerin, tek yönlü çekme kuvveti etkisinde, levhada oluᗰan gerilme 

yጐᇰጐlmalarጐna etkisi incelenmiᗰtir. Genel olarak, yapጐda bulunan delik adedinin ve diziliminin, 

ele alጐnan yüklemede oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmasጐ ile yakጐndan ilgili olduᇰu ve aynጐ adet delik 

için farklጐ dizilimlerde farklጐ gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn elde edildiᇰi ve delikler arasጐndaki 

mesafenin dairesel deliᇰin yarጐçapጐna oranጐnጐn düᗰmesi ile delikler etrafጐnda oluᗰan gerilme 

yጐᇰጐlmasጐnጐ artጐrdጐᇰጐnጐ tespit etmiᗰlerdir. 

Ukadgaonker ve Rao (2000a) tarafጐndan çeᗰitli delik formlarጐ (dairesel, üçgen, kare, 

dikdörtgen ve diᇰer farklጐ ᗰekiller) için simetrik olmayan çok katlጐ levhalar için çeᗰitli farklጐ 
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sጐnጐr koᗰullarጐ  (karᗰጐlጐklጐ kenarlardan çekilmesi, moment etkimesi, kayma gerilmesi etkisi ve 

karᗰጐlጐklጐ kenarlardan zጐt moment etkimesi durumu) etkisinde genel bir çözüm bulunmaya 

çalጐᗰጐlmጐᗰtጐr. Ele alጐnan delik geometrileri ve bu delikler etrafጐnda oluᗰan gerilme daᇰጐlጐmlarጐ 

ayrጐntጐlጐ olarak incelenmiᗰtir. 

Ukadgaonker ve Rao (2000b) da, 16 adet levhadan oluᗰan Grafit/epoksi, Bor/epoksi ve 

Cam/epoksi ‘den yapጐlmጐᗰ ve karᗰጐlጐklጐ kenarlarጐndan aynጐ veya zጐt iᗰaretli moment etkisi 

altጐnda dairesel, eliptik, üçgen, kare, dikdörtgen ve diᇰer düzgün olmayan delik formu için 

yapጐda oluᗰan gerilme daᇰጐlጐmlarጐ incelenmiᗰtir. 

Ukadgaonker ve Rao (2000c) de simetrik düzenlenmiᗰ çok katlጐ kompozit malzemeden 

yapጐlmጐᗰ sonsuz levhada bazጐ düzlemsel yüklemelerde, farklጐ geometriye sahip delikler 

etrafጐnda oluᗰan gerilme daᇰጐlጐmጐ incelenmiᗰtir. 

Lei vd. (2001) ‘nde sonsuz elastik levhada keyfi dikdörtgen delik çevresinde oluᗰan gerilme 

ve yer deᇰiᗰtirme daᇰጐlጐmጐ için basit bir yaklaᗰጐk çözüm verilmektedir. Elastik levhanጐn 

homojen ve izotrop olduᇰu ve sonsuzda tek yönlü çekme gerilmesine maruz kaldጐᇰጐ kabul 

edilmektedir. Dikdörtgen deliᇰin formunun yeterince gerçeᇰe yakጐn temsil edilebilmesi için 

bir düzeltme çarpanጐ, konform dönüᗰümü geliᗰtirmek için ele alጐnmጐᗰtጐr. Bu yaklaᗰጐmda, 

gerilme fonksiyonu ile gerilme ve yer deᇰiᗰtirme daᇰጐlጐmጐ sonsuz levhada bulunan dikdörtgen 

delik için analitik olarak ve kenar uzunluklarጐ yeterince büyük sonlu bir levha için SAP2000 

paket programጐ ile elde edilen sonuçlar kጐyaslanmጐᗰtጐr. Sonuç olarak, makalede önerilen 

konform dönüᗰümü düzenleyen düzeltme çarpanጐ ile elde edilen sonuçlarጐn sonlu eleman 

yöntemine (SEY) ait paket program ile elde edilen sonuçlarla üst üste düᗰtüᇰü gösterilmiᗰtir.  

Romeo (2001) ‘de, grafit-epoksi levhada köᗰeleri yuvarlatጐlmጐᗰ deliᇰin tekyönlü çekme, 

karᗰጐlጐklጐ kenarlarጐndan çekme ve basጐnç ile kayma gerilmesi sጐnጐr koᗰullarጐ için levhada 

meydana gelen gerilme yጐᇰጐlmalarጐ incelenmiᗰ, analitik çözüm geliᗰtirilmiᗰ deneysel ve SEY 

çözümü karᗰጐlaᗰtጐrጐlmጐᗰtጐr. 

Yahnioᇰlu ve Mermer (2001) ‘de, çok katlጐ kompozit malzemeden hazጐrlanmጐᗰ sonlu ᗰerit-

levhanጐn iki kenarጐ ankastre mesnetle tutturulup, birbirine zጐt yönde yer deᇰiᗰtirme verilerek 

çekilmesi durumunda, yapጐda oluᗰan gerilme yayጐlጐmጐna içerisindeki kare deliᇰin etkisi 

incelenmiᗰtir. Bu incelemeler düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumunda, elastisite teorisinin kesin 

denklemleri çerçevesinde, kare deliᇰin köᗰeleri keskin köᗰe alጐnarak sayጐsal olarak yapጐlmጐᗰ 

ve ᗰerit-levhanጐn malzeme ve geometrik parametrelerinin ele alጐnan yükleme durumunda, 

ᗰerit-levhada oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisi incelenmiᗰtir. 
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Yukarጐda verilen literatür araᗰtጐrmalarጐndan görüldüᇰü gibi, ᗰimdiye kadar bu alandaki 

çalጐᗰmalarጐn hemen hemen hepsi farklጐ malzemelerin kullanጐmጐ ve analitik çözüm yönteminin 

geliᗰtirilmesi ve bunlarጐn çeᗰitli deneyler ile test edilmesi açጐsጐndan deᇰerlendirilebilir. Fakat 

bu çalጐᗰmalarጐn pek çoᇰu farklጐ sጐnጐr koᗰullarጐ için levhada ele alጐnan dikdörtgen veya farklጐ 

geometriye sahip deliᇰin köᗰelerinin yuvarlatጐlmጐᗰ olmasጐ kabulüne dayanmakta yani, sonsuz 

terimli konform dönüᗰüm serisinden sonlu adet terimin alጐnmasጐna karᗰጐ gelmektedir. Bununla 

beraber Lei vd. (2001) ‘de delik formunu dikdörtgen delik formuna yaklaᗰtጐracak ᗰekilde 

hesaplarጐnda bir düzeltme çarpanጐ kullanmጐᗰ olmasጐna karᗰጐn literatürdeki bütün bu sonuçlar 

keskin köᗰelere sahip dikdörtgen deliklerde, köᗰe noktalarጐ civarጐnda gerçek gerilme 

deᇰerlerinden uzak sonuçlar içerir. 

Bu tez kapsamጐnda dikdörtgen delik içeren sonlu ᗰerit-levhanጐn farklጐ yükleme ve sጐnጐr 

koᗰullarጐ altጐnda yapጐsጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐ, elastisite teorisinin kesin denklemleri 

kullanጐlarak düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumunda, sonlu elemanlar yöntemi ile sayጐsal olarak 

incelenmiᗰtir. Yapጐ elemanጐnጐn içerdiᇰi deliᇰin formu sadece, üzerinde hassasiyetle durulan ve 

gerilme yጐᇰጐlmalarጐ belirlenmeye çalጐᗰጐlan, köᗰeleri keskin köᗰe olan dikdörtgen veya kare 

delik için ele alጐnmጐᗰtጐr. Bunlarጐn dጐᗰጐndaki delik formlarጐ ele alጐnmamጐᗰtጐr. Yapጐ elemanጐnጐn 

hazጐrlandጐᇰጐ malzemenin levhalጐ çok katlጐ kompozit malzeme olduᇰu varsayጐlmጐᗰtጐr. Ele alጐnan 

tezin, bu bölümündeki araᗰtጐrmalarጐn köᗰeleri yuvarlatጐlmጐᗰ dikdörtgen delik ve yaklaᗰጐk 

plak/levha teorileri kullanጐlarak sonsuz alanlar için yapጐlan literatürdeki çalጐᗰmalardan önemli 

farkጐ, yukarጐda bahsedilen diᇰer bölümlerde verilen açጐlardan yenilikler kazandጐrmasጐdጐr. 

ᗠimdi incelenen problemleri ele alalጐm. 

2.3 Kare Delik ጀçeren Anizotrop ᗠerit-Levhanጐn Kenarlarጐndan Çekilmesi Problemi 

2.3.1 Ele Alጐnan Problemin Matematiksel Modeli 
Ele alጐnan problem düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme durumunda matematiksel olarak aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde 

ifade edilebilir. 

Levhaya baᇰlጐ ve ᗠekil 2.1 de gösterilen 21xOx  koordinat takጐmጐ ve levhanጐn geometrik 

boyutlarጐ ᗠekil 2.1 de gösterildiᇰi gibi kabul edilsin. 2x1 l=  ye göre problem simetrisi göz 

önüne alጐnarak ᗠekil 2.1 de { hx0 2 ≤≤=Ω  ;hh2 BK += }21x0 l≤≤  bölgesini kapsayan 

levha gösterilmiᗰtir. Tüm bu bölgede geçerli olan denge denklemleri: 
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ᗠekil 2.1 Ele alጐnan ᗰerit-

levhanጐn geometrisi. 
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ve geometrik baᇰጐntጐlar; 
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ᗰeklinde verilebilir. Yukarጐdaki denklemlerde bilinen gösterimler kullanጐlmጐᗰtጐr. (2.2) ‘de ijA  

‘ler çok katlጐ kompozit malzemenin normalize edilmiᗰ mekanik özellikleridir ve malzeme ise 

özel ortotrop malzemedir (Akbarov ve Guz, 2000).  Sጐnጐr koᗰullarጐnጐn matematiksel ifadesi: 

[ ] [ ] 
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;0u;.sbUu;.sbUu
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BKK2

BKK2
BLL1

2

111

hx,xx
hh;hxi2

hh,hx
hx;xx1ih;0x2i

;0x2x10x1 ll

    i=1,2               (2.4) 

biçiminde olur. Böylece ele alጐnan sጐnጐr deᇰer probleminin matematiksel formülasyonu (2.1)-

(2.4) denklemleriyle ifade edilmektedir. 

U yer deᇰiᗰtirmesi ᗰerit-levhanጐn kenarlarጐ mutlak rijid cisimle tutturularak bu cisme 

yoᇰunluᇰu q olan düzgün yayጐlጐ normal yük etkisi sonucunda elde edilir. U ve q arasጐndaki 
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iliᗰki ise ∫ ==
h

0
2sabitx11 dx

h
1q

1
σ  (burada KB h2hh +=  dጐr) eᗰitliᇰinden elde edilir. 

sabitx1 = deᇰeri ise B1 h22x0 −<≤ l  den seçilir. 

2.3.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi ile Modelleme 
Tez kapsamጐnda yer deᇰiᗰtirme esaslጐ sonlu elemanlar yöntemi (SEY) kullanጐlmጐᗰtጐr. Çözüm 

bölgesinde  

∫∫ ∫
Ω

−Ωεσ=Π
S

iiijij dSuPd
2
1                                                                                                  (2.5) 

fonksiyonelini ele alalጐm. Ω  çözüm bölgesi (ᗠekil 2.1) sonlu M adet kΩ  sonlu elemanጐna 

ayrጐklaᗰtጐrጐlጐr (burada U
M

1k
k

=

Ω=Ω  dጐr). Geometriye uygun olarak sonlu elemanlar dikdörtgen 

ᗰeklinde seçilir. Normalize edilmiᗰ koordinat takጐmጐnda seçilen geometri ve düᇰüm 

noktalarጐnጐn numaralandጐrጐlmasጐ ᗠekil 2.2 de verilmiᗰtir. 

 

 

 

                        

 

(a) 

b) 

ᗠekil 2.2 a) Boyutlu durumda, b) Boyutsuz durumda sonlu eleman geometrisi. 

Seçilen düᇰüm noktasጐndaki ikinci dereceden standart Lagrange ᗰekil fonksiyonlarጐ: 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) 
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4
1N

;
4
1N;
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22
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          (2.6) 

olur. Burada 21xOx  global koordinat takጐmጐ ile ξη'O  yerel koordinat takጐmጐ arasጐndaki 



 

 

12

dönüᗰüm 
β
−

=ξ 101 xx
 ve 

α
−

=η 202 xx  iliᗰkisi ile saᇰlanmaktadጐr. Her bir sonlu elemanda 

aranan yer deᇰiᗰtirme fonksiyonu polinom ᗰeklinde kabul edilir. Yani, 

kkk aNu ≈ ,    k=1,2,…,M                                                                                                     (2.7) 

burada, 

( ) { }k
29

k
19

k
28

k
18

k
22
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21
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11

T
u,u,u,u,...,u,u,u,u=ka  













= k
9

k
1

k
9

k
1

N0...N0
0N...0NkN  

matrisleridir (Akbarov ve Guz, 2000; Zienkiewicz ve Taylor, 1989). (2.7) ifadesi (2.5) 

fonksiyonelinde yerine yazጐlarak ve Ritz tekniᇰi yardጐmጐyla 

rKa =                                                                                                                                    (2.8) 

lineer cebrik denklem sistemi elde edilir. (2.8) ‘de K rijidlik (stiffness) matrisi, a düᇰüm 

noktalarጐnda bilinmeyen yer deᇰiᗰtirmeleri ve r düᇰüm noktalarጐna etki eden kuvveti gösteren 

vektörlerdir. K matrisinin bileᗰenleri aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde belirlenir: 

∑
=
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M

1k

kKK , 
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Ω= ∫∫
Ω

BDBK , 
M,...,2,1k
9,...,2,1j;i

=
=

    (2.9)  

(2.9)’da altጐ çizili indislere göre Einstain toplama uylaᗰጐmጐ uygulanmayacaktጐr. Burada, 
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dጐr. D matrisinin bileᗰenleri olan ijA  deᇰerleri çok katlጐ kompozit malzemeye ait normalize 

edilmiᗰ elastik sabitlerdir. 

(2.8) denkleminin çözülmesi sonucunda her bir düᇰüm noktasጐnda aranan yer deᇰiᗰtirmeler 

bulunur. Bu deᇰerler yardጐmጐyla (2.2) ve (2.3) denklemleri kullanጐlarak her bir düᇰüm 

noktasጐnda gerilme deᇰerleri  
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DBa㰰 =                                                                                                                               (2.10) 

formülünden elde edilir. Burada, 
















=

12

22

11

㰰
㰰
㰰

㰰  

dir. Fakat, (2.10) formülü ile elde edilen gerilme fonksiyonlarጐnጐn bütün bölge üzerindeki 

grafikleri sonlu eleman sጐnጐrlarጐnda sጐçrama yaparlar, yani süreksiz olurlar. Gerçek fiziksel 

duruma uygun gelmeyen bu durum, sonlu eleman formülasyonundan kaynaklanmaktadጐr. Bu 

durumu ortadan kaldጐrmak için çeᗰitli sonlu elemanlar formülasyonlarጐ geliᗰtirilmiᗰtir. Bunlar: 

a) Karጐᗰጐk sonlu eleman formülasyonu (Mixed finite element formulations (Zienkiewicz ve 

Taylor, 1989)), b) ጀki aᗰamalጐ karጐᗰጐk sonlu eleman formülasyonudur (Zienkiewicz ve Taylor, 

1989; Hinton ve Campell, 1979 ve diᇰerleri). ጀlk modellemede, her bir düᇰüm noktasጐnda yer 

deᇰiᗰtirmelerin yanጐsጐra gerilmelerde bilinmeyen olarak kabul edilir. Uygun iᗰlemler ile bütün 

bölgede sürekli gerilme daᇰጐlጐmlarጐ bulunur. ጀkinci tip modellemede ise; yer deᇰiᗰtirmeler 

birinci aᗰamada bulunduktan sonra, (2.10) yardጐmጐyla elde edilen ve eleman sጐnጐrlarጐnda 

süreksiz olan gerilme daᇰጐlጐmlarጐnጐn bilinen iᗰlemler dahilinde süreklileᗰtirilmesi yoluna 

gidilir. Bu süreklileᗰtirme iᗰlemine varyasyonel iyileᗰtirme (variotional recover) adጐ verilir 

(Zienkiewicz ve Taylor, 1989; Hinton ve Campell, 1979 ve diᇰerleri). Tez kapsamጐnda ikinci 

tip modelleme kullanጐlmጐᗰtጐr. ᗠimdi yapጐlan süreklileᗰtirme iᗰlemlerini ele alalጐm. 

(2.10) ifadesi ile elde edilen gerilmeler 㰰Ⱡ  ile gösterilir. Daha sonra bütün düᇰüm noktalarጐnda 

gerilme deᇰerlerini bilinmeyen alarak, gerilme fonksiyonu için aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde yaklaᗰጐm 

yapalጐm. 

㰰N㰰 㰰=                                                                                                                               (2.11) 

burada, 
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12

22
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㰰
㰰
㰰

㰰 , ( )M21 㰰,...,㰰,㰰㰰 = , 















=

i12

i22

i11

i
㰰
㰰
㰰

㰰 , i=1,2,…,R                                                (2.12) 

dir. (2.11) ifadesindeki σN  ᗰekil fonksiyonlarጐ matrisini, (2.12) deki i㰰  vektörünün 

bileᗰenleri ise, düᇰüm noktalarጐndaki gerilmeleri ve R toplam düᇰüm noktasጐ adedini 

göstermektedir. Çoᇰu durumda σN  ᗰekil fonksiyonlarጐ (2.6) formüllerinin aynጐsጐ alጐnጐr. Ele 

alጐnan sonlu elemanlar için σN matris formunda aᗰaᇰጐdaki gibi yazጐlabilir. 
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{ }M21 ,...,, σσσσ = NNNN , 
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1
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N00...N00N00
0N0...0N00N0
00N...00N00N

N            (2.13) 

i㰰  vektörünün bileᗰenleri (yani, gerilme fonksiyonlarጐnጐn düᇰüm noktalarጐndaki deᇰerleri) en 

küçük kareler yöntemi  kullanጐlarak elde edilir. Bu durumda,  

( )∫∫
Ω

Ω−= dⱠQ 2㰰㰰                                                                                                                (2.14) 

fonksiyoneli ele alጐnጐr. Bu fonksiyonelin 1. varyasyonu sጐfጐra eᗰitlenerek, i㰰  vektörü 

bileᗰenleri için, 

0Q

ij
=

σ∂
∂ ,  i;j=1,2                                                                                                                 (2.15) 

denklemler sistemi elde edilir. (2.15) denklemlerinin çözülmesi ile düᇰüm noktalarጐndaki 

gerilme deᇰerleri ve (2.11) yardጐmጐyla da bütün bölgede sürekli gerilme fonksiyonlarጐ elde 

edilir. 

2.3.3 Sonlu Elemanlar Kullanጐmጐnጐn Ele Alጐnan Çalጐᗰmadaki Bazጐ Özellikleri 
Tez çerçevesinde ele alጐnan problemlerin sonlu elemanlar yöntemi kullanጐlarak sayጐsal olarak 

çözülmesinde kullanጐlan bilgisayar programlarጐ ve algoritmalar, Yahnioᇰlu (1996) kaynaᇰጐnda 

verilen programlarጐn, ele alጐnan problemler açጐsጐndan bazጐ ilave programlar ile geliᗰtirilmesi 

ᗰeklinde FORTRAN programlama dilinde FTN77 ‘de, yapጐlmጐᗰ ve test problemlerinde 

denenmiᗰtir. Herhangi bir sonlu elemanlar paket programጐ (örneᇰin, ANSYS, LUSAS gibi) 

kullanጐlmamጐᗰtጐr.  

Çözüm için gerekli bütün iᗰlemler sayጐsal olarak yapጐlmጐᗰtጐr. Rijidlik (Stiffness) matrisinin 

bileᗰenlerini bulmak için hesaplanmasጐ gereken iki katlጐ entegrallerin hesaplanmasጐnda, her 

bir integral için 10 Gauss noktasጐ kullanጐlarak, Gauss karelemesi (Gauss quadreture) ile 

sayጐsal olarak yapጐlmጐᗰtጐr. 

Tez çerçevesinde yer deᇰiᗰtirme esaslጐ sonlu elemanlar yöntemi kullanጐldጐᇰጐndan, (2.10) 

denklemi kullanጐlarak elde edilen gerilme fonksiyonlarጐ elemanlarጐn sጐnጐrጐnda süreksiz 

olmaktadጐr. Dolayጐsጐyla gerilme fonksiyonlarጐ için (2.11)-(2.15) ile verilen süreklileᗰtirme 

iᗰlemleri uygulanmጐᗰtጐr. 

Aᗰaᇰጐdaki problemde yapጐlan algoritmalar ve bilgisayar programlarጐndan elde edilen sayጐsal 

sonuçlar ile Lei vd. (2001) ‘nde elde edilen sayጐsal sonuçlarጐn karᗰጐlaᗰtጐrጐlmasጐnጐ ele 
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alጐnmጐᗰtጐr. Lei vd. (2001) ‘nde ele alጐnan problem analitik olarak ve SAP2000 sonlu eleman 

paket programጐ ile çözülmüᗰ ve sonuçlar karᗰጐlaᗰtጐrጐlmጐᗰtጐr. Aynጐ problem kendi 

programlarጐmጐzla çözülerek bulunan sayጐsal sonuçlarጐn karᗰጐlaᗰtጐrጐlmasጐ aᗰaᇰጐda yapጐlmጐᗰtጐr. 

Dikdörtgen delik içeren homojen izotrop sonsuz levhada, sonsuzda verilen, yoᇰunluᇰu q olan 

ve 1Ox  ekseni yönünde etki gösteren çekme gerilmesi sጐnጐr koᗰulu için delik civarጐnda oluᗰan 

gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn grafikleri aᗰaᇰጐda verilmiᗰtir. Problem parametreleri elastisite 

modülüne göre boyutsuzlaᗰtጐrጐlmጐᗰtጐr. Diᇰer parametre deᇰerleri 20.0=ν , w2 0l =3 (burada 

0l  deliᇰin yatay yarጐ uzunluᇰu, w deliᇰin düᗰey uzunluᇰu) olarak alጐnmጐᗰtጐr.  

      

ᗠekil 2.3 de q/11σ  ve ᗠekil 2.4 de q/22σ  gerilmesinin 0x l  a göre grafikleri verilmiᗰtir. 

Grafiklerden görüldüᇰü gibi yapጐlan sonlu elemanlar programጐndan elde edilen sayጐsal 

sonuçlar ile Lei vd. (2001) de elde edilen sonuçlarጐn, kendi çalጐᗰmamጐzdaki dikdörtgen deliᇰin 

formunun daha gerçekçi duruma uygun geldiᇰi göz önünde tutularak,  tatmin edici derecede 

yakጐn olduᇰu görülmektedir. Dolayጐsጐyla bu çalጐᗰma çerçevesinde yapጐlan programlar ve 

algoritmalarጐn doᇰruluᇰu bu örnek ile kanጐtlanmጐᗰ olunur. 

2.3.4 Sayጐsal Sonuçlarጐn ጀncelenmesi 
Ele alጐnan çok katlጐ kompozit malzemenin birbirini tekrar eden farklጐ iki tür izotrop levhadan 

oluᗰtuᇰunu kabul edelim. Bu levhalarጐn sጐrasጐyla Lamé sabitlerini 2121 ,,, µµλλ ; Young 

modüllerini 21 E,E ; Poisson oranlarጐnጐ 21,νν  ve kompozit içerisindeki hacim oranlarጐnጐ 

21,ηη  ile gösterelim. Tez kapsamጐnda aksi belirtilmediᇰi sürece matris malzemesine ait 

ᗠekil 2.3 Bu çalጐᗰmada elde edilen q/11σ  

gerilmesinin Lei vd. (2001) ile 

karᗰጐlaᗰtጐrጐlmasጐ. 

ᗠekil 2.4 Bu çalጐᗰmada elde edilen q/22σ  

gerilmesinin Lei vd. (2001) ile 

karᗰጐlaᗰtጐrጐlmasጐ. 
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büyüklükler alt indis 1 ve güçlendirici malzemeye ait büyüklükler alt indis 2 ile 

gösterilecektir. Ele alጐnan çok katlጐ kompozit için eᗰdeᇰer homojen malzemenin elastik 

sabitleri olan ve (2.2) de verilen ijA  normalize edilmiᗰ mekanik özelliklerinin açጐk ifadeleri 

(Christensen, 1979) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )
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=

ηλ+µ+ηλ+µ
µ+λ−µ+λ

ηη−ηλ+µ+ηλ+µ=

ηλ+µ+ηλ+µ
µ+λ−µ+λ

ηηλ−λ−ηλ+ηλ=
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2121221112
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22A

;
22

A

        (2.16) 

ᗰeklinde verilebilir. Sayጐsal sonuçlarጐn bulunmasጐnda çözüm bölgesi 1x  yönünde 72, 2x  

yönünde 12 dikdörtgen sonlu eleman olacak ᗰekilde ayrጐklaᗰtጐrጐlmጐᗰtጐr. Yapጐsጐnda delik 

olmadጐᇰጐ durumda ve 2x1 l=  ‘ye göre problemin simetrik olmasጐ özelliᇰinden yararlanarak 

sonlu eleman modellemesi: 432 sonlu eleman, 1825 düᇰüm noktasጐ ve 3575 serbestlik 

derecesi içermektedir. Aksi verilmediᇰi sürece, verilen ᗰekillerde aynጐ sembol ile gösterilen 

grafikler aynጐ parametre deᇰerlerinde elde edilen grafiklerdir fakat, kesikli çizgiler ile 

gösterilen grafikler yapጐda dikdörtgen delik olmadጐᇰጐ durumda elde edilmiᗰtir. Verilen 

grafiklerde l111 UEE =  ifadesinde l1U , 1x  yönündeki boyutsuz yer deᇰiᗰtirmedir. 

Parametrelerin; ,6/1h =l  ;3.021 =ν=ν  2/)hh(h BK −= ; matris ve güçlendirici 

malzemelerinin hacim oranlarጐnጐn birbirine eᗰit deᇰerleri için aᗰaᇰጐda verilen grafikler elde 

edilmiᗰtir: 
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ᗠekil 2.5 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

111 Eσ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.6 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.7 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde  

111 Eσ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.8 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.9 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

111 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.10 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

111 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 
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ᗠekil 2.11 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.12 Farklጐ kare delik ölçülerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.14 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 

111 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.13 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 

111 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.15 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.16 Farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 

122 Eσ  gerilmesinin l1x  ye göre grafiᇰi. 
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Bilindiᇰi üzere sonsuz düzlemde kare deliᇰin boyutu bu delik etrafጐnda oluᗰan gerilme 

yጐᇰጐlmasጐna etki göstermemektedir. Ele alጐnan problemde kare deliᇰin boyutu ᗰerit-levhanጐn 

boyutlarጐndan çok küçük olduᇰunda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmasጐ aynጐ deliᇰin sonsuz levhada 

oluᗰturduᇰu gerilme yጐᇰጐlmasጐ ile çakጐᗰጐr. ᗠekil 2.5 - ᗠekil 2.16 da elde edilen sonuçlara göre, 

deliᇰin boyutu büyüdükçe, gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐn deᇰeri de büyümektedir. ᗠekil 2.5, ᗠekil 2.6 

da verilen grafiklere göre ᗰeritin alt ve üst gerilme yጐᇰጐlmasጐna etkisinden dolayጐ bu gerilme 

yጐᇰጐlmalarጐnጐn ᗰiddeti (delik boyutu büyüdükçe) monoton olarak büyümektedir. Bundan baᗰka 

ᗠekil 2.7, ᗠekil 2.8 den görüldüᇰü gibi ᗰeritin 2Ox  ekseni yönündeki sጐnጐrlarጐnጐn gerilme 

yጐᇰጐlmasጐna etkisi 12 EE  oranጐnጐn büyümesi ile de artmaktadጐr. ᗠekil 2.9, ᗠekil 2.10 da 

verilen grafiklerden ᗰeritin 1Ox  yönündeki sጐnጐrlarጐnጐn delik civarጐnda 111 Eσ  gerilme 

yጐᇰጐlmalarጐna etkisi görülmektedir. Aynጐ etkiler 122 Eσ  gerilmeleri için ᗠekil 2.11 ve ᗠekil 

2.12 den belirlenebilir. ᗠekil 2.13 - ᗠekil 2.16 dan elde edilen sonuçlar ise, yukarጐda adጐ geçen 

etkinin 12 EE  deᇰerinin büyümesi ile arttጐᇰጐnጐ gösteriyor. Bu sonuçlar sonlu alanlarda 

anizotrop ortamda oluᗰan kare delik etrafጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmasጐna etkisini gösteren ilk 

teᗰebbüsleri oluᗰturmaktadጐr. Elde edilen sayጐsal sonuçlar hangi durumlarda kare delik 

civarጐndaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ incelenmesinin, sonsuz bir ortamda aynጐ delik etrafጐndaki 

gerilme yጐᇰጐlmasጐna indirgenebilmesi sorusunuda cevaplandጐrmaktadጐr.  

2.4 Dikdörtgen Delik ጀçeren Anizotrop ᗠerit-Levhanጐn Eᇰilmesi Problemi 

2.4.1 Ele Alጐnan Problemlerin Matematiksel Modeli 
 

 

 

 

 

 

ᗠekil 2.17 Levhanጐn geometrisi. 

Bu kጐsጐmda farklጐ iki sጐnጐr koᗰulu altጐnda yapጐsጐnda dikdörtgen delik bulunan anizotrop ᗰerit-

levhanጐn eᇰilmesi problemi incelenmiᗰtir. Çözüm bölgesi ve boyutlarጐ ᗠekil 2.17 de 

gösterildiᇰi gibi kabul edilecektir. Koordinat takጐmጐ ᗠekil 2.17 de gösterildiᇰi gibi levhaya 

baᇰlanmጐᗰ olup çözüm bölgesi, 2x1 l=  ‘ye göre problem simetriside göz önüne alጐnarak, 
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Ω ={ ;hhhhx0 UBA2 ++=≤≤ }21x0 l≤≤  olarak verilebilir. Bu bölgede saᇰlanan 

denge denklemleri, bünye denklemleri ve geometrik ilgiler Kጐsጐm 2.3.1 ‘de sጐrasጐyla verilen 

(2.1), (2.2) ve (2.3) denklemleriyle aynጐdጐr. Bu kጐsጐmda ele alጐnan problemlerin sጐnጐr koᗰullarጐ:     

a) Ankastre mesnetli olmasጐ durumunda: 
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b) Basit mesnetli olmasጐ durumunda: 
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ᗰeklinde verilebilir. Dolayጐsጐyla ele alጐnan ᗰerit-levhanጐn ankastre mesnetli olmasጐ durumunda 

çözümü yapጐlacak olan problem (2.1)-(2.3) ve (2.17) ifadeleriyle; basit mesnetli olmasጐ 

durumunda (2.1)-(2.3) ve (2.18) ifadeleri ile matematiksel olarak temsil edilebilir. 

2.4.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi ile Modelleme 
Bu kጐsጐmda ele alጐnan problemlerin sonlu eleman modellemesi Kጐsጐm 2.3.2 ‘de verilen 

iᗰlemler dahilinde yapጐlmጐᗰtጐr. 

2.4.3 Sayጐsal Sonuçlarጐn ጀncelenmesi 
Ele alጐnan problemler de ᗰerit-levha malzemesinin birbirini tekrar eden iki izotrop levhadan 

oluᗰtuᇰu kabul edilecek ve bunlara ait elastik sabitler sጐrasጐyla, 2121 ,,, µµλλ - Lamé sabitleri; 

21 E,E - Young modülleri; 21,νν - Poisson oranlarጐ ve kompozit içerisindeki hacim oranlarጐ 

21,ηη  ile gösterilecektir. Yine, matris malzemesine ait büyüklükler alt indis 1 ve güçlendirici 

malzemeye ait büyüklükler alt indis 2 ile gösterilecektir. ijA  normalize edilmiᗰ mekanik 

özelliklerinin açጐk ifadeleri (2.16) da verildiᇰi gibidir. Sonlu eleman modellemesi, yapጐda 

dikdörtgen delik olmadጐᇰጐ durumda 432 sonlu eleman, 1825  düᇰüm noktasጐ ve 3575 

serbestlik derecesi olacak ᗰekilde yapጐlmጐᗰtጐr. ᗠimdi elde edilen sayጐsal sonuçlarጐ ele alalጐm. 
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2.4.3.1 Ankastre Mesnetli Olmasጐ Durumu  
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(c) (d) 

ᗠekil 2.18 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p11σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.18 de l2x  ye göre farklጐ dört kesitte ele alጐnan sጐnጐr koᗰullarጐ için 12 EE  oranጐnጐn 

deᇰiᗰiminin p11σ  gerilmesine etkisi, bu gerilmenin l1x  ye göre grafikleri ᗰeklinde 

verilmektedir. Bu kጐsጐmda da aynጐ sembolü taᗰጐyan grafikler aynጐ parametre deᇰerinde elde 

edilmiᗰ grafikler olup, noktalጐ çizgiler ile verilen grafikler yapጐda dikdörtgen delik olmadጐᇰጐ 

durumda elde edilmiᗰtir. Grafiklerde ᗰerit-levhanጐn üst yüzeyinde düzgün yayጐlጐ kuvvet 

etkisinde, deliᇰin alt kጐsmጐ (ᗠekil 2.18 a ve b) yani, yüklemeye uzak olan bölge ile deliᇰin üst 

kጐsmጐ (ᗠekil 2.18 c ve d) yani, yüklemeye yakጐn olan bölgedeki p11σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐnጐn 

grafikleri birbirinden çok farklጐdጐr. Deliᇰin alt kጐsmጐnda, delik olmadጐᇰጐ durumda elde edilen 

gerilme deᇰerleri, delik olduᇰu durumda elde edilen deᇰerlerden daha büyük kalmaktadጐr. 

Oysa deliᇰin üst kጐsmጐ için durum bunun tersidir.  
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(c) (d) 

ᗠekil 2.19 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.19 da 12 EE  oranጐnጐn deᇰiᗰiminin ele alጐnan sጐnጐr koᗰullarጐ altጐnda p22σ  gerilmesi 

daᇰጐlጐmጐna etkisi, bu gerilmenin l1x  ye göre grafikleri olarak verilmektedir. Grafiklerden 

görüldüᇰü gibi delik köᗰeleri civarጐnda gerilme deᇰerleri çok artmaktadጐr. Oysa delikten 

uzaklaᗰtጐkça dikdörtgen deliᇰin gerilme daᇰጐlጐmጐna etkisi düᗰmektedir. ጀlave olarak 

dikdörtgen deliᇰin yüklemeye yakጐn olan köᗰesi civarጐnda meydana gelen gerilme ᗰiddetinin, 

yüklemeden uzak olan köᗰesi civarጐnda meydana gelen gerilme ᗰiddetinden çok büyük olduᇰu 

görülmektedir. 

ᗠekil 2.20 de 12 EE oranጐnጐn deᇰiᗰiminin farklጐ dört kesitte, delik olmasጐ ve olmamasጐ 

durumunda, p12σ  gerilmesinin yayጐlጐmጐna etkisi verilmektedir. Diᇰer gerilme 

yayጐlጐmlarጐnda da görüldüᇰü gibi, bu gerilme yayጐlጐmጐnda da yüklemeye yakጐn olan uçtaki 
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gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinin, yüklemeye uzak olan uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinden çok 

daha büyük olduᇰu görülmektedir. Ayrጐca elastisite modülü oranጐnጐn artጐrጐlmasጐ delik ucu 

bölgesi civarጐnda p12σ  gerilmesinin deᇰerini düᗰürmektedir.  
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(c) (d) 

ᗠekil 2.20 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p12σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.21 de yine farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda bu kez l2x ’ye göre p12σ  

gerilmesinin daᇰጐlጐmጐ ele alጐnan kesitte verilmektedir. Bu grafikten yüklemeye yakጐn olan 

uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ deᇰerinin, yüklemeye uzak olan uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ deᇰerinden 

çok daha büyük olduᇰu açጐk olarak görülmektedir ve gerilme ᗰiddetleri 12 EE deᇰeri arttጐkça 

düᗰmektedir. Ayrጐca delik ile yükün etkidiᇰi yüzey arasጐnda kalan kጐsጐmda, daha önce hep 

negatif deᇰer olan p12σ  gerilmesi iᗰaret deᇰiᗰtirerek pozitif deᇰer almaktadጐr. 
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ᗠekil 2.21 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p12σ  gerilmesinin 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye 

göre grafiᇰi. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.22 Farklጐ El  (= lLx :dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ) deᇰeri için p11σ  

gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.22 de dikdörtgen deliᇰin 1x  doᇰrultusundaki uzunluᇰunun (yani dikdörtgen deliᇰin 

mesnetden uzaklጐᇰጐ El  nin) deᇰiᗰiminin  p11σ  gerilmesine etkisi, farklጐ dört kesitte, bu 
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gerilmenin l1x  ye göre grafikleri olarak verilmektedir. ᗠekil 2.22a ‘dan görüldüᇰü gibi, 

deliᇰin 1x  doᇰrultusundaki uzunluᇰu arttጐkça, ankastre mesnet sጐnጐr koᗰulundan dolayጐ deliᇰin 

köᗰesi civarጐndaki gerilmenin ᗰiddeti düᗰmektedir. Yine, ll 12/hx 2 =  de bu grafikten elde 

edilen gerilme deᇰerlerinin en büyük ᗰiddeti en küçük delik boyutunda meydana gelmekte 

fakat bu deᇰer delik olmadጐᇰጐ durumda elde edilen ve en büyük deᇰerini ᗰerit-levhanጐn orta 

kesitinde alan deᇰerden küçük kalmaktadጐr. 

ᗠekil 2.22b ve ᗠekil 2.22c ‘deki grafiklerde delik köᗰeleri civarጐnda gerilme ᗰiddetinin arttጐᇰጐ 

ve yüklemeye yakጐn olan köᗰe civarጐnda bu artጐᗰጐn, diᇰer köᗰe civarጐnda elde edilen deᇰerden 

daha fazla olduᇰu görülmektedir. ᗠekil 2.22d ‘de görülen grafiklerden en büyük gerilme 

deᇰerlerinin en büyük delik boyutlarጐ için elde edildiᇰi ve dikdörtgen deliᇰin 1x  ekseni 

yönündeki boyutu küçüldükçe elde edilen gerilme daᇰጐlጐmጐnጐn delik olmadጐᇰጐ durumda elde 

edilen deᇰerlere yaklaᗰtጐᇰጐ görülmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.23 Farklጐ El  deᇰeri için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.23 de verilen grafiklerden görüldüᇰü gibi dikdörtgen deliᇰin 1x  ekseni yönündeki 
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uzunluᇰu arttጐkça, verilen bütün kesitlerde p22σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐ monoton olarak 

artmaktadጐr ve en büyük gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddeti en büyük delik için elde edilmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.24 Farklጐ El  deᇰeri için p12σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.24 de El  (dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ) parametresinin farklጐ deᇰerlerinde 

dört ayrጐ kesitte, delik olmasጐ ve olmamasጐ durumunda p12σ  gerilmesinin l1x  ‘ye göre 

grafikleri verilmektedir. Grafiklerden görüldüᇰü gibi yapጐ elemanጐnda dikdörtgen deliᇰin 

olmasጐ ve büyüklüᇰü, diᇰer gerilme deᇰerlerinde olduᇰu gibi, p12σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐna da 

güçlü ᗰekilde etki göstermektedir, yüklemeye yakጐn olan bölgede elde edilen gerilme 

deᇰerleri, yüklemeye uzak olan bölgede elde edilen gerilme deᇰerlerinden çok daha  

büyüktür. En küçük gerilme deᇰerleri en küçük delik boyutunda ( El =0.417) elde 

edilmektedir. 
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ᗠekil 2.25 Farklጐ El  deᇰeri için p12σ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.25 de bu kez farklጐ El  parametresi deᇰerlerinde ele alጐnan kesitte p12σ  gerilmesinin 

l2x  ‘ye göre grafikleri verilmektedir. Yine verilen grafiklerden, yüklemeye yakጐn olan delik 

ucu böldesi civarinda en büyük gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinin elde edildiᇰi görülmektedir. 

Fakat elde edilen gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddeti, El  (dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ)  

parametresinin deᇰeri arttጐkça düᗰmektedir. 
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(a) (b) 

ᗠekil 2.26 Farklጐ Bh  (dikdörtgen deliᇰin 2x  doᇰrultusundaki uzunluᇰu) deᇰeri için p11σ  

gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.26 da ve ᗠekil 2.27 de farklጐ iki kesitte dikdörtgen deliᇰin kalጐnlጐᇰጐnጐn ( Bh ) 

artmasጐnጐn sጐrasጐyla p11σ  ve p22σ  gerilmelerine etkisi verilmektedir. Deliᇰin altጐndaki 

kesitlerde elde edilen grafiklerden (ᗠekil 2.26a ve ᗠekil 2.27a) bu parametre deᇰiᗰimi, ele 

alጐnan gerilme daᇰጐlጐmlarጐna çok az etki ederken, deliᇰin üstündeki bölgede ele alጐnan 

kesitteki grafiklerden (ᗠekil 2.26b ve ᗠekil 2.27b) görüldüᇰü gibi Bh  parametresinin artጐᗰጐ, 

diᇰer bir deᇰiᗰle delik üstündeki katጐ bölgenin kalጐnlጐᇰጐnጐn düᗰmesi, her iki gerilme daᇰጐlጐmጐna 

güçlü ᗰekilde etki göstermektedir. 
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(a) (b) 

ᗠekil 2.27 Farklጐ Bh  deᇰeri için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

2.4.3.2 Basit Mesnetli Olmasጐ Durumu 

0 10 20 30 40 50 60

0

5

10

15

20

25

30

100x  /1

11 pσ   /

x  /   =h/122

2

2

2

2

1

1

1

1

1

2

B A U

l l

l

El

          h  =h  =h  =0.05

     =0.250 

E  /E  =1

E  /E  =5

E  /E  =10

E  /E  =20

E  /E  =50

l

       0 10 20 30 40 50 60

0

4

8

12

16

20

100x  /

11 p

x  /   =h/32

1

B A U

2 1

2

2

2

2

1

1

1

1

σ   /

l

l

l

El

           h  =h  =h  =0.05

     =0.250 

E  /E  =1

E  /E  =5

E  /E  =10

E  /E  =20

E  /E  =50

l

 

(a) (b) 

0 10 20 30 40 50 60

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

40
11 p

B A U

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1
100x  /

x  /   =2h/3

σ   / 

l l

l1

2

El

           h  =h  =h  =0.05

    =0.250

E  /E  =1

E  /E  =5

E  /E  =10

E  /E  =20

E  /E  =50

l

       0 10 20 30 40 50 60

-45

-30

-15

0

15
11 p

100x  /1

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

B A U

x  /   =11h/12

σ   /

l l

l

2

lE

           h  =h  =h  =0.05

     =0.250

E  /E  =1

E  /E  =5

E  /E  =10

E  /E  =20

E  /E  =50

l

 

(c) (d) 

ᗠekil 2.28 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p11σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.28 de farklጐ dört kesitte ele alጐnan basit mesnet sጐnጐr koᗰullarጐ için 12 EE  oranጐnጐn 



 

 

29

deᇰiᗰiminin p11σ  gerilmesine etkisi, bu gerilmenin l1x  ye göre grafikleri ᗰeklinde 

verilmektedir. Bu kጐsጐmda da aynጐ sembolü taᗰጐyan grafikler aynጐ parametre deᇰerinde elde 

edilmiᗰ grafikler olup, noktalጐ çizgiler ile verilen grafikler yapጐda dikdörtgen delik olmadጐᇰጐ 

durumda elde edilmiᗰtir.  

Grafiklerde ᗰerit-levhanጐn üst yüzeyinde düzgün yayጐlmጐᗰ kuvvet etkisinde, deliᇰin alt kጐsmጐ 

(ᗠekil 2.28a ve b) yani, yüklemeye uzak olan bölge ile deliᇰin üst kጐsmጐ (ᗠekil 2.28c ve d) 

yani, yüklemeye yakጐn olan bölgedeki p11σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐnጐn grafikleri birbirinden 

önemli bir biçimde farklጐdጐr. Bununla birlikte deliᇰin köᗰe noktalarጐndaki tekillik bu bölge 

civarጐnda gerilme daᇰጐlጐmlarጐnda gerilmenin deᇰerini artጐrጐcጐ etki göstermektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.29 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.29 da 12 EE  oranጐnጐn deᇰiᗰiminin ele alጐnan basit mesnet sጐnጐr koᗰullarጐ altጐnda 

p22σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐna etkisi, bu gerilmenin l1x  ye göre grafikleri olarak 

verilmektedir. 
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Grafiklerden görüldüᇰü gibi delik köᗰeleri civarጐnda gerilme deᇰerleri çok artmaktadጐr. Oysa 

delikten uzaklaᗰtጐkça dikdörtgen deliᇰin gerilme daᇰጐlጐmጐna etkisi düᗰmektedir. ጀlave olarak 

dikdörtgen deliᇰin yüklemeye yakጐn olan köᗰesi (ᗠekil 2.29c) civarጐnda meydana gelen 

gerilme ᗰiddetinin, yüklemeden uzak olan köᗰesi (ᗠekil 2.29b) civarጐnda meydana gelen 

gerilme ᗰiddetinden çok çok büyük olduᇰu görülmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.30 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p12σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 2.30 da 12 EE oranጐnጐn deᇰiᗰiminin farklጐ dört kesitte, delik olmasጐ ve olmamasጐ 

durumunda, p12σ  gerilmesinin yayጐlጐmጐna etkisi verilmektedir. Diᇰer gerilme 

yayጐlጐmlarጐnda da görüldüᇰü gibi, bu gerilme yayጐlጐmጐnda da yüklemeye yakጐn olan uçtaki 

gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinin, yüklemeye uzak olan uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinden çok 

daha büyük olduᇰu görülmektedir. Ayrጐca elastisite modülü oranጐnጐn artጐrጐlmasጐ delik ucu 

bölgesi civarጐnda p12σ  gerilmesinin deᇰerini düᗰürmektedir. 



 

 

31

0 5 10 15 20

-12

-9

-6

-3

0

3

6
12 p

100x   /

x  /   =0.2361

2

U

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

σ   /

l

l

l E

           h  =h  =h  =0.05

     =0.250

E  /E  =1

E  /E  =5

E  /E  =10

E  /E  =20

E  /E  =50

B lA

 

ᗠekil 2.31 Farklጐ 12 EE  oranlarጐ için p12σ  gerilmesinin 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye 

göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.31 de yine farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda bu kez l2x ’ye göre p12σ  

gerilmesinin daᇰጐlጐmጐ ele alጐnan kesitte verilmektedir. Bu grafikten yüklemeye yakጐn olan 

uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ deᇰerinin, yüklemeye uzak olan uçtaki gerilme yጐᇰጐlmasጐ deᇰerinden 

çok daha büyük olduᇰu açጐk olarak görülmektedir ve gerilme ᗰiddetleri 12 EE deᇰeri arttጐkça 

düᗰmektedir. Ayrጐca delik ile yükün etkidiᇰi yüzey arasጐnda kalan kጐsጐmda, p12σ  gerilmesi 

iᗰaret deᇰiᗰitirerek pozitif deᇰer almaktadጐr. 

ᗠekil 2.32 de dikdörtgen deliᇰin 1x  doᇰrultusundaki uzunluᇰunun (yani dikdörtgen deliᇰin 

mesnetten uzaklጐᇰጐ El  nin) deᇰiᗰiminin  p11σ  gerilmesine etkisi, l2x  ‘ye göre farklጐ dört 

kesitte, bu gerilmenin l1x  ye göre grafikleri olarak verilmektedir. ᗠekil 2.32a ‘dan 

görüldüᇰü gibi, deliᇰin 1x  doᇰrultusundaki uzunluᇰu arttጐkça, deliᇰin köᗰesi civarጐndaki 

gerilmenin ᗰiddeti düᗰmektedir. Yine, bu grafikten elde edilen gerilme deᇰerlerinin en büyük 

ᗰiddeti en küçük delik boyutunda meydana gelmekte fakat bu deᇰer delik olmadጐᇰጐ durumda 

elde edilen ve en büyük deᇰerini ᗰerit-levhanጐn orta kesitinde alan deᇰerden küçük 

kalmaktadጐr. ᗠekil 2.32b ve ᗠekil 2.32c ‘deki grafiklerde delik köᗰeleri civarጐnda gerilme 

ᗰiddetinin arttጐᇰጐ ve yüklemeye yakጐn olan köᗰe civarጐnda bu artጐᗰጐn, diᇰer köᗰe civarጐnda elde 

edilen deᇰerden daha fazla olduᇰu görülmektedir. ᗠekil 2.32d ‘de görülen grafiklerden en 

büyük gerilme deᇰerlerinin en büyük delik boyutlarጐ için elde edildiᇰi ve dikdörtgen deliᇰin 

1x  ekseni yönündeki boyutu küçüldükçe elde edilen gerilme daᇰጐlጐmጐnጐn delik olmadጐᇰጐ 

durumda elde edilen deᇰerlere yaklaᗰtጐᇰጐ görülmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.32 Farklጐ El  deᇰeri için p11σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.33 de verilen grafiklerden görüldüᇰü gibi dikdörtgen deliᇰin 1x  ekseni yönündeki 

uzunluᇰu arttጐkça, verilen bütün kesitlerde p22σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐ monoton olarak 

artmaktadጐr ve en büyük gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddeti en büyük delik için elde edilmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.33 Farklጐ El  deᇰeri için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) (d) 

ᗠekil 2.34 Farklጐ El  deᇰeri için p12σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.34 de El  (dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ) parametresinin farklጐ deᇰerlerinde 

dört ayrጐ kesitte, delik olmasጐ ve olmamasጐ durumunda p12σ  gerilmesinin l1x  ‘ye göre 

grafikleri verilmektedir. Grafiklerden görüldüᇰü gibi yapጐ elemanጐnda dikdörtgen deliᇰin 
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olmasጐ ve büyüklüᇰü, diᇰer gerilme deᇰerlerinde olduᇰu gibi p12σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐna da 

güçlü ᗰekilde etki göstermektedir. Bu etki yüklemeye yakጐn olan bölgede elde edilen gerilme 

deᇰerleri, yüklemeye uzak olan bölgede elde edilen gerilme deᇰerlerinden çok daha büyüktür. 

En küçük gerilme deᇰerleri en küçük delik boyutunda ( El =0.417 de) elde edilmektedir. 

0 5 10 15 20

-12.0

-9.6

-7.2

-4.8

-2.4

0.0

2.4
12 p

100x  /

B A U

2 1

E

E

E

E

E

2

σ   /

l

  h  =h  =h  =0.05

E  /E  =50        

    =0.417 ; x  /   =0.403

    =0.361 ; x  /   =0.347

    =0.250 ; x  /   =0.236

    =0.194 ; x  /   =0.181

    =0.139 ; x  /   =0.125

l

l

l

l

l

l

1

1

1

1

1

l

l

l

l

l

 

ᗠekil 2.35 Farklጐ El  deᇰeri için p12σ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 2.35 de bu kez farklጐ El  parametresi deᇰerlerinde ele alጐnan kesitte p12σ  gerilmesinin 

l2x  ‘ye göre grafikleri verilmektedir. Yine verilen grafiklerden, yüklemeye yakጐn olan delik 

ucu böldesi civarinda en büyük gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinin elde edildiᇰi görülmektedir. 

Fakat elde edilen gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddeti, El  (dikdörtgen deliᇰin mesnetden uzaklጐᇰጐ)  

parametresinin deᇰeri arttጐkça düᗰmektedir. 
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(a) (b) 

ᗠekil 2.36 Farklጐ Bh  deᇰeri için p11σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 2.36 da ve ᗠekil 2.37 de farklጐ iki kesitte dikkdörtgen deliᇰin kalጐnlጐᇰጐnጐn ( Bh ) 

artmasጐnጐn sጐrasጐyla p11σ  ve p22σ  gerilmelerine etkisi verilmektedir. Deliᇰin altጐndaki 

kesitlerde elde edilen grafiklerden (ᗠekil 2.36a ve ᗠekil 2.37a) ve deliᇰin üstündeki bölgede 
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ele alጐnan kesitteki grafiklerden (ᗠekil 2.36b ve ᗠekil 2.37b) görüldüᇰü gibi Bh  

parametresinin artጐᗰጐ, diᇰer bir deᇰiᗰle delik altጐndaki ve üstündeki katጐ bölgenin kalጐnlጐᇰጐnጐn 

düᗰmesi, her iki gerilme daᇰጐlጐmጐna etki göstermektedir, fakat bu etki yüklemeye yakጐn olan 

bölgede (deliᇰin üst kጐsmጐnda) daha fazladጐr. 
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(a) (b) 

ᗠekil 2.37 Farklጐ Bh  deᇰeri için p22σ  gerilmesinin farklጐ kesitlerde l1x  ye göre grafikleri. 
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3. DጀKDÖRTGEN DOLGU ጀÇEREN ᗠERጀT-LEVHALAR 

3.1 Giriᗰ 
Yapጐ elemanlarጐnጐn mekaniᇰinin incelenmesinde önemli bir sጐnጐf problem de; bu yapጐ 

elemanጐnጐn dolgu (inclusion) malzemesi içermesiyle meydana gelen problemlerdir. Dጐᗰ 

yükleme etkisinde dolgu etrafጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn incelenmesi,  lineer elastisite 

teorisinin klasik problemlerinden olup, bu problemlerin araᗰtጐrጐlmasጐ, kompozit malzemeler 

mekaniᇰinde  kompozit malzemenin bileᗰenleri olan tanecik veya lif takviyelerin dolgu olarak 

ele alጐnmasጐ ve bu bileᗰenler etrafጐnda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐnጐn incelenmesi ile yüksek 

performasyonlu uygulamalar için kompozitlerin dizaynጐ açጐsጐndan önemini daha da artጐrmጐᗰtጐr. 

Bu alanda yapጐlan deneysel ve teorik araᗰtጐrmalar artarak devam etmektedir. 

Literatürde bir baᗰka açጐdan dolgu problemleri, hasar onarጐmጐ ᗰeklinde de ele alጐnmaktadጐr. 

Yapጐ elemanጐnጐn içerdiᇰi çatlak, boᗰluk vb. gibi hasarlar nedeniyle, bu elemanጐn iᗰlevi 

sጐrasጐnda tehlikeli durumlarጐn ortaya çጐkmamasጐ için, bu hasarlarጐn bir dolgu malzemesi ile 

doldurulmasጐ mümkün en iyi yol olarak teknolojide sጐkça kullanጐlmaktadጐr. Hatta malzeme 

tasarrufu gibi nedenlerle içi boᗰaltጐlan bazጐ yapጐ elemanlarጐnጐn, bu boᗰluklarጐn doᇰurabileceᇰi 

olumsuz durumlarጐn ortadan kaldጐrጐlmasጐ için daha ekonomik bir malzeme ile doldurulmasጐ da 

yine sጐk rastlanጐlan bir durumdur. 

Dolgu problemlerinin diᇰer bir temel uygulamasጐ da yapጐlarጐ veya  bileᗰenlerini bir arada 

tutan, birleᗰtiren perçinlerin dizaynlarጐdጐr. Mura (1988)‘e göre dolgu ile ilgili problemlerin 

inceleme alanlarጐnጐn bir sጐnጐflandጐrmasጐ; a) metalurji alanጐndaki uygulamalar (ortalama 

elastisite modülü, ortalama sጐcaklጐk özellikleri gibi), b) elastik olmayan matris içerisinde 

dolgularጐn davranጐᗰጐ, c) kompozitlerin kጐrጐlmasጐ (statik ve dinamik problemler) ᗰeklinde 

verilmiᗰtir. Bu alanlara ait 1982’den sonra yapጐlan çalጐᗰmalarጐn özeti ve literatür listesi bu 

makaleden elde edilebilir. 

3.2 Literatür Özeti 
Tez konusu ile ilgili literatür araᗰtጐrmasጐnda, aᗰaᇰጐda verilmiᗰ belirli çalጐᗰmalara 

rastlanጐlmጐᗰtጐr. Bu kጐsጐmda verilen yayጐnlarጐn hepsinde daire (küre) ya da elips (elipsoid) 

formunda dolgu geometrileri incelenmiᗰtir. Oysa tez kapsamጐnda dikdörtgen dolgu geometrik 

formu ele alጐnmጐᗰtጐr. Literatürde bu geometriye sahip dolgu ile ilgili hiçbir araᗰtጐrmaya 

rastlanጐlmamጐᗰtጐr.  

Wheeler (1985) de, gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐn minimizasyonu yardጐmጐyla, sጐnጐrsጐz elastik matris 

içerisinde rijid bir dolgu için optimal formun belirlenmesine ait bir düzlem ᗰekil deᇰiᗰtirme 
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problemi incelenmiᗰtir. 

Mura (1988), 1982’den sonra dolgular üzerine yayጐnlanan makalelerin incelemesini, mevcut 

problemlerin bir sጐnጐflandጐrmasጐnጐ yaparak vermiᗰtir. Bu sጐnጐflandጐrmaya göre, (1) ortalama 

elastik modül ve ortalama termik özellikleri; (2) elastik olmayan temel denklemler; (3) elastik 

olmayan ortamda dolgularጐn davranጐᗰጐ; (4) dolgularጐn gerilme yoᇰunluᇰu faktörüne etkisi; (5) 

kayጐcጐ ve sabit dolgular; ve (6) dolgularጐn dinamik etkileri’dir. Bu sጐnጐflandጐrmaya dahil olan 

ve 1982’den sonra yapጐlmጐᗰ bütün yayጐnlar ve kጐsa özetleri bu makalede bulunabilir. 

Hwu ve Liao (1994) temel çözümleri birleᗰtirerek düzlemsel veya düzlemsel olmayan 

yükleme kabulü ile izotrop veya anizotrop yapጐ elemanጐnda birden fazla delik, çatlak ve 

dolguyu bir arada içeren levhanጐn çözümü için çok yönlü bir metod geliᗰtirmiᗰlerdir. Bu 

metodla problemleri, ele alጐnan sጐnጐr ᗰartlarጐnda çözmüᗰlerdir. Birden fazla delik, çatlak ve 

dolgunun gerilme yoᇰunluᇰuna etkilerini incelemiᗰlerdir.  

Song ve Kim (1995), dጐᗰ yükleme altጐnda gerilme üreteci gibi davranarak yorulma çatlaklarጐ 

oluᗰturan dolgular civarጐndaki gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐ, sonlu eleman metodunu kullanarak analiz 

etmiᗰlerdir. Yorulma mukavemetinin dolgularጐn biçim ve ölçüsü ile dolgu aralarጐndaki 

mesafeden etkilendiᇰi, özellikle dolgular arasጐ mesafe küçükse gerilme etkileᗰimi nedeniyle 

tekilliᇰin oluᗰtuᇰu ve yorulma çatlaklarጐnጐn hጐzla çoᇰaldጐᇰጐnጐ tespit etmiᗰlerdir. 

Hufenbach (1992) ile Hufenbach ve Kroll (1999) çentilmiᗰ anizotrop levhaya birleᗰtirilen 

dejenere olmuᗰ elips ᗰekiller için geniᗰletilmiᗰ analitik çözümler sunmuᗰlar ve sonuçlarጐn 

doᇰruluᇰunu hem sayጐsal hem de deneysel metodlarla kanጐtlamጐᗰlardጐr.  

Herrmann vd. (1999) de, dጐᗰtan yüklü iki boyutlu heterojen malzemelerde dolgu civarጐndaki 

yerel gerilme ve birim deformasyonlarጐ elde etmek için ayrጐk Fourier dönüᗰümlerinin (DFT) 

kullanጐlጐp kullanጐlamayacaᇰጐnጐ incelemiᗰlerdir.  

Zheng ve Xu (1999), anizotrop cismin düzlem elastisite teorisinde, kompleks potansiyel 

metodu kullanጐlarak, Faber serisi açጐlጐmጐ ve en küçük kareler sጐnጐr kollakasyon tekniᇰi 

yardጐmጐyla yumuᗰak/sert elips dolgulu sonlu levhada, dolgular etrafጐnda oluᗰan gerilme 

daᇰጐlጐmጐnጐ verilen çekme ve kayma yüklemeleri için ayrጐ ayrጐ analiz etmiᗰlerdir. Bu analizde 

çekme veya kayma yüklemelerine göre levhanጐn büyük kenar uzunluᇰunun elips dolgunun 

büyük eksen uzunluᇰuna oranጐnጐn ( a/w ’nጐn) ve dolgu ve levhanጐn eᇰilme rijidlikleri oranጐnጐn 

( rD ’nin) gerilme daᇰጐlጐmጐna etkilerini ayrጐntጐlጐ olarak incelemiᗰlerdir. Delikli veya sert 

dolgulu levhada a/w ’nጐn gerilme yoᇰunluᇰu faktörüne karakteristik etkiler yaptጐᇰጐnጐ, gerilme 

yoᇰunluᇰu faktörünün a/w ’nጐn artጐᗰጐ ile azaldጐᇰጐnጐ ve sonsuz levhanጐn sonuçlarጐna çok 
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yaklaᗰtጐᇰጐnጐ; yumuᗰak dolguda a/w ’nጐn gerilme yoᇰunluᇰu faktörüne etkisinin daha az 

olduᇰunu belirlemiᗰlerdir. 

Bert (2001), dolgudan uzak mesafelerde xM  ve yM  eᇰilme momentlerine maruz bጐrakጐlan 

dairesel elastik dolgu içeren ince izotrop levha için eᇰilme durumunu genelleᗰtirerek kesin 

kapalጐ çözümü sunmuᗰtur. Dairesel delik ve dolgu civarጐndaki levha ( 1K ) ve dolgunun ( 2K ) 

eᇰilme momenti gerilme yoᇰunluᇰu faktörlerini, dolgu ve levhanጐn eᇰilme rijidlikleri oranጐnጐn 

( =12 D/D 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5 ve 3) bir fonksiyonu olarak, levhada ve dolguda dört farklጐ iki 

eksenli eᇰilme-momentleri oranጐ ( == xy M/MB 0, 0.3, 1.0 ve –1.0) için hesaplamጐᗰtጐr. 

Eᇰilme rijidlikleri oranጐ =12 D/D 0 iken levha delik içerir ve >12 D/D 0 olduᇰu zaman 

levha farklጐ rijidlikte dolgu içermektedir. =12 D/D 1 iken malzeme homojendir yani 

malzeme süreksizliᇰi yoktur. Dolgu rijidliᇰi arttጐrጐldጐᇰጐ zaman dolgudaki gerilme yoᇰunluᇰu 

faktörü 2K  artarken, levhadaki gerilme yoᇰunluᇰu faktörü 1K ’in düᗰtüᇰünü belirlemiᗰtir. 

Chau ve Wei (2001)’de dairesel dolgu malzemesinin kuᗰatma çemberi adጐ verilen farklጐ bir 

malzeme ile sarmalandጐᇰጐ kabul edilmiᗰtir. Kuᗰatma çemberi dairesel dolguya güçlendirme 

etkisi yapmጐᗰtጐr. Gerilme yጐᇰጐlmasጐ dolgu sጐnጐrጐnda oluᗰtuᇰundan sonsuz düzlemde kuᗰatጐlmጐᗰ 

dairesel dolgunun sጐnጐrdaki gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐ azaltma etkisi analitik olarak incelenmiᗰtir. 

Dolgudaki perçin kuvvetini üniform yayጐlጐ hacimsel kuvvet olarak kabul etmiᗰlerdir. Böylece 

hacimsel kuvvet potansiyeli ile Airy gerilme fonksiyonu problemin analitik çözümünde 

kullanጐlmጐᗰtጐr. Sunulan çalጐᗰma sonuçlarጐ kuᗰatጐlmጐᗰ perçin delik hesabጐ için yeni teorik bir 

temel oluᗰturmuᗰtur.  

Hufenbach ve Zhou (2001)’da anizotrop malzemeden yapጐlmጐᗰ elips dolgu çentilmiᗰ levhaya 

birleᗰtirilmiᗰtir. Bu durumda sጐnጐrlardaki normal gerilme ve yer deᇰiᗰtirmeler süreklilik 

ᗰartlarጐyla belirlenmiᗰtir. Dጐᗰ sጐnጐrda sጐnጐr ᗰartlarጐndan, iç sጐnጐrda geçiᗰ ᗰartlarጐndan 

(transitional condition) belirlenecek gerilme ve yer deᇰiᗰtirme çözümlerini yapmak için levha 

ve dolgu arasጐnda lineer elastisite, küçük deformasyonlar, düzlem gerilme durumu ve 

mükemmel adezyon kabul edilmiᗰtir. Böylece iç sጐnጐrdan levha mesnedine kadar analitik 

olarak çözüm yapጐlmጐᗰtጐr. Mevcut bilinmeyenler ele alጐnan sጐnጐr ᗰartlarጐnda en küçük kareler 

metodu ve sጐnጐr kollakasyon metodunun birleᗰtirilmesiyle yarጐ-analitik yolla yaklaᗰጐk olarak 

belirlenmiᗰtir. ጀç basጐnç altጐnda elips dolgulu sonlu elips levhanጐn ve eksantrik elips dolgulu 

kare levhanጐn iç ve dጐᗰ sጐnጐrlarጐnጐn gerilme yoᇰunluklarጐna etkisi incelenmiᗰtir.  

Yahnioᇰlu ve Mermer Yücel (2002)’de, dikdörtgen delik ve dolgu malzemesi içeren, karᗰጐlጐklጐ 



 

 

39

iki kenarጐndan ankastre mesnetli ᗰerit-levhanጐn üst yüzeyinde bulunan düzgün yayጐlጐ yük 

etkisinde yapጐsጐnda oluᗰan gerilme yayጐlጐmጐ incelenmiᗰtir. Ele alጐnan problem, elastisite 

teorisinin kesin denklemleri kullanጐlarak parçalጐ-homojen cisim modeli çerçevesinde sayጐsal 

olarak sonlu elemanlar yöntemi yardጐmጐyla çözülmüᗰtür. Delik veya dolgu malzemesinin 

geometrik ve malzeme parametrelerinin ᗰeritte oluᗰan gerilme yayጐlጐmጐna etkileri 

incelenmiᗰtir. 

3.3 Dikdörtgen Dolgu ጀçeren Anizotrop ᗠerit-Levhanጐn Eᇰilmesi Problemi 

3.3.1 Ele Alጐnan Problemlerin Matematiksel Modeli 
Levhaya baᇰlጐ ve ᗠekil 3.1 de gösterilen 21xOx  koordinat takጐmጐ ele alalጐm ve levhanጐn 

geometrik boyutlarጐnጐ ᗠekil 3.1 de gösterildiᇰi gibi kabul edelim. 2x1 l=  ye göre problem 

simetrisi göz önüne alጐnarak, ᗠekil 3.1‘de levhanጐn { ;hx0 2 ≤≤ }2x0 1 l≤≤  

( UBA hhhh ++= ) bölgesini kapsayan kጐsmጐ gösterilmiᗰtir. 

(a) (b) 

ᗠekil 3.1 a) Boᗰluk içermesi durumunda, b) Dolgu malzemesi içermesi durumunda ele alጐnan 

ᗰerit-levhanጐn geometrisi. 

Levhanጐn kapsadጐᇰጐ tüm bölgede saᇰlanan denge denklemleri: 

2,1j;i,0
x j

)k(
ij ==

∂

σ∂
;      k=1,2                                                                                            (3.1) 

bünye denklemleri: 
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ve geometrik baᇰጐntጐlar; 
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dጐr. Yukarጐdaki denklemlerde bilinen gösterimler kullanጐlmጐᗰtጐr ve üst indis (1) dikdörtgen 

delik veya dolgu malzemesini saran malzemeye ait büyüklükleri, üst indis (2) dolgu 

malzemesine ait büyüklükleri göstermektedir. (3.2)‘de kλ  ve kµ  Lamé sabitleridir (Akbarov 

ve Guz, 2000). 

Sጐnጐr koᗰullarጐnጐn matematiksel ifadesi: 
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biçiminde olur. Yukarጐdaki ifadelerde bilinen gösterimler kullanጐlmጐᗰtጐr. Ayrጐca (3.4) ’de ijδ  

Kronecker sembolüdür. Böylece ele alጐnan sጐnጐr deᇰer probleminin matematiksel 

formülasyonu: Dikdörtgen dolgu olmasጐ durumunda (3.1)-(3.5) denklemleriyle ifade 

edilmektedir.  

3.3.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi ile Modelleme 
Bu kጐsጐmda ele alጐnan problemin sonlu eleman modellemesi kጐsጐm 2.3.2 ‘de verildiᇰi gibi 

yapጐlacaktጐr. Ancak (2.5) fonksiyoneli yerine 
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fonksiyoneli kullanጐlacaktጐr. Burada { }OA2AL1LII hhxh;xxx +≤≤−≤≤=Ω l  

dolgunun bulunduᇰu bölgeyi, III Ω−Ω=Ω  { }( )hx0;x0 21 ≤≤≤≤=Ω l  dolgunun 

dጐᗰጐndaki bölgeyi, S, Ω  bölgesinin dጐᗰ sጐnጐrጐnጐ göstermektedir. (3.6) ifadesinde üst indis 2 ile 

ilgili büyüklükler dolguya, üst indis 1 ile ilgili büyüklükler dolguyu çevreleyen bölgeye ait 

büyüklükleri göstermektedir. Bundan sonraki sonlu eleman formülasyonunda her iki bölgenin 

( )III ve ΩΩ  ayrጐklaᗰtጐrጐlmasጐ ile ᗰekil fonksiyonu seçimi ve sonraki bütün iᗰlemler kጐsጐm 

2.3.2 ‘de verildiᇰi gibi yapጐlmጐᗰtጐr. 

3.3.3 Sayጐsal Sonuçlarጐn ጀncelenmesi 
Ele alጐnan ᗰerit-levhanጐn dikdörtgen deliᇰi veya dolgu malzemesini saran malzeme ile dolgu 

malzemesinin izotrop olduᇰunu kabul edelim. Bu malzemelerin sጐrayla Lamé sabitlerini 

2121 ,,, µµλλ ; Young modüllerini 1E , 2E ; Poisson oranlarጐnጐ 21,νν  ile gösterelim.  

Çözüm bölgesi 1x  yönünde 72, 2x  yönünde 12 dikdörtgen sonlu eleman olacak ᗰekilde 

ayrጐklaᗰtጐrጐlmጐᗰtጐr. Yapጐsጐnda delik olmadጐᇰጐ durumda ve simetri özelliᇰinden yararlanarak 

sonlu eleman modellemesi; 432 sonlu eleman, 1825 düᇰüm noktasጐ ve 3575 serbestlik 

derecesi içermektedir. Parametrelerin deᇰerleri grafikler üzerinde verilmiᗰtir. 

ᗠekil 3.2 ’de dolgu malzemesinin veya boᗰluᇰun üç farklጐ kalጐnlጐᇰጐ için elastisite modülü 

deᇰiᗰimi incelenmiᗰtir. Grafiklerden görüldüᇰü gibi yapጐ elemanጐnጐn içerdiᇰi delik ya da 

dolgu malzemesinin sivri köᗰeleri olan kጐsጐmlarda gerilme yጐᇰጐlmalarጐ nedeniyle, gerilme 

deᇰerleri hጐzla artmaktadጐr.  ᗠekil 3.2a ’da l025,0hB = , ᗠekil 3.2b ’de l050,0hB =  ve ᗠekil 

3.2c ’de l075,0hB =  olarak dolgu malzemesi kalጐnlጐᇰጐ alጐnmጐᗰtጐr. Grafiklerden görüldüᇰü 

üzere her birinde 12 E/E  oranጐ arttጐkça p/22σ  gerilmesinin deᇰerleri artmakta ve dolgu 

malzemesinin kalጐnlጐᇰጐnጐn artmasጐna baᇰlጐ olarak bu artጐᗰlar  köᗰe noktalarጐ civarጐnda daha da 

büyümektedir. Ayrጐca dolgu malzemesi yerine aynጐ ölçülerde yapጐ elemanጐnጐn boᗰluk içermesi 

durumunda delik ucu bölgesi civarጐnda en büyük gerilme deᇰerleri elde edilmektedir. Dolgu 

malzemesinin elastisite modülü )(E2  onu saran malzemenin elastisite modülünden )den'(E1  

daha küçük alጐndጐᇰጐ durumlarda gerilme yayጐlጐmጐ bu malzemenin boᗰluk içermesi durumuna 

karᗰጐ gelen gerilme yayጐlጐmጐna yaklaᗰmaktadጐr. Aksi durumda, yani 2E  deᇰeri 1E  

deᇰerinden büyük olduᇰu durumlarda gerilme yayጐlጐmጐ önceki durumlara göre önemli ölçüde 

mutlak deᇰerce düᗰmektedir. 
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(c) 

ᗠekil 3.2 p22σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) l025.0hB =  durumunda; 

b) l05.0hB =  durumunda; c) l075.0hB =  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 3.2 ’de p/22σ  için elde edilen etkiler benzer ᗰekilde  ᗠekil 3.3 de p/11σ  gerilmesi 

yayጐlጐmጐnda görülmektedir. Yani grafiklerin her birinde 12 E/E  oranጐ arttጐkça p/11σ  

gerilmesinin deᇰerleri dolgu malzemesinin kalጐnlጐᇰጐnጐn artmasጐyla birlikte artmakta ve köᗰe 

noktalarጐ civarጐnda en büyük deᇰerlerine ulaᗰmaktadጐr. Bundan baᗰka en büyük gerilme 

deᇰerleri yapጐ elemanጐnጐn boᗰluk içermesi durumunda elde edilmektedir. Bu gerilme 

yayጐlጐmጐna dikdörtgen dolgulu yapጐ elemanጐ 12 E/E  oranጐ küçüldükçe yaklaᗰmaktadጐr. 
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(c) 

ᗠekil 3.3 p11σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) l025.0hB =  durumunda; 

b) l05.0hB =  durumunda; c) l075.0hB =  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) 

ᗠekil 3.4 p12σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) l025.0hB =  durumunda; 

b) l05.0hB =  durumunda; c) l075.0hB =  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 3.4 de dolgu malzemesinin ve boᗰluᇰun üç farklጐ kalጐnlጐk deᇰerinde 12 EE  oranጐ 

deᇰiᗰimi incelenmiᗰtir. Daha önceki gerilme yayጐlጐmlarጐnda da olduᇰu gibi dikdörtgen delik 

ya da dolgu kalጐnlጐᇰጐ arttጐkça p12σ  gerilmesi deᇰerleri ᗰiddetçe artmaktadጐr. Dolgu 

malzemesinin elastisite modülü ( 2E ), dolguyu saran malzemenin elastisite modülü ( 1E ) 

‘nden küçük alጐndጐᇰጐnda gerilme deᇰerleri boᗰluk için elde edilen gerilme deᇰerlerine 

asimtotik olarak yaklaᗰmaktadጐr, aksi durumda gerilme deᇰerleri mutlak deᇰerce önemli 

ölçüde düᗰmektedir.  
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(c) 

ᗠekil 3.5 p12σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) l025.0hB =  durumunda; 

b) l05.0hB =  durumunda; c) l075.0hB =  durumunda 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye göre 

grafikleri. 

ᗠekil 3.5 de dolgu malzemesinin ve boᗰluᇰun üç farklጐ kalጐnlጐk deᇰerinde 12 EE  oranጐ 

deᇰiᗰiminin p12σ  gerilmesi daᇰጐlጐmጐna etkisinin l2x ’ye göre grafikleri verilmiᗰtir. Bu 

grafiklerden, en büyük gerilme deᇰerinin yine yüklemeye yakጐn olan delik ucu bölgesi 

civarጐnda oluᗰtuᇰu ve delik ya da dolgu kalጐnlጐᇰጐnጐn artmasጐ ile gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddetinin 

arttጐᇰጐ gürülmektedir. Yine, dolgu malzemesinin elastisite modülü ( 2E ), dolguyu saran 

malzemenin elastisite modülü ( 1E ) ‘nden küçük alጐndጐᇰጐnda gerilme deᇰerleri boᗰluk için elde 

edilen gerilme deᇰerlerine asimtotik olarak yaklaᗰmaktadጐr. 

ᗠekil 3.6 ’da dolgu malzemesinin sabit kalጐnlጐᇰጐ ve bu dolgu malzemesinin farklጐ 1x  

yönündeki üç uzunluᇰu için elastisite modül oranጐnጐn deᇰiᗰimi incelenmiᗰtir. Dolgu 

malzemesinin elastisite modülü )(E2 , onu saran malzemenin elastisite modülünden )den'(E1  

küçük olduᇰu durumlarda aynጐ malzemenin aynጐ ölçülerde delik içermesi durumundan elde 

edilen gerilme yayጐlጐmጐna yakጐn deᇰerler elde edilmektedir. p/22σ  gerilmesi yayጐlጐmጐnda 

delik ucu bölgesi civarጐnda gerilme deᇰerleri herhangi bir delik ya da dolgu malzemesi 

içermemesi durumundaki gerilme deᇰerlerinden önemli ölçüde farklanmaktadጐr. Bu durum 

dolgu malzemesinin 1x  yönündeki uzunluᇰu arttጐkça yani sጐnጐr bölgelerine yaklaᗰtጐkça (ᗠekil 

3.6a), sጐnጐr koᗰullarጐnጐn etkisiyle gerilme yጐᇰጐlmalarጐ daha da büyümektedir. Dolgu 

malzemesinin 1x  yönündeki boyutu küçüldükçe (ᗠekil 3.6c) gerilme ᗰiddetleri de 

azalmaktadጐr. 
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(c) 

ᗠekil 3.6 p22σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) 139.0E =l  durumunda;            

b) 250.0E =l  durumunda; c) 361.0E =l  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) 

ᗠekil 3.7 p11σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) 139.0E =l  durumunda; 

b) 250.0E =l  durumunda; c) 361.0E =l  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 3.6 ’da p/22σ  için elde edilen etkiler benzer ᗰekilde  ᗠekil 3.7 ’de p/11σ  gerilmesi 

yayጐlጐmጐnda görülmektedir. ᗠekil 3.7 ’de p/11σ  gerilmesi yayጐlጐmጐnda dolgu malzemesinin 

1x  yönündeki uzunluᇰu sጐnጐr bölgelerine yaklaᗰtጐkça (ᗠekil 3.7a), sጐnጐr koᗰullarጐnጐn etkisiyle 

gerilme ᗰiddetleri daha da büyümektedir. Dolgu malzemesinin 1x  yönündeki uzunluᇰu sጐnጐr 

bölgelerine uzaklaᗰtጐkça (ᗠekil 3.7c) gerilme yጐᇰጐlmalarጐ da azalmaktadጐr. 
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(c) 

ᗠekil 3.8 p12σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) 139.0E =l  durumunda; 

b) 250.0E =l  durumunda; c) 361.0E =l  durumunda l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 3.8 de dolgu/deliᇰin sabit kalጐnlጐᇰጐ fakat üç farklጐ El  parametresi deᇰerinde elastisite 

modül oranጐ deᇰiᗰimi için p12σ  gerilmesinin yayጐlጐmጐ verilmektedir. Bu grafiklerden 

görüldüᇰü gibi, El  parametresinin en büyük deᇰerinde en büyük gerilme deᇰeri elde 

edilmektedir. Diᇰer grafiklerde verilen özellik ( 2E  nin 1E  ‘den küçük alጐndጐᇰጐnda gerilme 

deᇰerleri boᗰluk için elde edilen gerilme deᇰerlerine asimtotik olarak yaklaᗰmaktadጐr) bu 

grafikler içinde aynen geçerlidir. 

ᗠekil 3.9 da, ᗠekil 3.8 de verilen gerilmelerin bu kez l2x  ye göre grafikleri verilmektedir. 

Bu grafiklerden de en büyük delik boyutunda en büyük gerilme deᇰerlerinin elde edildiᇰi 

görülmektedir. 
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(c) 

ᗠekil 3.9 p12σ  gerilmesinin farklጐ elastisite modülü oranlarጐnda a) 139.0E =l  durumunda; 

b) 250.0E =l  durumunda; c) 361.0E =l  durumunda farklጐ l1x  kesitlerinde l2x  ye göre 

grafikleri. 
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4. DጀKDÖRTGEN DELጀK ጀÇEREN ÖNGERጀLMELጀ ᗠERጀT-LEVHA 

4.1 Giriᗰ 
Yapጐ elemanጐ bileᗰenlerinin gereken uzunluktan kጐsa ya da uzun olmasጐ durumunda, bu 

bileᗰenlerin zorla birbirine tutturulmasጐ nedeniyle, istemeyerek, yapጐ elemanጐnda iç gerilmeler 

oluᗰturulmuᗰ olunur. Henüz hiç bir yükleme yapጐlmadan sadece montaj esnasጐnda oluᗰan bu 

iç gerilmelere öngerilme denir. Bu öngerilmeler belirli bir deᇰeri aᗰmadጐᇰጐ müddetçe tehlikeli 

durumlar yaratmaz, aksi halde yapጐ elemanጐnda ezilme, kopma gibi durumlarጐn ortaya 

çጐkmasጐna neden olurlar.  

Bunun dጐᗰጐnda teknolojide öngerilmeler,  bazጐ durumlarda avantaj saᇰlamak amacጐyla, yapጐ 

elemanጐnda isteᇰe baᇰlጐ olarak oluᗰturulurlar. Örneᇰin eᇰilmeye karᗰጐ, çekme iç gerilmesi olan 

bir elemanጐn mukavemetinin daha fazla olmasጐ gibi. Bu tür uygulamalar uygun bileᗰenlerin 

mukavemetini artጐrጐcጐ olarak askeri malzemelerde (çeᗰitli zጐrhlar) ve çeᗰitli makine 

parçalarጐnጐn kaplamalarጐnda kullanጐlmaktadጐr. Bu nedenlerle, öngerilmeli yapጐ elemanጐ ya da 

bileᗰenlerinin, bu öngerilmeye baᇰlጐ olarak mekanik özelliklerinin önceden belirlenmesinde 

mühendislik ve tasarጐm açጐsጐndan büyük yarar vardጐr. 

Literatürde bu konuda mevcut teorik araᗰtጐrma çok kጐsጐtlጐ olup ancak basit durumlarda ele 

alጐnabilmiᗰtir. Örneᇰin, belirli formda delik içeren bir yapጐ elemanጐnda, dጐᗰ yükler etkisinde 

delik civarጐnda oluᗰacak olan gerilme yጐᇰጐlmalarጐna, ön gerilmenin nasጐl etki gösterdiᇰini 

ortaya çጐkaran ᗰu ana kadar hiç bir araᗰtጐrmaya rastlanጐlmamጐᗰtጐr. Bu tür araᗰtጐrmalarጐn 

mühendislik açጐsጐndan pratikte çok önemi vardጐr ve bu durumlarda, daha önce yapጐlan 

çalጐᗰmalarda, klasikte uygulanan süperpozisyon yönteminden, yani öngerilmelerin ve yükün 

ayrጐ ayrጐ etkimeleri durumunda klasik teoriden elde edilen çözümlerin süperpozisyonundan 

yararlanጐlmaktadጐr. Oysa süperpozisyon yöntemi ancak lineer durumlarda yani, meydana 

gelen olaylar lineer denklemlerle yazጐlabildiᇰi durumlarda geçerlidir. 

Çoᇰunlukla öngerilmelerin oluᗰtuᇰu durumlarda, bunlarጐn etkisinin göz önüne alጐnabilmesi ve 

incelenebilmesi çok zor, hatta bazen imkansጐz olan lineer olmayan sጐnጐr deᇰer problemleriyle 

karᗰጐlaᗰጐlጐr. Ancak öngerilmelerin ortamdaki yükün etkisinden dolayጐ oluᗰan gerilmelerden 

deᇰerce çok büyük olmasጐ durumunda, bu olaylar söz konusu lineer olmayan denklemlerin 

lineerleᗰtirilmesi ile incelenebilir. Böyle durumlarda lineerleᗰtirilen denklemlerde 

öngerilmeler sጐfጐr alጐndጐᇰጐnda klasik alan denklemleri elde edilmektedir. Verilenler açጐsጐndan 

tezde bu kጐsጐmda yapጐlan araᗰtጐrmalar, ele alጐnan yüklemede öngerilmenin, delik içeren ᗰerit-

levhadaki gerilme yጐᇰጐlmasጐna etkilerinin incelenmesi ilk teᗰebbüsleri oluᗰturmaktadጐr. 
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4.2 Literatür Özeti 
Literatürde öngerilmeli yapጐ elemanlarጐna ait çok az sayጐda yayጐna rastlanmጐᗰtጐr. Bu konudaki 

ilk teorik temeller Biot (1965) ve Guz (1983a) tarafጐndan yapጐlmጐᗰtጐr. Yapጐlan çalጐᗰmalarda 

bulunan sonuçlar Guz (1983a) ‘un kitabጐnda yer almaktadጐr. Çatlak içeren ortamlarda (sonsuz 

düzlemde ve üçboyutlu uzayda), çatlak boyunca çekme veya basጐnç öngerilmesi verildiᇰinde 

çatlak kenarlarጐna etki gösteren kuvvetlerden dolayጐ ortaya çጐkan gerilme yጐᇰጐlmalarጐna ve 

Gerilme Yጐᇰጐlmasጐ ᗠiddeti (SIF) ‘ne ait araᗰtጐrmalar Guz (1983a) ‘da verilmiᗰtir. Adጐ geçen 

araᗰtጐrmalarጐn geniᗰ özetleri Guz (1983b), (1990), (1992), (1996a), (1996b) makalelerinde ve 

Guz (1999) kitabጐnda da verilmektedir. 

4.3 Dikdörtgen Delik ጀçeren Anizotrop ᗠerit-Levhanጐn Eᇰilmesi Problemi 

4.3.1 Ele Alጐnan Problemin Matematiksel Modeli 
Ele alጐnan ᗰerit-levhanጐn geometrisi ᗠekil 4.1a da görüldüᇰü gibidir, problemin çözüm bölgesi 

olan bu taralጐ geometrik bölgeyi Ω  ile iᗰaret edelim. Dikdörtgen delik içeren öngerilmeli ᗰerit 

levhaya ait ele alጐnan problemin matematiksel modeli iki aᗰamalጐ olarak verilecektir.  
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(c) 

ᗠekil 4.1 Ele alጐnan yapጐ elemanጐnጐn a) yüksüz durumu ( 0ij =σ , 0ij =ε ), b) öngerilmeli 

durumu ( 0)0(
ij ≠σ , 0)0(

ij ≠ε ), c) öngerilme ve üstten yüklenmesi durumu 

( )( )0(
ij

)1(
ij

)0(
ijij σσ+σ=σ , )( )0(

ij
)1(

ij
)0(

ijij εε+ε=ε ). 

Birinci aᗰamada; ᗰerit-levhanጐn karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan basit mesnetle tutturularak ᗠekil 4.1b 

‘de gösterildiᇰi gibi, yoᇰunluᇰu q olan düzgün yayጐlጐ yükle çekilmesi ve bu çekmeden dolayጐ 

oluᗰan gerilmelerin yani, öngerilmelerin bulunmasጐ, ikinci aᗰamada ise (ᗠekil 4.1c), bu 

öngerilmeli ᗰeritin üst yüzeyine yoᇰunluᇰu p olan düzgün yayጐlጐ yükün etkisinden dolayጐ 

oluᗰan gerilmelerin qp <<  varsayጐmጐ altጐnda belirlenmesidir. Amaç, ikinci aᗰamadaki 

yüklemeden dolayጐ oluᗰan gerilmelere adጐ geçen öngerilmelerin nasጐl etki edeceᇰinin 

incelenmesidir. 

Nonlineer alan denklemlerinin lineerleᗰtirilmesi: 

Lineer elastik bir cisimde geometrik lineer olmayan alan denklemleri, küçük ᗰekil deᇰiᗰtirme 

halinde izotrop, homojen ortamlar için; 
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ᗰeklinde yazጐlጐr (Green ve Adkinson (1960)). Burada ij
j
i δ=δ  Kronecker sembolü, 
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i, ⋅
∂
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=⋅  ve ix  ‘ler Lagrange koordinatlarጐdጐr. (4.1) eᗰitliklerinde 
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yazጐlarak, qp <<  olduᇰuna göre, 
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eᗰitsizliklerinin saᇰlandጐᇰጐ kabul edilecektir. )0(
ijσ , )0(

ijε , )0(
iu  büyüklükleri için klasik lineer 

elastisite teorisinin alan denklemlerinin saᇰlandጐᇰጐ kabul edilecektir. Burada )1(
ijσ , )1(

ijε , )1(
iu  

‘ler yüzeydeki yoᇰunluᇰu p olan düzgün yayጐlጐ yüklemeden dolayጐ oluᗰan gerilme tansörü 

bileᗰenleridir. )0(
ijσ , )0(

ijε , )0(
iu  ‘ler ise ᗰerit-levha kenarlarጐndan basit mesnetle tutturularak, 

düzgün yayጐlጐ q yükü ile çekildiᇰinde oluᗰan gerilme, ᗰekil deᇰiᗰtirme ve yer deᇰiᗰtirme 

bileᗰenlerini göstermektedir. (4.2) eᗰitliᇰi (4.1) de kullanጐlጐrsa, 
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bulunur. (4.3) ile verilen ve 1u )0(
n,i << , in

)0(
n,iin u δ≈+δ  eᗰitsizlikleri yukarጐdaki kabuller 
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eᗰitliᇰi elde edilir. Burada, diᇰerlerine göre bir mertebe küçük ( )1(
n,i

)1(
jn uσ )  terimler ihmal 

edilirse, 
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bulunur ve incelenen durumda in
)0(

n,iin u δ≈+δ  olduᇰu için, 
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eᗰitliᇰi elde edilir. (4.1) eᗰitliklerinde (4.2) kullanጐlarak, 
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ijijkkij 2µε+δλε=σ                                                                                                            (4.10) 

ile verilen lineerleᗰtirilmiᗰ geometrik ilgiler ve Hooke kanunlarጐ yazጐlabilir. Burada basitlik 

için izotrop ortamlara ait olan Hooke kanunu verilmiᗰtir. Ancak ifade edilenler 

genelleᗰtirilmiᗰ Hooke kanunu (yani, anizotrop ortamlar) için de aynen geçerlidir. ᗠimdi ele 

alጐnan problemin birinci aᗰamadaki (bu aᗰamaya ait büyüklükler üst indis (0) ile iᗰaret edilsin) 

ve ikinci aᗰamadaki (bu aᗰamaya ait büyüklükler üst (1) indisi ile iᗰaret edilsin) alan 

denklemleri ve sጐnጐr koᗰullarጐnጐ ayrጐ ayrጐ ele alalጐm. 

1. aᗰama; Öngerilmelere ait alan denklemleri ve sጐnጐr koᗰullarጐ  (ᗠekil 4.1b) aᗰaᇰጐdaki 

gibidir.  
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Burada UBA hhhh ++=  dur. 

2. aᗰama; Öngerilmeli ᗰerit-levhanጐn üstten yüklenmesi durumuna ait alan denklemleri ve 

sጐnጐr koᗰullarጐ  (ᗠekil 4.1c) aᗰaᇰጐdaki gibidir.  
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ᗠimdi yukarጐda matematiksel formülasyonu verilen problemlerin çözümünde kullanጐlan sonlu 

eleman formülasyonlarጐnጐ ele alalጐm. 

4.3.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi ile Modelleme 
1. aᗰama: (4.11) ile verilen problemin sonlu eleman formülasyonu,  
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fonksiyoneli yardጐmጐyla ve Ritz tekniᇰi kullanጐlarak Kጐsጐm 2.3.2 de verildiᇰi ᗰekilde 

yapጐlacaktጐr. 

2. aᗰama: (4.12) de verilen denklemlerde bazጐ iᗰaretlemeler kabul edelim. Bunlar, 
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burada, 
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dir. Yeni iᗰaretlemelere göre denge denklemleri ve sጐnጐr koᗰullarጐ,  
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olur. (4.16) sጐnጐr deᇰer probleminin sonlu eleman formülasyonu için aᗰaᇰጐdaki fonksiyoneli 

ele alalጐm. 

∫∫∫ =Ω

−













∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Π

l

0
1

hx
)1(

221
2

)1(
2)1(

22
2

)1(
1)1(

21
1

)1(
2)1(

12
1

)1(
1)1(

111 dxpudxdx
x
u

T
x
u

T
x

u
T

x
u

T
2
1

2
 (4.17) 

Bu fonksiyonelin birinci varyasyonunun sጐfጐra eᗰitliᇰinden  
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(4.16) da verilen denge denklemleri ve gerilmelere göre sጐnጐr koᗰullarጐnጐn elde edildiᇰini 

gösterelim. 
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(4.19) ‘un birinci varyasyonu, 
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(4.20) de, 

mnjiijnm ω=ω                                                                                                                      (4.21) 

olduᇰu göz önüne alጐnarak (4.20) ifadesi düzenlenirse, 

=⋅δ∫∫
Ω

21dxdx)(
2
1

+













∂

∂
δ





















∂

∂
ω+

∂

∂
ω+

∂

∂
ω∫∫

Ω 1

)1(
1

2

)1(
2

1122
2

)1(
1

1112
1

)1(
1

1111 x
u

x
u

x
u

x
u

 



 

 

58

+













∂

∂
δ















∂

∂
ω+

∂

∂
ω+

∂

∂
ω

2

)1(
2

1

)1(
1

2211
1

)1(
2

2221
2

)1(
2

2222 x
u

x
u

x
u

x
u

 

+













∂

∂
δ















∂

∂
ω+

∂

∂
ω+

∂

∂
ω

2

)1(
1

2

)1(
1

2112
1

)1(
2

2121
1

)1(
1

2111 x
u

x
u

x
u

x
u

 

21
1

)1(
2

2

)1(
2

1222
1

)1(
2

1221
2

)1(
1

1212 dxdx
x

u
x
u

x
u

x
u





















∂

∂
δ















∂

∂
ω+

∂

∂
ω+

∂

∂
ω = 

=




























∂

∂
δ+














∂

∂
δ+














∂

∂
δ+














∂

∂
δ∫∫

Ω
21

2

)1(
2)1(

22
2

)1(
1)1(

21
1

)1(
2)1(

12
1

)1(
1)1(

11 dxdx
x
u

T
x
u

T
x

u
T

x
u

T  

( ) ( ) ( )∫∫
Ω 






−δ

∂
∂

+δ
∂

∂
−δ

∂
∂

+δ
∂

∂
−δ

∂
∂ )1(

1
)1(

21
2

)1(
2

2

)1(
22)1(

2
)1(

22
2

)1(
1

1

)1(
11)1(

1
)1(

11
1

uT
x

u
x

T
uT

x
u

x
T

uT
x

 

( ) 21
)1(

2
1

)1(
12)1(

2
)1(

12
1

)1(
1

2

)1(
21 dxdxu

x
T

uT
x

u
x

T






δ

∂

∂
−δ

∂
∂

+δ
∂

∂
− = 

∫∫
Ω 





+δ













∂

∂
+

∂

∂
−δ














∂

∂
+

∂

∂
− )1(

2
2

)1(
22

1

)1(
12)1(

1
2

)1(
21

1

)1(
11 u

x
T

x
T

u
x

T
x

T ( ))1(
2

)1(
121

)1(
11

1
uTuT

x
δ+δ

∂
∂ + 

( ) 21
)1(

1
)1(

21
)1(

2
)1(

22
2

dxdxuTuT
x 




δ+δ
∂

∂  

olur. Buradan (4.18) ‘den, 

 

∫∫
Ω 





+






δ













∂

∂
+

∂

∂
−δ














∂

∂
+

∂

∂
− 21

)1(
2

2

)1(
22

1

)1(
12)1(

1
2

)1(
21

1

)1(
11 dxdxu

x
T

x
T

u
x

T
x

T
 

( ) +δ+δ∫
=

=
2

h

0

x

0x
)1(

2
)1(

12
)1(

1
)1(

11 dxuTuT
1

1

l ( ) +δ+δ∫
+ −=

=

BA

A

L1

L1

hh

h
2

xx

xx
)1(

2
)1(

12
)1(

1
)1(

11 dxuTuT
l

 



 

 

59

( ) +δ+δ∫
=

=
1

0

hx

0x
)1(

1
)1(

21
)1(

2
)1(

22 dxuTuT
2

2

l ( )∫
− +=

=
δ+δ

L

L

BA2

A2

x

x
1

hhx

hx
)1(

1
)1(

21
)1(

2
)1(

22 dxuTuT
l

 

∫ =
δ−

l

0
1

hx
)1(

2 dxup
2

=0                                                                                                        (4.22) 

bulunur. (4.22) de basit mesnet sጐnጐr koᗰulundan 0u
;0x
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= l
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i +δ  ‘lerin katsayጐlarጐ sጐfጐra eᗰitlenirse (4.12) veya (4.16) ‘de 

verilen sጐnጐr deᇰer problemine ait alan denklemeleri ve gerilmelere göre sጐnጐr koᗰullarጐ elde 

edilir. Buradan sonlu eleman formülasyonunda kullanጐlan rijidlik matrisinin bileᗰenleri için 

(2.9) da verilen )k(
ijK ’larጐn ifadesi: 
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    (4.23) 

olarak bulunur. 

4.3.3 Sayጐsal Sonuçlarጐn ጀncelenmesi 
Ele alጐnan yapጐ elemanጐn malzemesinin birbirini tekrar eden iki izotrop levhadan oluᗰan çok 

katlጐ kompozit malzeme olduᇰu ve bu levhalara ait malzeme sabitlerinin Kጐsጐm 2.4.3 deki gibi 

gösterildiᇰini kabul edelim. ᗠimdi ele alጐnan problemde elde edilen sayጐsal sonuçlarጐ ele 

alalጐm. 
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(c) 

ᗠekil 4.2 q)0(
11σ  öngerilmesinin a) ll hx 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ; c) ll 4hx 2 =  

kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 

ᗠekil 4.2a, b, c de q/)0(
11σ  öngerilmesinin sጐrasጐyla llll 4h;4h3;hx 2 =  kesitlerinde 

l1x  ye göre grafikleri verilmektedir. Her üç ᗰekilden de görüldüᇰü gibi 12 EE deᇰeri 

arttጐkça öngerilmenin ᗰiddeti de artmaktadጐr. ᗠekil 4.3a, b, c ve ᗠekil 4.4a, b, c de verilen 

sጐrasጐyla q/)0(
22σ  ve q/)0(

12σ  öngerilmesi için sጐrasጐyla ;6h5x 2 ll =  ll 4h;4h3  

kesitlerinde verilen grafikler için de benzeri bir durum söz konusudur. Ayrጐca q/)0(
22σ  

öngerilme grafiklerinde 12 EE  oranጐnጐn artmasጐ ile öngerilmenin delik ucu bölgesindeki 

ᗰiddetini düᗰürdüᇰü görülmektedir. ᗠekil 4.5 de ise q/)0(
12σ  öngerilmesinin l2x  ye göre 

grafiᇰi 236.0x1 =l  kesitinde verilmektedir. 
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(c) 

ᗠekil 4.3 q)0(
22σ  öngerilmesinin a) ll 6h5x 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ; c) ll 4hx 2 =  

kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) 

ᗠekil 4.4 q)0(
12σ  öngerilmesinin 1Eq  deᇰerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ;               

c) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 
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ᗠekil 4.5 q)0(
12σ  öngerilmesinin 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye göre grafiᇰi. 

ᗠekil 4.6-4.9 grafiklerinde kesikli çizgilerle 1E/E 12 =  ve sürekli çizgilerle 10E/E 12 =  

deᇰerleri gösterilmiᗰtir.  

ᗠekil 4.6 da p)1(
11σ  grafiklerinin yine, farklጐ öngerilme durumlarጐnda (yani farklጐ 1Eq  

deᇰerlerinde), farklጐ üç kesitte l1x ’ye göre grafikleri verilmektedir. Kesitin, ele alጐnan 

yapጐdaki deliᇰin altጐnda ya da üstünde seçilmesi durumuna göre gerilme yayጐlጐmጐ 

farklanmakta, fakat 12 E/E deᇰeri arttጐkça gerilme ᗰiddeti artmaktadጐr. 

Aynጐ özellik ᗠekil 4.7 de verilen p)1(
22σ  ve ᗠekil 4.8 de verilen p)1(

12σ  grafiklerinin 1Eq  

çekme kuvveti deᇰerinde, farklጐ üç kesitte l1x ’ye göre grafikleri içinde görülmektedir yani, 

12 EE  deᇰeri arttጐkça delik ucu bölgesinde meydana gelen gerilme yጐᇰጐlmasጐ ᗰiddeti mutlak 

deᇰerce p)1(
22σ  gerilmesinde düᗰmekte; p)1(

12σ  gerilmesinde artmaktadጐr. ᗠekil 4.9 da 
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p/)1(
12σ  gerilmesinin 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye göre verilen grafiᇰinde 12 EE  deᇰeri 

arttጐkça gerilme deᇰerinin mutlak deᇰerce arttጐᇰጐ görülmektedir. 
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(c) 

ᗠekil 4.6 p)1(
11σ  gerilmesinin farklጐ 1Eq  deᇰerlerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ,     

c) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) 

ᗠekil 4.7 p)1(
22σ  gerilmesinin farklጐ 1Eq deᇰerlerinde a) ll 6h5x 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ,  

c) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) 

ᗠekil 4.8 p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ 1Eq deᇰerlerinde a) ll 6h5x 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ; 

c) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki l1x  ye göre grafikleri. 



 

 

65

0 5 10 15 20

-7.6

-5.7

-3.8

-1.9

0.0

1.9

A UB

l

l

E

    h  =h  =h  =0.05

=0.250 

q/E  =0.001

q/E  =0.0005

q/E  =0.0001

σ   /

x  /   =0.236

100x  /

12 p

1

2

l

l

1

1

1

(1)

 

ᗠekil 4.9 p)1(
12σ  gerilmesinin 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye göre grafiᇰi. 
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(c) 

ᗠekil 4.10 p)1(
11σ  gerilmesinin farklጐ 12 EE deᇰerlerinde a) ll 6h5x 2 = ; b) ll 4h3x 2 = ; 

c) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda l1x  ye göre grafikleri. 
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Bundan sonraki bütün ᗰekillerde noktalጐ çizgiler ile gösterilen grafikler öngerilmesiz 

( 0Eq 1 = ) durumu, sürekli çizgiler ile gösterilen grafikler öngerilmeli ( 0Eq 1 ≠ ) durumu 

göstermektedir. 

ᗠekil 4.10 ‘da verilen grafiklerde farklጐ 12 EE oranጐ için öngerilmeli ve öngerilmesiz 

durumda üç farklጐ kesitte l1x  ‘ye göre p)1(
11σ  gerilmesinin grafikleri verilmektedir. 

Grafiklerden görüldüᇰü gibi, öngerilmenin olmasጐ gerilme ᗰiddetini mutlak deᇰerce önemli 

ölçüde düᗰürmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 4.11 p)1(
22σ  gerilmesinin farklጐ 12 EE deᇰerlerinde a) ll hx 2 = , b) ll 6h5x 2 = ;   

c) ll 4h3x 2 = ; d) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda    

l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) (d) 

ᗠekil 4.12 p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ 12 EE deᇰerlerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 6h5x 2 = ; 

c) ll 4h3x 2 = ; d) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda    

l1x  ye göre grafikleri. 
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ᗠekil 4.13 p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ 12 EE deᇰerlerinde 236.0x1 =l  kesitinde l2x  ye 

göre grafiᇰi. 
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Aynጐ ᗰekilde, ᗠekil 4.11 de p)1(
22σ  ve ᗠekil 4.12 de p)1(

12σ  ‘nin farklጐ 12 EE  deᇰerlerinde 

öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda l1x  ‘ye göre grafiklerinden de öngerilmenin 

olmasጐnጐn gerilme ᗰiddetini, mutlak deᇰerce, düᗰürdüᇰü görülmektedir. Yine ᗠekil 4.13 de 

verilen p)1(
12σ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰinden öngerilmenin olmasጐ durumunda 

gerilme deᇰerinin mutlak deᇰerce düᗰtüᇰü görülmektedir. 
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(c) (d) 

ᗠekil 4.14 p)1(
11σ  gerilmesinin farklጐ El  deᇰerlerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 12h11x 2 = ;    

c) ll 4h3x 2 = ; d) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda    

l1x  ye göre grafikleri. 
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(c) (d) 
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(e) 

ᗠekil 4.15 p)1(
22σ  gerilmesinin farklጐ El  deᇰerlerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 12h11x 2 = ;    

c) ll 6h5x 2 = ; d) ll 4h3x 2 = ; e) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve 

öngerilmesiz durumda l1x  ye göre grafikleri. 
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(e) 

ᗠekil 4.16 p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ El  deᇰerlerinde a) ll hx 2 = ; b) ll 12h11x 2 = ;    

c) ll 6h5x 2 = ; d) ll 4h3x 2 = ; e) ll 4hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve 

öngerilmesiz durumda l1x  ye göre grafikleri. 
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ᗠekil 4.17 p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ El  deᇰerlerinde l2x  ye göre grafiᇰi. 
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(c) (d) 

ᗠekil 4.18 p)1(
22σ  gerilmesinin farklጐ Bh  deᇰerlerinde a) ll 12h11x 2 = ;                             

b) ll 4h3x 2 = ; c) ll 4hx 2 = ; d) ll 6hx 2 =  kesitlerindeki öngerilmeli ve 

öngerilmesiz durumda l1x  ye göre grafikleri. 
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ᗠekil 4.14 ‘de p)1(
11σ  gerilmesinin farklጐ dikdörtgen delik uzunluklarጐnda öngerilmeli ve 

öngerilmesiz durum için l1x  ‘ye göre grafikleri verilmektedir. Burada El  dikdörtgen 

deliᇰin mesnet ile arasጐndaki mesafedir. Grafiklerden görüldüᇰü gibi El  mesafesi küçük 

olduᇰunda mesnet etkisi nedeniyle öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda elde edilen gerilme 

ᗰiddetleri arasጐndaki fark artmaktadጐr. Aynጐ yorumlar ᗠekil 4.15 de verilen p)1(
22σ  ve ᗠekil 

4.16 da verilen p)1(
12σ  gerilmesinin farklጐ El  deᇰerlerinde, beᗰ farklጐ kesitte verilen 

öngerilmeli ve öngerilmesiz durumlardaki l1x  ye göre grafikleri içinde verilebilir. Yani 

öngerilmenin olmasጐ gerilme ᗰiddetini mutlak deᇰerce düᗰürmekte ve dikdörtgen deliᇰe ve 

mesnetlere yaklaᗰtጐkça gerilme yጐᇰጐlmasጐnጐn ᗰiddeti artmaktadጐr. Aynጐ durum ᗠekil 4.17 de 

verilen p)1(
12σ  gerilmesinin l2x  ye göre grafiᇰinde de gerçeklenmektedir.  

ᗠekil 4.18 ‘de p)1(
22σ  gerilmesi grafikleri farklጐ Bh (dikdörtgen delik kalጐnlጐklarጐ) için 

öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda farklጐ dört kesitteki grafikleri verilmektedir. Deliᇰin 

kalጐnlጐᇰጐnጐn artmasጐ gerilme ᗰiddetini artጐrmakta ama öngerilmenin olmasጐ verilen Bh  

deᇰerindeki gerilme ᗰiddetini yüklemeye yakጐn bölgede önemli ölçüde düᗰürmektedir. 
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5. SONUÇ ve DEᇠERLENDጀRME 

Tez kapsamጐnda yapጐlan araᗰtጐrmalarda elde edilen sayጐsal sonuçlar ve deᇰerlendirmesi 

aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde maddelenebilir: 

1. Tez kapsamጐnda, yapጐsጐnda geometrik süreksizlik (dikdörtgen veya kare delik) veya 

malzeme süreksizliᇰi (dikdörtgen dolgu) içeren ᗰerit-levhalarda gerilme yጐᇰጐlmasጐna ait 

bazጐ sጐnጐr deᇰer problemleri lineer ve lineerleᗰtirilmiᗰ elastisite teorisinin kesin 

denklemleri çerçevesinde ele alጐnmጐᗰtጐr. 

2. Ele alጐnan sጐnጐr deᇰer problemlerinin çözümü sonlu elemanlar yöntemi yardጐmጐyla elde 

edilmiᗰtir. Bunun için gerekli algoritma ve programlar yapጐlmጐᗰ olup, herhangi bir hazጐr 

sonlu eleman paket programጐ kullanጐlmamጐᗰtጐr. 

3. Yapጐlan algoritma ve sonlu eleman programlarጐndan elde edilen sayጐsal sonuçlar özel 

durumda, literatürdeki uygun sonuçlar ile karᗰጐlaᗰtጐrጐlarak test edilmiᗰtir. 

4. Farklጐ (basit ve ankastre mesnet) mesnet koᗰullarጐ için dikdörtgen veya kare delik içeren 

kompozit ᗰerit-levhanጐn karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan çekilmesi veya üst yüzeyinden düzgün 

yayጐlጐ normal yükle eᇰilmesi problemleri ele alጐnmጐᗰ ve baᗰarጐyla çözülmüᗰtür. 

5. Tez kapsamጐnda, ilk kez, dikdörtgen ᗰeklinde geometriye sahip dolgu içeren sonlu 

boyutlara sahip ᗰerit-levhalarda gerilme yጐᇰጐlmasጐna ait problemler modellenmiᗰ ve 

karᗰጐlጐklጐ iki kenarጐndan ankastre mesnetli olmasጐ durumunda ᗰerit-levhanጐn üst 

yüzeyinden düzgün yayጐlጐ normal yük etkisinde eᇰilmesi problemi ele alጐnmጐᗰ ve baᗰarጐyla 

çözülmüᗰtür. 

6. Tez kapsamጐnda, ilk kez, dikdörtgen delik içeren öngerilmeli kompozit ᗰerit-levhalarda 

gerilme durumuna ait problemlerin matematiksel modellemesi, öngerilmenin ek 

yüklemeden çok daha büyük olduᇰu kabulü ile nonlineer elastisite teorisine ait kesin alan 

denklemleri lineerize edilerek  yapጐlmጐᗰtጐr. 

7. Öngerilmeli yapጐ elemanlarጐna ait sጐnጐr deᇰer problemlerinin çözümü için sonlu elemanlar 

yöntemi program ve algoritmalarጐ bazጐ açጐlardan geliᗰtirilmiᗰtir.  

8. Öngerilmeli yapጐ elemanlarጐ için elde edilen modelleme yardጐmጐyla, karᗰጐlጐklጐ iki 

kenarጐndan basit mesnetli dikdörtgen delik içeren öngerilmeli kompozit ᗰerit-levhanጐn 

eᇰilmesi probleminde, öngerilmenin, ᗰerit-levhanጐn malzeme ve geometrik 

parametrelerinin, levhanጐn yapጐsጐnda bulunan dikdörtgen delik çevresinde oluᗰan gerilme 

yጐᇰጐlmasጐna etkileri ayrጐntጐlጐ olarak incelenmiᗰtir. Öngerilmenin olmasጐ gerilme ᗰiddetini 
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düᗰürmektedir. 

Elde edilen bu sonuçlarጐn deᇰerlendirmesi aᗰaᇰጐdaki ᗰekilde özetlenebilir: 

1. Tez kapsamጐnda elde edilen sayጐsal sonuçlar, ele alጐnan ᗰerit-levhanጐn içerdiᇰi dikdörtgen 

deliᇰin keskin köᗰelere sahip olmasጐ nedeniyle, bazጐ nedenlerle ancak yuvarlatጐlmጐᗰ 

köᗰelere sahip dikdörtgen delik ele alጐnabilmiᗰ literatürdeki çoᇰu çalጐᗰmada elde edilen 

sonuçlardan daha  güvenilir olmaktadጐr.  

2. Yine tez kapsamጐnda, ilk kez, literatürde mevcut olmayan dikdörtgen dolgu içeren yapጐ 

elemanlarጐna ait sጐnጐr deᇰer problemleri ele alጐnmጐᗰ dikdörtgen dolgu içeren  ankastre 

tutturulmuᗰ ᗰerit-levhanጐn eᇰilmesi problemi incelenmiᗰtir. Elde edilen sonuçlar, 

literatürde ancak daire veya elips ᗰeklinde dolgu (inclusion) olarak modellenen ve pek çok 

alanda karᗰጐlaᗰጐlan dolgu problemleri için farklጐ bir bakጐᗰ açጐsጐ ve yenilik sunmaktadጐr. 

3. Lineer elastisite teorisi çerçevesinde modellenen delik ya da dolgu problemleri ele alጐnan 

örneklerde, ᗰerit-levhanጐn malzeme ve geometrik parametrelerinin dikdörtgen delik veya 

dikdörtgen dolgudan dolayጐ yapጐda oluᗰan gerilme yጐᇰጐlmalarጐna etkisi ayrጐntጐlጐ olarak 

incelenmiᗰ ve elde edilen sayጐsal sonuçlar kolay anlaᗰጐlጐr ᗰekilde çok sayጐda grafik ile 

verilmiᗰtir. 

4. Yapጐ elemanlarጐnጐn montajጐ esnasጐnda istemeden oluᗰan ya da bazጐ durumlarda yapጐ 

elemanጐ, makine parçasጐ veya çeᗰitli kaplamalarጐn, yükleme esnasጐnda, mukavemetini 

artጐrጐcጐ özelliᇰi gibi nedenlerle oluᗰturulan öngerilmelerin yapጐ elemanጐnጐn mekaniᇰine 

etkisinin önceden bilinmesi mühendislik sonuçlarጐ bakጐmጐndan mutlaka incelenmesi 

gerekli olan bir konudur. Fakat öngerilmeli yapጐ elemanlarጐnጐn incelenmesi ancak 

nonlineer elastisite teorisi çerçevesinde mümkün olur ve çoᇰu durumda elde edilen sጐnጐr 

deᇰer problemleri çözümü çok zor veya imkansጐz olur. Bu tez kapsamጐnda sonlu boyutlu 

dikdörtgen delik içeren öngerilmeli yapጐ elemanlarጐna ait problemlerin nonlineer elastisite 

teorisi çerçevesinde, öngerilmenin yüklemeden çok büyük olduᇰu kabulu ile modellemesi 

mümkün olmuᗰtur. 

5. Öngerilmeli yapጐ elemanlarጐ için elde edilen modelleme yardጐmጐyla, karᗰጐlጐklጐ iki 

kenarጐndan basit mesnetle tutturulmuᗰ dikdörtgen delik içeren öngerilmeli kompozit ᗰerit-

levhanጐn eᇰilmesi problemi baᗰarጐyla incelenerek ayrጐntጐlጐ sayጐsal sonuçlar verilmiᗰtir. 

6. Ele alጐnan sጐnጐr deᇰer probleminin formülasyonu lineer olmayan yaklaᗰጐm kullanጐlarak 

elde edildiᇰinden burada elde edilen sonuçlarጐn, öngerilmenin ve yükün ayrጐ ayrጐ yapጐ 

elemanጐna etkimesi durumunda klasik teoriden elde edilen çözümlerin superpozisyonu 
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yardጐmጐyla elde etmek mümkün deᇰildir. 

Yukarጐda ifade edilenlerden baᗰka, tezde teklif edilen ve geliᗰtirilen algoritmalarጐn ve 

programlarጐn öngerilmeli ve öngerilmesiz farklጐ delik ya da dolgu kombinasyonlarጐ ile farklጐ 

sጐnጐr koᗰullarጐ içeren pek çok sጐnጐr deᇰer problemine uygulanabilmesi, tezde yapጐlan 

araᗰtጐrmalarጐn önemini bir kez daha artጐrmaktadጐr. 
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