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OZET

Bu caliymada ongerilme etkisindeki tabakali bir yanm diizlemde, yiizeyde normal dogrultuda
ve zamana gore harmonik bir tekil yiikiin etkimesi durumunda olugan gerilme dagilimina
ongerilmelerin etkisi incelenmigtir. Lineer olmayan Cauchy hareket denkleminden yola
¢ikilarak elde edilen yonetici denklemler, ongerilmelerin siddetinin 6ngerilme durumunun
uzerine eklenen hareketten dolayr olusan gerilmelerin giddetinden yeterince biiyiik oldugu
kabuliine dayamilarak uygun sekilde lineerlestirilmigtir. Stasyoner durum gozoniine alindifi
igin problemin bagiml degiskenlerinin genlikleri zamana gore harmonik yapida olmakta ve
bu durum da parga tiirevli denklem sistemindeki bagimsiz degisken sayisim bir azaltarak ikiye
indirmektedir. Bu denklem sistemi yerdegistirme potansiyelleri kullamlarak aynidiktan
(dekuple edildikten) sonra iistel Fourier doniigimi uygulamrsa, bu potansiyelleri iceren ve
analitik ¢6ziimii elde edilebilen iki tane siradan tiirevli denklem elde edilir. Asil bilinmeyenler
olan gerilmeler ve yerdegistirmeler ise ters Fourier doniigimiiniin sayisal olarak yapilmas ile
elde edilmektedir. Formiilasyonu verilen model lineer olmayan yaklagim kullanilarak elde
edildiginden burada elde edilen sonuglan, ongerilmelerin ve yikiin ayrn ayn etkimesi
durumunda klasik teoriden elde edilen ¢oziimlerin siiperpozisyonu yardim ile elde etmek
miimkiin degildir. Tabaka kalinliginin, frekansin, tabaka ile yanm diizlemin elastisite
modiillerinin oranminin degigimlerinin gesitli éngerilme kombinasyonlarmin varh§ durumunda
gerilme dagilimlarna olan etkileri aragtinlmig ve pratikteki bazi mithendislik problemlerin
¢Oziimiine 151k tutacak sonuglara yer verilmigtir.

vi



ABSTRACT

The effects of initial stresses within an elastic stratified half-plane on the stress fields
superimposed by a harmonic point-perturbation source acting on the free surface in normal
direction, have been investigated. The governing equations of this phenomenon, derived
through non-linear Cauchy equations of motion, have been linearized regarding to the
assumption that the initial stresses are much greater than the induced harmonic stress fields in
amplitude. As it is the stationary case being interested in here, the amplitudes of the
dependent variables of the problem become harmonic, decreasing the number of the
independent variables from 3 to 2 in the governing system of partial differential equations.
When displacement potentials are employed, decoupling of this system into two discrete
partial differential equations is possible, and applying the exponential Fourier transformation
results in two ordinary differential equations, the analytical solutions of which can be
obtained straightforwardly. Then the unknown fields are obtained through inverse Fourier
transforms numerically. Although the mathematical model used is linear, having been derived
through a non-linear approach, it is not possible to obtain the same results by considering
these two states, when the initial stresses and the surface perturbation act individually, via the
principle of superposition. The effects of the variations in the layer thickness, the frequency
and the ratio of the modulus of elasticities, when there are different combinations of initial
stresses in sign, to the secondary stress field have been investigated and some results have
been given, supposed to enlighten some specific problems of engineering.

vit



1. GIR{S ve ONCEKI CALISMALAR.

Giiniimiiz teknolojisinin hemen tiim dallarinda siirekli ortamlar mekaniginin dinamik
problemleri ile karsilagildigindan bu alandaki bilimsel incelemelerin saysi katlanarak artmaya
devam etmektedir. Bu incelemelerin biyik bir kismum olugturan lineer problemlerin
sistematik sunum ve incelemeleri Ewing vd. (1957), Achenbach (1973), Eringen ve Suhubi
(19742;1974b) vd kaynaklarda yer almaktadir. Ancak tabiatta gergeklesen dinamik olaylarin
biiyilk bir kismmmin lineer olmamasi, siirekli ortamlanin lineer olmayan dinamik
problemlerinin aragtilmasina 6nem kazandirmaktadir ve bu problemlerin énemli bir kismu
Green ve Atkins (1960), Eringen (1964), Trusdell (1966)vd’de sistematik olarak incelenmistir.

Lineer olmayan problemlerden teori ve uygulama bakimlarindan incelenmesi 6nemli olan
konulardan birisi Ongerilmeli ortamlarin dinamigidir. Teknolojik gereksinmelerden dolay
yap1 elemanlaninda, tektonik veya sismik etkilerden dolayt arz1 olugturan tabakalarda, imalat
islemleri sirasinda kompozit malzemelerde ve biomekanikte ongerilmelerin  olustugu
durumlarda, bunlarin etkisinin gozonine alinmasimn gerekecegi agiktir, Boyle durumlarda
genellikle, incelenmesi ¢ok zor hatta bazen imkansiz olan lineer olmayan baslangic ve smur
deger problemleriyle karglagihr. Ancak ongerilmelerin ortamda dinamik etkiden dolayl
olusan gerilmelerden degerce ¢ok biiyiikk olmasi durumunda, bu olaylar sézkonusu lineer
olmayan denklemlerin lineerlestirilmesi ile de incelenebilir. Béyle durumlarda lineerlestirilen
denklemlerde ongerilmeler sifir alinirsa uygun klasik hareket denklemleri elde edilmektedir.

Ongerilmeli siirekli ortamlanin dinamigine ait yapilmig olan aragtirmalann kisa bir ozetini
vermek gerekirse, Oncelikle konuya ait genel bilgiler Green vd. (1952), Bergman ve
Shahbender (1958), Green (1963), Smitt (1963), Biot (1965), Fine ve Shield (1966), Tang
(1967), Mott (1971), Surhendu (1972), Wilson (1972), Wattson (1973), Chakraborty ve De
(1982), Guz (1999) v.b. kaynaklarda verilmigti. Konu ile ilgili aragtirmalar ¢ grupta
toplanabilir; i.Yuzey dalgalannin yayilimina ongerilmelerin etkisi, ii.Malzeme o6zelliklerinin
ongerilmeli ortamlarda dalga yayilimina etkisi ve iii.Yap1 elemanlarindaki &ngerilmelerin
dalga yayihmina etkisi. ilk gruptaki incelemelere 6rmek olarak; Hayes ve Rivlin (1961),
Wilson (1973a), Wagh (1974), Dey ve Addy (1977), Bhattacharya ve Sengupta (1978),
Chadwick ve Jarwis (1979a; 1979b; 1979¢c), Chattopadhyay ve Kar (1981), Chattopadhyay
vd. (1982), Chakraborty ve Dey (1980, 1982), Guz (1988) vd. gosterilebilir. Bu gruba ait
aragtirmalann bityik bir kisminin 6zeti ise Bagno ve Guz (1997) ‘de yer almaktadir. Ikinci

grupta toplanabilen ¢aligmalara 6rmek olarak Hayes ve Rivlin (1961), Toupin ve Bemnstein
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(1961), Crecraft (1962), Kostrov ve Nikitin (1969), Dey (1971), Belward (1972), Kurashige
(1972,1979), Weitsmann (1973), Rogers vd. (1976), Sawyers ve Rivlin (1978), Pan (1979),
Reismann ve Pawlik (1979), verilebilir. Ugiincii gruba da Ramakanth (1964), Suhubi (1965),
Chen ve Wright (1966), Demiray ve Suhubi (1970), Wilson (1973b,1977), Bradford ve Dong
(1975), Belward (1976), Bhattacharya (1977), Kladinoga ve Bogdanov (2000) 6rnek
verilebilir. Diger taraftan Ongerilmeli ortamlarda dalga yayilimna ait aragtirmalann biiyiik
¢ogunlugunu igeren sistematik bir inceleme Guz (1986a; 1986b) de yer almaktadir.

Yukandaki incelemelerin hepsinde ongerilmelerin, dalga yayihm hizinin onun uzunluguna
bagimhiligina (dispersiyon) olan etkisi veya ongerilmelerin Rayleighh, Love ve Stoneley gibi
yiizey dalgalarimin yayilma hizina etkileri incelenmigtir. Ongerilmelerin ortamda dinamik dig
etkiden dolayr olusan gerilme ve gekil degistirme yayilimlarina olan etkisini inceleyen
aragtirmalar ise ¢ok az sayida olup, 6rnek olarak Payton (1969,1971,1972), Koshman (1981a;
1981b) verilebilir. Sirasiyla bu iki yazara ait ¢aliymalarda ongerilmelerin yarim diizlemde ve
diizlemde dalga yayilimina etkileri aragtinlmistir. Az sayida galisma yapilmus olmakla beraber
bu konunun teori ve uygulama agisindan ¢ok yararh ve gerekli oldugu, tabakali bir yarim
dizlemde olusan dinamik gerilme yayilimina dngerilmelerin etkisinin bilinmesinin, kompozit
malzemeler mekanigi, jeomekanik ve maden yataklannin mekanigi agilanindan 6nemi
diisiiniildiigiinde, agtkga gorilmektedir. Dolayisiyla bu tezde incelelen, homogen 6ngerilme
etkisindeki tabakali yannm diizlemde, serbest yiizeyde etkiyen periyodik (harmonik) tekil dig
kuvvetten dolay1 olugan gerilme yayilimina bu ongerilmelerin etkisinin incelenmesi, teori ve
uygulama bakimindan 6nem kazanan giincel bir konudur ve burada yapilan galigmalar bu
konuya iligkin ilk incelemelerdir. Kaldi1 ki literatiirde, tezde incelenen problemlerin
ongerilmesiz (klasik) durumlarina ait sayisal incelemeler de ¢ok kisith veya olmayip bu
nedenle uygun klasik durumlar igin de —6zel birer durum olarak— uygulamalar yapilmstir. Bu

sOylenilenlerden fazla aynintiya girmeden tezdeki aragtirmamin amaglar $6yle 6zetlenilebilir.

1. Ongerilmesiz yanm diizlem igin klasik Lamb probleminin formiilasyonu, ¢6ziim
yontemlerinin agiklanmas ve literatiirde bulunamayan sayisal sonuglarin elde edilmesi.

2. Uygun lineerlegtirilmis hareket denklemleri ve sinir kogullariin elde edilerek 6ngerilmeli
ve tabakali yanm diizlem i¢in Lamb probleminin formiilasyonu,

3. Ustel Fourier doniisimii yardim ile uygun analitik elde edilmesi ve sayisal sonuglarin ters
Fourier doniigiimi ile bulunmas: igin gerekli bilgisayar programmin hazirlanmasi

4. Ongerilmelerin gerilme yayilimlarina olan etkilerini gosteren ¢ok sayida incelemenin

yapilarak sonuglann yorumlanmasi.
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2. KLASIK LAMB PROBLEMININ COZUM YONTEMLERAI.

Lamb probleminin ¢6ziimi hakkinda literatiirde genellikle yalmz yiizey yerdegistirmelerinin
dagihmi icin yaklagik asimptodik ifadelerin verilmesi ile yetinilmekte, biitiin yanm dizlemde
olusan gerilme ve yerdegistirme dagihmlarinin frekansa ve yiizeye olan uzakhga bagunh olan
degisimlerini aynntih olarak ortaya koyan grafiklere ise rastlamlmamaktadir. Bu bolimde
literatiirdeki bu eksii dolduracak kapsamda bir incelemenin yapilmas: amaglanmustir.
Egitliklerde indis notasyonu kullamlmi§ olup toplama uylasim (tekrarlanan indisler iizerinde
toplama) gegerlidir.

2.1 Problemin Tamimi ve Cdziim Ydntemi.

it
P, e

Sekil 2.1 Lamb problemi.

Sekil 2.1'de gosterilen Lamb probleminin yonetici denklemi ve stur kosullan

b

O\""U-)Uj,ji +uu, . =p i

c; =A06;+2ue; ,0=u, ijk=12 : 2.1)
€; =%(ui,j +uj,,.)

Glsz L =0 czzleo =-P, 5(x,) e 2.2)
u;,0; _— =0 §j=12 2.3)

seklindedir. Burada bilinen notasyon kullanlmigtir. Kiitle kuvvetlerinin olmadigi ve diizlem
sekil degistirme durumunun varhig kabul edilmigtir. Stasyoner durum gézoniine alindig igin,

{0 0,05 (0, 1,8, (5, OF = {802, ),8, (30,5, (k)™ j, k= 1,2 2.4)



4
yazilabilir. (2.4); (2.1)-(2.3) de kullamilirsa genlikler igin yonetici denklem ve suir kogullan,

A+ Zu)ﬁl,n UG, + P(D2 u, +(A+u) u,,=0

_ _ _ ) 2.5)
A+, +HU,y, +A+20)T,, +p0” U, =0
612‘,@:0 =0, 622‘!(2‘—‘0 =P, 3(x,) (2.6)
ﬁiab_;ij K30 =0 la.] = 1,2 (27)
seklinde elde edilir. Yerdegistirme vektoriinii ¢ ve W, potansiyelleri cinsinden veren,
U, =0; +e54 W (2.8)
esitlifi uyarnca U, =0 sifir oldugu igin,
=0t Vi, 2.9)
U, =@, V3,
yazilirsa (2.5)’e gore,

A+20W) 0, +p0’P=0

A+2W)0; +pa” o 2.10)

HV,; +pCD2W3 =0

esitlikleri bulunur. Lineer-elastik, homogen ve izotrop ortamda enine ve boyuna dalga hizlar,

7“+2 172 1/2
cL=( “) , cT:(E) (2.11)
p p

ve yavagliklar: (slowness),

a
=8 e (2.12)

olup buna gore (2.10),

_(—P_,ii +ki6:0

- , (2.13)
Wi +k; ;=0

seklinde yazilabilir. (2.13)e ve (2.6)-(2.7) ile verilen sinir kogullarina,



fo(k,x,) = [£x,,%,) €™ dx,

iistel Fourier doniisimii uygulamrsa,

61:,22 “(kz - kxz,) ¢, =0
iT’zp,zz - (k2 - k%)_‘VE)F =0

—G—uFLfo =0, 622le2=0 =-F,

=0 i,j=12

irsOiely, v
bulunur. (2.15) ‘in ¢oziimler,

9 =ouk)e™, Yy = P(k)e'™
yapisinda aranir ve,

v={k? -k2)V2 0 = - k2) "

kisaltmalan kullanilirsa,

n,=Fv,t, =%

bulunur. (2.17) ve Sekil 2.1’e gore r<0 ve t<0 olmalidir. Bu durumda,

0 =a(k)e™™
Yy = B(k) e o™

yazilir. Lineer elastik, homojen ve izotrop cisime ait biinye denklemleri,

c; =A08; +2pe; , O=u,,

g 2

ve lineer kinematik bagntilar,

1
€ = -2—(ui.j +Llj,i)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

olup (2.9) uyannca gerilme tansoriiniin bagimsiz bilegenleri yerdegistirme potansiyellerine,



G =(A+ 2w (_kz 0 —-ik Yip.s )+A (51-‘,22 +ik Wf_sF.z)
Cpr = (A +2u) (61?,22 +ik T‘7317,2)“*‘ A (—kz e -1k W3F,2)
G = (-21k Py, + Vs + k* W)

esitlikleri ile baglanabilir ve ayrica yine (2.9)'a gére,

Uy = -ik [ +W3F,2
Uy = 51:,2 +ik —\l—st

esitlikleri yazilabilir ve (2.21) yardim ile,

U, = -ikak)e™ —v' pk)e ™™
T,; = —valk)e™ +ik pk)e™™

ve,

S = A+ 20K + 20 Jalk) e +2ipk o' BR) e
Cpp = [(2.+ 2u) vl -2\ kz] a(k) eV —2ip kv B(k) e_o’xz

Spar = 2ipkva(k)e ™ +p (2K —k})pllye ™™

bulunur. a(k) ve B(k)'nmn belirlenmesi igin (2.16) ile verilen siir sartlan kullamlirsa,

{21(’ k2 -2ik u] {a(k)} ) {— P, /u}
2ikv  2k? —k3 || B(k) 0
lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir ve,
A(k) = (2k? - k2)? —4k*v 0

denilirse ¢oziim,

N Y S

=0 T Am

v -—i—P"— 2k v oV
T Ak)

olarak elde edilir ve (2.26) ve (2.27) yardimu ile,

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



r U,

- B (2k* -k2)e™2 - 2vv'e

T A(k)
_ P, (2k*-kZ)e ™ —2k* ™™
Uyp =
u Ak)
Ve,

s B [(),+2u)k2 -Av® ](Zk2 ——ki) e —4uk’vv'e™™

nr = W 5O
G = —0[ (+2u)v” +7&k2](2k2 k2) e +4uk’ vu'e™
H A(K)
2 2 Xy -U'%,
G =1P, Zk(Zk —kT) V(e e )
Adk)

bulunur. (2.14) ’e ait ters doniigtim,
1 h —-ikx
£(x,,%,) === [fr(k,x,) e ™™ dk
27 -,

olup buna gore (2.32)—(2.36) 'dan,

2 2y a-V%p L 3 .
U, = ,“ [ZedE 200e e dk
21cu A(k)
2 2\ UKy 2 _-v'xy )
u, = ,f(Zk “kpe 2okl 7 g g
2wy 2 Ack)

ve,
_ _ P ]"-[(l +2u)k? - A v? ]ka - k%) e —4uk’ove™ R

TR A(k)

s D ]‘i[— (A +2u)0? +7yk2](2k2 —k?r) e +4uk’vve™

e dk
27 A(k)

o ik 22k (2k* —k2) v (—e ™™ +e7™)
2 o ) A(k)

e ™ dk

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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bulunur. Bu integraller siurlanmin sonsuzda olmast ve tekil nokualarinin bulunmasi nedeniyle
her iki bakimdan da has (proper) degildir ve analitik olarak hesaplanamazlar. Tekillik,

ky =— (2.43)
cR

olmak uzere tkr noktalarindadir. cg elastik bir cismin siuninda olugan Rayleigh dalgasinmn
yayilim iz olup (2.29) ile verilen ifadenin kokiidiir ve Poisson oramna bagh olmakla birlikte
yaklagik olarak 0,92 cr ‘ye egittir. Bu tekillik nedeni ile integrallerin ancak Cauchy anlaminda
defieri vardir. Esasen (2.28) ile verilen denklem sistemi homogen olarak dugtnilirse,
homogen smir kosullanmn varligs durumunda olugan 6zdeger probleminin ¢oziimiine karst
gelir. Integral sirlannin sonsuzda olmast, yerdegistirme ve gerilme fonksiyonlaninin Fourier

doniisiimiini haiz olma sartlanini saglamalan nedeniyle sayisal islemlerde sorun yaratmaz.
2.2 Yiizey Yerdegistirmelerinin Dagiimmm iki Farkh Yoldan Elde Edilmesi.

(2.38) ve (2.39) esitliklerinde x,=0 konulursa yiizeydeki yerdegistirmeler,

«© 2 1.2 _ ’ .
U, =il | 2k —ky Z2007y i gy (2.44)
27 <, Ak)
§,, = -0 fki D _ g gk (2.45)
2 5, Ak)
olarak bulunur. Burada,
2 _ 1,2 _ [ )
D)= 2K KT =200 i, (2.46)
Ack)
P(k) = k2 —L_¢in 2.47
W=k e @47

kisaltmalan yapilirsa, (2.44) ve (2.45) esitlikleri,

P, ¢
o £ (k) dk (2.48)

Uy =i

_ P, 7
U, =— szu [RZY (2.49)
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olarak yazlabilir. Bu integraller analitik olarak hesaplanamadiklarindan sayisal olarak
hesaplanip, karmagik diizlemde hesaplanacak degerleri ile kargilagtirilarak kontrol edilecektir.
2.2.1 Ters Fourier doniisiimiiniin direkt sayisal integrasyon ile yapilmas.

(2.46) ve (2.47) daki v ve v’ terimleri nedeni ile integrallerin ti¢ aralikta hesaplanacaktir.

i. 0<k<k;, durumu.

Bu durumda,
v=(k> -k =ikl -k*)"*=id (2.50)
o' =k -k3)"? =i(k: -k*)? =i ®’ 2.51)

esitlikleri kullamlir, Burada

O=(k? -k*)""? (2.52)
5= k) (2.53)

olmaktadir. Buna gore integrandlar bu arahkta,

2k - k2 +200" .

'ok) = 2.54
) (2k? —k2)* +4k> O’ @239)
(k) = k2 i i 2.55
) T K CKD)? TR YON (2.55)
yapisini kazanr ve (2.48) ve (2.49) yardim ile,
P, 't 2k -k +200
g, = k sin(kx, ) dk 2.56
o= ! @k iy rakt o <o) (2:36)
N A b .
U, =—-—— | k sin(kx, ) dk 2.57)

2mp 3 | (k7 -k} +4k% OO

bulunur. Tek ve gift fonksiyonlarn orijine gére simetrik araliklardaki belirli integrallerine ait

Ozelliklerden,
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= _PF 2kP-ki+4200
u()l

ksin(kx, ) dk 258

il @y rak oo ) 238)
', =0 2.59)
bulunur.

il. ki<k<kr durumu,

Bu durumda,
v=(k*-k?)"? (2.60)
v =k -k =id (2.61)

esitlikleri kullalir. Buna gore integrandlar bu aralikta,

2k? —kI —2vi 0’ I e

2ok) = 2.62
® (2k* -k2)* - 4k? vi 0’ (2.62)
Z\P k) = L e—ikx, 2.63
= (2k2 k2)? -4k’ vi v’ (2.63)
yapisindadir. Bu esitliklerin pay ve paydalan, paydanin karmagik eslenigi ile carpilirsa,
2 _ 1,232 _~: 2 L2y A A2 2,2 nr2 ‘
2(k) = (2k* -k3) 212(2k : 4kT)004+?1-kz +8k“v° v (2k? ~k2)k e (2.64)
(2k?* —k3)* +16k* v* ¥’
2 2 1.2 A
(k) = K2 (2k2 k2) o+41:< :).\: ik, 2.65)
@k? -k2)* +16k* V2 O
bulunur ve (2.48) ve (2.49) yardimi ile,
3 }:f [ @ —i2)? +8K? v | singix,)
S T . (2k* -k2)* +16k* v* O
T (2.66)
2 1.2 'w 2 Af
(k> —k2)* +16k* v*
- T kf @ (2k® —k2)*veos(kx, ) +4k? v? O'sin(lx) 267
0= _kT : (Zkz kz) +16k4 2512 ’
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ve sonug olarak,

k 2 2 2 "12

_ Pk -k2) +8k% v

0 ( T k sin dk
o atukj. (k2 -k2)* +16k* v? O (o)

a P, 7, (2k* -k2)* v

U, = k cos dk
2 mp k{ T (2k*> -k3)* +16k* v’ 0 (fo5)

bulunur.

iii. kr<k durumu.

Bu durumda ilk verilen bagintilarda degisiklik yapma geregi yoktur.

2k -k -2vv' e
3®(k)= 21,2 g___ 2 [ ke‘kM
(2k® -k2) -4k’ vo
B\P( )__ U e~ikxl

T (2k? —k2)? - 4k% v

olup buradan (2.48)-(2.49) yardim ile,

© 2 3.2 !
T, POJ- 2k*~ki-2vv _k sin(kx, ) dk

Tmn @K -k2) -4k v

o0

U
kx, ) dk
kj T C10) Akt oy o)

bulunur. Sonug olarak yiizey yerdegistirmeleri,
Uy, :]ﬁm +2ﬁ0i +2ﬁ0i

ile hesaplanir.

2.2.2 Ters Fourier doniisiimiiniin karmagik fonksiyonlar yardum ile yapilmasi.

(2.46) ve (2.47) ile verilen ifadeler C=k+it karmagik degiskeni cinsinden,

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)
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o) =2 ﬁc; e 2.75)
() =k A—Zﬁ e ién (2.76)

seklinde yazilirsa (2.48) ve (2.49) ile verilen integraller karmagik diizlemde rezidii yontemi ile

hesaplanabilir. Bu durumda,

w©) =2 -k )" 2.77)
v = -k2)"” (2.78)
AG) = (20% —Kk2): ~ 402 vu' (2.79)

olur ve buna gore ®(() ve W(C) fonksiyonlarinin (tkg;0) da kutuplarimn, (tk;;0) , (1kr;0) da
ise dallanma noktalarinin var oldugu goriilir. Bu nedenle Cauchy teoreminin uygulanabilmesi
icin fonksiyon uygun kesimlerle holomorf hale getirilmelidir. Frekansin o=p—ic seklinde
karmagik kabul edilmesi kutup ve dallanma noktalarim gergel eksen Uzerinden alarak egimi
Im w/Re ® olan bir dogru tzerine tagir. (2.77) ve (2.78) uyarinca dért Riemann yaprag: olup
uygun yaprak, ¢ ve 3 potansiyellerinin x,—»o0 durumunda sonsuz deger almamalan igin

Reuv>0 ve Rev’>0 sartlarina goére belirlenir. Buna gore kesim cizgileri Rev=0,Rev’ =0

olmalidic. v’ =&* ~k? olduguna gore Rev =0 olmast igin,

-6’ -2ipo

o=k’ -t*+2ikt-2 _ <0, v’ eR (2.80)
CL
olmalidir. Buna gore,
ke=-22 kP20 (2381)
cL cL

sartlart saglanmalidir. Bunlardan ilki kesim ¢izgilerinin hiperboller olmast gerektigini, ikincisi
de hiperbollerin hangi pargalarinin kesim olarak kullanilabilecegini gosterir. Sekil 2.2
uyarinca hiperbollerin dolu g¢izilen pargalan lizerinde Rev=0veRev' =0, kesikli ¢izilen

pargalart izerinde ise Imv =0 veya Imv’ = 0 olmaktadir. Ciinkii bu kisimlarda,

(2.82)
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LRov~0
Rap>i
Hav'>0 /lmr—O
S ,,-z"::.’j'"-:_ A
imy>0 -
A \hﬂav"’.\
Moy < N Ime'=0
A[ ~
Rey={ \\

Sekil 2.2 Re o > 0 igin dallanma noktalar ve kesim gizgileri.

oldugundan v? veya v"? gergel ve pozitiftir. Hiperboliin 6megin Ak pargast iizerinde Imuv =0

oldugu i¢in sag yarim diizlemde Imvu ancak Ak iizerinden gegerken igaret degistirir (Sekil2.2)

C=k, +8e”,-m<B<x (2.83)

doniigimi yapilirsa,

.0
()= +((;2 - ki)”2 =(2k, 8)"* 2 =(2k, 8)"* (cos6/2 +isin 6/2) (2.84)

bulunur, ve Imvu’nin ilgili kesimin sol tarafinda pozitif sag tarafinda ise negatif oldugu
goriilir. Aym yaklagm Imv’ igin de yapilabilir. (8 agist k; noktasindaki tegetinden
Olgilecektir. Degisim aralifimin -g<G<rm olarak alinmasi hiperboliin dolu ¢izilen kisrmnt
kesmemesi igindir) Rev ve Rev’ ise biitiin diizlemde kesim ¢izgilerini kesmeyen uygun
yoriingelerin hi¢ birinde igaret degistirmez ve pozitiftir. Burada rezidii teoremini uygulamak
i¢in 6nce ® karmagpik almp Sekil 2.3'teki gibi bir gevre segilecek, sonra @ mun gergel olmast

limit durumu gézontine alinarak aramlan sonuglar elde edilecektir.

~—w

A £

Sekil 2.3 Integrasyon gevresi.
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Ornek olarak,

§o©) & =ﬁ+lf+ [+ +T Jcp(g) dC=2mi > Res (2.85)

o

integrali gozéniine alindifinda Sekil 2.3'e goére oOncelikle NH ve GM sonsuz yaylan

iizerindeki integraller, integrandda yer alan exp(-i{x;) terimi nedeniyle sifira esit olur ¢linkd,
1> .. exp(-ilx;) = exp[-i (k+it) x;] =0 (2.86)

olur. Bu durumda aramlan integraller,

ch(k) dk = —27tiRes|C:kR + ( }' + j }D({;) d¢ C(2.87)
T\P(k) dk=-2miRes| , + [ [+ | }\P(c) dt (2.88)

esitlikleri ile elde edilebilir. Buna gore,

_ . P . P .

Ug =1 2 :‘;q)(k) dk =i Zr ng(l) [- 27t1Res|§=kR +[ Lj + L_[ Jq)((;) dg} (2.89)
G o=_ Lo o T P oo .

B = o ki ;[ y(k)dk =— 2an k7 lim {— 2miRe s]% +[ Lj + L{ }‘P((;) dc} (2.90)
ve,

—- . P ) . ]

_ P , _

B =7 21t0u ks [3“13(‘ 2“‘Res'c=kk) +1o, +1g, ] (2.92)

yazilabilir. Kapali bolgedeki tek kutup olan (=kg. A({) 'mn birinci basamaktan sifir noktasi,
ve integrandlar M({)/N({) yapisinda oldugu i¢in rezidiller M(£)/N'({) yapisinda olup,

22 5 2
E.%Resm(c;)lm=kR'2k§_k%"2[(§fk':‘;) i) (2.93)
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2 42 Y/2
— (kR -kL) e"ikkxl

Li_[g Res \P(C)lgzk A'(k )

seklindedir. Burada,

Ak, ) =8k (2kZ —k%)—[SkR(ké ~-k2)"?

k, [k -2 20 —k2)"2 (k2 k2]
A'ky)

e (k)"
A'(ky)

H=-

tamumlamalan yapimugtir. Buna gore,

Li_xg Res [(D(C)] Ig:k

— _H e-—ikR Xy
R

K ~ikp %,

giir})Res[T(C)]|c:kR ==

yazilabilir. Buna gore (2.91) ve (2.92)'den yararlamlarak,
- P 0 —ikgx s P0
uy =——He ™" +1——(1 +1

01 1 27{“( o B(p)

eed P ~ikg X1 PO 2
U, = —1———Ke _HkT(IW +IB\V)

yazilabilir. $imdi kesim gizgileri tizerinde tamimlanan integraller,

v, = Imv > 0, Birinci ¢eyrek diizlemde
v; = Imv’ > 0, Birinci geyrek diizlemde
v, = Imv’ <0, Dordiincii ¢eyrek dizlemde

olmak tzere Sekil 2.4 yardim ile,

-2v, U] 26 —k2 +2v, V!
I Y1 T I M1

4k?{ k2 kz 172 4k3
+m (ky —k7)"™ 4k
R L

Q ZCZ—ki
s

Ll

L

’
—2v; V]

_ igx g
(zqz—kT)—M;zu,u; (z<;2—k§)2+4czolu;JCe -

2k* -k +2v, v}

(2.94)

(i, ~ki)"

(k.'l _kZ )1/2 (295)
R T

(2.96)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

I

—4k2 v, v} (Zk2 ~k%)z +45% v, v;

} ket ™ dg
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207 -k2 +2v, v}

207 -k2-2v, V]

0
L. =
o -iw{(ZCZ—k?r)z+4C2ulu; (2(;2-—k§)2——4(;20101
2k* —k3 -2v, V]

+j- 2k* —k2 +2v, V]

+I 2k’ -k2 -2vv]

ol (2k2——k§)z+4k2 v, V] (21(2——k§)2—4k2 v, v,
2Kk* —k2 ~ 20, V),

seklinde yazilabilir. OA; kenarinda vj; =—-v] oldugu igin sonug olarak,

ANCIE) I ) BTN

2k* -k2 +2v, v}

k 2 2 7
2k —-ki:-2vv
Iw+Iﬂ¢:f[ ; I -

k> -k2f -4K2vu, @K2-K2F +4C2 v

] Lo de

J ke'*™ dg

} kel ™ dg

} ke dk

Re »>0

7&3 >0

«

Imvy §U, solda
<0, sagda
Try y 70, solda
<0, sagda

Re vxg

ky
ky, 2 1.2 [ .
gk [ KOO g g
o (2k2 —k§)4 -16k* v’ v}
bulunur.
( Ims>0 tmp'>d
! Rey=0 Rey'=0 ImygmD [my'wDd ~
0!
HO veya HC
Oh veya CA
!
Lall £s AAl
B Al oo

Re ¥ >0

B

=0, solda
Y <0, sagda

=0, yukar
Imv «Dasapda
=0, yukan
<0,3538
Rey =0

Im

Im y

(2.102)

(2.103)

Sekil 2.4 Im ©=0 durumundaki kesim gizgilerine gore Im v ve Im v’ ’'niin isaretleri

Buna gore,

(2k* -kZ)vv;

2 kg
Uy, = ~—E°—H cos(kgx,)+ 2Poky I

yazilabilir. Benzer gekilde,

mp P (k2 -Kk2) -16k* v o}

k sin(kx,)dl

(2.104)
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- ( Y; Y itn g
o .ﬂ(zz;z Cf-4C o v @ k2)2+4C v uJe :
v, v,

% -ikxld
+£{(2k2 Kf -4kt v, v}, 2k k)2+45 "I"f}e C

=o -v, U, 16X
o d(zc ki +act o) @O -2 -4 Urul}e C

k
— Y _ U, -ikxg d
+H Gk —k2f +4Kku, v (2k? -K2f -4k v, v J e

> - v -ikx,d
+“§L‘: (k?-k2) -4 vu, @K -IEF +4K v } T

yazlirsa,

=2 e’ dg
o L (2 —k)z 427 v, V!
+2f hed e’* dk
> (2k2 —ki)z -4k* v, V]
ky, k2 u2 0'1 e-ikx, 7

+8 !: (Zkz

- k?r)4 ~16k* v* v

ve sonug olarak,

0
(*c —}—kz)“2 o g
ALY Fowswey vy ey ey CAlis
k
j( UI -1k xg dk
i G k2 f -4k vl
+8kf LA e’ ™ dk
> (22— K2} —16k* v? v}
bulunur. Buna gore,
P (kL v
I A 1
U, = uKsm(k X,) - - kj(zkz—ki)z—uzuu; cos(kx, ) dk

2 2 .7
+4j K vy, cos(kxl)dk)

212 ) -6kt v2up

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)
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yazilabilir. (2.104) ve (2.109) bagintlarinda yer alan integraler igin yaklagtk asimptodik
agtumlar elde etmek mimkindir, ancak bunlar x;>>1 igin gegerli olacaktir. Bu nedenle bu
egitliklerdeki integraller sayisal olarak hesaplanir. Bu kisimda verilen incelemelerin
bulunabilecegi 6rnegin Achenbach (1973) gibi bir ¢ok kaynakta yiizey yerdegistirmelerine ait
asimptodik ifadelerin verilmesi diginda sayisal sonug¢ bulunmamaktadir. Bu nedenle simdi

xz’nin keyfi bir degeri icin gerilme ve yerdegistirmeleri veren ifadeler elde edilecektir.

2.3. Yarmm Diizlemdeki Gerilme ve Yerdegistirmelerin Dagilim1.

Bu kisimda 6ncelikle uygun statik duruma ait problemin analitik ¢ozimii elde edilmis, sonra
dinamik duruma (Lamb problemi) ait kaynaklarda bulunamayan ve x;'nin keyfi degeri igin
gegerli olan gerilme ve yerdegistirme bagintilar ¢ikartilarak sayisal uygulamalar yapilmugtir.

2.3.1. Uygun statik durumun incelenmesi.

©=0 alinarak (2.1) ile verilen yonetici denklemler ile (2.2) ve (2.3) ile verilen siir kosullarina

(2.14) ile tammlanan tstel Fourier dontigimii uygulanirsa,

~(A+2w) k% U, FUU gy —1k A+ 1)Uy, =0

. _ . _ (2.110)
—ikA+ W)Uy, —pk" Uy +(A+20) Uy, =0
zeF[szo =0, GZZF[XZ=0 =-P, 8(x,) (2.111)
U, O . =0 ,Lj=12 (2.112)
bulunur. (2.110) esitliklerinden ilki x;'ye gore bir kere tiretilip ikincisinde kullanilirsa,
Uipa, — 2k’ Uy +kfup =0 (2.113)
bulunur. Bu homogen diferansiyel denklemin ¢6ziimii,
up=ae ™ +bx, e +ce* +dx, e (2.114)
olup (2.112) uyaninca,
k) x Tkl x ae ™ ™ +bx,e ¥ k>0
up=ae T 4bx,el =90 P (2.115)
ae *+bx,e ™ k<0
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yazilir. (2.115); (2.110) esitliklerinin ikincisinde kullanilirsa,

BZ:?\;«\':Z‘:L ’ 1“B2=x52u , Ax=ikB2(b-alk‘) , A, =—-1kB’blk| (2.116)

olmak tizere,
Ugra — (=B Uy = A () e ™M £ A, (k) x, e ™ 2.117)

esitligi elde edilir. Bunun genel ¢6ziimii, homogen ¢6ziim; (2.113) ile gézo6niine alindigindan

sifir oldugu i¢in 6zel ¢oziime esit olup, bu da 6rnegin siiperpozisyon ilkesi ile,

A A+3p e kix2
uzF:—l( N b+a{kl+b,kfx2) (2.118)
olarak bulunur. a ve b 'nin belirlenmesi i¢in (2.22) uyarinca,
‘FGzzF :(7\'4'2“)‘{%.2 —ikAug (2.119)
Opor =M (U, —tkuyg)
yazilip (2.111) kosullart kullanthrsa (2.115) ve (2.118) yardum ile,
k
a=—i-———Pi—— -—-£’9~U (2.120)
2k(A+p) 2u k
bulunur. Buna goére,
~[k]x, k
U _ife ——E—e——+ux2e“'*“"z (2.121)
2ul A+u k k
k x
u,, =20 __’“"2“17‘ e lin 4y g e (2.122)
T 2ut A+u k

esitlikleri elde edilir ve (2.37) uyannca,

| S i e"klxz 'kl elx "
o =i [ -2 Ly e ) e gk (2.123)
4 A+u k k

—e0



T ki . .
u, = P, j A+20 ,_’_e-p\]xz +x, o x| gmioy gpe
4T

—o0

ve bunlarin diizenlenmesi ile,

- 8wy A+p k k

-

g ~[k|x,
U, Ll I(— b S +Hx2e‘]k]x’J sin(kx, ) dk

© -kx,
F, I(— B e +x2e'k"2] sin(kx , ) dk

2rp s A+p kK
P, ¢ [A+2u K _upy, ~lkx,
u, = 81:u :'; (kﬂf%e Il +X, e I )cos(kxl)dk

o j(k+2ule‘kx2+xze“k"’ cos(kx, ) dk
2rp 5 LA+u k

(2.124)

(2.125)

(2.126)

bulunur. Burada € ¢ok kigiik bir sayi olup x,=0 noktasindaki tekilliin Cauchy anlaminda

etkisini hesaplamak igin alinan komsulugun s tammlar. (2.14), (2.22) ve (2.23)

esitlikleri birlikte kullanilirsa,

o, =-ik (?" + 2“) U +A Use s
CSur = (?" + zu)uzm —ikAug

Gpr=H (ulF,Z —ik u2F)
bulunur. Burada (2.121) ve (2.122) esitlikleri kullamilirsa,

onr =P, (—e"klxz +k|x, e'lk!xl)
Gopr =P, (e'|k|x2 +k| x, e"ki"*)

— 3 ~ k]
oL =-iP kx,e

bulunur ve (2.37) uyarinca,

L3

Oyp = j:(—e""‘2 +kx, e"““)cos(kx,)dk
0

= _P_T‘;I(e““2 +kx, e“"‘l)cos(kxl)dk

a0

oy = -%xz fe ksinfiox, ) d

<

(2.127)
(2.128)

(2.129)

(2.130)
(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)
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yazilabilir. Burada,

- j X2 oo kx )dk .X_2_+___. (2.136)
0 X,
L= ke cos(kx, )dk = (2.137)
=f ke Gy
I3 :J' oz sm(kx )dk = —);Z—)-{— (2138)
0 1 2
I =  ke™ sinfior,)dic = X2 (2.139)
0 (x1 +X2)2

esitlikleri kullamlirsa gerekli diizenlemeler yapilarak Sekil 2.5 yardimyla sonug olarak,
VX7 +xl
X2

X1

Sekil 2.5 § agisimin tanimlanmast.

2P, sin’* 9 cos* §

— (2.140)
T X,
4
oy =~ 2h0 088 (2.141)
T X,

2P, si ’
o, = - no sin chos S (2.142)
2

bulunur.

2.3.2. Dinamik durumun incelenmesi.

(2.38)-(2.42) esitlikleri

(2k* —kZ)e™ —2uv'e™™

k)= AK)

ke (2.143)



(2k? —k2)e ™™ — 2k’ e ™" o
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k)=
(k) e
A(k) - r(x + 2“)1{2 - v ](21(2 _ k%)e—uxz — 4y K2 oo’ e“"xz o
Ak)
B(k) = - (7» + 2u) vl +Ak? ](21(2 -k2 )e-ox2 +apk? o eV i
A(k)
iy = 2% r ko e ret)

A(k)
kisaltmalan kullanilarak su yapida yazilabilir;

P0°°
0(k) dk
2wi()

U, =i

P, ¢
= Qk)ydk
. 2w_jm()

_ P %
5, :—z—%l—jA(k)dk

_ P, %
on:?’s—u [B(K) dk

_  .P 7
=1—- | C(k)dk
G2 ‘275:.;()

1

1

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

Ug bolgedeki ™ O(k). k), "A(k), "B(k) ve "C(k) ,m=1,3 fonksiyonlan sdyle hesaplanr.

i. 0<k<kj, bblgesi.

Bu durumda,

v=(k?-k)"? =ik -k*)"* =id
U' - (kz _k%)I/Z :l(k—i _k2)1,'2 :i6,

esitlikleri kullanilir ve integrandlar bu aralikta,

(2k* -kZ)e ™ +200 e ™ .
(2k* —Kk2)* +4k* OO

'@(k) =

(2.153)
(2.154)

(2.155)
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2 k2 -i0x; _ 2 -il'%, N
N S S i) ST BN

'Q(k) = O Ky 1A 00 (2.156)
2 n 2 2 2 ~i0x, 2 A Ay, —i0x, )
LA GK) - [+ 2)k2 + 26 ]2(21( —k )e2 . :L'4uk 0 e™ i, @157
(2k* —k2)* + 4k
~2 2 2 2 ) —ibx, 2 A ar, 0%,
B = | (A +20)2 +ak !(2k2 k2)e - Ak O™ 2.158)
(2k* —k2)? +4k2 D0’
2 2 \a —i0x, —-iD'x, )
i 2K (2k2 - k2)0 (—e 0 4 1) — 2159)

(2k*> —k2)* +4k*> 00’

yapisim kazamir. (2.148)-(2.152) uyarinca (2.155) ve (2.159)'nin sanal, (2.156)-(2.158) 'in de
gergel kisimlan  kullamlacak ve tek fonksiyonlar etki etmeyecegi icin gozoniine
alinmayacaktir. Buna gore sonug olarak,

15 :P_ok (21(2—k%)cos(6x2)+ZUU'cos(f)’xz)

k sin (kx , )dk 2.160
V) (k> —K2)’ 14K 0O sin (x ) (2.160)
- =_PLkL(2k2— )sm( 0x,) - 2k? sin( 0'x,) . 6 cos (ix, ) dk 2.161)
ompy (2k* -k2)* +4k> O 0’ ‘
P kL. 2 2 2 2 2 ~ 2 A0 Ay
5, =_0_J-.(7L+ Wk’ +A0 ](2k2 kz)cos(u)j A):l—,4uk VL cos(oxz)cos(kxl)dk 2.162)
T Y (2k* -k2)* +4k* O

1= _ P T:(X‘le»l)ﬁz +7Lk2](2k2 k1) cos(x,) —4pk* 60 cos(v’x,)

coslkx, }dk (2.163
e (2k* —k2)? +4k* OO’ o, dk 2.163)

R 10
bulunur.

b. ki<k<kr bolgesi.

Bu durumda,

v=(k*~-k})" (2.165)
v =(k:-k*)"?=id (2.166)

esitlikleri kullamlir ve buna gore,
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2k -k2)e™ —20iv'e % _
‘o9~ (2k2T—)k2)2—4k20i6' o™ (.167)
T
2k* ~k2)e ™ —2k? e
20(k) = ¢ T ik 2.168
)= (2k* ~k2)? —4k* vi O’ (2.168)
2 _ 2 2 _ 1.2 ~UXgy 2 r —id'x,
p o LA F20)K2 —a 07 Jk2 —k2)e ™ —4pk?vide T
Alk)= (2K —K2) —4K2 01D © (2.169)
T
B 2 2 2 _1,2),vx 2., A1 —i0%, ]
ZB(k):[ (7L+2u)u +Ak !(sz 2k_T)e2 i‘}uk viv'e i (2.170)
(2k” —k3)* —4k* viv
2 _ 1,2 _ aUx, -i0'%, )
L Cek) = 2k 2k - k2 Jv (—e ™ +e ) i 21

(2k? —k2)? - 4k* vi O’

bulunur. (2.167)-(2.171) esitliklerinin pay ve paydalari, paydamin karmagik eglenigi ile
carptlip dizenlendikten sonra (2.148)-(2.152) uyarinca uygun sanal veya gergel kisimlar

alinir ve bunlarin iginden tek fonksiyon olan kisimlar atilirsa sonug olarak,

g = Po jf (k- k (2k2—k )= — 20 &' sin( 6'x,)]
T o (2k2 k2)* +16k* v 0’ 017
8k? v? 0" cos(0'x,) k sin (e, ) dk
(2k2 k2 ) +16k* v 0" 1
5 :}_)_o_kj (21(2 —k—f-)2 f(Zkz —l(i)e“‘”‘2 - 2k? cos(f)'xz)]
’ (2k? —k2)* +16k* v* §"” 01
8k* v O'sin( 0'x,) '
- (2k? - kz) T16k% v 22 5 Ucos(kxl)dk
_ JI @k k2 {lo+2m) k2 - A v?] (2K —K2) e —4uk? v 6’ sin(d'x,) |
nukL (2k* -k2)* +16 k* v* O .17
4..2 A2 oY) :
16‘;”( 12)41) coi(uzxzr)z cos(kxl)dk
(2k? —k2)* +16k* 07 O
- ___&“f* @k -2 {E v+ 2m)v? 44k K2 —K2) e +apk? v sin('x,) §
2 omug (2k* —k2)* +16k* v* O 0179

16u K* v? 072 cos®'x.,)
B (2k2 —k? )4 +16k* v? é,z COS(]Q(])dk
T

e Py J1(2k -~k "’"’+cos(f)'x2)l+4k2uf)'sin(f)'xz)

et g A -kl 0170

bulunur.
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¢. kr<k bolgesi.

Bu durumda (2.143)-(2.147) esitlikleri kullanilir ve (2.148)~(2.152) yardimu ile,

2 ¢ —U'K,
j(Zk lj 722007 7 ) din (kx, ) dk
nuk (2k* -k2)* -4k’ v
2 (2k? - k2 ) 2k2
kx, )dk
2 ﬂ:u kj (2k2 4k2 0 COS( 1)
@© 2 _ 2 2 12) V% 2 ' UKy
5, B ] [(x+2u)k AL !(2k2 K)e - auklov'e™ g
T (2k* -k1)* —-4k"vu
2 2 2y o—U%, 2 r UKy
S 3 j[ (A +2u) V2 +kk2](2k2 “Ke it ur'e™
T (2k* -k2)* -4k’ vu
e PO r: —e ™ +e—le2 ) 2 .
= 2(2k" -k k kx, )dk
G = J(Zkz k2)>—4k’vu’ ( IV Sm( 1)

bulunur. Sonug olarak gerilme ve yerdegistirmeler su esitlikler yardimu ile bulunabilir;

— 1= 2= 2—
U= u

2.4. Homogen Yarim Diizlem Durumuna Ait Sayisal incelemeler.

(2.177)

(2.178)

(2.179)

(2.180)

(2.181)

(2.182)

(2.183)

Bu kisimda homogen yanm diizlemde uygun statik ve dinamik durumlarda olusan G,,

bityiikliiklerinin frekansa ve yiizeyden olan uzakhia bagh yayilimlarmi gosteren boyutsuz

grafikler verilmistir. Sayisal islemlerde E=70*, v=025, p=3.10° ke/m’ almmigtir. Bu

durumda enine ve boyuna dalga hzlan;, c, = 5291503 ’“/s“,cT =3055,051 ™ olmaktadir.

Frekansin stfirdan baslayarak cesitli degerleri i¢in G,, 'nin yiizeyden degisik derinliklerde

alinan yatay ¢izgiler tizerindeki yayiimlan boyutsuz grafiklerle verilmigtir. Bu sekilde keyfi

bir ©,, (xl,xz)e“‘"yaythl Q = o x, esitligini saglayan Q sayisina kargs: gelen grafikten elde

edilebilir. Sekil 2.6-2.9" dan gorildagii gibi homogen yanm diizlem durumunda serbest

yiizeyde uygulanan tekil harmonik yiik nedeni ile Rayleigh yiizey dalgalari olugsmaktadir. Bu

dalgalardan dolayr olusan gerilme yayilimlariin genliklerinin ise x;'nin artmasiyla hzla

azaldigr izlenmektedir. Bu diagramlarin yorumlanmas: sonuglar boliminde yapilmugtir.



Sekil 2.6 Homogen yarim diizlemde x,=0.01" igin 6,, yaythm



Sekil 2.7 Homogen yarim diizlemde x,=0.1™ igin 6,, yaythm



Sekil 2.8 Homogen yarim diizlemde x,=1" igin G,, yayilimt



Sekil 2.9 Homogen yarm diizlemde x,=10" igin G,, yayilimu
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3. ONGERILMELI ve TABAKALI YARIM DUZLEM iCIN LAMB PROBLEMI.

Bu bolimde uzerinde ongerilmeli tabakasi bulunan oOngerilmeli yanm dizlemin Lamb
problemi incelenmigtir. Oncelikle uygun lineer olmayan hareket denklemleri ve simr
kosullarindan lineerlegtirilmig hareket denklemleri ve sinir kosullar elde edilmis, daha sonra
ongerilme etkisindeki tabakali yanm diizlem igin Lamb probleminin formiilasyonu verilerek
bu problem iistel Fourier doniisiimii yardimu ile incelenmistir. Cok kapsamli olan matematik
islemler ve bilgisayar programlari yapilarak bir ¢ok o6zel durumda gerilme yaylimina ait
sayisal uygulamalar yapilmig ve elde edilen sonuglar yardim: ile ylizeyde etkiyen tekil

harmonik yiikten dolay1 olugan gerilme yayithmina éngerilmelerin etkisi incelenmistir.
3.1. Lineerlestirilmis Hareket Denklemlerinin ve Smir Kosullarinin Elde Edilmesi.

Ileride aramlan biyiikliiklerin bagh oldugu koordinatlarin Lagrange koordinatlart oldugu
kabul edilecektir.

Sekil 3.1 Ongerilmeli ve tabakah yarim diizlem igin Lamb problemi

Lineer elastik izotrop bir cisimde geometrik non-lineer alan denklemleri ve stur kosullar,

lcjn (5? +ui,n)J,j =p i

1
& :_Z—(ui,j +u; +uu, ) o)
o, =A08; +2ue; =g, =u,,

(ui)s, :fi > [Gjn(sin +ui,n)Ln n; =p; (S, US, =S§)

seklinde yazilir (Guz, 1999). Burada,
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G =0 +0y; » By =€y +&4; » uj =uy +ug (3.2)
toplamlan yazilarak,
O oy » & Ueoy » Uy {Cug » T (o P P (3.3)

esitsizliklerinin saglandigi kabul edilecektir. Aynica (3.1) alan denklemlerinin G , € , U
biyiikliikleri igin de saglandigi kabul edilecektir. Burada o, yiizeydeki pertiirbasyondan

dolayt olusan gerilme tansorini, o,; ise Ongerilme tansorini gostermektedir. Ongerilme

tansorii ve ortam homogen olarak kabul edildigi icin,
Vx, e V.o p™(x,)=p™ A 6P (x,) =05 (3.9
olmaktadir. (3.2) esitligi ile tammlanan durum igin (3.1) esitlikleri gbzoniine alinirsa,

[(Gjn +0,;, )(8:l +u;, +u0i,n).|,j =P(ﬁi +ﬁ0i)

(v, +uy)s, =1 +1, [(Gjn TGy )(8? Tu;, tug, )Lu n;=p, +p; G2)
bulunur. (3.5) ile verilen esitliklerin ilki yukaridaki kabuller gercevesinde diizenlenirse,

lGOjn (8{’ +u0i,n)J’j +(<5jn 8! +0,U;, +0, Uy, +0g; ui,n),j =p (ul +iiOi) (3.6)
esitligi, ve lcojn (8;’ +Ug;n ) J ; =piig olduBuna gore (3.6)'dan,

(ojn 8! +o,u;, +0;, Uy, +0,, ui.,,),j =p U, 3.7)
esitligi elde edilir. Burada (3.3) uyarinca bir mertebe kiigiik terimler ihmal edilirse,

[cjn (6}‘ +um,n)+(5Ojn u.l;=pu (3.8)
bulunur ve incelenen durumda u;, <<1 ve 3, +u,, ~ 5, oldugu icin,

(oj,. + G0 “i.n),.i =p i, (3.9)

esitligi elde edilir ve bu esitlik (3.4) uyarinca,
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Gjij + Oojn Uiy =P Uj (3.10)

seklinde yazilabilir. (3.1) in Gglinci esitligi, (3.2) ve yukandaki kabullere dayanilarak,

1
&y = E(ui,j +uj;) (3.11)

ile verilen lineerlegtirilmis kinematik bagintilan ve kiigtik pertirbasyonlar igin,

o, = Ae, 0, + 2ug; (3.12)
ile verilen Hooke kanunlan yazilabilir. (3.12) esitligi (3.11) yardimu ile,

;= huy, 8 +ufu; +uy,) (3.13)
seklinde yazilir ve (3.10) ile verilen hareket denklemi de,

O

+O g Uy =P (3.14)
seklinde yazilirsa (3.13); (3.14) 'de kullanilarak,

Auy 63j+u(u- +u, )+coin u;;, =pi; (3.15)

i, il
seklinde yerdegistirmeler cinsinden yazilmig lineerlestirilmig hareket denklemleri elde edilir.
Sekil 3.1'e gbre G,;, =6,, 045 =3 =0,i# j." 0,; =0 olduguna gore (3.15) esitligi,

Aug, + u(ui,ji +uj’ﬁ)+cr0 u;, =pu;, (ou]xz:mbh =p;) (3.16)
seklinde veya acik olarak,

(A+2ut+og)u, R, +A+Wu,, =pl,

. (3.17)
A+wWuy, "”(Uv‘*‘o'o)uz,n +(x+ZP«)u2,22 =pu,

seklinde yazilabilir. Bundan sonraki incelemeler bu esitlikler kullamilarak yapilacaktir. Ayrica
yukarida verilen iglemlerde Ongerilmelerin klasik lineer elastik teori ¢ergevesinde kaldif

kabul edilmistir.
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3.2. Problemin Formiilasyonu ve Céziim Yontemi.

Sekil 3.1 ve (3.17) uyarinca problemin yonetici denklemi ile simir ve siireklilik kosullan,

(m) (m) (m)},, (m) (m) . (m) (m) (m)},  (m) _ (m)
()"m +207 +0og )ulll tH u;;z‘*'(k'm T )u212 =p @ 4"

m=1,2 (3.18)
(7»(‘“) +P-(m)) ) +(u<m) Jrc(()m))uzl)l +(7$“" +2u(m))u(2"§)z = p @ G
B0 =0 o) vo = B0 8(x,) e (3.19)
@ @ _0 =
U705 | =0 i=1,2 (3.20)
uf| = u® L, =12 (3.21)
2l = =gV I o (3.22)

seklinde olur. Burada kiitle kuvvetlerinin var olmadif1 ve diizlem sekil degistirme durumunun

sozkonusu oldugu kabul edilmistir (€33=0). Ayrnca stasyoner durum gézoniine alindids igin,
{ul™ (x,,1),607 (x,, 0,67 (x,, 1) J= {T™(x,), 5 (x, ), E™(x,) e ijm=12  (3.23)

yazilabilir. (3.23) esitlikleri (3.18)-(3.22) 'de gozoniine almursa genlikler icin asagidaki

yonetici denklem, simir ve siireklilik kogullan elde edilir.

(l(m) +2u™ +ol™ )uf‘i’l) +u™al) + (7&(“‘) + ;,L(’“))u2 D +p™e?u™ =0

6 Y + (1 + o) + 6 + 2w p 0t a0 T O
G o = 0, Egy L, =P 3(x) (3.25)
U&7 |, =0 ij=12 (3.26)
a® = =g® o 12 (3.27)
5l L, =0l 12 (3.28)

Diizlem sekil degistirme durumunda U™ bilegenleri ¢ ve ¥ potansiyellerine,

(m) w(m) | —=r(m)
.._.(p + -

o (’m) i"_fm) m=1,2 (3.29)
=0, Vs,

ile baglanabilir. ¥7,; ¥ 'nin x3 dogrultusundaki bilesenidir. (3.29); (3.24)'te kullamlirsa,
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(e + 20 + 0 )G + T3 )+ 1™ (B3 + Vi)

(A 4™ )o% - T, )+ o™ 02 (@™ +TR)=0 m=12 (3:30)
(™ 4™ )6 + e )+ (0 + o )l - wi,) .

+ 0+ 20™)E - T )+ 0™ 0’ (@S -V )=0 m=1.2
bulunur. Bu egsitlikleri ayirmak igin (3.30) x;’e, (3.31) x;ye gore tiiretilip birlikte kullanihrsa,
(6 + 20 ) (G0 + 265, + T3+ o5 @5 + 05 )+ 0™ 0 (B +08) =0 m=1,2(3.32)
ve (3.30); x2'ye, (3.31) de x;’e gore tiiretilerek birarada kullamlirsa,

m

!J-(m) (_‘173(1?1) n+ 2-3(?1)22 + Wgnzgzz )+ Ggm) (Wgn) Tha Wénxnl)zz) + p(m) o’ (Wy?l) +W§n;;) =0 m=1,2 (3.33)
esitlikleri elde edilir. Bunlar harmonik ve biharmonik operatorler kullanilarak,

A 4 2u™ VAG™ + 6™ VI +p™ 0’ Vo™ =0 m=1,2 (3.34
0 11

u® VAG™ + 60 VI +p™ 0 VG =0 m=1,2 (3.39)

ve sonug olarak,

(A +2u™ )V 46 F@ 4+p™ 02 F™ =0 m=1,2 (3.36)
b VI 4o TR 4 p™ 02 TP =0 m=12 (3.37)

seklinde yazilabilir. (3.36) ve (3.37) esitliklerine,
fo(k,x,) = [£(x;,x;) ™™ dx, (3.38)

uistel Fourier dontigiimi uygulanir ve,

A 4\ e 12
Cim): —-——‘—)(m—)— s Cgrm): —p(? m=1,2 (339)

ile tanimlanan dalga hizlan ve,
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my _ @ o _
k™ = , ki = m=1,2
c™ clm
L T

ile tammlanan dalga yavagliklar1 kullanilirsa,

(m)
—(m o m)2 |—(m —
(plgz)z —l:kz (1+ A +02u(m) ]_ kg. )2] (pl(? =0 m=1,2

(m)
&, - {kz (1 + ———zgm) j —k@? } =0 m=12

esitlikleri elde edilir. Burada,

@o_S0 _ epn
= m 2™ ’
(m)
o
™ = ———?m) m=1,2
m

kisaltmalan tanimlanirsa (3.41) ve (3.42) esitlikleri,

o I (™)K fem =0 w2

v, -k 1+ n) -kl =0 me12

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

seklini alir. (3.25)-(3.28) ile verilen sinir ve siireklilik kogullarinin Fourier doniigiimleri ise,

012F!x,=o =0, o'zzle::o =-P,

uiF’chF -~ =0 L= 1,2
T - —

{ U, =1,2
Ui X,=h iF Xy= ’
—(1 —(2 -
Gor|, , =Osp| , =12

seklindedir. (3.45) ve (3.46)'nin ¢oziimleri,
o =a™(k)e™, Y =™ (k) e m=1,2

yapisinda aranir ve,

(3.47)
(3.48)
(3.49)

(3.50)

(3.51)
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o® = [k (e n®™ )k |2 me12 (3.52)
o' = lkz (1+71(m)) k(l_m)2]1/2 m=1,2 (3.53)

kisaltmalart yapilirsa,

B = Fp@ () = Fy' ™ m=1,2 (3.54)

bulunur. (3.48) uyarinca <0 ve t¥<0 olmalidir. Buna gore potansiyeller,

39 =a,(k)e™™ +a,(k)e” ™ (3.55)
T2 =B, (k)e ™ +B, (k)e” ™™ (3.56)
ve,
¢ =a (k)™ (3.57)
TP =B () (3.58)

yapisinda olmalidir. «, (k) ve B, (k) fonksiyonlann belirlenmesi igin (3.47) ile verilen siur ve
(3.49)-(3.50) ile verilen siireklilik kosullan kullanlir. (3.11) ile verilen lineer kinematik
bagintilar, (3.12) ile verilen biinye denklemleri, (3.29) ve Fourier doniisiimiine ait 6zellikler
kullamlarak, gerilme tans6riiniin bagimsiz bilegenleri yer degistirme potansiyellerine,

o = (™ + 20 ) T -k )+ A7 (B0, +ikU)  me1,2 (3.59)
55 = (A + 20 Y& +ikTE) )+ A (k2P —kGE)) m=1,2 (3.60)
S& = u™ (- 2kl + ¥&, +KTE)  m=12 (3.61)

esitlikleri ile baglanabilir. Ayrica (3.29) esitligine Fourier dontstimi uygulanarak,

o =—iko™ +ysy m=12 (3.62)

T = g + kg™ m=1,2 (3.63)
bagintilan yazilabilir. (3.55)-(3.58) esitlikleri, (3.59)-(3.63) ‘de kullanilirsa,

ay =-ik(o,e o . Py - v B,e ot -B,e° @) (3.64)

m (n . o) (),
T8 = vV (o, e™ ™ —a,e” %) +ik(Be™ 2 +Be” ) (3.65)
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50 =[-00 + 2103 + 200 | (e +0,8™) + 2Pk O B - B ) (3.66)
50, =00 + 200 20k (e o) + AR +8,6) (3.67)

—u'®

_ ) —uy, oOx, < oy
61(37 = 21!1“)1(0“)(0110 —Qa,e )‘HJ«(D [(2"'71(2]))1(2 "kg)z ](Ble +B,e ) (3.68)

7@ = —ika,e ™" — v/ @B,e (3.69)
T2 = vPa,e ™ +ikp,e (3.70)
52 = [ 02 + 2p@)k? + AP [, 4+ 2ipPhw @6 G3.71)
52 = [(A® + 24P )@ — APk fo,e e — 2Py @, e (3.72)
52 = 2ip@ko@a,e ™ +p® [ (24 1@ k* kP2 [p e (3.73)

esitlikleri elde edilir. ai(k) , Bi(k) (i=1,3) bilinmeyen fonksiyonlarimn elde edilebilmesi igin
x; ve Hi katsayilan sirastyla (E1.1)-(E1.10) ve (E1.11)-(E1.16) "daki gibi tanimlanarak,

aQ = —ik(aH, +o,H,)— v (B H, -B,H,) (3.74)
T = -0, H, - a,H,) +ik@,H, +B,H,) (3.75)
S0 =%, (o, H, + o, H, ) +ix, B,H, —B,H,) (3.76)
G = X1 (o, H, + 0, H,) +ix, (-B,H, +B,H,) (.77
S =ix;(oH, —o,H,) +x, (B,H, +B,H,) (3.78)
P = —ika,H, —v"»B,H, (3.79)
T2 = —vPa, H, +ikB,H, (3.80)
By = Xao0sH; +i%eB,H, (3.81)
Gar = Xs0Hs ~iXBsH, (3.82)
G5 = ix,0H; +%sB,H, (3.83)

bulunur, ve (E1.17)-(E1.22) ile tammlanan H, katsayilar, (3.47) ile verilen simr ve (3.49)-
(3.50) ile verilen siireklilik kogullan kullanilirsa,



X1
iXs
i
O,

x.H

L iXBHI

% —ix,
—ix, Xa
-ikH, -v®H,
v¥H, ikH,
H, ~iy,H,
~ig,H,  xH,
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i, 0
Xa 0
VO, ik,
Wl  o@H,
inﬁ - Xsﬁs
xH, —1y, 7ﬁ5

0
0

D!(Z)'H‘6 4

~ikH,
ixsH

- XsHs i

> (3.84)

yapisinda, katsayllar matrisinin elemanlan k’min fonksiyonlani olan lineer cebirsel bir

denklem sistemi elde edilir. (E1.23)-(E1.36) ile tanimlanan I, sayilari yardimu ile (3.84) ‘e ait

katsayilar matrisinin determinanti,

A= —Hsﬁs [(Xsz + X1X4)(ﬁzﬁ3r1 + ﬁ1ﬁ4r4) +aXs — XX )(ﬁ]ﬁ3r st I'—{2ﬁ4r‘ 3)

+ 2(X1X3ﬁ3ﬁ4r 2t X2X4ﬁlﬁ2r 6 )]

1

(3.85)

olarak elde edilir. (3.84) denklem sisteminin ¢6ziimii igin A; (i=1,6) sayilant (E1.37)-(E1.42)

de verildigi tizere hesaplanarak bilinmeyen o, katsayilan (E1.43)-(E1.48) deki gibi elde

edilir. Burada o, B, sayilari (E1.49)-(E1.54) 'deki gibi tammlamirsa sonug olarak,

a, =-P,a,
a, =P,
B, =-iP,B,
B, =iP,B,
o, = P,a,

B, = iPoE

bulunur. (3.86)-(3.91) uyarinca (3.74)-(3.83) esitlikleri,

a2 = iP, Jk(e, H, — o, H,) + v (B H, + B,H,))

o = B, o (& H, + &,H,) + k(B H, - B,H,)]

61(37 =P, [Xg(—a1H1 +0,H, )+ Xz(EHs + B2H4 )]

=0

Cxr =P, [Xl (- H, +a,H,) - %, (EH3 + BZH4 )]

61(27 = iPo["‘ X (@ H, +a,H, )+ X4(_B_1H3 + E2H4 )]

u = —iP, (ka,H, +v'@B,H,)

i = P, (0P, H, + kB,H,)

(3.86)
(3.87)
(3.88)
(3.89)
(3.90)

(3.91)

(3.92)
(3.93)
(3.94)
(3.95)
(3.96)
(3.97)

(3.98)
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S = Po(Xma—3H5 - XsB-sHs) (3.99)
Gor =P (X a,H, +XGE3H ) (3.100)
52 =P, (x,5,H; +1,5H,) (3.101)

seklinde yazilabilir. (3.52)-(3.53), (E1.1)-(E1.10) ve (E1.17)-(E1.22) egitlikleri yardimyla,
(E1.23)~(E1.36) ile verilen Iy, I's, Ty, I's, T's, I'10, 11, I'12 ifadelerinin k’ya gore ¢ift, I'5,Ig, I'7,
I's, I'i3, I'i4 ifadelerinin ise tek fonksiyonlar oldugu ve buna goére, (E1.49)-(E1.54) ile
tammlanan @, ifadelerinin gift ve B, ifadelerinin de tek fonksiyonlar olduklan goriilir. Bu
durumda (3.93), (3.94), (3.95), (3.98), (3.99) ve (3.100) ile verilen ifadeler ¢ift, (3.92), (3.96),
(3.97) ve (3.101) ile verilen ifadeler de tek fonksiyonlar olmaktadir. T™ (x,,x,),5 (x,,X,)

alanlar;, U5 (k,x,), 85 (k,x,) alanlarindan,

1% y
£0x, %)= [, x,)e ™ dk (3.102)

yapisindaki ters doniisiim ile elde edilecektir. (3.92)-(3.101) ; (3.102) 'de kullanilirsa,

a® —x;_{ [k(—,H -o,H,)+v (B H, +B,H 4)]e“°“dk (3.103)
g0 = %i{um @H, +,H,) +kBH, - BH,)|e™dk (3.104)
50 = —ft-i[xg(—a,ﬂ, + &, H,) + %, (BH, + BH,)]e ™ dk (3.105)
ol = j’ b (& H, +&,H,) - x, BH, + B,H,)|e ™ dk (3.106)
c,‘>—1 j[ 15 H, +@,H,) + %, (—BH, +B,H,)|e ™™ dk (3.107)
a® = i; L (ko H, + v @B,H, Je ™ dk (3.108)
o = —%i(umaﬁs +kBH, Je'™ dk (3.109)

-<2>_—~ j(xmaﬁ —xoB,H, Je ™ dk (3.110)



40

Eg) = % I(XsasHs +X6B—3H6)e-ﬂ“1dk 3.111)
5y *1—— f (s H, + 2B H, Je ™ dk (.112)

esitlikleri bulunur. (3.103)-(3.112) esitliklerinin sanal pargalan atildiktan sonra integrandlarin
hepsinin integrasyon parametresi k’ya gore gift fonksiyonlar oldugu goriiliir. Buna gore,

G = 1)7;3—T[k(alﬂl ~T,H,) + U OB H, + B,H,)]sin(x, )dk (3.113)
d

a0 = %T[&”@H, +T,H,) + k(BH, - B,H,)]cos(ix, )dk (3.114)
g

50 = -—I[xg (- H, +&,H,) +, (BH, +B,H,)] cos(lx, )dk (3.115)

50 =t f[xl( & H, +&,H,)~ 1, (B H, + B,H, )| cos(kx, )dk (3.116)

50 =10 j [ s (G H, + H, )+ 1, (BH, + B,H,)]singx, )dk (3.117)

a® = —%f(kagﬂs + V@B H, Jsin(kx, )dk (3.118)

g

u® =10 j (O@a,H, +kB,H, kos(kx, )dk (3.119)

so-b j (103 H, — 1, B,H, Joos(lex, )dk (3.120)

& =%—T(xsa3ﬁs +x.6BH, )cos(lx, )dk (3.121)
g

52 _%T 2,00, H; + %o B,H, bin(kx,, )dk (3.122)
g

esitlikleri bulunur. Gorildigi gibi gerilme ve yerdegistirmelerin elde edilebilmesi i¢in hepsi
V™ vev"™ m=1,2 ifadelerine bagimh %%, B;, veH; degiskenlerinden olugan ifadelerin
{O, oo} arahinda integrali gerekmektedir. Buna gore (3.113)-(3.122) deki integrandlanin k’nin

her degeri i¢in gercel defer vermedigi anlagiir. Homogen yarim diizlem durumunda bu

sorunu ortadan kaldirmak igin integrasyon aralig: integrandlarin gergel deger verecek yapilara
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dontgtirildogi uygun pargalara bolinmiiy ve sonu¢ bu integrallerin toplamu olarak
bulunmustu. Tabakal yarim diizlem durumunda ise fiziksel olarak su durumlar olusabilir;

a. Tabaka yarim diizlemden daha serttir ve dalga hizlan yiiksek olacag igin k" /41+n{" ve
kO /1+0® say gifii, kP /1+0® ve kP /1+0nP say giftinden daha kigiktir. Bu

durumda k®/41+1® < k@ /1400 <k@/141q® <k@P /141 olmaktadir.

b. Yarm diizlem tabakadan daha serttir ve kP /{1+n® ve k®/{1+1n® say cifti,
KO /1410 ve k¥ /J14+1® say giftinden daha kigiiktiir. Bu durumda

kP /14® <k@/140? <k®/ 1400 <kP/1+1P olmaktadr.

c. Tabaka, yanm diizleme gore sadece az bir miktar daha serttir ve bu durumda

kO /1400 < k@ /140 < kQ/J1400 < k@ /140 olmaktadir.

d. Yarm diizlem, tabakaya gore sadece az bir miktar daha serttir ve bu durumda

kP /1 1+n® <kP/J1en® <kP/ 1478 <kP/y1+n] olmaktadir.

Burada miihendislik uygulamalan agisindan daha ¢ok 6nem kazanan (a) ve (¢) durumlarimn
varh@ kabul edilmigtir. Diger iki durumda da hesap yontemini deBismeyecedi aciktir.
Homogen yarim diizlem durumunda ayrica kr<co araliimn k=kgr noktasinda integrand sonsuz
deger almakta ve integralin bu aralikta Cauchy anlaminda degeri hesaplanmaktaydi. Tabakali
yanm diizlem durumunda ise durum bu kadar basit olmamaktadir. Ciinkii tekillik yaratan kg
gibi bir saymn hesaplanmasi homogen yanm dizlem durumunda oldufu kadar kolay
degildir. Homogen yanm diizlem durumunda kg; yikin frekansinn Rayleigh dalgalannin
hizina boliinmesi ile elde edilmekte idi. Rayleigh dalgalanmin yayima hizi ise gerek analitik
yoldan elde edilebilen ¢ok yaklagtk bir formiil ile, gerekse bu caligmada yapilan sayisal
uygulamalarda oldugu gibi sayisal olarak istenilen yaklagiklikia hesaplanabilir. Tabakal
yanm diizlem durumunda tekillik dogurabilecek neden tabaka ve yarim diizlem smirinda
olugabilen Stoneley dalgalarimn varhig: ile ilgilidir. Bilindigi gibi bu dalgalar iki ortamin
mekanik sabitlerinin orantisinin bazi degerleri igin olugabilmektedir (Guz, 1986). Bu degerler
diginda Stoneley dalgalan olugmadifindan bu integrallerin hesaplanmasinda tekilliklere
rastlanmamaktadir. (3.103)-(3.112) egitliklerinden yararlanarak,

i@O)(k):lk (ial iHl_iEz in)""iU’O)(iB—] iHs"'iB-z iH4)Je--ikxl (3.123)
100 = [ o (F, H AT, H) k(B H B, Hle™ (3.124)

ACM) = [ (T H AT, H) (B HA B, Hle ™ (3.125)
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BOK) =0, HAT, )0 B, Bl
icm(k)zl_ih(ial ‘H,+'q, in)+iX4(_iE iHs"“iEz iHﬁ.)]e—ikxl
'@ (k) = ~(k '@, ‘H,+'v'®@ ‘B, H,Je ™™
'‘QP(k) = ~(v® ‘T, 'H, +k ‘B, 'H,)e™
'AD) = (0 Ty He='%s By HeJe™
iB(Z)(k):(iXS ia3 iH5+ix6 iB’3 iH6)e—ikx,

1'C(Z)(l‘{)—“'(ix’/ @, Hy+' % B iHé)e_d‘x‘

kisaltmalan yapilirsa,
—(1) I@(l) (k) dk

= % (%) dk

50 = %E [A®) dk

Y = ;’n {Bx) dk

-0

S = CO(k) dk
Oz 127c-‘. (k)

-t

g® =i fo {9 (k) dk
n ~—o0
-—(2) P, J' Qo (k) dk
n —0
-6(2) PO TA(Z)(k) dk
1 2

5% = %{ [B® (k) dk

~00

P
= _ C(Z) k)ydk
G, =i—- by j. (k)

—0

(3.126)
(.127)
(3.128)
(3.129)
(3.130)
(3.131)
(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)
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" elde edilir. (a) durumu icin,

0<k <k®/i+n® kO /J14n® <k <k® /41400 kO /140D <k <k@ /4@,
k® /141n® <k <kP/ m ve kK /71+n%P <k araliklarinm (c) durumu igin de,
0<k<k®/J1+n® k@ /f1+1® <k <k®/J140® k@ / 1+1® <k <k®/ 140D,
kP / m <k <k§2)/m , ve k?)/‘/ﬁ—?‘z27 <k araliklannin her birisinde bu

O™ (k), 'Q™(k), 'A™(K), B™(k) ve 'C™(k) ,i=1,5, m=1,2 fonksiyonlarimin yapist

belirlenmelidir. Bu iglemler Ek2-Ek.7 ‘de yapilmus ve sonuglar verilmistir. Buna gore (a)

durumu igin,
@ ="g™ P a™ Lo a™ +a u ™ (3.143)
s="o{"+ 0™ +'o+*ci + oV (3.144)

ve (¢) durumu igin de,

—(m)__1 __(m) 2 __(m), 3 _(m), 4 __(m), 5 __(m) .
G, =05 +0y + oy + 0y +70; (3.146)

esitlikleri yazlir. { T, 10‘“‘)}5 m=1,2 ifadeleri Ek.2 'de, {2 u™ s (m)}m =1,2 ifadeleri
Ek3 'de, {T™, *6{}m =12 ifadeleri Ek 4 ‘de, {*T™, ‘60 } m=1,2 ifadeleri Ek.5 'de,

Pa™, 5™ }m=1,2 ifadeleri Ek.6'da ve {*T{™, 5™} m =1,2 ifadeleri Ek.7'de verilmistir
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3.3. Sayisal Incelemeler.

3.3.1. Ongerilmeli homogen yarim diizlem 6zel durumuna ait sayisal incelemeler.

Bu kisimda homogen yanm diizlem durumunda olugan gerilme dagihimlarina basing ve gekme
ongerilmelerinin  etkileri incelenmigtir. Malzeme bir Onceki bolimdeki sayisal
incelemelerdeki gibi alinmigtir. Q nin, statik duruma yaklagik olarak egdeger olan 10 ve 250-
25.000 arasinda olmak iizere toplam 15 ayn degeri igin ¢izilen boyutsuz diagramlar Sekil 3.2-
Sekil 3.16 da verilmigtir. Bir oOnceki boliimde anlatildir gibi bu boyutsuz diagramlar
kullanilarak Q nmn diger degerleri igin de gerilmelerin bulunmasi miimkiindiir. Ongerilmeli
yarim dizlem igin stasyoner olmayan Lamb problemi Koshman (1981b)'de incelenmistir.
Ancak bu ¢alismada bazi basit durumlara ait analitik ifadeler diginda onemli sayisal sonuglar
bulunmamaktadir. Diger taraftan bu makalede verilen sonuglar tezde ele alinan dig etkinin
tipine uymamaktadir. Bu nedenle bu alt boliimde ayrnntili bir inceleme yapilmistir. Buradan
elde edilecek sonuglar tlizerinde 6ngerilmeli bir tabakast bulunan yanm duzlemin sayisal
sonuglarinin yorumlanmasinda da yol gosterici olacaktir. Bu alt boliimde verilen diagramlarin
yorumlanmast sonuglar boliiminde yapiloustir. Hesaplarda ongerilmenin siddeti m=0,10
olarak verilmigtir. n katsayisi ise so/n olarak tanimlanmaktadir. Poisson oram 0,25 olarak
alinmg olduguna gore, ongerilmenin giddetinin kayma modiliniin %10 u kadar alinmast,

elastisite modiiliiniin %4 (i kadar alinmasina kargt gelmektedir.
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Sekil 3.2 Homogen yarim dizlemde Q=10™" i¢in o,, dagilimma

farkli igaretteki 6ngerilme durumlarinin etkisi.

, PR AT f’" .
/Z\\\! 7 v }i.v a“vv

i

Sekil 3.3 Homogen yarim diizlemde Q=250 ™ i¢in o, dagilimma
farkl isaretteki 6ngerilme durumlarmn etkisi

Sekil 3.4 Homogen yarim diizlemde Q=500 ™" i¢in &, dagilimina
farkli isaretteki 6ngerilme durumlarimn etkisi
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Sekil 3.5 Homogen yanim diizlemde Q=750 ™ i¢in O, dagilimina
farkh isaretteki 6ngerilme durumlarimn etkisi

Sekil 3.6 Homogen yarim diizlemde Q=1000 ™" icin Oy, dagithmina
farkl: isaretteki 6ngerilme durumlarinin etkisi

Sekil 3.7 Homogen yarim diizlemde Q=1500 ™ igin O3, dagilimina
farkls isaretteki ongerilme durumlarinin etkisi
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Sekil 3.8 Homogen yarim diizlemde Q=2000 misn i¢in o5, dagihimina
farkli isaretteki 6ngerilme durumlaninin etkisi

Sekil 3.9 Homogen yarim diizlemde Q=2500 N icin Gy, dagilimina
farkl isaretteki ongerilme durumlarinin etkisi

Sekil 3.10 Homogen yanm diizlemde Q=5000 ™* igin 6,, dagilimma

farkli igaretteki ngerilme durumlarimin etkisi
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Sekil 3.11 Homogen yanim diizlemde Q=7500 ™ i¢in o,, dagilimina
farkh isaretteki 6ngerilme durumlarmin etkisi

Sekil 3.12 Homogen yarim diizlemde Q=10.000 ™ i¢in ©,, dagilimina
. farkli igaretteki 6ngerilme durumlarinin etkisi

Sekil 3.13 Homogen yarim diizlemde Q=12.500 ™" igin o, dagilimina
: farkl isaretteki 6ngerilme durumlarinin etkisi
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Sekil 3.14 Homogen yarim diizlemde Q=15.000 mim icin 6,5, dagilimina
farkh igaretteki ongerilme durumlarinin etkisi

Sekil 3.15 Homogen yanm diizlemde ©=20.000 ey icin o5, dagilimina
farkl: isaretteki ongerilme durumlarimn etkisi

Sekil 3.16 Homogen yarim diizlemde Q=25.000 ™M icin 64, dagilimina
farkli isaretteki ongerilme durumlarimin etkisi
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3.3.2. Tabaka ve yarim diizlem simirinda olusan G,, dagilimlarmna ait saysal

incelemeler.

Bu boliimde iizerinde kendisinden daha sert bir tabakas: bulunan Ongerilme etkisindeki bir
yarim dizlemde, yarim dizlem ve tabaka simrinda olusan &,, dagilimlan sayisal olarak elde
edilmigtir. Oncelikle tabakanin varhgmin yanm diizlemdeki gerilmelere ne olgiide etkidiginin
aragtinlmas1 daha sonra da 6ngerilmelerin bu dagilima nasil etki gosterdiklerinin aragtirilmasi
amaglanmigtir. Ayrica tabaka kahnlifinin olaya etki eden onemli bir parametre olacagi agik
oldugu i¢in tabaka kalinhigindaki degisimin etkileri de arastinlmigtir. Diger taraftan
yogunluklar ve Poisson oranlan esit kalmak iizere tabaka ve yarm diizlemin elastisite
modiillerinin oram da olay1 belirleyen diger bir parametre oldugu igin her adimda farkh
elastisite modiilleri oranlan igin hesap yapimugtir. Sekil 3.17-Sekil 3.21 deki grafiklerde
biitin bu incelemelerin sonuglan gériilmektedir. Bu incelemede frekansin ayrica degigken
olarak alinmamasmin nedeni bir Onceki bolimde agiklandifi gibi uygun Q degerleri

kullanilarak bagka frekanslardaki gerilme yayilimlarinin da elde edilebilmesidir.

Daha sonra kendisinden daha sert ama nispeten ince bir tabakasi bulunan yanim diizlemin
Lamb problemi daha aynntih olarak ele alinmigtir. Bu incelemenin uygulamada ayrt bir yeri
oldugu disiinilmektedir. Sekil 3.22-Sekil 3.29 da verilen diagramlarda iki farkli tabaka
kalinh@ ve dort farkh elastisite modiilii oram igin tabakaya uygulanan cesitli siddetteki
ongerilme durumlan altinda gerilme yayilimlan ve Sekil 3.30-Sekil 3.41 de ise frekanstaki

degisimin 6ngerilmelerin etkisine olan etkisi incelenmigtir.

Bolim 3.3.1 de yapilan sayisal uygulamalardan ongerilmelerin etkisinin sadece gerilme
yaytliminin genligin degil x; ekseni boyunca aldigr sekli de etkiledigi gorilmektedir.
Dolayisiyla tabaka igindeki gerilmelerin x, ekseni boyunca yayiliminin da 6ngerilmelerden
nasil etkilendiginin arastirilmasinin, 6ngerilmelerin etkisinin fiziksel yorumunun daha iyi
yapilmasina yardumci olacagi digiincesiyle Sekil 3.42-Sekil 3.45 de sonuglan gosterilen
sayisal uygulamalar yapilmigtir.

Bu alt bolimde elde edilen ve benzerleri literatiirde bulunmayan sonuglarin yorumlanmasi

sonuglar bolimiinde yapilmustir.
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T T Tt T T T R

~--. Tabakahz durum n=0
Homegen 6ngeritmesiz durum

i

7

iy
i j ?”

Sekil 3.17 Q=5.000 /™. 0,1™=500 ™  h=0,1"™ ve farkh E,/E, oranlan
i¢in 6,, yayilimina 6ngerilmelerin etkisi.
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Sekil 3.18 Q=5.000 ™. 0,05™=250™"  h=0,05™ ve farkli E,/E, oranlar
i¢in 0, yayilimina 6ngerilmelerin etkisi.
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-Tabakal durum 1=0,1

"~ Tabakall durum n=0
Homogen dngeiilmesiz durim

| \\ “abaial durum =0,

"\ Tabakalt durum =0

j \\Tabakall durum n=0,1

"\ Tabakalt durum n=0
‘Homogen Srigerilmesiz dirim

\ \Tabakall durum n=0,1

"\ Tabakal durum =0
‘Homogen drigefilmesiz duram

Sekil 3.19 Q=5.000 . 0,025™= 125 ™" | h=0,025 ™ ve farkl1 E,/E, oranlari
i¢in 0,5, yayilimina éngerilmelerin etkisi.
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oo < Tabatkalrdaram 17=0;1-
Homogen 6ngerilmesiz durum

Sekil 3.20 Q =5.000 /™. 0,01™= 50" , h=0,01™ ve farkh E,/E, oranlar:
i¢in 0,, yayihmina 6ngerilmelerin etkisi.
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1 =“Tabakatr durunr (1p=0,01)
=eofeeeme <ox=-Tabakah -doram-fy=0 ve 110,001 diagramtan-emaz

Sekil 3.21 ©Q=5.000 ™, 0,005™=25"™"  h=0,005 ™ ve farkli E,/E, oranlan
i¢in 0y, yayilimina farkh siddetteki dngerilmelerin etkisi.
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Sekil 3.22 Q =5.000 "™ 0,0025 ™= 12,5™" , h=0.0025" veE,/E,=10
oran igin ¢,, yayihmina, farkh siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.

Sekil 3.23 Q=5.000 ™ 0,0025 ™= 12,5 ™ , h=0.0025™ veE,/E,=50
oram igin 6,, yayithmina, farkl siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.
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Tabalah qururn 7=0,1

Tabakal durum n=0,01

Tabakah dufin 1=0,007

Sekil 3.24 Q =5.000 "™ 0,0025 ™= 12,5 ™" , h=0.0025™ ve E,/E;=100
orant igin G,, yayilimna, farkh siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.

Sekil 3.25 Q = 5.000 ¥ 0,0025 ™= 12,5 ™" , h = 0.0025™ ve E,/E,=200
orani igin 6,, yaythmina, farkli siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.
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Tabakah durum n=0,1

~ Tabakal durum n=0,01

Sekil 3.26 Q=5.000 ™ 0,001 ™=5™"_ h=0.001" ve E,/E,=10
oram igin G,, yayihmina, farkh siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.

Sekil 3.27 Q=5.000 0,001 ®=5™" h=0.001" ve E,/E,=50
orani i¢in G,, yaythmina, farkh siddetteki ongerilmelerin etkisi.
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Sekil 3.28 Q =5.000 0,001 ™=5™" h=0.001"™ ve E,/E,~100
orani i¢in ©,, yayilimina, farkh siddetteki 6ngerilmelerin etkisi.

" & Hemogen Srgetimesiz durtin T ST T )

eh

Sekil 3.29 © =5.000 0,001 ®=5™" h=0.001™ ve E,/E,=~200
orani igin ©,, yayilimina, farkh giddetteki 6ngerilmelerin etkisi.
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Sekil 3.30 Q=5.000"".0,01"=50™" h=0,01™ ve E,/E,=10 durumu
i¢in farkh ongerilmelerin ¢,, yayihimina etkisi.

Sekil 3.31 Q=25.000""0,01"=250", h=0,01™ ve E,/E,=10 durumu
igin farkli 6ngerilmelerin 6,, yayilimina etkisi.

Sekil 3.32 ©=100.000"".0,01=1000™", h=0,01" ve E,/E,=10 durumu
i¢in farkl ongerilmelerin ¢,, yayilimina etkisi.
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Sekil 3.33 ©=5.000"".0,01"=50"", h=0,01" ve E,/E,=50 durumu
i¢in farkli 6ngerilmelerin o,, yayilimina etkisi.

Sekil 3.34 0=25.000"".0,01™=250"", h=0,01" ve E,/E,=50 durumu
icin farkli dngerilmelerin ¢,, yayilimna etkisi.

Sekil 3.35 ©Q=100.000"".0,01™=1000"", h=0,01™ ve E,/E,=50 durumu
icin farkli 6ngerilmelerin 6,, yayilimina etkisi.
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Sekil 3.36 ©=5.000"".0,01™=50™", h=0,01™ ve E,/E,=100 durumu
i¢in farkh 6ngerilmelerin ©,, yayihmina etkisi.

Sekil 3.37 ©=25.000".0,01"=250""", h=0,01" ve E,/E,~100 durumu
i¢in farkli 6ngerilmelerin o,, yayilimina etkisi.

lomogen drigeriimesiz durum
s

Sekil 3.38 ©=100.000"".0,01"=1000™", h=0,01" ve E,/E,=100 durumu
i¢in farkh 6ngerilmelerin 6,, yayilhimna etkisi.
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Sekil 3.39 ©=5.000""0,01"=50"", h=0,01™ ve E,/E,=200 durumu
i¢in farkli 6ngerilmelerin &,, yayiimina etkisi.

Tabakah durum n=0

Sekil 3.40 ©=25.000"".0,01"=250"", h=0,01" ve E,/E,=200 durumu
icin farkli 6ngerilmelerin 6,, yayihimina etkisi.

Sekil 3.41 ©=100.000"".0,01"=1000™", h=0,01™ ve E,/E,=200 durumu
icin farkl: 6ngerilmelerin o,, yayilimina etkisi.
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Sekil 3.42 h=1°" kalmligimda tabaka kaplt yarim diizlemde ©=2500"" durumunda,
tabaka igindeki gesitli derinliklerdeki 64, yayilimina tabakaya uygulanan
Ongerilmenin etkisinin E,/E,=10 igin incelenmesi.



> Tabakeh durum-n=0;1-------
*~Tabakal daram 7=l

Sekil 3.43 h=1"" kalmhiginda tabaka kapli yarim diizlemde »=5000"" durumunda,
tabaka igindeki gesitli derinliklerdeki o,, yayihmina tabakaya uygulanan
ongerilmenin etkisinin E;/E,=50 i¢in incelenmesi.
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Sekil 3.44

Tabakel durum 1n=0;1----
~~Tabaialduram =0

-Tabakah durum1y=0;1------- smennnmemssosnen weeenes
- Tabakai doram nz0"

h=1" kalmhginda tabaka kapl yanm diizlemde ©=25.000"*" durumunda,
tabaka igindeki gesitli derinliklerdeki o,, yayilimna tabakaya uygulanan
ongerilmenin etkisinin E,/E,=100 i¢gin incelenmesi.



"""""""" Teabaikal daram 7=0

Tabekah durumn=0;t-- oo
e " Tebakairdorom g0 e

Sekil 3.45 h=1"" kalinhginda tabaka kaph yarim diizlemde ©=100.000"" durumunda,
tabaka icindeki gesitli derinliklerdeki 65, yayilimina tabakaya uygulanan
ongerilmenin etkisinin E;/E,=200 i¢in incelenmesi.
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4. SONUCLAR.

Bu caliymada oOngerilme etksindeki tabakali yarnim diizlemde, serbest yiizeye normal
dogrultuda etkiyen harmonik bir ¢izgisel yiikten dolayr olugsan gerilme ve yerdeZistirme
dagilimlarinin incelenmesi igin, Bolim 3.1 ’'de agiklanan matematik model kullanilarak
yapilan formiilasyon ve bu formiilasyona dayalt olarak gelistirilen bilgisayar program
yardimu ile elde edilen sayisal sonuglara yer verilmigti. Homogen bir yarim diizlemde,
yizeyde normal dogrultuda etkiyen harmonik bir ¢izgisel yiikten dolayr olusan gerilme ve
yerdegistirme yayilmlarinin 6zelliklerinin, yarim diizleme etkiyen Ongerilmelere bagimh
olacagi ¢ok agiktir. Gerek tabii halde ongerilme etkisinde bulunan gerekse lizerine yapay
olarak oOngerilme etkitilen ve yarim diizlem olarak kabul edilebilen bir sirekli ortamda bu
Ongerilmelerin etkisinin bilinmesi miihendislik sonuglar1 bakimindan mutlaka incelenmesi
gerekli olan bir konu olmasina ragmen literatiirde biiyiik bir bosluk goze ¢arpmaktadir. Diger
taraftan mithendislik amaci, verilmig bir harmonik yiikten dolayi olusan gerilmelerin giddetini
azaltmak ise, bunu bagarmanin yolunun yarnim diizleme ongerilme etkitmek olabilecegi gibi
iizerine daha sert bir tabaka —zirh- koymak olacagi da agiktir. Eger bu iki yontem birarada
kullanilirsa 6ngerilme etkisindeki tabakali yanim diizlem adi verilebilen siirekli ortama
ulagtlir. Literatiirde homogen ve 6ngerilmesiz yarim diizlemin Lamb problemine ait yeterince
sayisal sonug yokken, ongerilme etkisinde ve lizerinde kendisinden daha sert bir tabaka
bulunan yanm diizleme ait Lamb probleminin incelenmesinin ise, miithendislik amaglarindan
da o6nce literatiirdeki boglugu tamamlamak agisindan 6neminin olacag gorilmektedir. Kalds
ki homogen-6ngerilmesiz, homogen-Ongerilmeli ve tabakali-6ngerilmesiz yarim diizlem
durumlarmin hepsi bu durumdan birer 6zel hal olarak elde edilebilmektedir. Ayrica yine
mithendislik sonuglarindan once Ongerilmelerin, {izerinde tabakasi bulunan bir yanm
diizlemin Lamb probleminin sonuglarim ne yénde etkilediginin bilinmesi ve bunun fiziksel
agtklamasmin yapilmasi gereklidir. Zaten biitiin bu iglemler yapildiktan sonra éngerilmelerin,
bir tabakanin varlig ile beraber miihendislik amaglan yoninden nasil kullamimasi gerektigi

hakkinda saglam bir fikre ulagmak miimkiin olur.

Biitiin bu anlatilanlann 1s13inda, bu ¢aligmanin ilk boliimiinde elastodinamigin klasik Lamb
problemi ©.,, gerilmelerinin yayillimm agsindan dikkatle incelenmigtir. Ylzeyde etkiyen
cizgisel yiikiin siddetinin zamanla degigmedigi —statik- durumda, gerilme dagiliminin izotrop
malzemenin fiziksel 6zelliklerine bagimli olmadigs anlagilmaktadir. Ancak malzeme, dinamik
durumda gerilme yaythmina etki eden 6nemli bir parametre olmaktadir. Statik ve dinamik

durumlar arasindaki diger bir 6nemli fark ise statik durumda yarm duzlemin keyfi bir
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noktasinda ©,, gerilmesi basing olarak olugurken dinamik durumda siddeti zamana gore
harmonik olmakta ve dolayistyla hem basing hem de gekme gerilmeleri olusabilmektedir.
Dinamik durumda ©,, gerilmelerin genliklerini veren Sekil 2.6-Sekil 2.9 ‘dan agik olarak

goriildiigii gibi ayrica dinamik durumda aym anda yanm diizlemin bir noktasinda basing
varken diger bir noktasinda gekme olugabilmektedir. Yapilan siirekli ortam kabulii uyarinca

cizgisel yiikiin altina yaklagtikca ©,, gerilmesinin genlifi smrsiz olarak artmaktadir. Bu

nedenle fiziksel anlam tagimasi bakimindan gizgisel yiikten yeterli bir uzakhktaki noktalarda
hesap yapilmasmi gerekli oldugu goriilmektedir. Diger taraftan yanm diizleme ait Lamb
probleminin sayisal sonuglari, o,, gerilmelerinin yiizeye yakin bolgelerde serbest yiizeye
paralel dogrultuda sonmedigi gorilmektedir. Ancak yiizeyden x; yoniinde uzaklagilmast
durumunda bu periyodik kismin genliinin giderek kiigiildiigii ve sadece x;=0 dogrusunun dar
bir komgulugunda gerilmelerin olustugu gorilmektedir. Bu durum Rayleigh dalgalarmin

varlig: ile agiklanir

Ongerilmeli homogen ve 6ngerilmeli tabakali durumlara ait yapilan sayisal incelemelerden

elde edilen mekanik 6nemi olan sonuglar agagida siralanmgtir.

1. Oncelikle tabakasiz 6ngerilmeli duruma ait Sekil 3.2-Sekil 3.16 da, sonuglan diyagramlarla
gosterilen uygulamalar yapilmigtir. Bu diagramlarda ¢ekme Ongerilmelerinin geriime
yaythmlanmn genliklerini azaltti, basing oOngerilmelerinin ise artirdigt genel olarak goze
carpmaktadir. Ongerilmelerin bu etkisi ortamin sertliginin ongerilmelerden dolayr degistigi
diiginiilarse acgiklik kazanmaktadir. Ayrica ¢ekme Ongerilmelerinin  gerilme yayilimi
egrilerinin sifirdan gectigi noktalar arasindaki uzakhgi artirirken, basing Ongerilmelerinin
azalttif1 izlenmektedir. Diger taraftan ongerilmelerin etkisinin x; ekseni boyunca yayiliminin
her frekans igin 6yle bir yapi kazandidi goriilmektedir ki, uygun yerlerde maximum gerilmeler
dngerilmelerin igaretine bagl olarak azaltiimakta veya artinlmaktadir.

2. Ongerilmeli tabakali duruma ait oncelikle Sekil 3.17-Sekil 3.21 de sonuglan verilen
uygulamalar yapilmig ve tabaka kalinhigmn azalmasi ve/veya tabakamn elastisite modiliiniin
yarim diizlemin elastisite modiiliine olan oramnin artmasi ile ongerilmelerin etkisinin arttig
anlagilmistir. Bu diagramlardan ayrica tabakada ongerilme olmasa da tabakamn varhimin
gerilme durumunu son derece o6nemli olgide etkiledigi goriilmektedir. Oyle ki yiikiin tam
altindaki ve yitke yakin bir bolgedeki tabaka smrindaki gerilmeler, tabakamin varh@ ile
elastisite modiillerinin oranmna bagh olarak 1/6 oramna varan azalmalar gosterebilmektedir.

Ayrica bu sekillerden E/E; oramnin yiikselmesi ile gerilme dagiimunin sanki rijit bir
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tabakanin varligi durumunda olugan sifira esit gerilme dagihmuna yaklagtig diger bir deyisle
Ei/Ex—0 limit durumuna ulasacak bir yapi kazandifn goriilmektedir. Sekil 3.21 den ise
ongerilmenin etkisinin Ongerilmenin giddeti ile monoton olarak arttifn izlenmektedir.
Tabakaya uygulanan ongerilmeler ise ongerilmesiz duruma gére n=0,1 igin (n= oo / p®
veya v=0,25 olduguna gore n’ = 0,04 = 5/ E") %100 i asan bir azaltma yapabildikleri de
yine Sekil 3.21 den gorilmektedir. Bu sonuglardan éngerilmelerin tabaka ve yarim diizlem
sturindaki gerilmeyi 100 i asan miktarda azalatabildii goriilmektedir. Bunun ise tabaka ve
yarim diizlem arasindaki adhezyon mukavemetinin korunmasinda énemli bir rol oynadig

agiktir,

3. Sekil 3.21-Sekil 3.29 da sonuglan verilen uygulamalarda 6ngerilmenin giddetindeki

degisimin etkisi daha detayli bir.bigimde. incelenmigtir.. $ekil .3.21..den. tabakadaki. n=0.001.... ..

degerini haiz 6ngerilmenin 6ngerilmesiz tabakalt duruma ait gerilme durumunu yaklagik %2
den daha fazla degistirmedigi gorilmektedir. Sekil 3.17-Sekil 3.29 daki sonuglar toplu olarak
degerlendirildifinde ongerilmelerin etkisinin x;=0 dogrusunun kigiik bir komsulugunda daha
biiytik boyutlarda oldugu gériilmektedir.

4. Sekil 3.30-Sekil 3.41 de yapilan uygulamalarda ise frekansin degisiminin &ngerilmelerin
etkisine olan etkisi incelenmis ve frekans arttikga bu etkinin azaldigi gorilmiistiir. Ayrica her
bir frekans igin rijitlik oranmin artmasinm bu etkiyi arttirdifi da genel olarak izlenmektedir.
Bu etkiler daha once soylenildigi gibi hem en biiyiik gerilmelerin degerini azaltici yonde hem
de gerilme egrisinin sifirdan gectigi noktalar arasindaki uzakligi artirict yéndedir.

5. Ve son olarak Sekil 3.42-Sekil 3.45 de sonuglart verilen sayisal uygulamalarda
ongerilmenin etkisinin bu sefer tabaka yiiksekligi diger bir deyigle x, ekseni boyunca degisimi
incelenmis ve tabaka iginde alti noktada dort frekans degeri i¢in ayn ayn incelemeler
yapilmugtir. Bunlardan, dngerilmenin etkisinin tekillikten uzaklagip tabaka ve yanm diizlemin
siirina dogru yaklagtikca arttigr izlenmektedir. Diger taraftan bu diagramlarin incelenmesi ile
gerilme yaythimlanimin genliklerinin x2 nin biiyiimesi ile s6ndiigi izlenmektedir. Bunun sebebi
araylizey boyunca Stoneley dalgalarinin olusmamasindandir. Stoneley dalgalan bilindigi gibi
tabakal: ortamlarda ortamlarin kayma modiillerinin birbirine ¢ok yakin olmasi durumunda
olusmakta olup, burada elastisite modiillerinin oramnin en kiigiik 10 olarak alinmasi nedeniyle
bu tir dalgalar olusmamaktadir. Bu oranin 10’dan kiigiik alinmamasinin nedeni ise, daha

kiigiik oplmast durumunda 6ngerilmelerin etkisinin olduk¢a azalmasidir.
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EK 1. Lineer Denklem Sisteminin Coziimiinde Kullanilan Kisaltmalar.
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- x5 (e I7 +e I )+x.(e I, )
a, = T [ (E2.64)
it A]
~r g i0Wh ~i5®h AL N P —i ) '
1‘63 =i X3(e 11—-” +e lrlz)+ 4(e 11-‘13 —€ " 11—;4) (E2.65)

o™ 1[ A]
bulunur. k doniigiim parametresine gore,

A 1 i I I 1 1~ 1 B0 M 5P 5D
X11x4ax5,X8’X99X103 E 2 r3a r49 FS: r97 EO’ E]; Eza ,U ,U 3Q1ﬂ:3
Lo Kns X Xs T T 'y T 'L T, tek fonksiyonlar olmaktadir. Buna gore,



84

Al o= (R + Rk cos |60 - 6T, +'T,)
~ @R +Ruxa)cos B0 + 3O CT, 4Ty )
—2G.d5 T + TS

ve,

AL s= (<R, + Rae)sin[©® - 5T, -'T)
~ G + 3t sin[(0 + ST, -1 )

fonksiyonlarinin ¢ift olduklar goriiliir. Burada,

[aFa]lo+i [l

(E2.66)

(E2.67)

(E2.68)

olmaktadir. (E2.60)~(E2.65) esitliklerinin gergel ve sanal kisimlarinin ayrnilmasi igin bunlarin
diizenlenerak pay ve paydalarinin 1[A] ifadesinin karmagtk eglenigi ile c¢arpilmas:

gerekmektedir. Biitiin bu islemler yapildiginda,

Fioe = %4 08| (6 — 50| T, —cos|(6® + 5@ )n|'r, }-4; T
"Byps = Xa §in |60 - 6 )1 [T, —sin)5® +5)n]'L; }

e = Xa {cos[(f)(‘) +0'® )h] 'T, - cosl(f)“) - f)’(”)h] 'T, }+ 1 'T
' ps = A sin |00 + 6 )n | T +sin[(6 - 0@ )n] T, }

Bioe =25 £ sin6© + 69 )h] 'Ly +sin|5O - 6 )n| ', }

Bres =1 foos|6 + 6 )n Ty + cos|(6 - 6@ )] T, J+x, 'T
Buse =15 F5in |0 - 00| 'L +sin @ + 00|

Bops = X {cosl(f)(” - 6’“’)h j T, + cos[(f)m i 6'(‘))hl 'T, }+ y P
"Bypg =15 cosOCh)(T; +T; )+, cos(dPh)( T, -'T;)

s = —R4 sin (0VR)(TE =T )~ %, sin(6Oh)( T +'T, )

Boeo =13 sin(0Ph) (T, ~'T,,) ~ x, sin (0"n) (T, +'T7,)

"Boes =14 cos(OCR)(T;, +'T,,) + %, cos(0"Ph)( T, ' T}y )

ve,

& = l[A]G lalpc +I[A]s 1E"~11>s
A A AN

T = l[A]G lalps'l[A]s lalpc
18

[Al+'1als?

l—m — I[A]G Iazps"'][A]s 16fzps
“ Ao +a)s®

= ][A]G 16"—21>S_I[A]s lazm

Al Al

(E2.69)
(E2.70)
(E2.71)
(E2.72)
(E2.73)
(E2.74)
(E2.75)
(E2.76)
(E2.77)
(E2.78)
(E2.79)
(E2.80)

(E2.81)

(E2.82)

(E2.83)

(E2.84)
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B = '[A] ?[rl;]pg w:’[[AA]]:;Eps (E2.85)
B = [A]G[Al;];+l%§%:2 Birc (E2.86)
g, = [A]%[Aﬁig ‘[[AA]]S Bass (E2.87)
g = [A]cilﬁzzil %ﬂ:z Borc (E2.88)
G, = [A]ﬁ[ztg ; [ExA]]:Z s (2.89)
G, [A]Gllgzzzl }i}:z Type (E2.90)
F - [A](;’[A%?J:[[L\A]]sz Bis (E2.91)
F - Al "Bus—'[A] 5 'Bise (E2.92)

[al*+'[aly

olmak {izere,

'\, = i (E2.93)
laz :1626 +i lazs (E2.94)
"B =B +1 'Bs (B2.95)
’132 "B +1 "B (E2.96)
'8, = cos(0™h) '&y; —sin(6®h) 'Byg +i [cos(®@h) &g +sin(6@h) ', | (E2.97)
"B, =cos(0'®h) "B, —sin(0'?h) ‘B +i [cos(6'<2>h) 'B,, +sin(5"®h) ‘Emj (E2.98)

esitlikleri elde edilir. '&,,' @ps (i=1,3) fonksiyonlan k’ya gore gift, 'Bpg, Bps (i=1,3) ise tek
olup, '[A], ve '[A] fonksiyonlart da ift olduklarina gore sonug olarak 'a,,'®; (i=1,3)

fonksiyonlarinmn ¢ift, 'B,'Bs (i=1,3) fonksiyonlannin da tek olduklan goralir. (E3.93)-

(E3.98) esitlikleri (3.123)-(3.132) de kullanilirsa, (E2.1)-(E2.4) ve (E2.21)-(E2.36) esitlikleri
yardim ile,

1@V (k) = kl alG +i a—ls) e—i(ﬁ(‘)xlﬂo(‘)_(l—d-z(} +i lazs)ei(ﬁ(‘)xz—lo(,)]

_ N e (E2.99)
'(1) Bl +1i B] ) I( Xz+kX1) (IBG +i IBZS) x(u()xz—kxl)]
QW (k) = U“ am+1 ocls “’("()"2+""‘)+(OLZG+1 azs)e(() "‘“‘)]
‘(U epss) PO (E2.100)
B\G+l Bxs e (Bzc;'“ st) ]
—iﬁ( + — P O 0V %, —kxy |
AV (k) = Xg (a‘IG +1 alS (6% +(10L26 +1 IO’«zs) %) (E2.101)

il oty -1, )

via| (Bo +i 'By)e ) {0, +i 1By et
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le(k) = i'll. ( Uy +i a1s) _'(A(l)xﬁkx’) +( +1 a ) i{6x, —kxx)]

Ay

—iiz[( B +i an) -ifo 2+kx,) "B, +i 'R, ) -('()xrkxl)] (E2.102)
1Ca)(k)="if(;'lfm‘e +i OLIS) e )xzml)““(a + a23) A %l)l (E2.103)

+%a (Brc +i By ) i) (B 1BZS) ()x—kx')]
') = k(T +i g )6 ) GO (Big i 1Py Jo ) (E2.104)
'OP (k) = -i0® ( O, +i 0L3s) U(z)xzml k( By +i ﬁss) (i) (E2.105)
AL () = 0T+ 0 e ) i (B i 1By ) (E2.106)
'BO(K) = 1, T +1 g e )’"“‘"‘)Hx (B +i g o s (E2.107)
'CP(k) = le( Oy +1 0‘33)6—1(‘)( )xzm(l}"*'Xs( By 1 Be.s) o) (E2.108)

bulunur, (3.133)~(3.142) uyannca yukandaki esitliklerden (E2.99), (E2.103), (E2.104) ve
(E2.108) in sanal, (E2.100), (E2.101), (E2.102), (E2.105), (E2.106) ve (E2.107) 'nin ise gergel
kisimlart kullamlacaktir.

@0 (k) = k|-'a,q sin (6%, + kx, J#' 8 cos®Vx, +kx,)
-'®, sm((x—kx)—oc cos(() kxl)]
+0 ’)[ B cos( Wy, +kx )+ Bssm( iy +kx‘)
+'Byg cos(f)'(’)x2 - kxl)—1 Bus sin(f)'(‘)x2 - kx,)]
100 (k) = 6] &6 sin(6Vx, +lox, s cos(ﬁ(‘)x2 +kx,)
=, sin(f)(l)xz - kxl)'lazs cos(f)(l)xz - kxl)]
+ k[‘EG cos(f)'(‘)x2 +kx, J Bis sin(f)'(‘)x2 + kxi)
- "B cos(u'(‘)x —lex, B s1n( Wy, —kx, )|
AP (K) = R[5 COS( X, +kx )~ &, sin(0x, +kx, )
+'a, cos(u( )x, —kx )— a, sm(o( )xz kxl)]
- i;[—‘EG sin(f)'(’)x2 + kxl)+lf3—,S cos(d'®x, + kxl)
+ B, sin(0x, - kox, - B cos(f)'(l)x2 - kxl)]
B (k) = 7,86 cos®x,, + kx, -'d, sin (60, +kx, )
+0g cos(i‘)(‘)x2 - kx,)—‘&ZS sin(f)(l)x2 - kxl)]
+§(’[ "Bis sin( (‘)x2 +kx )+ Bis cos( Wy, +kx )
+By sm( ~kx )"' Bys cos( l)x —kx )]
'O (k) = 4| &, cosldx, +kx s sin(00x, +kx, )
+ 0 cos( —kx )— a, sm( W, —kx )]
[ B sm( 0 x2+kx )+ B,Scos( X, +kx )
+'B,q sin (o’(‘ kx,)-i- B,s cos(u'(1 x, — kx, )]
'O (k) = k[’ Oy sm( @, +kx )—’b@s cos(ﬁ(z)x2 + kxl)]
2)[ B cos( By +kx )+ By sin(0"®x, +kx )]
'QP (k) = o(z)[- a, sm( (g, + g, P g cos( @, +kx )J
—k[ Bio cos( @, +kx )+ Bis sm( @y +kx )]

(E2.109)

(E2.110)

(E2.111)

(E2.112)

(E2.113)

(E2.114)

(E2.115)
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'AQ (k) = xw[ Ty cos( x, +kx )+ s sm( x, +kx )]
+x6[ Bic sm( @, +kx )-I- B.s cos( Gy, +kx, )]
"B (k)= xsl By cos( x, +kx )+ g sm( @ )xz +kx )j
+x6[ Big sm( @y, +kx )-— Bss cos( %, +kx )]
'COK) =3[ e cos( @, +kx }r s sm(u(z)x2 +kx )J
+x8[ Big sm(u"”x +kx )r B.s cos( @ +kx,)]

olup bu egitliklerin tek kisimlar atildiktan sonra kalan,

0000 = k|-, -0 ) cos(6x, )
~ (‘ s +1'0_LZS) sin (6(1)x2)]sin (kx,)
+ 60 (B —1B,o Jsin(0'0x, )
+ (’ES +'B,s ) cos(f)'(‘)x2 )]sin (kx,)
LW (k) = 6O|( '8, ) sin (60, )
—( Qs+ ’o‘nzs)cos(' )]cos(kxl)
k| Bo—"Buc Joosox,)
( B+ st)sm(u'(I xz)]cos(kx )
'AL () = o [-( e 56 ) c0s(5x, )
—( A+ azs)sm( (‘)xz)]cos(kx
+7‘c;[(‘ﬁg—’§m)sin(f>"”x )
—(‘ES+‘§2s)cos( )]cos(kx )
lng; (k)= 721 [_(l Uy -~ Uy ) 005(6(1) )
(a,s+ oczs)sm(u( )]cos(kx )
+X2["( BIG Bze)sm( ’(I) )
+( B+ Ezs)ms(u ' 2)]C°S(kx1)
’Cgé(k) Xs(( Qg — O"2c;)sm( My )
—(oc,s+ 0‘2S)°°s( v z)]sm(kxl)
+ 16 Bo~"Bug Joos(ox,)
( Bis+ st)sm( )]sm kx )
'OR (k)= k{[cos(umh) o, —sin(0®h) 'a ]cos( @)y )
[cos(u(z)h) o, +sin(0®h) aSG]sm( 2 xz)}sin(kxl)
+0'@ {Los(ﬁ’(z)h) I—E;G —sin(0'®h) 1E”]sin(f)'(z)xz)
—leos(®'®h) 'B,, +sin(5'Ph) EC cos(o®
'QP (k) = 0! % [cos(u‘z)h) Qg —sin(0®h) ‘g ]sm(o )
[cos(umh) a, +sin(0®h) ', ]cos( )}cos(kx )

—k{[cos(o’(z’h) B3G sin(0'h) B3S]cos(o( ) 2)
+lcos(0'%h) ‘§3S+sin(f)'(z’h) IE(}]sin(f)’(z)xz)}cos(kxl)

2) }Sin(kxl )

(E2.116)

(E2.117)

(E2.118)

(E2.119)

(E2.120)

(E2.121)

(E2.122)

(E2.123)

(E2.124)

(E2.125)
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'AD (k) = 101 [cos(©Ph) 1&g - sin(OPh) "G Joos(®?x, )
+ [cos(ﬁ(”h) '8, +5in(0Ph) "o, ]sin (6(2)x2) }cos(kxl)
g { [cos(f)"z)h) "B, —sin('@h) ’ﬁslsin ©?x,)
+ lcos(0'®h) lﬁs +sin(6"®h) "By cos(f)'(z)xz) }cos(kxl)
'BR (k) =15 {[cos(ﬁ‘z)h) ", — sin(0®h) 1§3s]cos(ﬁ(2)x2)
+|cos(0®h) o, +sin(0®h) ', fsin (f)(z)xz)}cos(locl)
+)‘({5{Los(6'(2)h) "B, —sin('@h) "By fsin(6"®x, )
~lcos(0'@h) lﬁs +sin(0'®h) ‘ﬁm cos(f)’(z)xz) }cos(log)
'CAK) =15 feos(®@h) 1&g —sin(0Ph) 'y |sin(5Px,)
+ [co 0®h) ‘e, +sin(0®h) ’§3G]cos(6(2)x2) }sin (kx,)
—%s {[cos(ﬁ"”h) lﬁm —sin(0'®h) ‘E” ]cos(f)'(z)xz)
+o0s(0'@h) By +sin(5"h) lﬁsG]sin(ﬁ'(Z)xz) Ysin (i, )

esitlikleri (3.133)-(3.142) esitliklerinde kullanilirsa sonug olarak,

1
k{®

P
o =—— J'eg k) dk
n 0
K
TP =-2 ['0Q(k)dk
P == j (k)
k®
'od =2 [TAQ M) dk
n 0
k)
p Vi
‘ol =2 ['BE(k)dk
T 0
k®
oy =-2 g‘Cé‘é(k)dk
3%
TP =2 I 'O (k) dk
Kk
=y
P =L 1'Q%(k)dk
= j Q)

(E2.126)

(E2.127)

(E2.128)

(E2.129)

(E2.130)

(E2.131)

(E2.132)

(E2.133)

(E2.134)

(E2.135)



k"

p Ve
1,.(2) _ %o 1A (2)
c® =22 {'A@(k)dk
== J Rk
Kk
p 1+
le@ 10 [ig®
of == a(BGc(k)dk
kP
p V0
1 2
off =—=* [re@udk
0

bulunur.

89

(E2.136)

(E2.137)

(E2.138)
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Ek3. kI /y{1+n® <k <k@1+n® Durumu.
Bu durumda (3.52) ve (3.53) uyannca,

v® = lk2(1+11§1) _k(Lx)zlx/z

v® = 2@+ n®) - k92| 2=i kO — kP A +nP) 2= 5O
v® = [k2(1+n§2))_kg)211/2:ilk£2)2 —k2(1+nfz))]“2=if)(2)
07(2) — lkz(l +,ng2)) _kg)211/2: i lk'(rZ)z _ k2(1+ng2))11/2= i 6'(2)

esitlikleri kullanilir. Buna gore,

=1
2X2 =1i'2
27(.3 =As
Ao =%a
2%5 =5(.5
2%5 =iYe
2X7 =iy}
27(8 =z
%o =1%o

2 — ~
%a0 = Xio

bulunur. Aynica,

oD,
2H1 =Hl —a "V %2
(1),
ZHZ =H2 :eu .
2 < S 10
H,=H,=e
2 _TY _ a0k,
H,=H,=e¢
2 Y -0k,
H;=H, =¢
A Ve
2H6 :H6 —-e Xy
ve,
= T —oB
’H,=H,=e""
— —_ a
H,=H, =e"™"
ITF _TF _ a-i0@h
H,=H,=e
2FF _IT _ Ai6%h
H,=H,=¢
T T -i0Dh
Hy=H,=e™
== Phasy i@
Hi=H,=¢e™"

(E3.1)
(E3.2)
(E3.3)

(E3.4)

(E3.5)
(E3.6)
(E3.7)
(E3.8)
(E3.9)
(E3.10)
(E3.11)
(E3.12)
(E3.13)
(E3.14)

(E3.15)
(E3.16)
(E3.17)
(E3.18)
(E3.19)
(E3.20)

(E3.21)
(E3.22)
(E3.23)
(E3.24)
(E3.25)
(E3.26)
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olup biitin bu esitlikler (E1.23)-(E1.36) esitliklerinde kullanilirsa,

Tie =k° (XsXs + Ao = XaXs = XaXs — Koy + X6X7)

+ko® (56'27(8 - X:Oz;) + leﬁ; (6’(1) - lA)’(Z)) + 6(2)7(1 (6'(2)7(4 - 6'(])X8 )
T, =0
21—-3G =k*(Asxs + XiXa = XaXs = XiXs + X7 +XeX7)

~ k0P Roxs +Aaks) ~knAH (O +0"P) + 6P, (0P, +0" V)
T, 4G :ZI‘BG
Ts6="Ti
"Teo = —2k0V ReRy +XsXs) + 2k (ks +0%5)

+ ZkXA(U(I)Xs ~kyy)— 20"y, (0%, ~v%7)

T = 2000%, kg, MO OF; - 0'PF5)

ZFSG == zrm
T, =0
Zrloe =0

2I‘nG = 2(6'(1)7(1 - kf('z )(kf(; - 6(2)7(4)
2F12c'x = 21_‘11G
21_‘13& = 2kua)(X4§Cs o f(;f(;) + 2kX3 (kf(s - 6(2)23)

oX ]

- 26'(1)X1(U(1)X7 - 6(2)X3) + 2ky, (U(l)X4 ~kx,)
srar 0Py

2E4G = ‘ZkU(l)(X2X7 +AaXs) + 2ky (kis +07%3)
+ 20Dy, (DR, — 0P5) + 2k, (0%, — ki)

ve,

Ty = K*(X5%s = XaX6) — kU(l)(i;Xz; —%aX5) = ks (O, - 0'Py.)

*Tps = =20 k(R ek’ +Xsxe) + 20"V, (ks +0PR5)
+2k* (XX — XyXa) — 20985 0Py, —k&5)
2F3$ = —kz(igx.’, + X35‘Cé )+ kum(i;Xs + X47A(;) + kis (6'(1)7(3 + 6'(2)7(3)
SO, +H0) -6 PO 5 1) -5, (6O,
I~ 2
s == T

21—‘ss = 2rls

21‘63 =0

2Iﬂ7s =2(kx, _kX4)(6'(I)X1 '"kA;)
ers = 21_‘7s

o5 = —20k(H5%s +Xas) + 20", (0%, —ky,)
+ 2k (535 + XaX5) + 20"V, (0P, ~ k)

Ay, . (Drs oY oY A2y, Dl 2 A (2) A1) 50 Ao
+ 0" PP R sxs + AT~ O PO @K +xas) + 0P, (PR, — VR

Ar(lysr
6

(E3.27)
(E3.28)
(E3.39)

(E3.30)
(E3.31)

(E332)

(E3.33)
(E3.34)
(E3.35)
(E3.36)
(E3.37)
(E3.38)

(E3.39)

(E3.40)

(E3.41)

(E3.42)

(E3.43)

(E3.44)
(E3.45)
(E3.46)
(E3.47)
(E3.48)

(E3.49)
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"Thos = 207k 2ts = XaX6) + 20y, (0%, —kx,) (E3.50)
— 2K (375 — Xs%6) — 20"V, (0% — Kts)

’Tys = 2(kX; — 0" VT ks = v¥%,) (E3.51)
2r‘xzs == 21*ns (E3.52)
21-;38 =0 (E3.53)
Tys =0 (E3.54)
olmak tzere,

T =T +i T j=1,14 (E3.55)

yazilabilir. Ayrica (3.85) esitligi yardim ile,

Z[A]: (ii'ﬁ(s +X1X4)tﬁ2ﬁ3(2r1(} +i zrls)'*‘ﬁ\ﬁa,(zr«} +i? 43)]
+ (@65 ~ XaXs) 1ﬁ3(2r5:; +i 2I;s)+ﬁzﬁ4(2rsc +1 °T) (E3.56)
+2 1X3ﬁ3ﬁ4(zrzc +1 2rzs)4"i5‘C'2X4T'1—1ﬁ2(2r60 +1i 2rss)

ve k donligim parametresine gore,

2 2 ¢ 2} 2y 2 2 o
rzm rzc}’ F4G’ L6 Thigs Tiae ve “Tis, g, T, rss> r9S’ 1-‘ws’ Diss Tas 5 6ift,
T, Do ve T, T, Ty ; tek fonksiyonlar ve

r r T,
oo Tass Tog> Tiog» Tisss Lias =0 olduguna gére,

6G>» “ 7G> T 8G>

[A] o=t} °‘”*'[cos<f>'<‘>h) ('L )-sin(0'Ch) (Lo —"T3) |
6 foos(®'Ph) ("L + Ty 1+ sin(0h) (T, —"Tso) |}

e fer” foos(E ) (T~ Ty )+ sin(6""h) (T +T3q) |
re {cos(ﬁ"‘)h) Cr,;—'T,5)-sin(5Ph) CT +°T5) ] }

(E3.57)

ve,

*[A] 5= 25, e ™ oos®Ph) (L +7T55) +8in(5'°h) (L ~"Ti) |
+&™ [cos(®Oh) (T, +7T,) — sin(d'®h) (*Tys—"Tis) |}
+ x1x4{e"m“ lcos(®'®h) ("I, - sin(6'h) (L, +°10) | (E3.58)
+e”"m“[cos(u'“’h)(2 Is—"T,5) +sin(0'Ph) 1"4G+2RG)]}
+2%s s + 5% Teo)

olmak tizere,

[al=? [A] o+i A (E3.59)
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yazilabilir. (E3.59) esitliginin gergel ve sanal kisimlan ¢ift fonksiyonlar olmaktadir. Buradan

(E1.49)(E1.54) yardimi ile ve (E3.28), (E3.35), (E3.36), (E3.46), (E3.53) ve (E3.54)
esitlikleri de g6zoniine ahinarak,

v®h]_ —i'h 2 s 2 >®h 2 .2 . 2
25 = A4€ le P +i Tg)—e” (g +i 3s)j+1X3 [P
=

Z[A] (E3.60)
—oOh ] - ® . i . .
25 = X4€ hle ) h(zrse +1 21-‘5s)"e ‘()h(zrm +i? 48)'_1X3 21—‘25 (E3.61)
2 Z[A] '
i5®n | o®h o2 .2 ) . 2 2
2B‘I=X3e [e (T +i T)+e™ (T, +i 1_‘4s)|"'7(4 Iso (E3.62)
’[A] '
iy ol . —pi N
2‘6 _Xs€ )hle ()h(zrle +1 zr;s)‘f‘e v ()h(zrsc, +i? 55)]"'7(4 zrse (E3.63)
2 Z[A] :
‘.)(1 . —ul . . _i{)'(l o 1
2 Xsle )h(zrm +1 21—‘7s)+e ()h(2r8G +1 zrxs)l""lxza(e » 21-‘103"'65 e 2I‘9s F3.64
&% = o 2[A] (E3.64)

) < 27 _u®h 2 .2 5®h 2 5™ 2
X3[eu (T +i ) +e™ "(Tipg +i nzs)I+X4(em N —€” rme)

2B = 26 3.65
B3 e_lg( b 2 [ A] (E )
esitlikleri yazilabilir. (E3.60)-(E3.65) esitliklerini gercel ve sanal kisimlarina ayirmak igin,

2Ee = Na€” [0SO Oh) (T =Ty ) + sin(d' Ph)(*Ts+°Lig) ] (E3.66)
25 o = %4e” " fo0s(6'h) (T 2T ) — sin(6"h) (T +°Tg )+ x5 s (E3.67)
28 = 1€ o0S(EOh) (T ~2T ) + Sin(d"h)(Ty+T)] (E3.68)
2Fyps = 146" o0 Ph) (T —Tig) - SIn(O Ph)(Tg+°Tie )]s T (E3.69)

ZEPG =% lcos(f)l(l)h)(eu“)h 2r3G + e—u(‘)h 21-4G)
—sin(0'Oh)(e”™" 2Ty +e" 2r4s)]+ %o oo
2Eps =% ‘.C Os(f)'(l)h)( euo)h 2r3s + e—umh 2r4s)+ Sin(ﬁ'a)h)(e"mh 21-3G + e_uwh 2 I~4G )] (E3.71)

- "~ ( i
2B = 1 lc0S@ PR)E™ T, +e™ L)

(E3.70)

) ) (E3.72)
+sin(0Ph)(Ee*™® T +e™™ T, SS)]+ Yo T
2E2Ps — X3 [cos(i‘)'(])h)(eu(l}h 21-'18 +e—u(1)h 2r5s )_- Sin(l")l(l)h)(eu(l)h Zl—lG +e—u(”h ZI"SG )] (E3.73)
—_ . 1y —Dl . g
zaape =%, (" b zrm +e™" ZFSG) + %4 8in(L (I)h)(2 Lios + os) (E3.74)
_ o ol o
Wy =Xa(€" " Ty +€™ " "Tyg) +74 008 PR)(*Tig5—"Tis) (E3.75)
n v v Y4
2 Bipc =As(e " zr‘uc:v +¢ 2EZG )+ %, cos(L (l)h)(2n3G “2r14G) (E3.76)
n v —~p® . A 1
2B3PS =%(e " zrns +e ans)+X4 sin(v mh)(zrlsa +2rl4G) (E3.77)
tanimlamalar yapilirsa,
2 2— 2 2 .
Za]G — [A] G alPG + [A] S cX‘IPS (E378)

“[al+[als’
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24 Z[A]G Zalps_z[A]s zaxp(}
‘Al [l
1= [ ]G ypg 2[A]s Ops
“Al*+Als?
Z[A]G Xyps 2[A]s 2E2PG
‘lal*+1Aly®
S 1 P S
N Y PR IV
B] Z[A] 2B-us’s“‘z[A]s 2~B-1PG
P ALl
2B 2[A]G 2B2PG Z[A] 2szs
Al
15 = 1Ale B[l "B
* 0 AlAA)
2[A]G °‘3PG+2[A]S "Bl
‘Al + 1Al
= Z[A]G 2asps—z[A]s 26"3?&
Al [als?
26 Z[A]G Zﬁam [A]s ZB—SPS
0 Tale+lals
2§3 — 2[A]G 2E3PS_2[A]S ZB;PG
i ‘[l *+'1Als?

olmak iizere,

2q, =0 i Ta
2q,="0,, +i 10,
2R 2 20
B ="Bic +i “Bys
2[32 :zﬁze +1i 2st

28, = cos(0®h) &, — sin(0®h) 2&; +ilcos(0®h) &, +sin(6h) &, |

2'53 = cos({\)'(z)h) 2B, B3G Sln( U'(z)h) B3S +1[cos(f)'(2)h) ZE;S + sin({):(l)h) 2§3@]

(E3.79)

(E3.80)

(E3.81)

(E3.82)

(E3.83)

(E3.84)

(E3.85)

(E3.86)

(E3.87)

(E3.88)

(E3.89)

(E3.90)
(E3.91)
(E3.92)

(E3.93)
(E3.94)

(E3.95)

yazilabilir. *®;, %y (i=1,3) fonksiyonlan k’ya gore gift, *Bps,” Bps (i=1,3) ise tek olup,

’[A]; ve ’[A]s fonksiyonlan da ¢ift olduklarma gore sonu¢ olarak *&,,%@ (i=1,3)

fonksiyonlaninin ¢ift, *B,,”Bs (i=1,3) fonksiyonlanmn da tek olduklan goriliir. (E3.90)-
(E3.95) esitlikleri (3.122)-(3.131) egsitliklerinde kullantlirsa, (E3.5)-(E3.14) ve (E3.15)-

(E3.20) esitlikleri yardimu ile,
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2@ (k) = k[(@m +i % )e *’"’*ze—fk*x—( Tyo +1 2y e ‘k"l

ci6®[ (B +i Bu)e #0141 2B )] o
200 (k) = 0| (g +1 75 Je M6 + (B +i T e Fre |
k (2EG +i 2-Els)e—i(ﬁ’“)}wk’(l) ( By +i st) e _kXI)] =0
PAO(R) =1, - (T +i s )e e 4 (g +i 2 Je e E3.98)
+ii;[( By +i B1s) i Oraren) ( By +i st) e -b“). |
*BO(k) =X1l“( Qg +1 als)e*" A +( Qg +1 O‘zs)eu )xze—‘kXI, (E3.99)
_ig [(zEG +i 2Es) {50, +icx, ) +(2E20 +i 2By, ) {5 x,-kx, ) :
2C(‘)(k)——x3l( g+ o‘ls) e et +( Uy +i O‘28) W e (E3.100)
+X4["( B1G+1 Bm) k) ( st “H st) o ~kXX)] |
20 (k) = k(1T +i g Je ) D 41 7 Je ) E3.101)
2QO(k) = -i0D (g +i 2Tl )& O k(7B 41 2, e i) (E3.102)
AP ) = oo +i ) )i (B i B e e (E3.103)
B0 = 1, (oo +i ")) 417 (7B +1 7By ) ) (E3.104)
2C(2)(k)=iX7( Uy +i ass) i) XS(ZE?,G +i ZB-ss)e—i(él(z)Xﬁb‘l) (E3.105)

bulunur. (3.133)-(3.142) esitlikleri uyaninca (E3.96), (E3.100), (E3.101) ve (E3.105)
esitliklerinin sanal, (E3.97), (E3.98), (E3.99), (E3.102), (E3.103) ve (E3.104) esitliklerinin de
gergel kistmlan kullamlacaktir. Buna gére,

2@ (k) = ke [ 2, sin(icx, )+28,5 cos(iex, )]
—ex [—— B, sin(kx, )+ 0, cos(kxl)]}
+ 6’(’)[2EG cos(f)'(')x2 +kx )+2 Bis sin(” g, + kxl)
+2Byg Cos(ﬁ'(])xz —kx ) Bas Sm(A "y X2~ kxl)]
200 (k) = oW {e"’m’"[ 28, cos(kx, )+2@ sin (kx, )]
+ e"m"’[ 2®y cos{kx, )+ Ty sin (kx, )]}
+ k[ZEG cos(ﬁ'(’)x2 + 10‘1)+2Es sin (i‘)'(‘)x2 + kx,)
- By cos(f)'(‘)x2 —kx, )+2 B, sin (f)'(‘)x2 ~kx, )]
’ A(Gl)(k) =% {e—ua)xz [_2 alG cos(kxl ) ”zals Sin(kxl )]
+ e"(x)"’[ &, cos(kx, )+ sin(kxl)] }
~ [ B sin(“ Wy, +kx )+ Bis cos(”(‘)x +kx )
+*Bys sm( Uy, —kx )+ Bus cos(l.)'(1 x, — kx )]

(E3.106)

(E3.107)

(E3.108)



96

ZBgJ(k) =% {e—u(‘)x, [ —2(—1—1G cos(kxl)"zals sin (kxl)]
+ e"m"z[ &, cos(kx, )+ sin (kx, )] }
+%5 [——2EG sin(f)'(’)x2 + kx1)+2Els cos(f)'(])x ,+ kx,)
+2B, sin (\“)'mx2 — kx,)-rzﬁzs (:os(f)’(‘)x2 - kx,)]
*COK) =%, {e ™" |- 2% sinlix, ) +78, cosllex, )]
+e"[- 2@, sin(kx, ) +3 T, cos(kx, )]}
+x4[2§]G sin(0'®x,, +kx B cos(d'Vx, +kx )
+2 By sm( -kx )+ Bys cos( Wy, —kx )]
2@ (k) = k|* e, sm( X, +kx )— Oy cos(u X, +kx )]
-9 [ B cos( @y, +kx )+ Bas sm( 'mx +kx )]
200(k) = 6~ &, sin(6Px, +kx )—I— &y cos(dPx, +kx )J
—-k[ Bic cos( @, +kx )+ Bis sm( '("')x2 +kx )]
AP (k) = xw[ oy cos( @, +kx )+ s sm( x, +kx )]
+X.6[ *Bsa sm(u'(z X, +kx )" Bis cos( ’(2)"2 +kx1)]
*BP (k) = %s l2 g cos(f)(z)x2 + kxl)+2'ofys sin (6(2))(2 + kxl)j
+x6[ Bis sm( @y, +kx )» Bis cos( @y, +kx )]
2CP(k) = 1, & cosldPx, +kx )+ s sin (6%, +kx, )|
+x8[— Bic s1n( @y, +kx )+ Bis cos( @y, +kx1)]

yazilip bu esitliklerin tek kisimlan atildiktan sonra kalan,

_ol, — (1), —_
2@(1)(k) { ( VR, zalG_l_eu X2 2a2g)

‘)[ (— B. )sin(ﬁ()x )+(2Es+zﬁzs)cos(6'(l)x2)]}sin(kxl)

2Qgé(k)={\)( ( —ulik, 2— +e° 0, 2~a—2G)

+ k[(2 [ )cos( Wy ) ( B+’ Ezs) sin (6’(‘)x2 )] }cos(kx1 )

(1) —_ —
ZA(\) (k) { ( —UVX, 2 1G +eu xz 20‘26)

+x2[( Bio— 2ﬁ26)sm( ) ) (ZES+2_[§ZS)COS( /() )]}cos(kx)

ZB(H (k) { ( it )xz Za—]G +e l))( Zazg)

+X2[ (EIG Eze)Sin( ) 2) (2—613*'2625)005( 0 )]}cos(kx)

®), —_ (1)
2C(1)(k) { ( -0V %, 2(1‘G +eu .9 azG)

42 [ Bio = Bao Jo0s(6Vx, )+ (Bg+B,s ) sin(®'x, [ Jsin(iex, )

2@gf;)(k):k{[cos(f)mh) O, —sin(0'7h) a3s]cos(6(2)x2)
[cos(f)mh) 2%, +sin(0®h) *a, ]sin(' )}sin(kxl)
+0 {Los(u’mh) B, —sin(0’®h) 2 B ]sm( 2) 2)

—[cos(u @Hh) B3S+sm(u'(2)h) Bm ]cos( $C xz)}sin(b(,)

(E3.109)

(E3.110)

(E3.111)

(E3.112)

(E3.113)

(E3.114)

(E3.115)

(E3.116)

(E3.117)

(E3.118)

(E3.119)

(E3.120)

(E3.121)
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202 (k) = 0 [cos(©@h) 2@, — sin(0Ph) 2y Jsin (67'x, )
+[cos(u(2’h) a5 +sin(0®h) %, ]cos(u( )}cos(kx )
—k{[cos(f)'(z)h) Byo —sin(d"®h) 2B, ]cos(u @, )
+Joos(®'@h) B +sin(5"®h) 2B, fsin(0'@x, ) Jeos(kx,)
2AR(k) = ﬁw{[cos(f)(z)h) 2q,, —sin(5®h) a3s]cos(6(2)x2)
+foos®®@h) 28, +sin(D@h) 2a, Jsin(6@x, ) eos(iox, )
+x6{'%w 0'®h) ? B3 —sin(0"®h) * [33 ]sm( @) )
s(u'mh) B, +sin(5'®h) 2B, ]cos( e xz)}cos(kx,)
*BA (k) =&, { [cos©@h) 2., —sin(6@h) 2@ |cos®@®x, )
+lcos(0®h) *ai,, +sin(0®h) 253(}]sin(\3(2)x2)}cos(kxl)
Ls(ﬁ'mh) 20 — sin(o'Ph) 7 jsin(6'x,)
—leos(®'@h) 2B, +sin(0"®h) 2ﬁ3G]cos(\3’(2)x2)}cos(locl)
2C@(k) = £ [cos®®h) 28, —sin(0@h) 2y, [sin (67x, )
+|cos(0®h) Zai,g +sin(0®h) %, cos(ﬁ(z)xz)}sin(kx,)
—xs{tos(ﬁ’(”h) ZESG —sin(0'@h) 2-@isjcos(f)’(z)xz)

+oos(®'@h) By, +sin(5'@h) By lsin(6@x, ) Jsin (kx, )
esitlikleri (3.132)-(3.141) egitliklerinde kullambirsa sonug olarak,

Ar
+%s

K

0 (k) dk

Lol
R

(E3.122)

(E3.123)

(E3.124)

(E3.125)

(E3.126)

(E3.127)

(E3.128)

(E3.129)



Ea
[g¥=}
-

g =—P—7‘t’ [?0Q0)dk

k?

R
k®
P l+n§2)
2=y __*0 2NM2)
i = jQGC(k)dk

kD

.

Lag

:

Tan®

K?

x
Ay
fed

off =-—= [*CRU)dk

bulunur.

98

(E3.130)

(E3.131)

(E3.132,

(E3.133)

(E3.134)

(E3.135)



99

EK 4. k@ /{1+1? <k <k{/{1+n$’ Durumu.
Bu durumda (3.52) VE (3.53) esitliklerinden hareketle,

v® = lk2(1 +1®) - kM2 J 12

o' = [k2(1+ng1))~ k$)2]l/2: i l.ksrm —k2(1 +n(21))] V2_ i 'O
o? = [kz(l +n®) - kiz)zlm

v® = lkz a +ng2))~kg‘2)211/2= i lkgrz)z _ k2(1+n§2))]”2= i 5@

esitlikleri kullanilir. Buna gore,

=%

3%2 =iy,
3%3 =%

3X.4 =XLa
s =1s
3%6 =iy
X0 =%

3Xs =%sg

3

Lo =%o

3

%10 = %o

bulunur. Ayrica,

—p®
3I_II ::H]:e VX,

(1),
3H2 — H2 — e\) Xq

H, =H, =e "
H, =H, ="
*H,=H, =¢ """
‘H, =H, =™
ve,

31'_—11 :ﬁl —e o™
H, =1, =™
3ﬁ3 _ f{s — o
*H, :ﬁ4 =e®
H,=H, =™
3ﬁ6 - f{—(, — o

olup biitiin bu esitlikler (E1.23)-(E1.36) bagntilarinda kullanilirsa,

(E4.1)
(E4.2)
(E4.3)
(E4.4)

(E4.5)
(E4.6)
(E4.7)
(E4.8)
(E4.9)
(E4.10)
(E4.11)
(E4.12)
(E4.13)
(E4.14)

(E4.15)
(E4.16)
(E4.17)
(E4.18)
(E4.19)
(E4.20)

(E4.21)
(E4.22)
(E4.23)
(E4.24)
(E4.25)

(E4.26)
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Tie =k (s = X )0 — As) + OV%; — 0D, MO VRG — 6 3)
e = 20007 — 0P, )0y, —kx,)

oo =k (X ~Xe)0 —%s) — OO, =0, ) V5 ~6F))
Te=T

31-‘5(;:31—‘3(‘7

T =2(0"%, =k )k, —kxs)

T = 20005, ~ kx, O Cx; - 0@%3)

3rsG == r‘IG
T, =0
3F10G =0
31-;10 =0
rlzs 0

L = 2(0(1))(4 =k )k, —kxs)
3F14G :3F13G

Ve,

3rls = kz(’k’z - i's)(Xe +X7) + k('X,,;i; "iaxg)(l)(l) =i U(z))

—kQUx7 +X3Xs O -0 D)+ (Umxs + 0(2)X1 )(6'(1))( U'(Z)Xa,)
T, = 2(kyx, — ky &K, —0'Vx,)
*Ts ==k (R +X6)Ks +X7)+K@fe +Xoxs )OO +0P)
KLy + Ak JO'® D P) = (O, + 0P )OOy, +0 D)
Tos =k (s + 16 = %) + kX + Xoxe)OP —0®)
+KOUX7 = XaXs YO + 0P + (V% 0Py YO Py, +0'Px,)
Tis = -k ({5 — 26X —%7) — k(e = X3Xs )0 —0P)
—kQxy = Xsts)O® = 5 P) = (Pxs —0Px, YO Vg -0 Px,)
31-68 - 2(1)(]))(-, _ U(Z)Xs)(ki' Ar(z)xl)
? D = 2(kxs —kx,) (6'(1)3(1 -kx3)
? Ls = I
T, 9s = _zumk(i'zh +X4Xe) + 26'(2)X1 (U(DX:; -kx,)
+ Zkz(Xsf‘C; +A3%3) + 26'0)%1 (U(])Xs —ky;)
31—‘103 = ZU(I)k(i;XS ~Xake)+ 26'(2)7(1 (U(l) —kx,)
+ 2K (376 —XsH5) — 20", (0P —kts)
*Tis == 2k0" Y (X5Xs +%r) + 2" (Xo%7 +X5Xs)
— 2k3, 0V, + 0Py, ) + 20Dy, (0 +v
Ty = 2l (aXs = XX 7) + 2K (ot —XaXs)
+2kg, (0%, — 0Py, ) — 20", (0P —0Px,)
s = 2000, —0Pg, )0 Vx, — ki)
3r14S 3r13s

(Z)Xl)

(E4.27)
(E4.28)
(E4.29)
(E4.30)
(B431)
(E4.32)
(E4.33)
(E4.34)
(E4.35)
(E4.36)
(E4.37)
(E4.38)
(E4.39)
(E4.40)

(E4.41)
(E4.42)
(E4.43)

(E4.44)

(E4.45)

(E4.46)
(E4.47)
(E4.48)

(E4.49)

(E4.50)

(E4.51)

(E4.52)

(E4.53)
(E4.54)
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olmak iizere,
3r 3 r + 3 =

i= Le+1 7T j=1,14 (EA.55)
yazilabilir. Ayrica (3.85) esitligi yardimu ile,

*[Al= G, + 1t NELHL (T +i ") + A, (T, +i L)
+ (@5 — X )H H, (T +i Tys) + ﬁ2ﬁ4(31_‘3<} +i Ty )] (E4.56)
+ 2 ]x3ﬁ3ﬁ4 (3r2G + i 3r28) + ii;x4ﬁlﬁ2 (3 I'.6G + i 3r6S)

ve k doniigiim parametresine gore,

3 3 3 3 3 31 3 3 3 3 3 2 o

Lie> Lsg» Tugs Tsg ve 'Tig, Ty, Fass Tsss Toso Tioss Thiso Lus 5 6ift,

3 3 3 3 3 I 3¢ 3p 3 3 ) .
Ly6."Te05"Tr05 Taos Tisgs Tao Ve *Is, T, s, Tis, *Tss» Tes ; tek fonksiyonlar ve
3 3 3 3 .

L6 Toes Ties Tiag =0 olduguna gore,

*[A] o= it e [cos®" h) (T 'L - sin(Ph) (L, Ty |
+6™" foos(6'Vh) (Tyg+'Tig )+ sin(5"™h) (Lo —"Tyo) |}
ks § ™ foos("™h) (T, T )+ sin(6"®h) T T, ] (E4.57)
+&"[oos(®'h) (T, =T - sin("h) (T +Ti) |}
+ 2(7(17(3 31"26 —A3Xa 3Fss)
ve,
*[A] = 252" o8 Ph) €T +T5) +8in(6Ph) (LT |
+efoos(®Ph) (T, +'Ty) ~ Si(Ch) (T —Tig) |}
+ % Xa {e"mh [cos(f)'(‘)h) CTs—Tys) —sin(0'Ph) CL, +°T,5 ) ] (E4.58)
+&™" [cos(0'Vh) (T, —"T}) +sin(6'“h) (L, +°T, ) |}
+ 2(X1X3 Tys +XoXa 3I-‘GG)

olmak iizere,
Al=2 [A]o+i YAl (E4.59)

yazilabilir. (E4.59) esitliginin gergel ve sanal kisimlan ¢ift fonksiyonlar olmaktadir. Buradan
(E1.49)-(E1.54) yardimu ile,

3-a— x4 l)()h[ —10'()h( I-'IG +l Zl"ls) elu'()h( F3G +l 2r3s)|+x3( FZG +l S) (E4 60)
v 4] |

‘o, = X‘4e—umhl _m“h( [ +i 21—~ )_eiﬁlmh(zrm +i 2r4s)J“ Xz(zrzs +i 21—‘zs)

2 3[A]

(E4.61)
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sar(l D( . —Ul . »
em'()hle l)h(zrsc; +i? 5s) T E ()h(zrd.e +1 2r4s)|+X4(2r66 +1 2rss)
*[a]
e 1 ) 0 ) )
x,e T e (L i ") te "[’(;I;Gﬂz )20, Cl +i Tg)
3
A
a ) oM . e g
Xsleu )h(zrm +i *Tp) +€ (T “:;):1 23[88_.‘)]""3(4(3 » T —€ » 2@
e’ A
e e o . ~o®) .
- il T e g™ T +1 i) =€ (i )
- e—iﬁ""h 3{A]

3E=X3

3

=

it

2

3

£

yazihir. (E4.60)-(E4.65) esitliklerini gergel ve sanal kisimlarina ayirmak igin,

37, = 06" lo0s(h) CTig—"Tie) +sin(5*h)CTis +Tis ) IR o
SWps =X 4&3"(‘)h [cos(ﬁ'“)h) CT—"Tis)— sin(0'On) (L + g )]+ %z "D
e = A€ [cos(®'®h) Ty~ o) +sin(d"h)CTis TES | VI o
1, = 7.6 o0sh) CTis—"Tig) ~ (M T +'Tio)}- 2 Tis
PBroc =%s {e"m“ [cos(f)’“’h) T, —sin(OPhy’ I“gs]

e [cos(\“)'“)h) 3T, —sin(0'Ph)y’ T ] }+ y P P
s = X (e feos(@Ph) °Tig +sin(0Ohy T |

£ [cos(f)'“)h) T, +5in(0'Ph)’ T ] }+ % T
B = e [e0S@@h) *Tig +sin(Sh) Ty

+ e [cos(®'®h) T, +sin(0"h) Iyg 1} x T
B0 = s [ kS Oh) °Tyg ~ sin(E BT

+ & foos('¥h) *Tys - sin(d"h) T ]}+ 2, T
e = 1€ T +€7 " *The) 2 sin(Ph)C s+ Tos)
S aps =X (™ T + 6" 3T )+ % cos(0Ph)C e ~*Tys)
? Espc = 'XA[ ‘:'os(ffmh)(3 Iss o T4 ) —sin( OOn)C 5 +T ) }
Baps = %o s +¢ " Tis)

2] COSEPRYCT 55~ Toes) + sin(S W) Tz ST )

tammlamalari yapilirsa,

Sa- — 3[ZX]G 3(_ill’G +3[A]S 3-a’ll’s
* ‘Al +lals?

3. = 3[A]G 3EIPS—S[A]S 3alPG
: [l + 1Al

S = ’ [A] G 362?6 + [A] s *0es
2G

lalo Al

(E4.62)

(E4.63)

(E4.64)

(E4.65)

(E4.66)

(E4.67)
(EA.68)

(E4.69)
(E4.70)

(E4.71)

(E4.72)

(E4.73)

(E4.74)

(E4.75)
(E4.76)

(E4.77)

(E4.78)

(E4.79)

(E4.80)
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3 [A] G 3a21>s = [A] S 36‘-2?@
Ay = 3 2 3 2 81
NEEAT A
_ Al *Bee+’[Als *Bus
o =g Brot 1Al 482
B =R, )
_[AlG *Bes—"[Al s *Bc
g =—2le Brs= 4.83
L VRN 5
3in 3[A]G 3BZPG'“F?'[A]S 3B2PS
BzG 3 2.3 4.84
NEENE 50
3R 3[A] G 3-B-zps“3[A] SB-
Bys = TR 4.85
Bl7lal, (45
L= 3[A]G 363?6 +3[A]s 3a—sPs 4.86
%o el (450
- 3[A] G 3[A]s Oy 87
R NV FA5D
IR 3[A] G 3BSPG + [A] s SE.’:PS 4 88
G~ 3 2 3 ) 88)
o =S, ¢
5 [Al *Bes="[A]s B
B, = ses~ 1AsPioo 4.89
Rll, 4
olmak tizere,
Y&, =W +i 0 (E4.90)
Y&, = +i Mg (E4.91)
3E1 =By +i 3Es (E4.92)
3B—2 :332(} +i 3—gzs (E4.93)
q, = eo(z)h(3a—30 +i 3—('iss) (E4.94)
3B, = cos('®h) *B,, — sin(D'@h) B, +i [cos(6'<2>h) 3B, +sin(0’®h) *Be ] (E4.95)

yazilabilir. *®, @, (i=1,3) fonksiyonlan k’ya gore ¢ift, *By,’ Bps (i=1,3) ise tek olup,
*|A); ve *[A]s fonksiyonlan da gift olduklarna gére sonug olarak W, T (i=1,3)
fonksiyonlarmn ¢ift, *B,’Bs (i=1,3) fonksiyonlanmin da tek olduklan gorilur. (E4.90)-
(E4.95) esitlikleri (3.123)-(3.132)'de kullanilirsa, (E4.1)-(E4.20) esitlikleri yardimu ile,

e N W N N
3®m(k)=kl 3oc,G +i 3oc,s)e o g il —(3a2G +i 3azs)e" - J

HOO| (B +1 2B)e 01 (0B +i 3B, el

R e Y o0y
QN (k) =v® ( q, +i 3onls)e 07 gk +(30L2G +i 30(93) %, ‘k’“]

6B +1 2B 0l 0 i 2B el

(E4.96)

(E4.97)



AY(K) xgl ( O +i a,s)e*" "’e""’“ +(3E +i 3'6625)e"m"’e"“"“ 4o
+ifc'z[(3ﬁe +1 7By Je %) L 0B, 41 7B )] (4.5,
PBO®) = 1|~ (o +i 70 ) e 6™ + (8, +i 260y Jere £59)
g [(3"[3'\(‘I +i 33‘8) e—i(ﬁ'(l)x2+kxl) +(B,, +i 3@3) oil6xa-iox) (E4.
SCOK) = 1| (g +i s e e ™ 4 (g +1 7T, e 2e™ | (EA.100)
# 2l (Bio +i 1B Je ) (B 41 7B,,)e ) |
3G‘)(z’(k):—k( Ty +i ags) g —10"2)( B, +i BSS) i{p Py i) (E4.101)
Q%)= _0(2)(3630 +1 3635)6_0(2)"23_&’{’ - k(3—B;G +i 3Ess) e_i(ﬁmxﬁh’) (EA4102)
PAP (k)= (363(": +i 3-6‘.33)6“(2)’(2‘3—ikxl “ii;(sﬁse +i 3‘B-as)e—i({)’mxﬁkxl) (E4.103)
BO(k) =y, (363(} +i 3ass)e—u(z)xz.e—nm‘ +ijg (3E3G +i 3Ess) e—i(ﬁ(z)xzm‘l) (E4.104)
PCOK) =%, (o +i s )& 26 3, (Bog +i 3B J i) (E4.105)

bulunur. (3.133)-(3.142) uyarinca (E4.96), (E4.100), (E4.101) ve (E4.105) esitliklerinin sanal,
(E4.97), (E4.98), (E4.99), (E4.102), (E4.103) ve (E4.104) esitliklerinin de gergel kisimlan
kullamlacaktir. Buna gore,

3QO(K) = k{e“’m"2 [—— *&, sin(kx, )+, Cos(kxl)]
e - %1, sin(ix, )+, cos(ix, )]}
+ 6'(1)[3 B cos(f)’(l)x2 + kx,)+3Es sin (6'(1)x2 + kx‘)
+3B, cos(" f(l) —kx ) By sin(‘ '(1)x2 r kx,)]
3Q0(k) = U(l){ -t ”‘2[3_ cos(kx )+20 sin (kx, )]
+e' [ T, cos(lex, )+ Sln(kxl)]}
+ k[ B cospx, +kx, i Big sin(6x,, +kx, )
= 3B, cos(rx, —lox, Jr By sin (50, — kox, )|
PAD(K) = Xg{ ~olk, [ 8, cos(kx, ) —* &, sin(kx, )]
e [ @, cos(kx, ) +7a, sin(kxl)]}
B sl o B o, )
+ ﬁZG sm( x2 —kx )+ st cos( (l)x —-kx )]
BP0 =1 {6 [ cosliox,) =g sinlx,)]
+ eu(’)xz[ e cos(kx, )+ 0 sin(kxl)]}
» [_3 B—IG sin (6'(’))(2 + kX1)+3Es cos(f>'(‘)x2 + b{l)
+ B sin(A Wy, —kx )* Bs COS(A Wy ~ kxl)]
3CO(k) = Xs{ a "2[ o, sin (kx, )+a, cos(kx, )]
m" [— T sm(kx‘)-%- Ayg COS(kxl)]}
+X4[3B—1G sin(ﬁ'(l)xz + kXI)JES cos(f)’(’)x2 + kx[)
B, sin (f)r(l)x2 ~kx, )+3_[§25 cos(f)'(l)x2 -kx, )]

(E4.106)

(E4.107)

(E4.108)

(E4.109)

(E4.110)
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0P (k) = ke [36‘_3@ sin (kxx)' s cos(kx[ )]

- 6'(2)[3§3G cos(ﬁ'(z)x2 + kx1)+3E3S sin(i}'(z)x2 +kx, )]
30D (k) = -6 | 281, cos(ix, s sin (kx, )]

- k[sB_sc cos(ﬁl(z)xz +kx, )"'3 B, sin (6'(2)’(2 +kx, )]
AP (k) = X,loeﬂo(z)x2 [3 Oy cos(kxl )"'3633 sin (kxl )]

+ 3] B sin (0P, +kx, 2 Big cos(0x, +kx, )]
"B (k) = x5e™ [0 coslion, g sin x|

+5, [3 By sin (6'(2)x2 + kxl)—3 Bss c<>s(f>'(2)x2 +kx, )]
*CPI) =162 [0 sin o, 17 coslion, )|

+xs[" [ sm( '(2)’{2 +kx )"' st cos( xz +kx )]

yazilip bu ifadelerin tek kisimlar atildiktan sonra kalan,

3@)“)(k) { ( -ol%, 3axc;+e°)x 36626)

'(1)[ ( )sm( Wy ) (BIS+ ﬁzs)cos( )]}Sln(kx)
3000 (k) {0(1)( —ullx, 3-0—('1 +eu Oy, 3—2G)
+ k|0 BB Joos(o U, )+ ( B+ Bis Jsin (5, ) Joos(ie,)
{x ( -k, 3am+eu()x, 3620

+X2[( B BZG)sm( b ) (BIS st)cos( o )]}cos(kx)

{ ( ~ullx, & ok, 3—
tx

AR ®K)

it

B, (
B (k)= o, +e Ays

+%5 [ ( o =T )sm(“ L )+ (3 B+’ Ezs)cos(ﬁl(])xz)] }cos(kxl)

sc(s]é(k) ( oy, 3— vWx, 3

&y +€ &, '
+ X (BB Joos(0 ¥, )+ (BB Jsin 6, ) i,
02 (k) = k e 3, sin(kx, )
+6’(2){[cos(6'(2’h) 333 ~sin(0'®h) ? B3 ]sm o' x )
—lcos(®"®h) ? B3 +sin(0’®h) 3 ﬁ,G cos( ) 2)}sin(lm])
0@ (k) =~ 3F, | coslix, )
{[cos(\)'(”h) B, —sin(®®h) ? B ]cos @) )
+[cos(6’(2)h) By +sin(d'®h) *B,q sm( @ )}cos(kx )
P AZ (k) = 108”0 3, cos(kx, )
+)Z'6{—Los(6'(2)h) 3§ —sin(0'®h) 3§3 ]sin o'® )
+{cos(0"®h) * Bas+sm(6'(2)h) [33 ]cos( @ )}cos(kx)
B (k) = x5 € ’““*1) &, cos(kx,)
+x6{Los(6'(2)h) 383 —sin(0'®h) ? B ]sm U )
—Los(ﬁ’(z’h) B3S+sm(6'(2)h) BSG cos(u( 2)}cos(kx1)

(EA.111)

(E4.112)

(E4.113)

(E4.114)

(B4.115)

(E4.116)

(E4.117)

(E4.118)

(F4.119)

(E4.120)

(E4.121)

(E4.122)

(E4.123)

(E4.124)
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v (h-x,) 3 .
CRKk)=—x, € 7 3, sin(kx,)

~Ys {[cos(f)'mh) 3'§3G ~sin(0’®h) * ﬁs ]cos(f)'(z)x2)
+ lcos(0'®h) Sﬁs +5sin(0"®h) * —E;G sin(ﬁ'(z)xz)}sin(kxl)

esitlikleri (3.133)-(3.142) de kullanilirsa sonug olarak,

i
p Y+
3—=(1) __ [¢] 3@
5 == [*0Ra)
i
1+n§2)
i
140

208 k) dk

:

:

— P
3u§x) _ o

o= ['BR9dk
ki

1+n

(2)
1

ki
T

Y (k) dk

P
3 _ 20
/1

L

1+ §2)

=

K

WO =L [20Q (k) dk
( n] D (k)

1en{®

=

5
TP ==L [*0Q(k)dk
5

I+'q}z)

5

o [*AZ ) dk
i

1+

(2)
1

(E4.125)

(E4.126)

(B4.127)

(E4.128)

(E4.129)

(E4.130)

(E4.131)

(F4.132)

(F4.133)
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ki
P t+n{?
3.2 _ Yo 3IR(2)
oP =-2 [*B@(k)dk
T L2
L
l+n}2)
ky

Kt

bulunur,

(E4.134)

(E4.135)
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EKS. kP /{1+n{ <k <k@/,1+n Durumu.

Bu durumda (3.52) ve (3.53) egitliklerinden hareketle,

o = (k2(1+nfl))—kf_l)2]”2
o'® = [kz(l + 1,]gl))_ k(Tl)z]uz
o® = lk2(1+n§2))_k£2)211/2
VO =2 (1 +0@) -kP? |22 k@2 ~ 2+ 0@)[ 2= 6

esitlikleri kullanilir. Buna gore,

47(.1 =%
4X.2 =%
“%s =%
4X4 =%Aa
X5 =1s

4X6 = ii’s
% =%

4X8 =%s
4X9 =%o

4Xlo =%

bulunur. Aynca,

_u®
4Hl "'_‘H] —e {Fhns 2%

@
‘H,=H,=e"™
4 —_p'®,
H,=H,=e¢" ™

(1),
4H4 - H4 _ el) Xy

4 — — o 2Px,
H,=H;=e¢

~ Y. ¢))
‘H,=H,=e™ ™
ve,
== == —uH
4I_I1 :H] —e o'h
— —_— Q
‘H,=H, ="
4H3 — H3 —e v®h
— —_— A3
‘H,=H, =¢"
- = _p®
‘Hy=H;=¢" "
— 2 _ad2
‘Hy=H, =™

olup biitiin bu egitlikler (E1.23)-(E1.36) da kullanilirsa,

(ES.1)
(E5.2)
(E5.3)
(ES.4)

(E5.5)
(E5.6)
E5.7)
(E5.8)
(E5.9)
(E5.10)
(E5.11)
(ES.12)
(ES.13)
(E5.14)

(E5.15)
(E5.16)
(ES.17)
(E5.18)
(E5.19)
(E5.20)

(E5.21)
(E5.22)
(E5.23)
(E5.24)
(E5.25)

(E5.26)
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e =K 0s = %) = Xa) K (X7 +X2X3) — KXo Xs O +v®)
— k(A7 +Asks OV + 0Py (0% + U(Z)Xl)
"Tyo = 2(kx, ~Kxs ' Vxs —kx,)
Ty = k2 (s = X1 )s — Aa) — K Gads + XaXs) + KX O +u®)
+R(K7 +XsXs VP =0 (05 +0P,)
Tio =k*(Xs =% )%s = Aa) K2 XaXs = Xhr) + KX (O
+k(ux, - XaXs O’V + V' Oy (05 0" X1)
Tse =K2(0s = %)X = Xa) — K X3 = A7) KXo Xs (O?-v
~ k(X7 = XaXs V' = 0" (05 - 0P))
Tee = 2(ky s — ky, )(kx, ~0%,)
The = 2(kx, - kx )%, —kx,)
4r8G =Ty
“Toe =2(0Vs — ks )(0'(”7(1 -kx,)
4ROG ——4F9G
e = —2k0" D (o5 + i) + 2K* (a7 +A2Xs)
+20" Yy, (0P, +0Vx5) — 2kx, (V% +0DX,)
T = 2k0" V(35 X1 7)+ 2K (XoXr = X2Xs)
+ 20'0)%4(0(2) U(I)X5) +2ky, (U(])X4 ~0%y,)
Tge = —2ko® (x5 + A2X7) +2ky (ks + v@y,)
+20' My (0P, — 0Py )+ 2ky, (0%, —kx,)
e =~ 2k0® (4%5 = XA ) + 2k (exs - v®y,)
- 20"y, (VD% —0Py,) + 2kyx, (V% —kx,)

@ _ l)(1))

@) )

ve,

4rxs = "kz(i’GX'/ + Xsﬁé) + kX472'6(00) + U(Z)) +ko'® (XsX7 +XsXs)

+0" R 0P, —0Py,) + 0PV (% = AaXs) — O POP (X s +XaXs)

Ty = 208, ~ 0RO - 0Ox,)
4Es = _kz(i:sX'/ + Xsi;) + kX4X6 (0(1) + 0(2)) +ko"® X7 +AsXs)

U'(l)i' (0(2)x3 - l)(1)x7) — 6'(2)0(1) (X2X7 + X4X5) - 6'(2)0(2) (X1X4 _ X2X3)

T = K20ty —%XH5) + kX s (0P —0P) + kO (4,07 — Xs5Xs)

+0" P07, —0V8) + T PP +Aaks) ~ T POP (s +Xks)

4rss = —k*(XeX7 — AsXe) + KXaXe (0(2) -v®)+ ko'® X7 —%X3Xs)
_U'(l)x (0(2)

T, =20P%, =Py )X =0 Px,)

Ty = 2kt -0 WO, ~5x,)

4Fss —_4r7s
41_‘9s =2(kx; - U”)X4) (ks — 6'(2)7(1)
4rms ng

~00%,)+ 0PV (x5 = A2%7) O PVP (% — XXs)

(E5.31)

(E5.32)
(E5.33)
(ES.34)
(E5.35)
(E5.36)

(E5.37)

(ES.38)

(E5.39)

(E5.40)

(ES.41)
(E5.42)
(ES.43)

(E5.44)

(E5.45)

(E5.46)
(E5.47)
(E5.48)
(E5.49)
(E5.50)
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‘L. =0 (Es.51
T,s=0 (E5.52)
‘T3 =0 (ES.53)
T =0 (ES.54)
olmak iizere,

T, =" Tg +i 'T5 Lj=1,14 (ES.55)

yazilabilir. Ayrica (3.85) esitligi yardinu ile,

4[A] =%+ X1X4)[ﬁ2ﬁ3 (4EG +i 4ES)+ﬁlﬁ4(4r4G +i 4r4s)]
+(U2Xs —X1X4)[ﬁ1ﬁ3(4r56 +i 4F5$) +ﬁ2ﬁ4 (4r3<3 +i 4rss)] (E5.56)
+2{XIXB-I-—ISH—4(4F2G +i 4r25)+X2X4ﬁ1ﬁ2(4r65 +i* 68)]

ve k doniigim parametresine gore,

4y 4 4 4 4 4 4 4 A 4 A 4y 4y 4 Lo
L Dags Tags Tsas Lo Liogs Lt Lizc V€ Ligs Lass Yas» Lsss Log» Lyos 5 Sift,
4 4 4 4 4 4 4 A1 4y 4 . .

L. Tags Togs Teas Yiaas Tiag V€ Tass Less Lgss Lgs 5 tek fonksiyonlar ve

4 4 4 4 _ = «
Liss Tiass Liass Ligs =0 olduguna gore,

Oy ® Dy ®
4[A] 6™ (Xz'Xa + X1X4)(e( n 41_‘1(; +e® o 4F4G)
+ (X2x3 _ X]X4 )(e—(\)(l)-g-u'(l))h 4r5G + e(\)(l)+u'(l) Yh 4F3G) (ES 57)

+ 2(7(«17(3 41qzc' +A2Xa T, sc)
ve,

o® _y® WO
4[A] 5= (X + X1X4)(e( S PR . 41“43)
—(u® 4 ® RO
+(X2X3 _X1X4)(e (OO 4r5s +¢f 8 41_‘3s) (E5.58)
+2(X1X3 “Tos +AaXa 4FGS)

olmak tizere,
‘[Al=* [A) o+i YAl (E5.59)

yazilabilir. (E5.59) esitliginin gercel ve sanal kisimlan ¢ift fonksiyonlar olmaktadir. Buradan
(E1.49)-(E1.54) yardim ile,

ol ) o ] .
‘= X4€ hle )h(4rlc +1 41_’1s)_e ()h(4r30 +1 4rss)J+X3(4rzc +1 41_‘zs)

5.60
1 To] (E5.60)
W] p® . o . .
‘5 = % 4€ h[e " +1 Tg)—e” (‘T +i 4r4s)l—X3(4rzs +1 *Th) (E5.61)
o *[a] |
xseo’(l)h}eo(l)h (4I—3G +i 41-'*38) +e-u(1)h (41‘*46 +l 4 s )J+ X4(4F5G +l 41—‘68) (E562)

4E = 4[A]
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Oy e . ¢ . .
g, = ke Pl R (T +i T+ €™ (T, +i Ty 2, (T +1 “Ty)
’ ‘[a]
5 1 ™, +i 41;s)+e-°“’h(4rm +i'T)|

SR
+xJ'°“6rm+aﬂ%a & (Lq +i “Tp)
R
(D)h:%r +-u)h4r ) ( ’hzr —u“’h41- )
X3\€ ng 7€ + %4\ 136~ 14G
B3 —-m'(z)h 4[A]

yazilir. (E5.60)-(E5.65) esitliklerini gercel ve sanal kisimlarina ayirmak igin,

4= _ P 4 P+ 4 4
ipe = X4\ Ig—e Do 4% oo

4au>s 4(e(u(‘>~u"“ )h 41—- _ (u‘”+u'(‘))h 4rss) + X34 T
“Bope = s (e_(ua)w'm i O —e v On 4 4G )“ y 0 O
Wpes = 4(6—(1)0)4-0'“))!1 Ty~ e Om 4 )" %' Tos
BIPG =% (e(o“)w'“))h 4rsc + e_(UﬂLU,m)h 4r4c~ )+ X4 ¢ I
BIPS =%s (e(u(l)wm)h T s+ g W7 4T 4s )+ Xa 4rss

“Bars = X3 (c(om_um)h vy S i ) LA
“Bues =% (e(um“u'w)h T+ A » ss )"’ 7 T
aps =3 (eu * The + e pIES )+ X4( . T "™ T, )
yps =X (e" 4 e T )+ x 4( = Tios e”™® T )
BSPG (e‘)( * 4rne +e% 41“120 )+ Xa (eu'( » 41_13(} —e™™ 41‘146 )

B =0

tammlamalan yapilirsa,

4[A] G alPG +4[A] S 4a-lPS

A NI

5 4[A]G Aips 4[A]s Oypg
* Al+AlLe

‘.. = 4[A] G 45‘—296 +4[A]s 4621’5
" ‘lale*+als?

a2 0] A

‘al*+lals?
E — 4[A]G 4EPG+4[A]S 4EPS
T ale+al

Bl 4[A]G BKPS 4,.'A]S BIPG
i "al+[als?

(E5.63)

(E5.64)

(E5.65)

(E5.66)
(E5.67)
(E5.68)
(E5.69)
(E5.70)
(E5.71)
(E5.72)
(E5.73)
(E5.74)
(E5.75)

(E5.76)
(E5.77)

(ES.78)

(E5.79)

(E5.80)

(ES.81)

(ES.82)

(E5.83)
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3, - Al [‘;'B];:g j:[lf]]ss;_gzps (ES.84)
B, = ‘lal, 4[;%?;:&%:;@% (E5.85)
G, = [A] 64[53? :4[%]]:2 e (E5.86)
i, - 1Al G4;53:2;:{AA\%::&}FG (E5.87)
o=l
oo Sl

olmak tizere,

‘T, = e (E5.90)
=0, 1 T (E5.91)
4E1 :4E1G +i 4Es (E5.92)
432 =4_|§2<} +i 4@23 (E5.93)
= (T +1 ) (E5.94)
4B, = cos('®h) *B,, —sin(0'®h) *Byg +i [oos(o'<2>h) 4B, +sin(0'@h) {33G] (E5.95)

yazilabilir. *®,,*0, (i=1,3) fonksiyonlan k’ya goére ¢ift, *Byg,*Bps (i=1,3) ise tek olup,
*[A); ve *[A]s fonksiyonlan da ift olduklarna gére sonug olarak ‘@, ‘d (i=1,3)
fonksiyonlarmm ¢ift, “B,,*Bs (i=1,3) fonksiyonlarmin da tek olduklan gorilir. (ES.90)-
(ES5.95) esitlikleri (3.123)-(3.132) de kullamlirsa, (ES.1)-(ES.20) yardimu ile,

I a0
LOM (k) = {kl(“am +i “ocls)e VTR (4oam +i 4azs)e° %2 J

+0'® [( BIG +i BIS) e +( BZG +1 4323) s ]}e_ikx‘ (E3.96)

SQO(K) = {UO) I[( Oile +i ils) M“z +( SZG +1i azs) 1; | (E5.97)
kK{(*Bo +i “Bs)e™™ = (“Buo +i “Bus)e ]}e‘k"

4A(1)(k) - {Xg [__(4—d—1_G +i 4—&:—8) —ulx, +( [T +1 azs) | (E5.98)
F 1 (B + ‘B ™™ + (g +i “Brg)e™™ e

‘BY(k) = {X1 [ ( o +i a,s) o +( Oy, +1 azs) ’ ):) J . (E5.99)
12 [ (B +1 Ba)e ™™ + (1B i o)™ Je

CO(K) = =%, | (T +i @ )e ™ + (4 +i g )6 ™ | (E5.100)

= am Lotk (a4 Yo |V ik
+X4[‘(4ﬁm +1 4B15)e +(4B2G+1 4[325)6 "]}e -
@O = k(T +1 @, )e " Pe ™ OBy +i 4By e 0 ) (ES.101)
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QP00 =0 g + 4 Je e k(B +i ‘e ) (E5.10)
AP =0 Thg 11 Thg )™ i (B i B Je o) (E5.103)
BOM) =, +1 4T Jo e 4 (B +1 4Py O (E5.100)
COU) = x4, (T +i 4T e e 41, (B +i ) ) (85.105)

bulunur. (3.133)-(3.142) uyaninca (E5.96), (ES.100), (E5.101) ve (E5.105) esitliklerinin sanal,
(E5.97), (E5.98), (E5.99), (E5.102), (E5.103) ve (ES 104) esitliklerinin de gergel kisimlan
kullanilacaktir. Buna gére,

‘O (k) =k {‘e—u(')xz [ g sin(kx,)—4als cos(kxl)]
+ e"(l)x2 [ 4a26 Siﬂ(lO(l )“4623 COS(kXI )]}

—u'® {e*’m"z [“EG sin(kx, ) —* By cos(kxl)] o
e [“ B, sin(kx, )—*B,s cos(kx, )]}
‘P k) =0" {C_U(l)xz [461(} cos(lcx, )+ ;s sinlex, )]
"% G0, cos(lox, )+ 400, sin(iox, )] } (E5.107)
el 1, ooyl |
—e" [4@(} cos(kx, ) +*B,s sin(kx, )]}
‘AP =1, -¢" ' coslior)++% sinix, )]
+e [4'&26 cos(kx, ) +* T, sin(kxl)]} (E5.108)
e B coson) 4B i) |
4+ [“ By cosliox, )+ B, sin(kx, )] }
“BPR) =x:{ - [ coslion) +5L sinfox, )]
+e' [4 Ty, coslkx, ) +48, sin(kx, )] } (E5.109)
. { oo, [4316 cosfkx, )+*B sin(kxl)] |
e [“B;G cos(iox, ) +* B, sin (kx, )]}
“COK) =, o[ 8 sinicx, )=, coslicx, )]
+e™ [ *q,, sin(kx, ) —*@, cos(kx, )]} (ES.110)
1, { o, [ B, sin(kx,)—*B,, cos(kx, )] |
[ B, sin(kx, )~* B, COS(kxx)] }
‘0P (k) = ke ™™ [45% sin(lox, ) =@, cos(kx, )]
o' [4EG cos(d'@x, +kx, )+*B,q sin (0, + kxi)] .
*QP (k) = e | @, cos(lox, )+ sin (ix, )] (E5.112)
—k [4‘[3'3G cos(f)'(z)xz +kx, )+4§3S sin(f)'(z)x2 +kx, )] )
AP (K) = 0™ 4, cos(ie, ) +450 sin(ix, )] (E5.113)

+%. [— “Bus sin(f)’(z)x2 + kx1)+“§33 cos(f)'(z)x2 + kxl)]
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BO (k) = x,6™ [a, cos(iox, 0 sin(kx, )]
+%b [4—53(} sin (13'(2)x2 + kxl)—“ By cos(i‘;'(z)x2 +kx, )]
‘CP (k) =1, Ot [‘4636 sin (kxl )"‘4635 cos(kx, )]
+%e [—”'EG sin(f)'(z)x2 + kx1)+4§3s cos(vb'(z)x2 + kx,)]

yazilip bu esitliklerin tek kisimlarn atildiktan sonra kalan,

‘000 = |k [-e™ g +e ™ 4y )
—yu'® (e""(l)"2 B e 4525)] sin(kx, )
QR (k)= _u(l) (e“’m"’ W+ A
+k (e‘ P 4 e ‘rﬁm)] cos (kx, )
*AGL(K) =] %o (— e Uy + e 4&2(})
+%, (e“’(l)"2 B + e 432G)] cos (kx,)
"B k) =|x, (* g Ty + ek ‘e
—X2 (";u’(ux2 4EG + eumxl 4E2G)] cos (kxl)
*COm) =] (™ &+ “Eo)
a6 B —e ™ B, ) sinix,)
‘@R (k) =k &) 4F, sin(kx, )
+ 6'(2){[003(\3'(2)h) 4§3G ~ sin(0'®h) 4§3s ]sin (6'(2))(2)
— Los(f)’(z’h) 4B, +sin(0"@h) 4_§3G cos(ﬁ'(z)xz) }sin (kx,)
“QQ (k)= —0@e? @) 45 cos(kx, )
~ k{kos(ﬁ'mh) 4§35 ~sin(0'®h) 4ﬁs]cos(ﬁ'(2)xz)
+ lcos(0"®h) “B,; +sin(Y'®h) 4-6-36 sin(f)’(z)xz)}cos(kx])
‘AR (k) = xwe"(z)(h"") “qye cos(kx,)
+f(;{- cos(0'®h) 4§36 ~sin(0'®h) “B,, [sin (6’(2)x2)
+[cos(0'®h) 4535 +5in(0"*h) 4§3G cos(f)'(z)xz) }cos(kxl)
“BE (k) = ) 45 cos(kx, )
+3 {[cos(s'<2>h) By —sin(0'h) ‘*islsin(s'(z)xz)
~ lcos®®h) B +sin(d'@h) *By, |cos®@x, ) Jeos(kx, )
‘CRK) =%, 27 45 sin(kx, )
—%e {[cos(f)'(z’h) 4ﬁ36 —sin(0"*?h) 4§3S]cos(f)'(2)x2)
+lo0s(®'@h) *Byg +sin(d'@h) *B [sin(0x, ) }sin(kx, )

bagmtilant (3.133)-(3.142) esitliklerinde kullanilirsa sonug olarak,

(E5.114)

(E5.115)

(E5.116)

(E5.117)

(E5.118)

(E5.119)

(E5.120)

(E5.121)

(E5.122)

(E5.123)

(E5.124)

(E5.125)
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bulunur,

2 [*0R ) dk
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(E5.126)

(E5.127)

(E5.128)

(E5.129)

(E5.130)

(ES.131)

(E5.132)

(ES.133)

(E5.134)

(E5.135)
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EK 6. kZ/1+1P <k <o Durumu.

Bu durumda (3.52)-(3.53), (E1.1)-(E1.36), (3.85), ve (E1.49)-(E1.54) esitlikleri gegerli olup

buna gore (3.123)-(3.132) yardim ile,

*0V(k) = |k (& H, - &, H,) + VOB H, + B, H)e ™™
*00(k) = (& H, +&, H,) + k(@ H, - B, H,)|e =
*AVK) = [t~ B, + T, H,) +1,(B H, + B, H)le ™™
*BOK) = f1,(-& H, +, H,) ~x, (B H, + B, Hy)e ™™
SCO®K) = [ x,(a@ H, +&, H,) +x, (=B, H, + B, H,)|e
@(k) =~k &, H, +v® B, H,)e

0P (k) =~(0® &, H, +k B, H,Je

PAP(K) = (o % H, -2 B He)e ™™

*BO(k) = (x, &, H, +x, B, HyJe ™™

Sc(z)(k) = (x7 a-?: H5 + XS —B; Hﬁ)eﬁikx‘
bulunur ve (3.133)-(3.142) esitlikleri yardimu ile,

w0 =D [e@)d

T
140

P w0
u =2 [*alk)dk
Jt k'(EZ)
Jren®
P o
Sol) =2 *AS (k) dk
7'C k?)
14n$®

P [+
oy =2 [*CR(k)dk
T kg)
l+q(21)
5—(2) Po ws 2)
i =2 [*0Q (k) dk

(E6.1)
(E6.2)
(E6.3)
(E6.4)
(B6.5)
(E6.6)
(B6.7)
(E6.8)
(E6.9)

(E6.10)

(E6.11)

(E6.12)

(E6.13)

(E6.14)

(E6.15)

(E6.16)
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@

bulunur.

(E6.17)

(E6.18)

(E6.19)

(E6.20)
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EK 7. kP/y1+nY <k <k®/y1+1® Durumu.

Bu durumda (3.52) ve (3.53) esitliklerinden hareketle,

o® = [kz(l +N§I))"k€)zl”2

V'O = [k2(1+ ngl))_ k(Tl)zj 172

v® = lk2(1+n§2))—k{2’2j”2= i lkiz)z —k2(1+1']§2))_’“2= io®
v® = lkz(l +ngz)) _ k(Tz)z ] v2_j; lkgrz)z ~k*(1+ ngz))] V2_i '@

esitlikleri kullanilir. Buna gére,

63(1 =%
%2 =%a
6%3 =%s
“Xa =%
Xs =Xs
6Xs =i5€:s
6%7 =iy}
“%s =%s
6

Lo =%o
6?Cw = 5610

6

bulunur. Ayrica,

—_pW,
°H, =H, =e™"'™
(1),
SH, =H, =¢"™
6 —u'x,
H,=H, =e

(1),
6H4 — H4 = [blame ¥%

6 T -0
H,=H;=e :
Ve,

— — e
‘H, =H,=¢*"
== - (Y
‘H,=H,=e" "
e i
6H3=H3___el) b
— —_— (1)
6H4=H4=eu h
— o e
6H5 ZHS —e 15
6TF _ 37 _ .-io™h
H,=H;=e

olup biitiin bu esitlikler (E1.23)-(E1.36) esitliklerinde kullanilirsa,

(E7.1)
(E7.2)
(E7.3)
(E7.4)

(E7.5)
(E7.6)
E7.7)
(E7.8)
(E7.9)
(E7.10)
(E7.11)
(E7.12)
(E7.13)
(E7.14)

(E7.15)
(E7.16)
(E7.17)
(E7.18)
(E7.19)
(E7.20)

(E7.21)
(E7.22)
(E7.23)
(E7.24)
(E7.25)
(E7.26)
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6F1G = kz(xz; ~X3)(X1 ”%5)+k2(XZX3 +f(25€7)
~ArAa(2)

- kX4X50 - kx:x:;"m - k%\i;{)’m - sz')ACsU'm

E7.27
OO, ) 0, &7
=000, %5 + O PO (s +22%)
*The = =20 k(R sxs +Xek7) + 20"V (kX5 +5PRe) (E7.28)
+2 kz(Xsz ~%aXa) ~ 26'(2)X2(6(2)X4 - ki:/) .
“Tie =K 0te = Xa )X = X5) + K2 (s +XeXS)
—ky,Ks0@ + k%0 — k%70 + k750’
e -
— V0 (XsXs + XsK7) OO X
+ 000,85 = 8PPt~ Aixa)
° Fo="Tiq (E7.30)
T56="Ty (E7.31)
Ty =~2k 0O R sxs +Tek5) + 2k x3 (ks +0D75) E732)
+2kXI(U(DXs —kX3)—26’(2)X1(6(2)X3 ”U(l)i;) ‘
“Toe =2k (s — %) (0" Px, —kx,) (E7.33)
6 rs(} 0 r7G (E734)
Ty =2 (0%, — k) (0" Px; — k) (E7.35)
Tios = Tog (E7.36)
6r116 =2 (U'(I)is —kx,) (U(UX:; —kx,) (E7.37)
Ty =Thie (E7.38)
T =2k (4, —%5) (0P%, —kx,) (E7.39)
“Tu6="Tiss (E7.40)
ve,
T = k* (X35 ~ Xake) + 0%, (ks — 0" P%5) + 0Py (0", - kx,)
IR ) (E7.41)
=k x70™ + k%50
6rzs =0 (E7.42)
*Tis ==k (R +XaX6) 0V, (ki =5 P%5) = 0P (V' Vx, — k) E743)
+ky, X0 M + k% 0P .
°T 4s :—6FIS (E7.44)
Ty =T} (E7.45)
=0 (E7.46)
°Ths = 20", —ky;) (0" Py, —0"V%%) (E7.47)
Ty =Ty (E7.48)
“Tos =205, —kx;) (O Py, ki) (E7.49)
*Tos="Tog (E7.50)

“Tyis = 20"y, —kx, ) (0P, —kx7) (E7.51)
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Tas = Thss (E7.52)
61_‘135 = Z(Umi; —6(2)7(3)(”'(1)%1 ~-kx,) (E7.53)
6R4s :_6rns (E7.54)

olmak tizere,
T, =°T}q +i °T}s ,j=1,14 (E7.55)
yazilabilir. Ayrica (3.85) esitligi yardumi ile,

) [A]: (%5 +%iXa) ﬁzﬁs(G [ +i 61—‘1s)+ ﬁlﬁ4(6 T +i ﬁr4s )]
+(X2Xs —XIXA)[Hle (6rse +1 Ty5)+H,H, (T +i Ty )] (E7.56)
+2 (Xst Te +%2%4 Teo )

ve k dOniiglim parametresine gore,

6 6 6 6 6 6 6 6 6 61 61 61 61 6 6 6 o
L6 Taas Tags Tsos Loy Tiogs Tiias Lize V€ “Liss Lass Lags Lsss Loss Liogs Luss Liss 5 Gift,
6 6 6 61 6 6 6 61 6 6 ) . 6y 61 _
Do Tegs Trgs Liar Tisas Liag V€ “Togs Lyss Liass Lias 5 tek fonksiyonlar ve °Iy,"Tis =0
olduguna gére,

6[ A] o= ( Aot + s X4) (e(ua),ur(x) I R R 61_4G)
+ (Xsz - x4)(e~(u(l)+uv(l) »h 51—~5G + e(ua)w'(l) )a 61—-36) (E7.57)
+ 2 (XIX3 6r2G + XZX4 Grﬁe)

ve,

6 _ w® oDy 6 —® My, 6 )
[A] s= (sza + X1X4)(e v Is+e™ |

Dot Do (E7.58)
+(x2x3—X1x4)(e—(u()+u())h 6r5s+e(u()+u())h 6r35)
olmak lizere,
=l E759)

yazilabilir. (E7.59) esitliginin gercel ve sanal kisimlan ¢ift fonksiyonlar olmaktadir. Buradan
(E1.49)-(E1.54) yardimu ile,

h ), -0 ®h 6 : 6 @h 6 ;6 6
o :'}(4‘3D JPU (L +1°Ts)—e” "l +i 3S)J+X3 I

E7.60
1 G[A} ( )
—u@ —u® . v .
6= _ X4€ ()hle h(érss +1 61—‘ss)“e )h(6r4c; +i° 4s)|—X3 6FZG
o, = - (E7.61)
[a]
o | ; —u) )
6'B‘1 _Xs€ hle h(6F3G +i° i) te h(érezG +i° 4s)l+X4 ‘oo (E7.62)

’[a]



121
6/ _ Xse_dmh [euwh (6r]G +1 6rls)+e_umh (6rss +i 6r5s)|+X4 6F6G
i o]
Xl T+ T+ ™ (L +i Ty
e 9[A]
L™ (g i Ty)~€™ (T, +i L)
—i'ﬁ(z)h 6[A] )
_ Xl (T +i Ty )+ €™ €, +i T )]
e—m‘ M G[A]
1™ CL +i )€™ (T +i °L)]
¢ oh G[A]

B=

yazilir. (E7.60)-(E7.65) esitliklerini gergel ve sanal kisimlarina ayirmak igin,

6— _ D ® Y 6 D4 Y 6 6
Oipg = X4(e [e—e D J4%:° oo
6=  _ WO®yh 6 @O+ 6
Qpps = x4(e I-‘1s —e r‘ss
P (o@D oWy ®
azp(} =X4(e (V0" )h 6r5G —e (-0""h 61- )
6 - _ —(0(1)4-1)'(1) )h 6 __(D(l)_u'(l) »h 6
Oyps "X4(e I's—e I

s _ Py 6 S O OIS 4
Bira —Xa(e I +e Ll ) TRV o

~%s3 Grzc}

— @) o) — oM
6B1ps X3 e(u +0"%h 6r (0 Lk 6r )
WP 6 -—(\;‘“+u’“’)h 6 ) 6
szo 3(e I +e Lo % I's
@y ¢ —(u‘”+u"‘))h 6 )
Bros = 3(e I+ | O

(‘ i ot 1
(X.spG X3(e° g 6F +e ™’ “h 61“ )+X4( v sr‘wG —e’ 4 GI;G)
v®h 6 -0 6 vy 6 Dy 6
Ty = T T g b o o)
1) —p® e )
*Birs = xS(eu * T +e™ " 6R2G)+x4(e P Ty - srm)
- v®h 6 o0y 6 Dy Dy §
*Burs = ( Ihs +e 1—1zs) X4(e° Las —€™ 1—'145)

tanimlamalan yapihirsa,

— ° [A] G 6—&IPG +6 [A] S 6~(ilPS

N T T ] Al
S&. = 6[A] G 6au:s ~° [A] s 66‘-1?(}
® *[a]*+° 1Al
SE. . = 6[A] G GEZPG +° [A] s 6azps
° *[a]*+° (a5
oo = 6[A]G 6azps - [A]s Ga_zm
® ° [A] (}2+6 [A] s”
66 - 6[A]G GEPG+6[A]S 6E1Ps
G

"[A]o*+[A] 2

(ES.63)

(E5.64)

(E5.65)

(E7.66)
(E7.67)

(E7.68)
(E7.69)
(E7.70)
(E7.71)
(E7.72)
(E7.73)
(E7.74)
(E7.75)
(E7.76)

(E7.77)

(E7.78)

(E7.79)

(E7.80)

(E7.81)

(E7.82)
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‘ [A] BIPS = [A] S 6B_1m

Bls > 6 5 (E7.83
Bl lal, )
6y 6[A] G 6_B-.ZPG +6 [A] S 6—621’8
By = ARENT NI (E7.84
1+l ’
6[A]Gr B2PS 6[A]S 6B2PC
By = 5 5 (E7.85)
[A]>+[A]?
*[Ag $Tpe +°[A]s T
&, = T (E7.86)
’ [A]>+[a] s
6[A] G 6-_—3PS 6[A] S 3PG
6% = 6 (E7.87)
[a]*+°[A)s?
6: 6[A]G GEGSPG +6[A] S 653!’8
Bic = TR WIS | (E7.88)
[a]*+°[A] s
6[A]G B3PS 6[A]S 6B3PG
5By = AT e (E7.89)
[A]*+°[a]?
olmak iizere,
q, =T, +i T (E7.90)
S &, =B, +i Ty (E7.91)
B, =B +i ‘B (=792
*B, =By +i By (E7.93)
S8, = cos(0®h) “&yq —sin(O®h) &g +i foos(®@h) &y +sin(d@h) &ye]  (E7.94)

B, =cos(0'®h) ¢ B3 —sin(0'?®h) ¢ B3s +1lcos(6"2’h) Bis +sin(0'®h) ¢ B3Gl (E7.95)

yazilabilir. G, ,°q,s (i=1,3) fonksiyonlan k’ya gore ¢ift, *Bps.® Bps (i=1,3) ise tek olup,
*[A]; ve °[A]; fonksiyonlari da ¢ift olduklarna gore sonug olarak °o,°d (i=1,3)
fonksiyonlarnin ¢ift, ®B,,°Bs (=1,3) fonksiyonlaninm da tek olduklari goriliir. (E7.90)-
(E7.95) esitlikleri (3.123)-(3.132) de kullanilirsa, (E7.1)-(E7.20) yardimu ile,

“00(k) = {ic[ (T +i @y )" (g i) |

7.96
Lo ® [(6—Exe+i 65‘3) —oWx, +( By +i st)eu'(!),(2]}e-ibc, (E7.96)
QO (k) = {"(v& T +i T )e ””"+( Ty + Ga‘zs)euc&z] E797)
k[ (B +i B )e™™ = (B +i Bus)e™ [ fe™ |
*AO(k) = {X ['[ (%ﬂ aqs)) e ::'f‘((aza +i oczs))e”mx)’ 5} (E7.98)
+%a2 Bm +i BlS R BZG +i st v | forien
"B“)(k)z{x [- alG+1 ocls)e“’(’)"2+( g +i azs) o,
AP N (E7.99)
_Xz[( BIG+1 Bls)e 2'*'( By +i st)e ? }
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“COK)= {2 [(6?6 +i 6als)e)-°°’x: +(6?2G +i "azs);w":) | \
+x4[ B +i B 0O By +i *Bys e"”"’] e
O (k) = k(8 +i Ty e "2+i"(2’( By +i “Bis) -‘6"’*] e
Q) = OO (T +i Ty )& + k(P +1 g )& e
*AP(k) = lxm oc3G +i ass) -i06h, *iX5( B, +i B3s) o )"] iy
‘BP(k) = le oc3G +i a3s) -6k, +1x;(GE3G +i GEs)e"“’m"’ Je‘ﬂ"“
COK) = [, (g +i g Je ™™+ (B +i By )& e

(E7100)

(E7.101)
(E7.102)

(E7.103)
(E7.104)

(E7.105)

bulunur. (3.133)-(3.142) uyarinca (E7.96), (E7.100), (E7.101) ve (E7.105) esitliklerinin sanal,
(E7.97), (E7.98), (E7.99), (E7.102), (E7.103) ve (E7.104) esitliklerinin de gergel kisimlan

kullanilacaktir. Buna gore,

“@P (k) = k " [ ~5a,q sin(iox, ) +555, cos(iex, )
—e )"2[ 0y 5in (kx, ) +50,5 cos(kx, )] }
+y'® { -0 [— By sin (kx, ) +° B, cos(kx 1)]
+ e [L55, sinlox, ) +9B,5 cos(ix, )]}
SOP(k) = 0(1){e"’(1)"’ [ @, cos(kx, ) +°@ sin (kxl)]
+ex [6 B, cos(kx, )+5 sin(kxl)] }
+k {e""ﬂ)"2 [6EG cos(kx, )+° B, sin (kxl)]
— e [5B,q cos(lox,) +Bg sin(icx,)
AL =, {- ¢ [T coslion,)+50% sin o, )]
+e™ [ cos(kx )+ g sm(kx )]}
+%, {e""'(l "’[ B cos(kx1)+ Bis s1n(kx1)]
+e” [6§2G cos(kx, )+° B, sin (kxl)] }
*BO(K) =1, {— e [5 @y cos(kx, ) +5a0,q sin (kx, )]
+e* [ @, cos(kx, ) +°a, sin (kx, )] }
o { % [4B cosliox,) B sinio,)]
e” "’[ Byg cos(kx, ) +° By sin (kx, )]}
‘CP(k) =, { “’m"’ [ ~58, sin (kx, ) +°0 cos(kx,)]
+e” [—-66{2G sin (kx, ) +°0, cos(kx, )] }
+ % {~ e [—GEG sin(kx, )+ B, cos(kx, )]
+ev [—6 By sin{kx, ) +°B,5 cos(kx, )] }
‘@2 (k) = —k[* @, cos(d®x, +kx, ) e, sin(0@x,, +kx, )]
G'(Z)[GB;G cos(f)'(z)x2 +kx, )+6T3—3S sin(f)'(z’x2 +kx, )]

(E7.106)

(E7.107)

(E7.108)

(E7.109)

(E7.110)

(E7.111)
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‘QP(k)=0 2)1 s cos(f) x2 +kx, - sin(“( X, +kx )]

—-k[ B cos( x2 +kx )+ Bis s1n(u'(2)x2+kx )] ®7.112)
AP (K) =%, [ s sm(u( x, + kx )+ Ty cos(o x, + kx )]
+ % [—- By s1n( @) x, +kx )+ Bis cos(u'(z)x +kx )] E7.113)
‘B (k) = xsl Oy sm(u x2+kx,)+ Ty cos( ()x2+kx1)J
+%% [ B sm( @y, +kx )— Bis cos(u’(z)x +kx )] E7.114)
SCOK) =4, o, sm( @k, +kx )+ Do cos( %, +kx )]
Ys [— [ sm( @, + kx1)+ Bis cos( @, + kxl)] (E7.113)
yazilip bu egitliklerin tek kisimlan atildiktan sonra kalan,
QU (k) = [k( O o e a, )
o (0 B e F )] sinfix,) ERH
SQ® (k) = oW e 65 .+
=0 ((e-u o, 60(1 L a))] cos o) ©7.117)
SAY, (k) = %, (_ oy, G, +e W, 6-012(}) g
+X, € ( it 6B+ e 6BZG)] cos (kx, ) s
sBM (k)_ Xl( —ol, 6613 +e° O, 6a2G) E1)
—%s (e""(‘)"2 B +e° i BzG)] cos (kx, ) .
COM) =1, (6" T+ “26) (E7.120)
e, g~ B sin ix) |
‘@2 (k) = k{|cos(6®h) &, +sm(o<2>h) &, [sin(6@x, )
+[cos(o(2)h) [ -—sm(u‘z)h) a3s]cos @) 2)}sin(kx,)
~ 5~ |os(®'®h) B, sin(©@h) B, Jsin(6'x,) i
+ cos(f)'mh) [338 +sin(0"?h) ° BBG cos( @) )}sm(kx )
Q2 (k) = 6P{|cos(5h) &, +sin(0Ph) &, |cos(d?x,)
—[cos(5®h) °&,, —sin(6@h) &, |sin(6@x, ) Jeos(ix, )
~i{foso@h) “B., - sin(@@h) éﬁss]cos(”'(z) ) Er
+Jcos(0'®h) ¢ B3S +sin(0'”h) ° B3G ]sm( @) )}cos(kx )
6A(Gz(;)(k):y'cmﬂcos(o(z)h) O, —sin(0%h) a3slcos( 2) 2)
+[cos(u‘2)h) &, +sin(0Ph) °a,, ]sm @ )}cos(kxl) E7.123)

+f(;{Los(6'<2>h) 5B, +sin(0"@h) B, ]cos( Clx,)
~ [cos(®'@h) 6§3G —sin(0'¥h) ¢ B3S s1n(u ) x2)}cos(lcxl)
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BA(K) = 15{ [cos(®@h) G, ~ sin(6®h) g Jcos(®?x,)
+ [cos@®h) 5, +sin(6®h) &, |sin (6@, ) Jeos(icx,)
—-i;g[sos(u"z)h) B, +sin(0"®h) © B ]cos( 2y )
s(0"®h) Bgc —sin(0'®h) B38]sm (u (2)x2)}cos(kxl)
*CA(K) = 1§ - |oos(®Ph) 5, - sin(0®h) s Jsin(6%x,)
+ leos(6®h) &, +sin(0®h) °a, ]uos(u( )}sm(kx)
~%s {llms(u’mh) B3 +sin(0'®h) ¢ B3 ]sm( g )
+lcos(0'@h) ° BSG ~sin(0"®h) ¢ B3 ]cos(u(z)xz)}sm(kx)

esitlikleri (3.133)-(3.142) esitliklerinde kullanilirsa sonug olarak,

k@

P Jun@®
TP = [CORk) dk
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B == [*Qf (k) dk

=
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(E7.124)

(E7.125)

(E7.126)

(E7.127)

(E7.128)

(E7.129)

(E7.130)

(E7.131)

(E7.132)
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k(P

oo BT

o === [*AZ(k)dk
T

Jion®
k{
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2
o =2 [*BR()dk
¥4
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1+n"
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T

P
‘ol =-=2  [*CQk)dk
kP

l+n(21)

;

.

S

:
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(E7.133)

(E7.134)

(E7.135)
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