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SIMGE LISTESI

[A D] : (3.5 a,b,c,d) diferansiyel denklemleri (3.14) seklinde yazildiginda lineer
katsayilar matrisi

[A]' : (3.5 e,f,g) cebirsel denklemleri (3.46) seklinde yazildiginda lineer
katsayilar matrisi

a : Silindirik kabugun yarigapi

{ap} : (3.5 a,b,c,d) diferansiyel denklemlerinde esas degiskenleri igermeyen ve

lineer terimleri igeren vektdr

C : Malzeme sabiti

E : Elastisite moddilit

g : Enine kayma sekil degistirmesi diizeltme faktérii

H : Yatay kesit kuvveti

h : Adim arali

[I] : Birim matris

K4, Kq : Egrilik degisim olgiileri ((2.9 a) ve (2.9 b) denklemlerine bakinz.)

ky.kg : Sekil degisimi sonrasindaki egrilikler

kq, K, : Sekil degisimi oncesindeki egrilikler

M,.M, : Kesit egilme momentleri (bkz. Sekil 2.2b)

N : Alt aralik sayis1

{N D} : (3.5 a,b,c) diferansiyel denklemlerindeki dogrusal olmayan cebirsel
terimleri igeren vektor

{N}' : (3.5 e,f,g) cebirsel denklemlerindeki dogrusal olmayan térimleri igceren
vektor

Ng : Paralel cember tegeti dogrultusundaki normal kesit kuvveti

N, : Meridyenel normal kesit kuvveti

n : Nokta sayis1 T Ry
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»Paralel merkez ag1si

: f(x) 'e yaklagmak i¢in kullanilan polinom derecesi

: Diisey tekil kuvvet
: Cizgisel yiik
: Diizgiin yayilan i¢ basing

: Sekil degistirmemis kargilagtirma yiizeyinin birim alanina etkiyen yatay

yik

: Sekil degistirmemis karsilagtirma yiizeyinin birim alanina etkiyen diisey

yiik

: Kiiresel kabugun yaricapi

: Sekil degisimi sonrasinda radyal koordinat

: Sekil degisimi 6ncesinde radyal koordinat

: Sekil degisimi sonrasinda kargilagtirma yiizeyi
: Sekil degisimi 6ncesinde kargilagtirma yiizeyi
: Sekil degistirmemis kabuk kalinlif

: Dilsey kesit kuvvet

: Sekil degisimi sonrasindaki diisey koordinat

: Durum vektorii

: Sekil degisimi sonrasinda enine koordinat

: Sekil degisimi 8ncesinde enine koordinat

: Enine kesme kuvveti

: 1’a esit oldugunda Teori I, 0’e esit oldugunda Teori II s6z konusu

edilmektedir.

: Ug boyutlu sekil degistirme enerjisi
: Iki boyutlu sekil degistirme enerjisi
: Integrasyon matrisi

: Kargilagtirma ylizeyinden z, uzaklifindaki bir elemandaki meridyenin

tegeti dogrultusundaki germe
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: Kargilagtirma ytizeyinden z, uzaklifindaki bir elemandaki paralel
¢ember tegeti dogrultusundaki germe

: S, ’a dik dogrultudaki (enine) germe

: Karsilagtirma ylizeyi iizerindeki germeler

: Sekil degisiminden sonraki meridyenel a1

: Sekil dégisiminden dnceki meridyenel a1

: S’den z, uzakhigindaki enine kayma ag1s1

: Kargilagtirma ylizeyi iizerindeki enine kayma agis1
: Poisson oram

: Enine kayma sekil degistirmesi

: Dénme agis1

: 4x4 boyutlarinda bir sifir matrisi

: 4x3 boyutlarinda bir sifir matrisi
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OZET

Bu ¢aligmada, dénel simetrik sonlu sekil degistirme ve/veya sonlu dénme yapan donel
ytizeysel tagiyici sistemlerin teorik ve sayisal analizi yapilmugtir, Incelenen malzemenin
kauguk benzeri (hiperelastik ve sekil degisimi 6ncesi izotrop) oldugu varsayilmaktadir.
Enine (karsilagtirma yiizeyi normali dogrultusundaki) normal gekil degistirmeler
(dolayisiyla kalinik degisimleri) ve enine kayma sekil degistirmeleri g&zdniine
alinmaktadir. Problem, hem fiziksel hem de geometrik olarak kuvvetle nonlineerdir.
“llgili cebirsel ve diferansiyel denklemlerin kapali ¢6ziimii mimkiin olmadigindan
sayisal ¢Oziim ySntemlerine bagvurulmustur. Ilgili dogrusal olmayan diferansiyel
denklemler, integrasyon matrisleri ile dogrusal olmayan cebirsel denklemlere
doéntistiiriilmily ve cebirsel denklemlerin Newton-Raphson yéntemi ile sayisal ¢6ziimii
yapilmigtir. Sonlu sekil degistirme ve/veya sonlu dénme yapan kabuklar i¢in 6nerilmis
olan iki teorinin konuyla ilgili ¢esitli problemler lzerinde sayisal kargilagtirmalan
yapilmigtir.
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ABSTRACT

In this study, a theoretical and numerical analysis of rubber-like shells of revolution
undergoing axisymmetrical finite strains and finite rotations isnpade. The material is
assumed to be rubber-like (isotropic in the unstrained state and hyperelastic). Transverse
normal strains (therefore, thickness changes) and tranverse shear strains are taken into
consideration. The problem is strongly nonlinear both physically and geometrically. The
closed form solution of the corresponding algebraical and differential equations is not
possible. Therefore, consulting some numerical approaches has become unavoidable.
Corresponding nonlinear differential equations are converted into nonlinear algebraical
equations by integrating matrices. The algebraical equations are, then, numerically
solved by using Newton-Raphson Method. Two shell theories which have been
recommended for the shells undergoing finite strains and finite rotations are compared
numerically on some problems related with the subject.
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1. GIRIS

Kabuk yapilar, ye\fpl sistemlerinden uzay ve ugak sanayine, boru e basing kaplarindan
kimyasal aygitlarin dizaynina kadar uzanan modern teknolojinin genis bir yelpazesinde
artan bir sekilde kullanilmaktadir. Bundan dolayi, kabuk teorileri son yillarda tasarim ve
analiz maksatlan igin gittikge daha fazla 6nemli olmaktadir. Bu ¢alismada, dénel
simetrik dis yiikler altinda sonlu sekil degistirme ve sonlu dénme yapan yiizeysel
tastyicilarin teorik ve sayisal analizi yapilmistr, Ilgili uluslararas: siireli yayinlardan da
goriilebilecegi gibi, konu bilim diinyasinda son yillarin en yaygin konularindan biridir.
Konu, ingaat mihendisliginin sirlarini  agmakta diger miihendisliklerin ve
biyomekanigin (dolayis: ile tibbin) ilgi alanlarn igine girmektedir. Sonlu sekil degistirme
ve/veya sonlu donme yapan biitiin yiizeysel tasiyic1 sistemler (6rnegin basing kaplari,
sisme yapilar, kalp, kirmiz1 kan hiicreleri) konunun uygulama alanlarina girmektedir. Bu
calismada, doénel simetrik etkiler altindaki doénel yiizeyler ele alinmaktadir. Keyfi

geometriye sahip ylizeylerin incelenmesi bu ¢aligmanin bir uzantis1 olacaktir.

Biytik sekil degistirmeler ve biylik dénmelerin incelenmesi, dogrusal olmayan bir
hesab:1 gerektirmektedir. Dogrusal olmayan diferansiyel ve cebirsel denklemlerin
¢ozlimiinde kagimilmaz bir gekilde sayisal yontemlere basvurulmas: gerekmektedir.
Bilgisayar teknolojisinin ¢ok biiylik bir hizla biiytimesi, dogrusal olmayan davraniglara
yaklagimi kolaylagtirmaktadir.

Bu ¢alismada, malzemenin kauguk benzeri (hiperelastik, sekil degisimi dncesi izotrop)
oldugu varsayilmaktadir. Kauguk benzeri, sikigtinlamaz malzemeler igin sekil
degistirme enerjisi fonksiyonu Rivlin et al., (1951) tarafindan teorik ve deneysel olarak
incelenmistir. Ug boyutlu sekil degistirme enerjisi, sekil degistirme degismezlerinin

(Invaryantlar : 1;,1,,1,) bir fonksiyonudur (Treloar, 1975):



W= W(I,,1,,15) (1.1)

Malzemenin sikigmaz olmasi durumunda (I =1), ii¢ boyutlu gekil degistirme enerjisi

fonksiyonu

W =W(,,1,) (1.2)

seklinde ifade edilmektedir (Taber,1987). Rivlin ve Sounders (1951), deneysel

¢aligmalar sonrasinda

W=c[(11—3)+a(12-3)"] (13)

seklinde bir ii¢ boyutlu sekil degistirme enerjisi fonksiyonu 6nermislerdir (Treloar,
1975). (1.3) denkleminde C,a,b malzeme sabitleri olup o = 0 durumunda Neo -

Hookeon malzemesi igin sekil degistirme enerjisi fonksiyonu
w =, -3)] (1.4)

elde edilmektedirr b=1 durumunda, Mooney-Rivlin sekil degistirme enerjisi

fonksiyonu
W=, -3)+a(, -3)] (1.5)
elde edilmektedir (Taber, 1988).

Biiylik sekil degistirmelerle 1950°li willardan beri ugrasildigi halde, ¢ikanlan
bagintilarin (Naghdi, 1972) son derece karmagik olusu arastirmaciyr mambran
¢ozlimlerine yoneltmigtir. Koiter (1966), Shapovalov (1968), Stein et al (1982),
Pietroszkiewicz (1984), Basar ve Kratzig (1985), Taber (1985), Taber (1987),

e
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Makowski ve Stumpf (1989), Bathe ve Bolourchi (1980), Hughes ve Liu (1981), Surana
(1983), Oliver ve Onate (1984), Yiikseler (1996 a, b) gibi aragtirmacilar gesitli dogrusal
olmayan kabuk teorilerini incelemislerdir. Asagida dogrusal olmayan kabuk teorilerinin
gelisimi ¢ok kisa olarak 6zetlenmeye ¢alisiimaktadir:

Klasik Love teoriSinin dayandig) varsayimlar agagida belirtilmekiedir (Saada, 1974):

1) Kabuk kalinlig: incedir.

2) Yer degistirmeler ve dénmeler kiigiiktiir.

3) Kabugun orta yiizeyindeki normaller sekil degisiminden sonra normal kalirlar.

4) Enine normal gerilmeler ihmal edilebilir.

Bu varsayimlar aym1 zamanda Kirchhoff plak teorisinin devami olarak gésterilen ince
kabuk teorisine de yon vermistir. Love kabuk teorisinin, hem dogrusal hemde dogrusal
olmayan gdsterimleri ylizey teorisi tanimlarindan (Marlowe ve Fliigge, 1968) veya lig
boyutlu elastisiteden elde edilebilir (Saada, 1974) . Dong et al. (1962), ince anizotrop
plak ve kabuklarin egilme analizleri i¢in kiiglik yer degistirmeli Love teorisini
kullanmiglardir. Koiter (1960), klasik teori {izerinde yapilacak herhangi bir eklemenin
enine sekil degistirme etkilerini de igermesi gerektigini belirtmistir. Enine kayma sekil
degisimini igeren ilk teoriler, kabugun orta ylizeyinin gekil degistirmis normallerindeki
kabulleri esneklestirmistir. Kiigiik sekil degistirme ve orta biiytikliikte ddnme yapan
kabuklara ait bir yaklagim, Librescu ve Schmid (1988) taraflarindan verilmistir. Schmit
ve Monforton (1970), orta dereceli geometrik nonlineerligi serbest birakan, klasik teori
tizerine kurulu, anizotrop silindirik kabuk elemamni formiile etmistir. Stolarki (1984),
orta dereceli nonlineerligi igeren basit iliggen kabuk elemanimin sonlu elemanlar
formiilasyonunu sunmustur. Noor ve Peters (1986), anizotrop silindirik panellerin
dogrusal olmayan tepkisini enine kayma sekil degistirmesini de dikkate alarak
incelemislerdir. Meroueh (1986), Surana (1983, 1986) enine kayma sekil degisimini
igeren dogrusal olmayan kabuklarin sonlu elemanlar yaklasimini gelistirmiglerdir. Cook
(1982), Reissner (1969)’in bilyilk sekil degistirmeler i¢in olan denklemlerini gelistirerek
simetrik kalinlik degisimine izin vermistir. Fakat, (Libai ve Simmonds, 1981)'de
belirtildigi gibi, egilme biiylik oldufu zaman orta yiizeyin yerinin degisimi gerilme
bilesenleri lizerinde biiyiik 6l¢iide etkili olabilmektedir. Taber (1987)’ da hiperelastik,

sikismaz malzemelerden olusan dénel kabuklari, enine normal gerilme ve enine kayma
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sekil degistirmelerini ihmal ederek biiyiik egilme ve biiyiik mambran gerilmeleri altinda
sekil degistirme enerjisi fonksiyonunu kullanarak incelemigtir. Taber (1987 a,b), kauguk
benzeri dairesel plaklarin ve silindirik kabuklarin bityiik sekil degisimleri igin asimtotik
agilimlanni vermigtir. Taber (1987), biyiik sekil degistirme ve dénme yapan, enine
kayma sekil degfétirmelerinin de gbz oniine alindif1 doénel kabuk teorisini sunmustur.
Taber (1987), esasen Reissner (1969, 1972) tarafindan geligtirilen donel kabuk
denklemlerinin ve Simmonds (1986)’1n iki boyutlu gekil degistirme enerjisi fonksiyonun
‘ birlegsimini temsil etmektedir. Enine kayma sekil degistirmesine izin verilmesiyle,
Reissner-Simmonds (R-S) kabuk teorisi, karsilagtirma ylizeyine baslangigta normal olan
dogrulann, sekil degisiminden sonra normal kalmas: gerekmedigini kabul etmektedir.
(Taber, 1987)’ da sekil degistirmemis kabugun karsilastirma ytizeyi olarak kabugun orta
yiizeyi alimrken, sekil degistirmis kabufun karsilastirma yiizeyi igin iki teori
onerilmigtir:

Teori I: Dinamik ( veya statik ) uygunluk kosulu ( Simmond, 1986 ).

Sekil degistirmis kabupun karsilastirma ylizeyini olusturan noktalar ile gekil
degistirmemis kabugun karsilagtirma yiizeyini olusturan maddesel noktalar ayn1 olmak

zorunda degildir ve

t/2
[2dze =0 (1.6)

-t/2

denklemini saglamalidir. (1.6) esitliinde, t kabuk kalinhigim, z, sekil degisiminden

onceki enine koordinati, z sekil degisiminden sonraki enine koordinat1 gostermektedir.
Teori II: Sekil degisimi sonrasindaki karsilastirma ylizeyi, sekil degisimi &ncesinde
kargilagtirma ylizeyi tizerinde bulunan maddesel noktalardan meydana gelmektedir.
Makowski ve Stumpf (1989), enine kayma gekil degistirmeleri ve enine normal sekil
degistirmeleri igeren, bilyiik elastik sekil degistirmelere ve biiyilk donmelere maruz
kalan donel kabuklar igin ¢ok ayrintili bir teori sunmuglardir. Bu sunuslarinda, (Taber,
1987)" daki Teori II' yi kullanmiglardir, Makowski ve Stumpf (1989), 6zellikle kalin

kabuklar i¢in enine kayma sekil degisimlerinin etkilerinin 6nemine deginmisler ye-Teori
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I’ in uygun olmadifimi belirtmiglerdir. Yiikseler (1996 b), Makowski ve Stumpf
(1989)’un sekil degistirmeler (enine kayma sekil degistirmesi ve enine normal gekil
degistirmeler de dahil olmak lizere) ve dénmeler iizerinde higbir kisitlama getirmeyen
yaklasimim gelistirerek Teori I ve Teori II’ yi igeren sonlu sekil degistirme ve sonlu
dénme yapan donel yiizeysel tagtyicilann analizini yapmustir., Yilkseler, bu ¢aligmasinda
sikismaz kabuklar iizerinde gahgmstir. Yiikseler (1996 a), sonlu sekil degistirme (enine
kayma sekil degistirmeleri de dahil olmak izere) ve sonlu dénme yapan sikisabilir
" kabuklar icin Teori I ve Teori II’ yi igeren iki boyutlu sekil degistirme enerjisi
fonksiyonunun elde edilmesi iizerine bir yaklasimda bulunmugtur. (Yikseler,
1996a,b)’de  dairesel plaklarin burkulma problemi izerinde, li¢ boyutlu elastisite
sonuglart baz alindifinda Teori I'in Teori II'ye gbre daha iyi sonuglar verdigi

gorilmiigtiir.

Bolim 2'de sonlu sekil degistirme ve sonlu dénme yapan, kauguk benzeri donel
yiizeysel tagiyicilara ait temel bagintilar verilmektedir. ligili temel bagintilar diferansiyel
ve cebirsel denklemlerden olugmaktadirlar, B6lim 3’de temel denklemlerin ¢dziim igin
uygun sekle dénistiiriilmesinden, ilgili diferansiyel denklemlerin integrasyon matrisleri
yontemi yardimiyla cebirsel denklemlere déniistiiriilmesinden, elde edilmis olan cebirsel
denklemlerin hepsinin toplu olarak ifadesinden ve de ardigik yaklagim yontemleriyle
yaklagik sayisal ¢6ziimiinden bahsedilmektedir.

Boliim 4’de, donel simetrik yiiklemeler etkisinde sonlu sekil degistirme ve sonlu donme
yapan bazi donel simetrik kabuk problemlerinin Teori I ve Teori II’yi igeren sayisal
¢Oziimiinden, elde edilen degerlerin diger aragtirmacilann elde etmis oldugu sonuglar ile

karsilagtiriimasindan bahsedilmektedir.

Bsliim 5°te, bu ¢aligmada elde edilen sonuglarin genel bir degerlendirilmesi yapilmis ve

bu ¢alismadan sonra yaptlmasi diistiniilen konulara deginilmistir.




2. DONEL SIMETRIK SONLU SEKIiL DEGISTIRME VE/VEYA SONLU
DONME YAPAN KAUCUK BENZERI, DONEL YUZEYSEL TASIYICILARA

(L)

AIT TEMEL BAGINTILAR A

2.1. Geometri

Sekil 2.1°de, bir kabuk elemaninin sekil degisiminden 6nceki ve sonraki geometrileri

gosterilmektedir. Burada, sifir indisi sekil degisiminden 6nceki konum i¢in gegerlidir.

0
U

Sekil 2.1 Bir Kabuk Elemaminin Sekil Degisimi Oncesi ve Sonrasindaki

Geometrileri

Burada, S karsilagtirma yiizeyi, ¢ meridyenel a¢1, r radyal koordinat, z enine koordinat,
[ S’den z uzakligindaki enine kayma agisi, 6 paralel merkez agisi olarak
tanimlanmaktadir. Bu tanimlar, sekil degisimi sonrasi i¢in yapilmistir. Sekil degisimi

oncesinde aym terimler sifir indisi ile birlikte gosterilmektedir (S;,6,,15,2, gibi)

(Taber, 1987). S, sekil degistirmemis orta yiizey olarak alinmistir.




Kargilagtirma ytlizeyinden z, uzakhigindaki bir elemandaki meridyen tegetine paralel

germe A, paralel gember tegetine paralel germe Ay ve S,’a dik dogrultudaki (enine)

germe A, (Tabewn 1987),

Ae = d59 /d590

A, =0z/0z,

denklemleriyle tammlanmaktadir. Burada ds,,dsg,ds,,

geometriden asagidaki sekilde elde edilmektedir (Taber, 1987):

ds, =d(r +zsin¢)/cos(¢ —I') =d(y ~ zcos¢) /sin(¢ - I)

dsq =(r +zsin¢)do

ds, =d(ry +2¢sing,)/cosd,

(2.1a)
(2.1b)

(2.1c)

ve ds, Sekil 2.1'deki

(2.2a)

(2.2b)

(2.2¢)

(2.2d)

(2.2) denklemleri, (2.1) denklemlerinde yerlerine konulup gerekli kisaltmalar ve

diizenlemeler yapilirsa asagidaki esitlikler bulunmaktadir (Taber, 1987):

'?:¢+zk¢ 1
- 1+zk, cosT’

Ay




Ag +2Zk

Ag = 8 T4 (2.3b)
1+2z4kg,

= . n+z

'=A,sin[ =——— )
¢ I% Zgk,, “, (2.3¢)

r

Burada, (...) isaretinin anlam

]

() =d(...)/(dsy,)s,

olmaktadir. _):¢ ve n karsilastirma ylizeyi lizerinde tanimlanan sekil degistirme Slgiileri

olup asafidaki gibi tammlanmaktadirlar (Taber, 1987):
-):¢ =Aycosy =r1'COS¢ +y’'sing (2.4)
nN=A,siny =r'sin¢ —y'cos¢ (2.5)

Bu denklemlerde, y kargilagtirma yiizeyi {izerindeki enine kayma agisini, y sekil
degisimi sonrasinda diisey koordinati, A, ve Ay kargilagirma yiizeyi {izerindeki

germeleri géstermektedirler ve

hg = — (2.6)
To

olarak ifade edilmektedir. k, , ko sekil defisimi Oncesi; k,, kg sekil degisimi

sonrasindaki egriliklerdir ve

kg, =90 (2.7a)




ky =¢' (2.7b)

ko, =sind, /1, (2.7¢)
. '

kg =sin¢/r, (2.7d)

denklemleri ile tammmlanmaktadirlar.

Taber (1987), sonlu egilme sekil degistirmesi, sonlu mambran sekil degistirmesi ve orta
buyiiklitkteki enine kayma sekil degistirmeleri igin, t sekil degisimi oncesi kabuk
kalinhig: olmak iizere, ince kabuk yaklagimim (tk, ,tkg ) <<1 ve I'2 <<1 dikkate

alarak (2.3) denklemlerini yaklagik olarak asagidaki sekilde ifade etmistir:

X¢. = Ay (2.8a)
Ay =hy +2K, (2.8b)
Ao =g +2Ky (2.8¢)
TxA,Txn=h,y (2.8d)

(2.3c) denklemi yaklagik olarak (2.8d) seklinde ifade edilirken z' terimi ihmal
edilmektedir. (2.8) denklemlerinde, K, ve K, egrilik degisimi Olgilerini

gOstermektedir ve

K, =ky - 2300k, (2.9a)
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Ky =kg —AjAeke, (2.9b)

denklemleriyle tanimlanmaktadirlar (Taber, 1987).
| 9

2.2. Denge Denklemleri

Karsilagtirma yiizeyinin gekil degistirmemis her birim uzunlugu igin diigey ve yatay

kuvvetlerin dengesi ve de moment dengesi su sekildedir (Taber, 1987; Makowski and
Stumpf, 1989):

(I'oV)' + IoPv = 0 (210)
(rgH)' =Ng +19py =0 @2.11)
(toM,)’ = Mg cos — 1g(Qhs = Nyn) =0 (2.12)

Burada V diisey kesit kuvveti, H yatay kesit kuvveti, py sekil degistirmemis kabugun
karsilagtirma yiizeyinin birim alanina (S, izerinde) etkiyen diisey yiikk ve py sekil

degistirmemis kabugun kargilagtirma ylizeyinin birim alanina etkiyen yatay yiiktir (Sekil
2.1). N paralel gember tegeti dogrultusundaki normal kesit kuvvetini, N, meridyenel

normal kesit kuvvetini, M, ve M, kesit egilme momentlerini, Q enine kesme

kuvvetini gostermektedirler (Sekil 2.2 ve Sekil 2.3). $ekil 2.1°deki geometriden de

N, =Hcos¢ + Vsing (2.13)

Q=Hsin¢ - Vcosé (2.14)

oldugu goriilebilir.
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Sekil 2.2 Kesit Kuvvetleri Sekil 2.3 Kesit Momentleri

2.3. iki Boyutlu Sekil Degistirme Enerjisi Fonksiyonu

Biinye denklemleri, iki boyutlu sekil degistirme enerjisi w yardimiyla ifade edilmektedir
(Taber, 1987). Bir kabuk malzemesi i¢in, S;’1n birim alaninda tanimlanan iki boyutlu
sekil degistirme enerjisi w 'nin belirlenmesinde iki yntem kullanilabilmektedir. Birinci
yol, malzemenin iki boyutlu &rnekleri lizerinde deneyler yapmay: gerektirmektedir
(direk yontem). Diger y6ntem ise, (2.15) bagintis1 yardimiyla w’nin elde edilmesidir
(indirgeme y6ntemi). (Makowski and Stumpf, 1989; Schieck et al., 1992):

t/2 :
W= jwa'dzo (2.15)
-2 ’

(2.15) esitligindeki B’ ifadesi:

B’ =1+(ky, +Ke,)Zg +ky Ko 2§ (2.16)
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It #

i
RS



12

olarak tanimlanmaktadir.

Simmonds (1985), orta biyiklikteki egilme sekil degistirmeleri (tK)?> <<1 olmasi
durumunda birukabugun iki boyutlu sekil degistirme enerjisi \fonksiyonunun seklinin
bir dairesel plagin iki boyutlu sekil degistirme enerjisi fonksiyonunun sekli ile aym
oldugunu gostermistir. Bu durumda, orta biiyiikliikkteki egilme sekil degistirmeleri
bulunmas: halinde bir kabugun iki boyutlu sekil degistirme enerjisi fonksiyonu yaklagsik
olarak

t/2
W= j W dz, 2.17)
-t/2

seklinde tanimlanabilir (Taber, 1987).
2.4. Biinye Bagmtilan

Hiperelastik malzemeden yapilmig bir kabuk igin iki boyutlu bir sekil degistirme enerjisi
yogunlugu w, S, 1n birim alam igin 2.3 alt béliimiinde tanimlanmigtir. Reissner (1972)
tarafindan Virtiiel Is ilkesi yardimiyla temel biinye denklemlerinin asagidaki gibi
yazilabilecegi belirtilmektedir:

ow
oW 2.18
= (2.18)
ow
N, = — 2.19
o= 2.19)
ow
M, =— 2.20
VK, (2.20)
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ow
ow
=" 2.22
Q P (2.22)

2.5. Smr Kosullan

Taber (1987)’de oldugu gibi, simr kosullarimin ayrintii olarak incelenmesi bu
calismanin amacit digindadir. Alan denklemleri ile uyumlu smir kosullan sayisal

¢6ziimlerde kullamilacaktir. Dogal sinir kogullaninin elde edilmesi problemi sonraki

¢aligmalara birakilmigtir.
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3. INTEGRASYON MATRISLERI iLE COZUM VE TEMEL DENKLEMLERIN
UYGUN SEKILDE iFADE EDILMESI

Bo6lim 2’de sonlu sekil degistirme ve/veya sonlu dénme yapan kauguk benzeri doénel

kabuklara ait temel ifadeler sunulmustur. Bu ifadelerden bazilar1 diferansiyel (non-
. lineer), bazilan ise cebirseldir (non-lineer). Bu béliimde; ilgili diferansiyel
denklemlerin, Pamnell (1984) ve Taber (1988)’de oldugu gibi integrasyon matrisleri ile
cebirsel denklemlere doniistiirilmesi ve dogrusal olmayan cebirsel denklemlerin sayisal
¢ozlimiiniin yapilmasindan bahsedilecektir. Béliim (3.1)’de integrasyon matrislerinden
bahsedilmektedir. Bolim (3.2)’de temel denklemlerin ¢6ziim igin uygun sekle
doniistiiriilmesinden, Bolim (3.3)’de ilgili diferansiyel denklemlerin integrasyon
matrisleri  yontemi  yardimiyla  cebirsel  denklemlere  d6nistiiriilmesinden
bahsedilmektedir. Boliim (3.4)’de ise elde edilmis olan biitiin cebirsel denklemlerin sinir
kosullarin1 da gézoniine alarak toplu olarak ifadesinden ve de sayisal ¢ziimiinden
bahsedilmektedir.

3.1. integrasyon Matrisleri ile Céziim

Parnell (1984), donel kabuk problemlerinin ¢6ziimii i¢in analitik ve sayisal metodu
birlikte kullanmig ve ilk yaklasim olarak asimtotik ¢6ziimii ve gereken bélgelerde
(asimtotik ¢6ziimiin gegerli olmadif bolgelerde) integrasyon matrislerini kullanmigtir.

Parnell (1984), integral matris y6ntemini; diiz, izotrop ve elastik bir gubugun gerilme
problemine uygulamis ve ¢6ziimleri integral matris operatériine gére formiile etmistir.
Bu formiilasyon, daha kiigiik bant genisligine sahip denklem taklmlafl sagladigi igin ve

genel sinir sartlanni ilave etme kolaylif1 agisindan avantajhi olmaktadir.

Taber (1988), integral matris yéntemini, diizgiin yayih i¢ basing etkisinde sonlu gekil

degistirme yapan ankastre mesnetli dairesel bir silindire (dogrusal olmayan bir problem)
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uygulamistir. Elde ettigi sonuglar analitik ve deneysel olarak elde edilen sonuglarla

karsilastirmis ve genelde yakin sonuglar elde etmistir.

Integral matrisi, integral operatoriiniin farkli bir versiyonudur. Integral operatori; bir
f(x) fonksiyonunu f(x)’in integrali olan F(x)’e doniistiiren lineer bir operatordiir.
Integral matrisleri, matris ¢arpim islemleri ile bir fonksiyonun yaklasik integralini elde
_etmek i¢in kullamlmaktadir (Parnell,1984).

Parnell (1984), doktora ¢alismasinda lineer, quadratik ve kiibik (m=1,2,3) polinomlara
dayali Newton integral matrislerini kullanarak diferansiyel denklem sistemlerini cebirsel
denklem sistemlerine donistiirmiistiir. Bu donistiirme isleminde, kabugun toplam
integrasyon bolgesi pargalara ayrilarak her par¢ada f(x) fonksiyonunun ayn ayn
integralleri alinmig ve elde edilen bu integraller toplanarak f(x) fonksiyonunun
yaklasik toplam integrali hesaplanmgtir. Integrasyon matrisleri ile ilgili ayrintili bilgiler
i¢in Parnell (1984)’e bagvurulabilir.

Integrasyon matrislerinin uygulanabilmesi i¢in ilgili diferansiyel denklemlerin sol
taraflarinda, bilinmeyen bagimh degiskenlerin bagimsiz degiskene gore birinci tiirevleri;
sag taraflarinda ise, cebirsel ifadeler olacak sekilde ifade edilmesi gerekmektedir.

3.2 Temel Denklemlerin Uygun Sekle Doniistiiriilmesi

Boliim 2’de verilen (2.4) ve (2.5) esitlikleri sirasiyla cos$ ve sin¢ ile garpilip taraf

tarafa toplanirsa ve (2.8a) denklemi de gézoniine alinirsa
r'=h,cosd +nsing (3.2a)

elde edilmektedir. Sonraki ifadelerde de (2.8a) yaklasik ifadesi kullanilmistir. (2.9a)
esitliginde, (2.7a) ve (2.7b) ifadeleri yerlerine konularak,
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¢'=K¢ +)\'2¢7"9¢6 (3.2b)

diferansiyel denklemi elde edilmektedir. (2.11) denkleminde N, ifadesinin yerine
(2.19) denklemi kullanilarak

‘_ow

H =—- 3.2
. g foPy (3.2¢)

bulunmaktadir. Burada,
H=roH (3.2d)

olarak gdsterilmektedir. (2.12) denkleminde; N,, My ve Q ifadelerinin yerlerine

sirastyla (2.13), (2.14) ve (2.21) denklemleri yazilarak

’

M= %—cosd) +H(A, sing — ncos$) — V(A cosd + nsing) (3.2¢)
0

elde edilmektedir. Bu esitlikte,

M, = 1,M, (3.29)

olarak gosterilmektedir. (2.13) ifadesinde, N, yerine (2.18) esitligi yazilarak

0= _Hcos - Vsino (3.2g)
)

denklemi elde edilmektedir. (3.2f) ifadesinde, M, yerine (2.20) esitligi yazilarak
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ow —
O=r,—-M 3.2h
°6K¢ ¢ (3.2h)

denklemi elde edilmektedir. (2.14) denkleminde, (2.22) ifadesi kullanilarak

. 0=%T1—V—Hsin¢—Vcos¢ (3.21)

elde edilebilir. (2.10) denklemi

’

V =-1,py (3.3a)
seklinde yazilabilir. Burada,
V=r,V (3.3b)

seklinde tanimlanmaktadir. (3.2a, 3.2b, 3.2¢, 3.2e, 3.3a) denklemlerinin sol taraflarinda
bilinmeyen degiskenlerdent, ¢, My, H ve V nin bagimsiz degisken s, ’a gore birinci
tiirevleri, sag taraflarinda ise non-lineer cebirsel ifadeler bulunmaktadir (Verilen bir
malzeme i¢in, iki boyutlu gsekil degistirme enerjisi fonksiyonu w sekil degisimi
Slgtlerinin (14,4,,Kq,K, ve n’nin) cebirsel bir fonksiyonudur. Dolayisiyla w’nin
sekil degisimi Olglilerine gore tlirevleri cebirsel ifadelerdir.). (3.2g, 3.2h ve 3.2i)

denklemleri non-lineer cebirsel denklemlerdir. ry,¢4,py,.py ve w 'nin bilinmesi

durumunda (3.2a, 3.2b, 3.2¢, 3.2e, 3.3a, 3.2g, 3.2h, 3.2i ) denklemleri ile r, ¢, ﬁ¢,

H,V,ar, ,nvekK 6 esas bilinmeyenlerin (degiskenlerin) hesaplanmas: diisiiniilebilir

¢

(Bu denklemlerde dogrudan olarak igerilen kg ve w ‘nin tiirevlerinde ver alan
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hg ve Kg bilinmeyenleri (2.6), (2.7c), (2.7d) ve (2.9b) denklemleri ile esas

degiskenler cinsinden ifade edilebilmektedir.).

Diisey dogrultudaki kuvvetlerin dengesinden elde edilen (3.3a) denkleminin
¢oziilebilmesi durumunda, s6z konusu yaklagimda V esas degiskenler listesinden
¢ikartilabilmektedir:

V= —j' Topvds,, (3.4)

Bu durumda; ilgili denklemler, esas deZiskenler r, ¢, 1—\4—4,, H, A ¢,n ve K b

cinsinden ((3.2) denklemlerinin diizenlenmesiyle)

' = A, cosd +msing (3.5a)
o =K, +A2 1o /1, (3.5b)
=, Ow
H=—- 3.5¢
W TPy ( )
M, ™ LH i ing |V 3.5d
M, =cos¢5E—+H(}»¢ sm¢—ncos¢)—ro(l¢ cos¢+nsm¢) (3.5d)
0
O0=r, iW——ﬁcosd) —1,Vsing : (3.5¢)
oAy
ow

0=y 2T, 659
b



0= ro%—ﬁsimb +1yVcosd

seklinde ifade edilebilir. r

0°%0-Py
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(3.5g)

ve V’nin verilmesi durumunda (3.5a,b,c,d,e,f,g)

denklemleri ¢ozilebilir. Esas degiskenler diginda kalan bilinmeyenler, asagida topluca
sunulan (B6liim 2’de verilmis olan denklemler)

r
)\9=‘— N
Ty

sin¢ rsing,

Ke = “}\.¢ y
3

ro I'O

N, =Ecos¢+Vsin¢ veya

Ty
=1-I—sin¢—Vcos¢ veya
Ty

M, =2
0K,

N, _ow ,
Ohg

0=0-¢; ,

y' =X,y sing - ncosé

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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denklemlerinden elde edilebilir, Burada ®, meridyen tegetinin doénmesini
gostermektedir. (3.13) denklemi, bir baglangic deger ydntemi veya bir sayisal

integrasyon yontemi ile ¢oziilebilir,

Bu caligmada, V esas degiskenler listesinden ¢ikartilmis ve (3.5a,b,c.d.e.fg)
denklemleri yardimu ile Béliim 4’de sunulan problemlerin sayisal ¢6ziimiine gidilmistir.

3.3. integrasyon Matrisleriyle Ilgili Diferansiyel Denklemlerin Cebirsel

Denklemler Haline Déoniistiiriilmesi
Bélim (3.2)’de ifade edilen (3.5a,b,c,d) numarali diferansiyel denklemler

d

ag{YD}=[AD]{Y}+{ND}+{aD} (.14)

matris denklemi ile ifade edilebilir. Burada, s gekil degisimi 6ncesi meridyen
uzunlugunu (s, ), {y} durum vekt6riinii gdstermektedir. {y} , esas degiskenleri

icermektedir:

) =[r ¢ H My 2, n K,] (3.15)
ve bir nokta i¢in (7x1) boyutundadur.

[AD] : (3.5a,b,c,d) nolu diferansiyel denklemler, (3.14) seklinde yazildiginda elde edilen

lineer katsayilar matrisidir ve (4x7) boyutundadir. [AD] matrisinin Neo-Hookean

malzemesi igin (lgili iki boyutlu sekil degistirme enerjisi fonksiyonu (4.1)
denklemiyle sunulmaktadir.) agik ifadesi Ek 1°de verilmektedir.

{ ND} : (3.53,b,¢,d) nolu diferansiyel denklemlerin sag taraflarinda bulunan nonlineer

cebirsel terimleri igeren vektSr matristir ve (4x1) boyutundadr. Omekolmas1 :
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agisindan {N D} vektoriine ait bagintilar Neo-Hookean malzemesi igin Ek 2’de
verilmektedir.

{aD} : (3.5a,b,c,d) nolu diferansiyel denklemlerdeki lineer cebirsel terimleri igeren
vektordiir ve (4x1) boyutundadir. {aD} matrisinin hakkindaki daha aynntih
agtklamalar Ek 1'de verilmektedir.

{yp} vektort,
{yo} =[reHM,] (3.16)

seklinde ifade edilmektedir. {yD} ’nin boyutu (4x1) olup, diferansiyel denklem sayisi
kadardur.

{f} =[Ap[{y} +{No}+{ap} (3.17)

tanimu ile (3.14) denklemi

—{yo}=1{f} : (3.18)

seklinde ifade edilebilmektedir. Fonksiyonun tanimli oldugu toplam aralik, N adet alt
araliga boliinerek N+1 adet diifiim noktasi elde edilmektedir (Sekil 3.1). Digiim
noktalan arasindaki uzakliklar sonuglarda istenen hassashia bagh olarak
belirlenmektedir. Noktalarin egit uzaklikta alinmasi islemleri kolaylastirmakla birlikte,
hassasiyeti azaltmaktadir (Parnell, 1984). Bu ¢aliymada, daha hassas sonuglar saglamak
amaciyla hassasiyetin daha 6nemli oldugu bélgelerde diigiim noktalan arasindaki
uzakliklar daha kiigiik tutulmustur,
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h= Si+1 = S
f A T ‘\P
R L (R — fory |
S P . S = S
S h 2 h 3 sere (o-1) fn)

Sekil 3.1 Toplam integrasyon aralifinin N adet alt aralifa bsliinmesi

Sekil 3.1°de h adim arahgini, n diigiim nokta sayisim (=N+1) ifade etmektedir. Bir
[si ,sm] alt aralif i¢in (3.18) denklemi

{¥ou}
fd{yp}= j (3.19)
{YDI} S

seklinde yazilabilir. Ikinci dereceden ( m = 2 ) sayisal integrasyon formiillerini (Parnell,
1984) kullanarak, (3.19) ifadesi yaklasik olarak asagidaki gibi yazilabilir (Parnell,
1984):

/-’h—-\
m.—_.

ds=~—h(5{ i +8{fi}-{fi.}) (=12,.....0-2) (3.20)

Son adim igin,

{vo,}-{o..} =Tl;h(8{ for} +5{f}-{fa2}) . - (3.21)

r4
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(3.20) denklemleri agik olarak yazilirsa,

Ly L

giﬂ _ ¢i __i

H i+l ﬁi 12
M¢l¢l ﬁ¢'

Her alt aralikta integral alinarak elde edilen denklemler biraraya getirilecek olursa,

[1{Fo} = [L]{?}

ifadesi yazilabilir. Burada [J] matrisi ve {¥y,} vektord,

1] (1] [o]
[1]=] -
o] -
L[o] o]

r{)’o,}ﬁ
.}

Yp,

_{Yon }d(-in)

seklinde ifade edilebilir. [L] integral matrisi, m =2 igin asagidaki gibi verilm

(Parnell, 1984):

o ][ . [

[ fi,l fi+l,l
fi,z + 8 fi+l.2
fi,3 fi+l,3

L fi,4 fi+l,4

(] [0]]

o[
) [

fi+2,l W

fi+2,2
fi-«»2,3

fi+2,4 J

4(n-1)x4n

@

1,2,00,n=2). (3.22)

(3.23)

(3.24)

ektedir
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S q) 4] o O - . . [
o ] 8] A @[] - . . [
R I RGN
[L]:l—z-. e (3.26)
1 I R C IO [ | P

Burada [I] ve [0] matrisleri, 4x4 boyutlarinda sirasiyla birim ve sifir matrisleridir. {?}

vektort,

{?} = - (3.27)

olarak tammlanmaktadir. Burada, (3.17) yardimiyla
(e} =[Ap J{yi+ {Np, }+{an, } (k=12,...,n) (3.28)

ve

{(F}=[&o){7}+{No}+{a) (3.29)




Ao

L{y“ }- (7n)

L{a';ﬂ }_ (4n)

b{N Dn }_ (4n)
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J(4nx7n)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Fa
2t _A'Pg
& o

&*‘3""%\.‘
) [E
. K4 Ay
L, SRR
SNCR
L e e %
™ .
¥ ‘v"’ oot
z u Y
B K - ;;
W . -~ 2w i
" =N i
W ew LA
*k A
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seklinde tanimlanabilirler. {N, { daha agik olarak asafidaki gibi yazilabilir:
Dy

{Np,}= N, (=120 (3.34)

(3.34) bagintisindaki N{)K,N%K,N%,K ve N‘I‘)K, (3.5a,b,c,d) no.’lu denklemlerin sag

taraflarinda bulunan nonlineer terimlerin k’inct diitim noktasindaki degerlerini
gostermektedir. (3.23) denklemi agik olarak; (3.29) denklemi yardimiyla

[0} =[L] (&Ko )5} + {No} +{@)) (3.39)

)50} &")(5} +{B} +{¢} (3.36)

It
s |=
—
(=]
[—
A
———
>
o
»
—
o
—
R 4
\w)
w
[ |
—_ —
>
o
N
[ S——
—
o
—

L[0] _[A';n—Z] S[A‘;n-l] {A.D"]A(n—l)x?n

(3.37)
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5{Np b+a{Np L -{Np }
h s{Np b+aiNg - {Np }
=35 . (3.38)
-{Np,, } + 8{Np,, }+5{Np, } o
{e}=[LKan} =
5{ap +8{ao,}'{ao ]
b S{aD }+8{aD,} - {aD }
=5 . (3.39)

L—{apu_2 } + 8{00.,-.} + S{aDn }_ i

sekillerinde tamimlanabilirler. (3.36) ifadésinde, esitligin sol tarafinda {?D} vektoril

yerine {?} durum vektoriiniin kullanilmas: istenirse,

)50} =017} (3.40)

olacak sekilde bir [J ’] matrisi tanimlanmalidir:
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o [ere . o]
oo el e o
(]- S
T (1
I G B e o I C N L1 P

(3.41)

" Burada, [0’] matrisi 4x3 boyutlarinda bir sifir matrisidir. (3.36) ve (3.40)

denklemlerinden
()5} =[A )5} + {5} + {2}

ifadesi yazilabilir. Daha kisa bir ifade ile, (3.42) denklemi

durumuna getirilebilir. Burada,
[B]=[1-[A1]

ve

seklindedir ve [ﬁ] matrisinin boyutlar1 4(n-1)x7n’dir.

(3.5 e,f,g) cebirsel denklemleri

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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[A] {s}+{N} = {0} (3.46)

seklinde ifade edilebilir. Burada,

[A]‘ 1 (3.5 e,f,g) cebirsel denklemleri (3.46) matris denklemi seklinde yazildiginda

lineer katsayilar matrisidir ve (3x7) boyutundadir. flgili matrisin agik ifadesi Ek
1’de sunulmaktadir.

{N} ) : (3.5 e,f,g) cebirsel denklemlerindeki dogrusal olmayan terimleri igeren vektor

matrisidir ve (3x1) boyutundadir. Ornek olmas1 agisindan {N} ) vektdriine ait

bagintilar, Neo-Hookean mazemesi i¢in Ek 2’de sunulmaktadir.

Burada verilen boyut degerleri tek bir nokta igindir. Tiim noktalar i¢in
[A] {7} =-{N} (3.47)

yazilabilir. Burada,

[a] [o] .. [o][o]]
[ . . (0]

(3.48)

AT -

_[ 0 ] [An-l].[ 0 ]_3(n-1)x7n

seklindedir. {N}" vektord,



_{N n-1 } J3(n_1)
seklinde tammlanmaktadir. Burada {Nk }‘ ,

N
(N} = N;z (S5 W 1)
N‘

K Jaxn

seklinde yazilabilir, (3.46) denklemi

olmak lizere

.

[AT {5} - {5}

seklinde yazilabilir.

30

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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3.4 Elde Edilmis Olan Cebirsel Denklemlerin Smir Kogullartyla Birlikte Toplu
Olarak ifade Edilmesi

Sinir kogullar
[Be, J{1} ={e:} (3.53)
[B..J{va} = {eu} (3.54)

seklinde ifade edilebilir. Burada (3.53) matris denklemi sinirlardan birindeki, (3.54)

matris denklemi difer siirdaki sinir kogsullarini temsil etmektedir. Sinir kosullarinin

nonlineer olmas1 durumunda, {el} ve {en} vektorleri nonlineer terimleri de
icermektedir. (3.53, 3.54) sinir kogullan, (3.43) denklemleri ve (3.52) denklemleri ile
birlikte toplu olarak

[C)is} ={d} (3.55)

seklinde yazilabilir. Burada;

(3.56)

[0] ' ' [O] [Ben ]J(7nx7n)

{E}T=[{°l} {2} {E}‘ {en}lmm (3.57)
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(3.55) dogrusal olmayan cebirsel denklemleri Newton-Raphson Yontemi ile ¢dziilerek
her noktadaki durum vektdrii belirlenebilmektedir. Newton-Raphson Yéntemi ile ilgili
ayrintilar (14,39,59) no.’lu kaynaklardan bulunabilir.

RN



4. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu béliimde, dénel simetrik yiiklemeler etkisinde sonlu sekil degistirme ve sonlu donme

yapan bazi donel kabuk problemlerinin sayisal ¢éziimiinden bahsedilmektedir. Sayisal

¢0ziim i¢in Visual Basic programlama dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir.
' I1gili bilgisayar programina ait bilgiler Ek 3’de sunulmaktadir.

Problemlerde, asagida sunuldugu iizere Taber (1987) tarafindan elde edilmis olan Neo-

Hookean malzemesine ait iki boyutlu sekil degistirme enerjisi fonksiyonu kullanilmistir:

2 2
24— 2 t 2a—
w=Ct[A] +A3 + A2Ag +1‘g—x¢2 + = (KGOS - A + 4]
+K Koo hs = (1-q)AyAg +A3A5 = 20700 +

+K3[q(A7AE - AyAg)+ 4x;4x;,6]}] 4.1)

Burada C malzeme sabitidir. ¢ = 1 Boliim 1’ de bahsedilen Teori I’ e, q = 0 ise Teori IT
ye karst gelmektedir. g, enine kayma sekil degistirmesi diizeltme faktoriidiir. Lineer
kabuk teorisinde, enine kayma gerilmesi dagilisinin kabuk kalinh@1 boyunca parabolik
olmasindan dolay: g faktérii 1,2 olarak alinmaktadir (Reissner, 1952). Taber (1987)’de
g = 1,2 varsayimu yapilmigur. Bu faktoriin sonlu sekil degistirmeler halindeki daha
dogru degerlerinin elde edilmesi problemi sonraki ¢aligmalara birakilmgtir.

Ardigik yaklagimlarda; esas degiskenlerin ilk degerlerinin sec;iminde' stnir kosullarinin
saflanmasina dikkat edilmistir ve lineer teoriye karsi gelen degerler géz Oniine

alinmstir.
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4.1. Diizgiin Yayilan i¢ Basing Etkimesi Halinde Kiiresel Kabuk

Sekil 4.1 Diizgiin Yayilan I¢ Basing Etkimesi Halinde Kiiresel Kabuk

Sekil (4.1)’de R yangaph, kiiresel bir kabugun geometrik dzellikleri verilmektedir. Bu
geometride; sekil degisimi 6ncesindeki meridyenel ag1 ¢,,0 ile n/2 radyan arasinda

degismektedir. Yine geometriden, (3.5b) de kullanmak iizere

= sabit , (4.2)

yazilabilir, Sekil degisimi 6ncesinde, radyal koordinat r,

bagintist ile tammlanabilmektedir. Kiiresel kabuk, ¢,=n/2 simrinda ankastre olarak

mesnetlenmektedir. Problemde diizgiin yayili i¢ basing p etkisi dikkate alinmaktadir.
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Py =PAyhgsin(é-y) (4.4)
olarak ifade edilmektedir (Taber 1987). (2.10) denkleminde
Py =-PAyhgcos(d—7) 4.5)

konularak integrasyon yapilirsa,

2
=B (4.6)
2r,

elde edilebilir. (4.6) denklemi (3.5d,e,g) bagmtilaninda ilgili problemin ¢6ziimii igin
kullamilmigtir.

Sinir kosullan asagidaki sekilde kullanilmugtir:

n

rIA=r0‘A ) ¢|A=¢o A’_‘E , T\B=0 1\—’1¢ g=0

Mg =0 ¢|p =0 H|p =0 4.7)

Burada, |  sembolii ankastre mesnetteki siir kosullan igin (¢, =n/2), |B sembolii ise

tepe noktasindaki (¢, = 0) sinir kogullan igin kullanilmaktadir.

Problem o6nce boyutlu olarak ¢oziilmiis ve daha sonra sonuglar boyutsuz olarak

sunulmustur. Boyutsuzlastirmada,
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B=— (4.8)

o=2p (4.9)

bi¢iminde ifade edilen parametreler kullamlmigtir. Tepe noktasinda ¢, ve r,’in sifira
‘esit olmasindan dolayr ilgili noktada tekillikler (1/0=o0) olusmaktadir. llgili
tekilliklerden kurtulmak igin tepe noktasi ve civarinda

Ao = Ay (4.10)
Ko ~ K, (4.11)
No =N, (4.12)

yaklagimlarinda bulunulmustur. Problemde yakinsama 13 ardigtk yaklasim ile

saglanmigtir.

Diizgiin yayil i¢ basing etkisindeki kiiresel kabuk probleminde Teori I ve Teori II'ye
kars1 gelen sonuglar ve Taber (1987)’'nin biiylik sekil degistirme ve dénmeleri,enine
kayma sekil degistirmeleri géz 6niine aldif1 asimtotik ¢6ziimiine kars1 gelen sonuglarin
karsilastinlmas: Sekil (4.2-4.22)’deki grafiklerde sunulmaktadir.
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/R

Sekil 4.2 Sekil Degisimi Sonrasindaki Radyal Koordinat r’nin Sekil Degigimi
Oncesindeki Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (§ =20, o =2)

-1.50 -
128 -
-1.00 -

0.7 ~

y/R

0.50 ~

-0,25 -

000 +

Sekil 4.3 Sekil Degisimi Sonrasindaki Diigey Koordinat y’nin Sekil Degisimi
Oncesindeki Meridyenel Agi ¢,’a Gore Degisimi (8 =20, a=2)
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1,4
r/R

Sekil 4.4 Sekil Degisimi Sonrasindaki Radyal Koordinat r’nin
Disey Koordinat y’e Gore Degisimi
(Sekil Degistirmis Kiiresel Kabuk) (=20, a=2)

20 -
30 -
40 -

¢ ()

50 -
60 ~
70 +

90 . — +— N . .
90 80 70 60 SO 40 30 20 10 0 ¢0 (°)

Sekil 4.5 Sekil Degisimi Sonrasindaki Meridyenel A¢t ¢ 'nin
Sekil Degisimi Oncesindeki Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi
(B=20, a=2)
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200 1
175 -
— = -q=0
‘ g=1
F s
125 ~N,

5% 8 70 60 50 40 30 20 10 0o §,(°)

Sekil 4.6 Meridyenel Germe A, ’nin $ekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Agt ¢,’a Gore Degisimi (B =20, a=2)

2.50 -

225 ~ —-—-q0
: —q-l

2,00 +

Sekil 4.7 Paralel Cember Germesi A, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (f =20, a=2)
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0.50 + === -q=0
| —— =
0,40 ¢ a=1

030 +
0,20

i
0,10 ~

= 0,00: — — A
,0'10910 80 70 60 50 40 20 10

Sekil 4.8 Enine Kayma Sekil Degistirmesi n’mn $ekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢,’a Gére Degisimi (B =20, o=2)

_____ q=0
20 - »
15 ~
10 -+ -
0 o 0

Sekil 4.9 Enine Kayma Agisiy “min Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (B =20, a=2)
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q=1
...... q=0
v Taber (1987)
e Mambran

0,31

® -y (rad.)

0,14
90 80 70 60

Sekil 4.10 (@ —y )'min  Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (B =20, a=2)

Sekil 4.11 Meridyenel Egilme Momenti M, "nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (B =20, a=2)
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— =l
e————-.q=0
-==e~—-a= Taber (1987)
0
NH
Q
~
©
p>
..o’
...0'
—0.
—+ 4 —+ + —+— $,(°)
90 89 88 87 86 5

Sekil 4.12 Meridyenel Egilme Momenti M, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore ¢,= 85-95 Arasinda Degisimi
(B=50, aa=2)

0,10 —

M,/Ct?

Sekil 4.13 Paralel Cember Egilme Momenti M, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (§ =20, a=2)
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— . w— -q:O
}
035 + —q=
~~ 028 +
-
© ~
~ 015 ~
S 0.05 -
¢ o
10 0 o ()

Sekil 4.14 Donme Agist o ‘mn Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (B =20, o= 2)

Sekil 4.15 Diigey Kesit Kuvveti V'nin $ekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (=20, a = 2)
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—-—-g=0

Sekil 4.16 Enine Kesme Kuvvetlerinin Q’nun Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢g1 ¢,’a Gore Degisimi (B =20, o =2)

0.00 - R

9 8 70 60 S50 40 30 20 10 O ¢° (o)

Sekil 4.17 Meridyenel Normal Kesit Kuvveti N, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Ag1 ¢,'a Gore Degisimi (f =20, o =2)
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! — ¢l

o8+ ___.. - q=0
=== Taber (1987)

0'54T T Mambran

Sekil 4.18 Ankastre Mesnet Civarinda Meridyenel Normal Kesit Kuvveti N o DN

Sekil Degisimi Oncesindeki Meridyenel Aq1 ¢,’a Gore
Degisimi (B =20, a=2)

2,50 +

Ny¢/pR

[+
0 30 20 10 o¢°()

Sekil 4.19 Paralel Cember Tegeti Dogrultusundaki Normal Kesit

KuvvetiNg'min  Sekil Degisimi Oncesindeki Meridyenel
A¢t ¢,’a Gore Degisimi (B =20, a=2)
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1,05 T‘
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H/pR
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‘ 70 60 S0 40 30 20
-0,20 L

oo 80

Sekil 4.20 Yatay Kesit Kuvveti H'nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (f =20, o =2)
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450 -

RK,
8
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Sekil 4.21 Meridyenel Egrilik Degisim Olgust K, nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel A¢t ¢,’a Gore Degisimi (=20, o =2)
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250 1
{

1.50 ~ .

—— g

RK,

by ()

———— q:l
0,50 +

-1.50 -

-2.50 -

Sekil 4.22 Enine Egrilik Degisim Olgiisit K, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel A¢t ¢,’a Gore Degisimi (=20, o =2)
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Teori I ve Teori II’nin uygulanmas: ile elde edilen sonuglar birbirine ¢ok yakin olmakla
birlikte baz1 farkliliklar gozlenmigtir. Sekil 4.3’te sekil degisimi sonrasindaki diigey
koordinat y’nin ¢,’a goére degisimini gosteren grafikte Teori II'ye karsi gelen
degerlerin Teori I'e karsi gelen deferlerden mutlak deferce daha bilyikk oldugu
gorilmustiir, Benzer sekilde, Sekil 4.4’te sunulan gekil degisimi sonrasindaki kiiresel
kabugun konumuna bakildifinda Teori II'ye karsi gelen yatay ve diisey yer
_degistirmelerin Teori I'e kars1 gelen yatay ve dilgey yer degistirmelere gore daha bitytik
olduklan gérilmigtiir. Sekil 4.21 ve 4.22°de egrilik degisim &lgileri K, ve K,’ya
bakildiginda ankastre mesnet civarinda Teori I’e karg1 gelen degerlerin Teori II'ye kargt
gelen degerlerden daha biiylik olduklan gériilmiigtiir.

Diizgiin yayili i¢ basing etkisindeki kiiresel kabuk problemine ait bazi sonuglar, Taber
(1987)’nin bityiik sekil degistirme ve donmeleri, enine kayma sekil degistirmeleri g6z
niine aldign asimtotik ¢ozimii ile karsgilagtimlmistir. Sekil 4.10°da ¢, = 90° wve
0o = 70° arasinda © —y degerlerinin karsilastirilmasi yapildiginda Teori I’e karg: gelen
degerlerin Teori II'ye kars1 gelen degerlere gore Taber (1987)’ye daha yakin olduklan
goriilmiigtiir. Yine Sekil 4.10°da ¢, = 70° ile ¢, = 60° arasinda Taber (1987), Teori I,
Teori II ve mambran ¢6zilime Kkarsi gelen degerlerin yaklasik olarak g¢akistif:
goriilmistiir. Sekil 4.12°de; B=50, =2 igin egilme momenti M, i¢in ankastre

mesnet civarinda Teori [I’ye karsi gelen degerlerin Teori I’e karg1 gelen degerlere gore
Taber (1987)’ye daha yakin oldugu goriilmistiir. Sekil 4.18’e bakildifinda; Teori I ve

Teori II’ye kars1 gelen normal kesit kuvveti N, degerlerinin, ankastre mesnette Taber

(1987) ile yaklasik olarak aymi deferden bagladifi mesnetten uzaklastikca Taber
(1987) den farkli degerler alarak mambran ¢6ziime yaklastiklart gériilmiistiir.
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4.2. Tekil Yiik Etkisi Altindaki Kiiresel Kabuk

Sekil 4.23 Tekil Yiik Etkisindeki Kiiresel Kabuk

Bu boliimde Sekil 4.1°de gosterilen R yarigapli ¢, =0 noktasinda bir tekil yik P
etkisindeki kiiresel bir kabuk incelenmistir. Kiiresel kabuk ¢, = 7/2 simirinda ankastre

olarak mesnetlenmistir. Geometrinin 6nceki problemde s6z konusu edilen problemle

ayn1 olmasindan dolayy, (4.2) ve (4.3) bagintilan bu problem i¢gin de gegerli olmaktadir.
Kiiresel kabugun tepe noktasina etkiyen P tekil yiikiinden dolayt, (3.5¢) bagintisinda py

ifadesi yerine
py =0 (4.13)

kullanilmigtir. Diigey kesit kuvveti V, (3.5d,e,g) bagintilarinda

Ve | (4.14)

denklemi ile tanimlanabilmektedir.
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Sinir kogullari, Béliim 4.1°de sunulan problemin sinir kogullan ((4.7) denklemleri ) ile
aym1 olmaktadir. Taber (1982)’de verilen deneysel sonuglarla karsilagtirabilmek igin
ilgili kaynakta verilen

R=26,3 mm, t=4,4mm, E=4,0 N/mm’ v=05 (4.15)

Adegerleri kullamlmigtir. Burada; E kullanilan malzemenin elastisite modiiliini, v
kullanilan malzemenin Poisson oranim1 géstermektedir. Problemde tekil kuvvet (Sekil
4,42 disinda) P=45,6IN olarak alinmistir. Sonuglarin bazilan, Ranjan ve Steele
(1977)de sunulan yaklagik analitik ¢6zlim ve Parnell (1984) tarafindan sunulan kiigiik
sekil degistirme ve orta biyikliikkteki donmeleri kapsayan enine kayma gekil
degistirmelerinin ihmal edildigi ¢aliymasi ile kargilagtinlmustir. Taber (1982)’de
kullamlan malzemenin E elastisite modtili yerine alinacak esdeger C malzeme sabitinin

degeri agagidaki sekilde belirlenmigtir.

Lineer kabuk teorisinde; €, vee, sirasiyla, orta yiizeydeki meridyen ve paralel

¢emberin birim uzama oranlarim gosterdigine gore, meridyenel normal kuvvet N,

Et

N=
¢ 1-v

5 (8¢ +ve9) (4.16)

bagntisi ile ifade edilebilmektedir (Parnell, 1984). (4.16) bagintisinin €, "ye gore kismi

tiirevi,

T _ (4.17)
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bagintisim vermektedir. Bu ¢aliymada sunulan soniu gekil degistirme ve sonlu dénme
yapan kabuk teorisinde Bltim 2°de (2.18) bagntis1 ile verilen N, degeri Neo-Hookean

malzemesi igin ((4.1) denklemi kullanilarak)

N, =2A,Ct + Nonlineer terimler (4.18)

-seklinde ifade edilebilmektedir. (4.18) ifadesinin lineer terimlerinin Ay 'ye gore kismi

tiirevinden

oN,

—=2Ct (4.19)
67»¢

elde edilebilmektedir. A, ve €, ’nin tamimlarindan

denklemi elde edilebilir. (4.17), (4.19) ve (4.20) denklemlerinden

Et

1-v

2Ct = 4.21)

2

elde edilebilir. Taber (1982)’de kullanilan deney malzemesine ait veriler ((4.15)
degerleri) kullamldiginda Neo-Hookean malzemesine karsi gelen C malzeme sabiti
degeri 2,667 N/mm?® olmaktadir.

$o ve 1,’1n sifira yaklagmasindan dolayr tepe noktas1 ve civarinda olugan tekillik
Bolim 4.1°de belirtildigi gibi (4.10), (4.11) ve (4.12) bagintilan ile giderilmistir.
Problemde yakinsama 9 ardigtk yaklagim ile saglanmugtir. Tekil yikk etkimesi
durumunda kiiresel kabuk problemine ait Teori I ve Teori II'ye kargilik gelen sonuglar
ve de daha dnce sozil edilen galigmalar ile karsilagtirmalar Sekil 4.24’ten Sekil 4.42’ye
kadar sunulmaktadir.
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Sekil 4.24 Sekil Degigimi Sonrasinda Radyal Koordinat r’nin Sekil Degisimi
Oncesindeki Meridyenel A1 ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)

220 ~

y (mm)

Sekil 4.25 Sekil Degisimi Sonrasinda Diigey Koordinat y’nin $ekil Degisimi
Oncesindeki Meridyenel Agt ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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~-30+

<+ - Parnell (1984)

Sekil 4.26 Sekil Degisimi Oncesinde ve Sonrasinda
Kiresel Kabugun Konumu (P=45,61 N)

¢ ()

Sekil 4.27 Sekil Degisimi Sonrasindaki Meridyenel A¢1 ¢’nin Sekil Degisimi
Oncesindeki Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.28 Enine Kayma Sekil Degistirmesi 7 ’nin $ekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.29 Enine Kayma Agist ¥ 'min $ekil Degigimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢, a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.30 Sekil Degisimi Sonrasinda Donme Agist ® 'nin Sekil Degisimi
Oncesindeki Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degigimi (P=45,61 N)

2,00 -

1,75 -

— - —-gq=0

90 80 70 60 50 40 30 20 10 0 ¢0 (o)

Sekil 4.31 Meridyenel Germe A, nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢i ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.32 Paralel Cember Germesi A, 'min Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Agt ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.33 Meridyenel Egrilik Degisim Olgiisi K, 'nin Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Agt ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.34 Enine Egrilik Degisim Olgiisii K, nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢t ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.35 Yatay Kesit Kuvveti H’'nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢1 ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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— - -g=0
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Sekil 4.36 Diisey Kesit Kuvveti V’nin Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel A¢t ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.37 Enine Kesme Kuvveti Q’nun Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Agi ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.38 Meridyenel Normal Kesit Kuvveti N, "nin $ekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Agt ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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Sekil 4.39 Paralel Cember Tegeti Dogrultusundaki Normal Kesit Kuvveti
N, min Sekil Degisimi Oncesindeki Meridyenel Ag!
b, a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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M¢. (Nmm/mm)

Sekil 4.40 Meridyenel Egilme Momenti M, "nin $ekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel At ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)

Mo (Nmmanm)

Sekil 4.41 Paralel Cember Egilme Momenti M, 'min Sekil Degisimi Oncesindeki
Meridyenel Ag1 ¢,’a Gore Degisimi (P=45,61 N)
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P(N) -
77,440 T
g=1
e 970,
—oee.— ‘Pamell (1984)
61,952 T —v.—. Taber (1982) deney
7’ it Lineer Teori
J7 « <+« Ranjan and Steele (1976)
/

46,464 1
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0,00 5,26 10,52 15,78 21,04 26,30

Sekil 4.42 Tepe Noktasindaki Diisey Yerdegistirme A’min Tepe Noktasinda Uygulanan
Diisey Kuvvet P'ye Gore Degisimi
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Tekil yitk etkisindeki kiiresel kabuk problemine ait Teori I ve Teori II'yi kapsayan
sonuglar birbirine olduk¢a yakin deBerler tagimakla birlikte, bazi farkliliklar
gOstermistir. Sekil 4.28’de enine kayma gekil degistirmesi n’nmn ¢, ’a gore degigimini
gOsteren grafikte ankastre mesnet civarinda Teori I’e karst gelen degerlerin Teori II'ye
karsi gelen degerlerden daha bilyiik oldugu goriilmektedir. $ekil 4.35°de yatay kesit
kuvveti H'min ¢,’a gore degisimini gosteren grafige bakildifinda ¢, = 90° ile
-Gy = 70° arasinda Teori I’e kars1 gelen degerlerin Teori II’ye karsi gelen degerlerden

daha bityiik oldugu goriilmektedir. ¢, = 70° ile ¢ =0° arasinda ise Teori I ve Teori
II’ye karg1 gelen degerler yaklagik olarak birbirinin aymisidir. Sekil 4.37°de enine kesme
kuvveti diyagraminda, mesnetlenme bolgesinde ¢, = 90° ile ¢, = 70° arasinda Teori
I’e karsi gelen degerlerin Teori II'ye karsi gelen degerlerden bilylik oldugu
gozlenmektedir. Sekil 4.38’e bakildifinda ise meridyenel normal kesit kuvveti N, ’nin
grafiginde; ¢, = 90° ile ¢,=40" arasinda Teori II'ye karsi gelen degerlerin,
oo = 40° ile tekil kuvvetin etkime noktasi olan ¢, = 0°*a kadar olan bolgede Teori I'e
kars1 gelen degerlerin daha biiyiik oldugu goriilmiigtiir. Sekil 4.26’da; sekil degisimi
oncesinde ve sonrasinda kabugun konumu, Teori I ve Teori II'nin uygulanmasi
neticesinde ¢ikan sonuglarla ve Parnell (1984) tarafindan kiigiik sekil degistirme ve orta
biiyiikliikte donmeleri kapsayan ve enine kayma sekil degistirmelerinin ihmal edildigi
asimtotik ¢Oziime (Asimtotik ¢Oziimiin gegerli olmadifi bolgelerde integrasyon
matrisleri kullamlmistir.) kars1 gelen sonuglar karsilagtinlmigtir. Her (¢ teoriye kars
gelen degerlerin birbirine gok yakin oldugu gozlenmistir. Sekil degisimi 6ncesindeki
kabugun konumuna bakildiginda sekil degisiminin biiyiikligt dikkat gekmektedir. Tekil
kuvvetin uygulandifi tepe noktas: kiiresel kabugun yangap: billylikliiglinde diisey yer
degistirme yapmaktadir. Sekil 4.42’de; Ranjan ve Steele (1976)’nin vkapah ¢bzlimiine,
Taber (1982)’nin deneysel sonuglarina, Parnell (1984)’i{in asimtotik ¢&ziim ve asimtotik
¢oziimiin gecerli olmadifi bolgelerde integrasyon matrislerini kullandif1 ¢aligmasina,
Parnell (1984)’in lineer teoriye gore ¢dziimiine ve de Teori I ve Teori II'ye kars1 gelen
degerler sunulmaktadir. Bu grafikten de goriilecedi gibi; tepe noktasindaki disey

yerdegistirme A =10,52mm ’ye kadar, lineer teoriye kars: gelen degerler disinda diger
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teorilere karst gelen deBerlerin birbirine ¢ok yakin oldufu goriilmistiir. Tepe
noktasindaki dilgey yerdegistirme A’min 10,52 mm’den daha biyik oldugu bolgede
Teori I’e ve Teori II’ye kars1 gelen degerler Parnell (1984)’e karsi gelen degerler ile
bliylk benzerlik gostererek Taber (1982)’nin deneysel ¢aligmasindan ve Ranjan ve
Steele (1976)’nin kapali ¢6ziimiinden uzaklagmaktadir.

4.3. Cembersel Yiik Etkisindeki Kiiresel Kabuk

. Do

A
Sekil 4.43 Cizgisel Yiik Etkisinde Kiiresel Kabuk

Sekil 4.43’te R yarigapls, ¢, = ¢3’da ¢embersel, donel simetrik bir yayili yiik etkiyen
ankastre olarak mesnetlenmis bir kiiresel kabuk gdsterilmektedir. Bu geometride sekil
degisimi &ncesindeki meridyenel ag1 ¢,, 0 ile wn/2 radyan arasinda degismektedir.
Geometrinin ayn1 olmasindan dolay: (4.2) ve (4.3) bagintilar1 bu problem i¢in de gegerli
olmaktadir. Kiiresel kabuga etkiyen ¢izgisel yiikten dolay1 (4.13) bagintis1 da gegerli
olmaktadir.

Problemi, ¢embersel yiikiin etkime konumuna gére diigey kesit kuvveti V agisindan iki
bdlgeye ayirmak miimkiin olmaktadir:

[.Bolge, g < ¢, < 6, ile tammlanmaktadir ve bu bélgede diisey kesit kuvveti ..~

g
AR
g e
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V-t (4.22)

olmaktadir. Burada Pc , ¢3 meridyenel agisina kargi gelen paralel ¢emberin birim
uzunlugu basina gelen dilsey kuvvetlerin ( p,’larin ) bileskesidir:

Pc = po2mr, (4.23)
Burada, r(; ilgili paralel gemberin yarigapim gdstermektedir.

II. Bélge, ¢ < ¢y <0 ile tammlanmaktadir ve bu bélgede diisey kesit kuvveti

V=0 (4.24)

olmaktadir.

Simir kogullari, onceki iki problemdeki smr kosullanmin ((4.7) denklemlerinin)
aymisidir. Problem 6nce boyutlu olarak ¢oziilmekte daha sonra grafik ¢izimlerinde
boyutsuzlastirma yapilmistir. Evan-Iwonwski et al.(1963), stz konusu problemle ilgili
olarak bir deneysel galiyma yapmistir. Taber (1986)’da ilgili problem; malzemenin
lineer elastik oldugu varsayimiyla, orta bliyiiklitkteki donmelerin géz 6niine alindigy,
enine kayma sekil degistirmelerin ihmal edildigi bir teoriyle ve integrasyon matrisleriyle
sayisal olarak ¢6ziilmiistiir. ilgili galismalarda E=4,0N/mm? ve v=0,5 alinmustrr.
Sekil degistirmelerin ve dsnmelerin sonlu olarak géz 6niine alindig1 bu ¢alismada, ilgili
caligmalarda elde edilen sonuglarla karsilagtirma yapmak amaciyla (4.21) denklemi
kullamlarak C = 2,667N / mm? alinmigtir. ¢, ve 1y 1n sifira yaklagmasindan dolay: tepe

noktasi ve civarinda olusan belirsizlikten kurtulmak amaciyla bu bélgede (4.10), (4.11)
ve (4.12) bagintilan kullanilmistir. Yakinsama 11 ardigik yaklagim ile saglanmigtir.

Sekil 4.44 - Sekil 4.63’deki grafik ¢izimlerinde, ¢embersel yiik etkisindeki kiiresel
kabuk probleminin ¢6ziimiinde Teori I ve Teori II'ye kars1i gelen sonuglar, Taber
(1986)’da sunulan kiiciik sekil degistirme ve orta biiyiikliikteki dénmelerin g6z 6niine
alindif1 enine kayma sekil degistirmelerinin ihmal edildigi integrasyon matrisleriyle
¢ozitme karst gelen sonuglar, Evan-Iwonowski et al. (1963)’in ilgili deneysel

calismasina karsi gelen sonuglar sunulmaktadir,
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Sekil 4.58 Enine Egrilik Degisim Olgiisit K,’mun Sekil Degisimi Oncesindeki

Meridyenel Agt ¢,’a Gére Degisimi (R/t =129, r,/R=03)
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Cizgisel yikk etkimesi durumunda kiiresel kabuk problemine ait Teori I ve Teori II'ye
kars: gelen sonuglarin, 6nceki iki problemde oldugu gibi birbirine ¢ok yakin degerlerde
oldugu gbzlenmektedir. Sekil (4.51)’de karsilastirma ylizeyi {izerindeki kayma agilarini
(y) gosteren grafikte Teori II'ye karst gelen sonuglarin Teori I’e karsi gelen
sonuglardan daha biiylik oldugu gériilmiistiir. Sekil 4.61°de verilen egilme gerilmesi
c=6M, / t? grafiine bakildiginda Teori I ve Teori II’e karsi gelen degerlerin Taber

- (1986)’ya kars1 gelen  degerler ile yaklasik olarak aym sonuglan tasidiklan
gozlenmektedir. Sekil 4.63’de ylik-tepe noktasindaki diisey yer degistirme grafigi
goriilmektedir. Bu grafikte Teori I ve Teori II'ye kars1 gelen sonuglar Taber (1986) ve
Evan-Iwonowski et al. (1963)’e ait deneysel ¢alisma ile karsilagtinlmistir. Bu
karsilagtirmada Teori [ ve Teori II'ye karg1 gelen sonuglarin, Taber (1986)’ya gore ilgili

deneysel sonuglara daha yakin oldugu gézlenmektedir.

4.4 Diizgiin Yayih I¢ Basing Etkisinde Silindirik Kabuk

Ty iy 3] T

N -
Q
- —
oe]
Q
-

Sekil 4. 64 Diizgiin Yayili Yiik Etkisinde Silindirik Kabuk

Sekil (4.64)’de a yarigaph silindirik bir kabugun geometrik 6zellikleri verilmektedir.
Sekil degisimi Oncesindeki meridyenel ag1 ¢, biitiin noktalarda n/2 radyandir. Bu

durumda (3.5) denklemlerinde kullanmak tizere ¢ u
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09 =0 (4.25)

yazilmigtir. Problemde donel simetrik i¢ basing etkisi dikkate alinmaktadir. Diizgiin
yayill i¢ basing p O6zel halinde, (3.5¢) bagintisinda py yerine (4.4), (3.5d,e,g)
bagintilarinda V yerine (4.6) bagintis1 kullanilabilmektedir.

. Silindirik kabuk A ucunda ankastre olarak mesnetlenmistir. Kabuk B ucunda ise,
dénmeye ve yatay harekete izin vermeyen fakat diisey yer degistirmeye izin veren rijit
bir plaga tutturulmustur. Bu problemde, lineer sinir kosullari yaminda nonlineer sinir

kosullarina da gerek duyulmustur.

A ankastre mesnedinde kullanilan sinir kosullar

(4.26)

rI = rolA =a (427)

seklinde yazilabilmektedir. A sinmirinda diger bir simir kosulu ise su sekilde elde
edilmektedir; (3.3a) bagintis1 sonlu fark yontemiyle ifade edilmeye ¢aligilmigtir. Bunun
i¢in A mesnedindeki diilim noktas1 1 numarali diigiim noktas1 ve hemen ardindan gelen
(1 numaral1 diigiim noktasina h uzaklifindaki) 2 numarali diiglim noktasindaki degerler

kullanilmistur;

Vi =—2—L=—rpy (4.28)

Pv,> (4.5) bagintisindan yararlanarak
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Py, = ~Phy, ko, 0O ~71) (4.29)
seklinde yazilabilir.

Aoy =1 (4.30a)
cos(g—yl) =siny, =7, (4.30b)

ifadeleri, (4.29) denkleminde kullanilip (2.8d) denklemi de g6z 6niine alinirsa
Py, =—PM (4.31)

denklemi elde edilebilir. (4.28) bagintisinda, (3.3b), (4.6) ve (4.31) bagintilan

kullanilarak A sinirinda
r7 —a’ = 2ahn, (4.32)
nonlineer sinir kosulu elde edilebilir (Burada, r; = ry = a oldugu gdz 6niine alinmustir.).

A smirindaki bagka bir sinir kosulu da su sekilde elde edilebilir:
(3.13) ve (3.2a) bagintilan A ankastre mesnedindeki 1 numarali diigiim noktas: igin
yazildiginda

Yi =4, (4.33)

I=mn 4.34)
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bagintilan elde edilmektedir. (2.2a) bagintilan z=0 igin yazilip (4.33) ve (4.34)
denklemlerinde kullanildiginda

' A
_ yazilabilir. (4.35) denklemi diizenlenip (2.8d) denkleminden yararlamlacak olunursa,

n s,
M =g, | 5 ~arctan—* (4.36)

seklinde esas degiskenler cinsinden ifade edilebilmektedir.

Silindir kabugun B ucunda ise,

o, = g 4.37)
1|y =19/, (4.38)
lineer sinir kosullar ve

a’-r}_, =-2hany (4.39)

nonlineer sinir kosulu yazilabilmektedir. (4.39) simr kosulu B mesnedinde (N numarali
diiglim noktas1) (3.3a) denkleminin sonlu fark yontemiyle ((4.32)simr kosulunun elde

edildigi gibi) ifade edilmesi ile elde edilmistir.
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Yakinsama, 12 ardisik yaklagim ile saglanmugtir. Sekil (4.65)-(4.87)’de diizgiin yayil i¢
basing etkimesi durumunda silindirik kabuk problemine ait Teori I ve Teori II'ye ait
degerleri kapsayan grafikler ve Taber (1987b)’nin enine kayma sekil degistirmesinin
ihmal edildigi, bliyiik sekil degistirme ve donmelerin katildifn ve de Simmonds
(1986)’nin  Neo-Hookean malzemesi igin iki boyutlu sekil degistirme enerjisi
fonksiyonunun kullamildif1 ¢aligmasina ait bazi grafikler sunulmaktadir. Problemde

boyutsuzlastirmada kullanilan o parametresi i¢in (4.9) bagintisi, R yerine a alinarak

kullanilmigtr.

|
175 +

q=1

1,50+i

1,25 J[

1,00

rla

i
0,75 +

0,50 4
4
0,25 -

; } 4 ; :
—t—+ + t —T

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

H

Sekil 4.65 Sekil Degisimi Sonrasindaki Radyal Koordinatin Silindirik Kabuk Boyunca
Degisimi (a/t =20, L/a=10, a =1,5)
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(4.1), (4.2) ve (4.3)’de sunulan kiiresel kabuk problemlerinin ¢6ziimlerine ait grafikler
dikkatlice incelendiginde gorilen Teori I ve Teori II'ye karsi gelen degerlerdeki
farkhihiklar, i¢ basing etkisi altindaki silindirik kabuk probleminde neredeyse tamamen
yok olmaktadir. Sekil (4.68)’de radyal dogrultudaki yerdegistirme (r-a)’min sekil
degisiminden sonrasindaki diisey koordinata gore degisimini gosteren grafikte, Teori I
ve Teori II'ye karg1 gelen degerler ve Taber (1987b)’nin biiyiik sekil degistirme yapan,
enine normal gekil degistirmelerinin dahil edildigi, enine kayma gekil degistirmelerinin
-ihmal edildigi asimtotik ¢dzlimiine ait degerler verilmistir. Bu grafikte, Teori I'e karsi
gelen degerlerin Taber (1987b)’nin asimtotik ¢ztimiine daha yakin oldugu gériilmiistiir.
Sekil (4.71)’de meridyenel germe A, 'nin grafiginde, Teori I ve Teori II'ye kars1 gelen
degerlerin ankastre mesnet bolgesi civarinda Taber (1987b)’den kiigiikk degerler aldifn
(x/R)>0,2 i¢in ise yaklagik olarak ayn: sonuglari tagidifn g6rillmiistiir. Sekil (4.82)de

meridyenel normal kesit kuvveti N, *nin ankastre mesnet civarinda degisimini gosteren

grafikte, Teori I ve Teori II’'ye kars1 gelen degerlerin Taber (1987b)’den daha kiigiik bir
degerden bagladigi, (x/R)>0,2 i¢in ise hemen hemen aymi degerleri aldiklan
gozlenmigtir. Sekil (4.85)’deki meridyenel egilme momentinin ankastre mesnet
civarindaki degisimini gosteren grafigikte, Teori I ve Teori II'ye kars1 gelen degerlerin
Taber (1987b)’ye gore daha kiigiik negatif sonuglar verdigi, (x/R)>0,2 bolgesinde ise
{i¢ teoriye kars1 gelen degerlerin beraberce sifira yaklagtii géritlmiigtiir.

Sekil 4.87 kuvvet-radyal yer degistirme grafiginde; Taber (1987b), Teori I ve Teori II'ye
kars1 gelen degerlerin benzerligi dikkat ¢ekmigtir.



5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmada, sonlu sekil degistirme ve/veya sonlu dénme yapan yiizeysel tagiyici
sistemlerin teorik ve sayisal analizi yapilmigtir, Caligmada dénel simetrik etkiler altinda
(dénel ytzeyler incelenmigtir. Bundan sonraki ¢alimalarda keyfi yikler altinda keyfi
geometriye sahip yiizeylerin incelenmesi diigiiniilmektedir.

Enine normal gekil degistirmeler ve enine kayma sekil degistirmeleri g6z Oniine
alinmugtir. Incelenen malzemenin kauguk benzeri oldugu varsayilmistir. Uygulamalarda
Neo-Hookean malzemesi s6z konusu edilmigtir. Ancak, yaklagim geneldir ve herhangi
bir kauguk benzeri malzeme (ilgili sekil degistirme enerji fonksiyonunun biliniyor
olmasi1 durumunda) sonlu gekil degistirme ve/veya sonlu dénme yapan yiizeysel tagici

sistemlere ait problemler de s6z konusu edilebilir.

Problem hem fiziksel hem de geometrik olarak kuvvetle nonlineerdir ve nonlineer
diferansiyel denklemler, nonlineer cebirsel denklemler ve lineer ve nonlineer sinr
kosullarim igermektedir. Ilgili nonlineer diferansiyel denklemler integrasyon matrisleri
yontemi ile cebirsel hale getirilebilmigtir. Cebirsel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Newton-
Raphson ydntemi ardigik yaklagimlarla kullanilmig, ¢ok biiylik sekil degistirmelerin ve
¢ok bliylik donmelerin bulundugu problemlerde bile yakinsama saglanabilmistir.

Kiiresel kabuk problemlerinin ¢6ziimiinde, tepe noktalarinda tekillikler ile
karsilagilmistir.  Bu sorun bu bolgelerde Ay ~A,, Kg=K, ve Ng=N,

yaklagimlartyla giderilmistir.

Sayisal ¢6ziim asamasinda nokta sayisinin azhif1 hassasiyeti azaltmakta, nokta sayisinin
fazlalify da bilgisayar programinda boyut yetersizlifi problemini ¢ikarmaktadir. Bu

sorun; hassasiyetin daha 6nemli oldufu mesnetler ve yiiklemede siireksizligin oldugu
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bolgelerde daha kiigiik adim uzunluklar diger bélgelerde goreceli olarak daha biiylik
adim uzunluklar segilerek giderilmistir.

Calismada, enine kayma sekil degistirmesi diizeltme faktérii (g), sonsuz kiiglik sekil
degistirmeye karsi gelen sabit bir deger olarak alinmistir. g faktoriiniin, sonlu sekil
degistirmeler i¢in daha dogru ve hassas olarak géz oniine alinmasi daha sonraki
caligmalara birakilmigtir.

Sunir kosullarinin aynntih olarak incelenmesi bu ¢alismanin diginda birakilmugtir. Ilgili
problemlerde yaklagik simr kogullarimn kullanilmasi gerekebilmektedir (Bolim 4.4°te
oldugu gibi). Dogal siur kosullann ile ilgili g¢aligmalanin daha sonra yapilmasi
diigtiniilmektedir.

Kiiresel kabuk problemine ait grafikler ( (4.1) , (4.2) ve (4.3) béliimlerinde sunulan
sonuclar) dikkatlice incelendiginde Teori I ve Teori II'ye karsi gelen degerlerdeki
farkliliklanin ¢ok kiigiik mertebelerde olduklan gézlenmistir. Teori I ve Teori II'ye karst
gelen degerlerdeki farkliliklarin mertebeleri, i¢ basing etkisi altindaki silindirik kabuk
probleminde oldukga azaldif gérillmektedir.

Deneysel c¢aligmalar baz alindifinda; sonlu sekil degistirme ve sonlu dénme yapan,
enine normal sekil degistirmelerin ve de enine kayma sekil degistirmelerinin gézdniine
alindign Teori I ve Teori II’ye kars1 gelen degerlerle, kiigiik sekil degistirmeler ve orta
bityiikliikteki dénmeleri kapsayan, enine kayma sekil degistirmelerinin ihmal edildigi
teorilere kars1 gelen degerlerin, deneysel galigmalarda elde edilen degerlere gok yakin
oldugu goriilmistir.
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EK1

[AD], [A]', {ap} matrislerinin Neo-Hookean malzemesi igin agik ifadeleri:

0 000000
0 000001
[Ap]= : EL1)
‘ 2Ct/r, 0 0 0 0 0 0
0 00000 0,
0000 2r, 00
[A]=[0 00 -1 0 0 0 , (E1.2)
000 0 00,
0
0
{aD}=O (EL.3)
0(4x1)

{ap}, Neo-Hookean malzemesi s6z konusu oldufunda sifira esit olmaktadir. Ancak
baska bir malzeme s6z konusu edilerek hesap yapildiginda ilgili iki boyutlu sekil
degistirme enerjisi fonksiyonunun A, ve K,’'ya gore tiirevlerinde (3.5¢,d) lineer

terimler olabilmektedir.
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EK 2

Diizgiin yayilan ig basing 8zel durumunda {Np}, {N}‘ vekttr matrislerinin bilegenleri,

Neo-Hookean malzemesi igin agagidaki sekilde belirlenmektedir:
Np =4, cosp +nsing (E2.1)

N =0 ‘ (E2.2)

2
N3 = C-1[-2A72A3 + I—z (K2 [q(-2A AT + ) - 16085 ]
+ K Ko[-200 505 — (1= q)(=3A5'05" —AAS +10057A50)]
—Ko2hyho sindory [4A7AG — (1- (A AG +A3AG - 2070 5)] €23

+K2[q(-2A2A5 + 6AFAT ) — 2403 A0 1+ -12-(—4 singsinohyAg
To
+4sin® 0o A3)[GAFAT = A3'Ag ) + 403 Ag 1} - pr(h, sing - ncos)

t2 S - 143 . 3 §n
Np = C.t.cosdl= (K, [AATAE — (1= DAFAS +AAG —2A5A%)]
+Ko[aAPAg - A7) + 40T )]+ H() sing —ncosé) (E2.4)
—prz(k¢ cos¢ + nsind)/2

Nl = Crtegp[-20008 - 23;—;:5 + % {(Kq(-203A3 +6A7AG)
— 20070 1= A3 sindory 'K (40548 - (1- A+,
2NN+ K Ko [-20AEAG — (1- Q)(-AghG ~3A5Ag (E25)
+100 A + é(-z singsindohy + 24,1 sin® §o)[qAAG
AP + AT T+ KR Q2008 + ) - 16047 13
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2
N t Y K
N2 =C-t. r(,[E 2K, [q(AZAG - AeAg) +ANENG T+ Ko [4ATAY E26)
~(1=q)AFAG +AgAE =270

N" =c.t-r0[31x;2]—ﬁsin¢+pr2 cosd /2 (E2.7)
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EK3

Bilgisayar programi Microsoft Visual Basic 4.0’da, genis bellek ihtiyacini1 kargilamak

amaciyla Extended Memory’i kullanabilen bir programlama lisaminda yazilmigtir ve

Windows 95°te, 32 bit olarak ¢aligmaktadir.

Bilinmeyenlerin hesabinda Newton Raphson Yontemi kullanilmig, neticeler Microsoft
Excel’e aktarilmig ve grafikleri hazirlanmigtir.
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