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OZET

Bu g¢aliymada lokal -yerel- veya periyodik egrisel yaptya sahip kompozit malzemeden
hazirlanmig, kenarlarindan serbest olarak oturan plaklarin dogal titresim ve burkulmasi
Akbarov ve Guz’ siireklilik teorisi g¢ergevesinde Galerkin Yoéntemi kullanilarak
aragtinlmigtir. Bu amagla elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri kullanilarak
tiglincii mertebeden gelistirilmig plak titresim denklemleri ve 3-boyutlu lineerize edilmis
elastik stabilite denklemleri kullamlarak tigiincii mertebeden gelistirilmis plaklarin stabilite
denklemleri ve bunlara ait uygun sinir kogullar1 gikarilmistir.

Formiilasyonu vyapilan problemlerin incelenmesi i¢in Galerkin  Yontem:i’nin
uygulanmasinda kargilagilan bazi zorluklar ortadan kaldirarak bu yontem ele alinan
tirdeki problemlerin incelenmesi dogrultusunda gelistirilmistir. Aragtirmalarda esas
olarak Galerkin Yontemi kullantlmakla birlikte Pertiirbasyon Yontemi gibi bagka tur
yaklagik yontemlerin ¢oziim yontemi olarak kullanilabilirligi incelenmigtir.

Aragtirmalarda lglincii mertebeden gelistirilmis plak teorileri kullamilmig olup bazi
problemler i¢in elde edilen sonuglar klasik ve birinci mertebeden plak teorileri olan ve
yaygin olarak kullamlan, sirasiyla, Kirchhoff-Love ve Reissner-Mindlin hipotezlerinden
elde edilen sonuglarla karsilagtirilmistir. Bu kargilagtirmalardan igiinci mertebeden
geligtirilmig plak teorilerinden elde edilen sonuglarin daha kesin oldugu tespit edilmigtir.

Arastirmalardan, plak malzemesi yapisindaki egriselliklerin dogal titresim frekanslarini ve
stabilite problemlerinde kritik dig basing yiikiini genellikle dugiirdigli sayisal sonuglarla
gosterilmigtir. Bundan bagka egrisellifi karakterize eden parametrelerin dogal titresim
frekanslanina, stabilite problemlerinde ise kritik basing kuvvetlerinin degerlerine etkisi
genis bir bigimde incelenmigtir.
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ABSTRACT

In this study, natural -free- vibration and stability of the simply supported composite
plates of which material has a local or periodically curved structure have been
investigated in the framework of Akbarov and Guz’ continuum theory by using Galerkin
Method. For this aim, third order refined equations of motion and stability of composite
plate have been derived by using exact motion equations of theory of elasticity and three
dimensional linearised elastic stability equations, respectively.

Some difficulties which have been met in the applications of Galerkin’s Method to
investigation of formulated problems, have been removed and this method has been
developed for the solution of considered problems. Although Galerkin’s Method has
been mainly used in this thesis, utilization of other kind of solution methods such as
Perturbation Method has also been examined.

In this investigation, third order refined plate theories have mainly been used and
comparison of numerical results, obtained by using classic (Kirchhoff-Love) and first
order (Reissner-Mindlin) and third order refined plate theories, has been made. From this
comparison, it 15 determined that the numerical results, obtained by using third order
refined plate theories, are much more exact than others.

By using obtained numerical results, it has been shown that values of the natural
vibration frequencies and the critical loads to be applied to plate decrease due to the local
or periodical curvings in the composite plate material. Additionally, effects of the
parameters, defining the form of the curvings in the composite plate material structure, to
the natural vibration frequencies and critical loads have also been widely investigated.




BOLUM I

GIRIS

1.1. KOMPOZIT MALZEMELERE AIT GENEL BiLGILER

Giniimiizde ugak sanayiinde, gemi sanayiinde, tip alaninda ve cagdas teknigin diger
bir¢ok alanlarinda kompozit malzemeler yaygin sekilde kullanilmaktadir. Kompozit
malzemelerden bu sekilde kullanilmasi, bu malzemelerin geleneksel malzemelerden bir
¢ok yonden ustiinliklere (6rnegin, daha digik agirhiga, Gstiin mukavemete ve rijitlige
vs.) sahip olmast ile ilgilidir. Bu ve buna benzer diger pek ¢ok nedenlerden dolay: bir ¢ok
bilim dallari, 6rnedin; mekanik, fizik, kimya vs. bu malzemelerin kendi dallarina uygun
problemlerini aragtirmaktadir. Aragtirilan problemler igerisinde en 6nemli ve gerekli
yerlerden biri de kompozit malzemelerin ve bu malzemelerden hazirlanmig yap
elemanlarinin mekanigine ait olan problemlerin, siirekli ortamlar mekanigi ¢ercevesinde
teorik ve deneysel incelenmesidir. Gelismis diinya devletlerinde (6rnegin; ABD ve
dierleri) bahsedilen konuya iligkin periyodik bilimsel dergilerin (6rnegin; Journal of
Composite Materials (ABD), Mechanics of Composite Materials and Structures (ABD),
Journal of Reinforcing Plastics Composites (ABD), Mechanics of Composite Materials
(Letonya), vs. ) yaymlanmasi, birgok kitabin basilmasi ( 6rnegin; Composite Materials
(Vol: 1-8), eds, Lawrence J. Broutman and Richard H. Krock, 1974, Akad. Press )

soylenenleri desteklemektedir.

(gtglendiriciler) kompozit malzeme icerisinde yik tagima gorevini gorur. Matris

malzemesi ise, takviyelerin birligini ve karsilikli etkilesimini saglar.
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Kompozit malzemelerin birgok agidan siniflandinlmasi yapilabilir. Bunlardan en yaygin
olani ve bu malzemelerin mekaniginde sik¢a kullanilani, kompozit malzemelerin mikro
yapisina iliskin simiflandirmadir. Adi gegen simiflandirmaya gére, Modern Composite
Materials (1967) kitabinda gosterildigi gibi, kompozit malzemeler asagidaki gruplara
ayriir:

1. Seyrek, kiictik (Dispers) tanecik-takviyeli kompozitler,

2. Tanecik-takviyeli kompozitler,

3. Lifli kompozitler.
Seyrek, kiigtk tanecik takviyeli kompozit malzemelerin yapisi, matris ve boyutlar1 0.01-
0.1 mikrometre ve hacim orani ise, %1-%15 aralifinda degigen taneciklerden meydana
gelir. Tanecik-takviyeli kompozitlerin yapisinda ise, taneciklerin boyutu 1
mikrometreden daha biyikk olup, hacim oram1 % 25° den fazladir. Lifli kompozit
malzemelerde ise liflerin ¢apt 0.01 mikrometreden 100 mikrometreye kadar degisebilir,
hacim oranlari ise % 70’e kadar artirilabilir. Tanimlanan bu gruplar igerisinde en yaygin
olani, lifli kompozitlerdir. Lifli kompozit malzemeler igerisinde ise, en 6nemli yerlerden
birini, matrisi polimer malzemeden olusan lifli kompozitler tutar. Bu tiirli kompozitlerde
takviye (lif) olarak bor, cam, vs. ve matris malzemesi olarak epoksi, polyester, vs
regineler kullaniir. Adi gecen kompozit malzemeler, lif yonlerine bagh olarak her bir
tabakadaki lifler birbirine paralel ve ayn ayn tabakalardaki lifler belirli bir agt yapan
levhalt kompozit malzeme ve yine lifleri birbirine paralel olan /ifli kompozit malzeme
diye gruplara ayrilir. Bu kompozitlerde kullamilan lif ve reginelerin mekanik 6zellikleri
birgok kaynaklarda (6rnegin; Modern Composite Materials, 1967, Eds. Broutman J. and
Krock RM,, vs.) verilmistir. Belirtelim ki, bu ¢aligmada yapilan aragtirmalar da lifli ve

levhali kompozitlerden yapilmig plaklarin bazi dinamik problemlerinin matenaslesgl

agtdan ¢ozillmesine iliskin aragtirmalardir.

Bunlardan bagka, kompozit malzemeler, takviyelerin (giiglendiricilerin
sekillerine gore de siflandinlirlar. Bu siniflandirmaya gore (Cristensen,
kompozit malzemeler; kiire sekilli guglendiricili, silindir sekilli giiglendiricili ve piak

sekilli giclendiricili olmak tzere ¢ stmifa ayrilir. Bu tir siiflandirmaya gore, tanecik
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guclendiricili kompbzitlere kiire seklinde (bazen de elipsoid seklinde) gii¢lendiricisi olan,
lifli kompozitlere ise silindir seklinde ve plak seklinde giglendiricisi olan kompozitler gibi
bakilabilir. Bundan dolayr kompozit malzemeler mekanigi problemlerinin matematiksel

agidan modellestirilmest 6nemli 6lgide kolaylagir.

Lifli ve levhali kompozitlerin ve bunlardan yapilan yap: elemanlari mekaniginin en
onemli ve giincel problemlerinden biri, bu malzemelerin yapisinda olan belirli (specific)
ozelliklere iligkin problemlerdir. Bu ézelliklerden en dnemlisi ise malzemelerdeki liflerin
ve levhalarin egrilikli yaptya sahip olmasidir. Birgok kaynaktan gorilebilecegi gibi,
ornegin;, Akbarov and Guz (1992); Guz’ (1990); Tarnopolsky and Rose (1969);
Manisfield and Purslow (1974); Hyer et al (1988); Chernin and Gul (1964); Pranch and
Tamuzh (1967), vs. kompozit malzemedeki lif ve levhalarin yapisindaki egilmeler, bu
malzemelerin dizaynindan olustugu gibi (I. Durum), onlarin hazirlanma asamalarinda
kullanilan teknolojik islemlerin bir seri uyusmazliklarinin sonucu da olabilir (II. Durum).
I. Durumda liflerden hazwlaﬁnus dokuma kumas tipli levhalan olan levhali kompozitlen
orek gostermek mumkiindir, bu halde egilmeler periyodik gekilli olurlar. II. Durumda

ise egilmeler genellikle yerel (lokal) karakter tagirlar.

Sekil 1.1. Cam takviyeli liflerden olusan kumas tipli kompozit malzeme liflerin periyodik

egriselligi



I. Duruma érnek olarak Sekil 1.1.’de (Tarnopolsky and Rose, 1969) cam takviyeli
liflerden olusan kumas tipli kompozitteki liflerin egilmesi goriilmektedir. Bu e@ilmeler
teknolojik islemlerdeki hatadan dogan egilmeler olmayip, malzeme yapisinin dizaynindan
dogan egilmelerdir. 1I. Durumdaki egilmelere 6rnek olarak, $ekil 1.2.°de gosterilen
(Guz’, 1990) ¢ok katmanli boruda olusan lokal egilmelerdir. Yukarida soylenenlerden
baska birgok aragtirma laboratuarinda, tek yonde periyodik egrilige sahip lifler ile
giiclendirilmig egilebilir (ﬂeﬁible) kompozit malzemelerin dretimi yoniinde arastirmalar
yapilmaktadir. Soylenenlere iliskin olarak $ekil 1.3.’de (Chou et. al., 1986) “dalgah”
liflerle giiglendirilmis kompozit malzeme, lifler dogrultusunda g¢ekilmektedir. Matriste
olusan gerilmeler polarize edilmis 113 renkli girisimleri sonucunda goriilmektedir.
Diisiik gerilmelerde epoksi matrisli malzemedeki gerilmelerin fotoelastisite yoluyla
dagihmi verilmistir. Bu durumda ¢ok kolaylikla sekil degistirebilen bu malzeme,
gerilmelerin biiyitk degerlerinde ¢ok ¢ok sertlesir. Deneysel agidan elde edilen bu
sonucun Akbarov’'un (1995) arastirmasinda teorik ola;ak ispatlandigini  belirtmek

gerekir.

Boylece, egrisel yapiya sahip kompozit malzemeler mekaniginin stirekli ortamlar
mekanigi ¢ercevesinde teorik ve deneysel agidan ciddi sekilde aragtirlmasi gereklihigi

ortaya gikmaktadir.

Sekil 1.2. Cok katmanh boruda ortaya ¢ikan lokal -yerel- egrisellikler
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1.2. TEZ KONUSUNA AIT ARASTIRMALARIN KISA OZETi

Akbarov and Guz’ 1992, Akbarov, Guz’ et al.1995 vs. kaynaklarda gosterildigi gibi
simdiye kadar egrisel yapiya sahip kompozit malzemeler mekanigi problemlerinin
aragtirlmast iki guruba ayrilmaktadir. Birinci gurup aragtirmalarda, gii¢lendiricilerin
egriliklerinin normalize edilmis mekanik 6zelliklere olan etkisini g6z Oniine alan siireklilik
teorisi verilmistir. Guglendirici liflerin veya levhalarin egriliklerinin, boyutu egrilik
boyutundan ¢ok biyik olan alanlarda, gerilme veya sekildegistirme dagilimlarina
etkisinin aragtirllmasinda bu sureklilik teorilert yararli olabilicler. Bu guruptaki
aragtirmalar Bolotin et al.(1980), Bazhant (1968), Vanin (1985), Tamopolsky et
al.(1969), Whitney (1966), Manisfield (1974), vd. tarafindan yapilmigtir. Bu yondeki son
arastirmalardan biri de Akbarov (1995) tarafindan yapilmis ve periyodik egrisel yapiya
sahip levhali kompozit malzemelerin normalize edilmis dogrusal olmayan mekanik

ozellikleri bulunmusgtur.

Ikinci guruba ait aragtirmalarda kompozit malzemenin yapisinda olan egriliklerin gerilme
ve sekildegistirme dagilimlarina etkisinde, boyutlar1 egrilik boyutunda ve daha diisiik
oranda olan alanlarda goz 6nine alinabilecek yontemler teklif edilmigtir. Bu aragtirmalar
ayni zamanda pargali homojen cisim modeli gergevesinde hem siirekli ortamlar
mekaniginin kesin denklemleri kullanilarak hem de Akbarov and Guz’ (1991)’de verilmis
suireklilik teorisi kullanilarak incelenmistir. Adi gegen bu siireklilik teorisinin 6éncekilerden
bir 6nemli farki da kompozit malzeme yapisindaki egriliklerin her tiirini (yani, 2 B;)wtta

periyodik, yerel egrilikleri) goz 6ntine alabilmesidir.
Parcali homojen cisim modeli gergevesinde yapilan arastirmalarin genis ozeti Akbarov
and Guz’ (1992)de verilmigtir. Bu aragtirmalara 6rnek olarak Akbarov’un (1985-1994)

ve Akbarov et al. (1984, 1985), Hyer et al., (1988) ve diger calismalar gosterilebilir.

iliskin olan bazilari tizerinde duralim.




Akbarov and Guz’ (1984, 1985) tarafindan periyodik egrisel yapiya sahip levhali
kompozitlerde gerilme ve sekildegistirme dagilimlarmin arastirlmasi igin pargali-homojen
cisim modeli ¢ergevesinde elastisite teorisinin kesin denklemlerinin kullamld1§1 bir yéntem
teklif edilmigtir. Burada, ele alinan malzeme yapisindaki egilmelerin genliginin diger
boyutlardan kiigik oldugu kabul edilmis ve gerilmeler, sekildegistirmeler ve
yerdegistirmeler e@ilme derecesini gosteren kigik parametreye bagl bir seri seklinde
ifade edilmigtir. Ele alinan problemler i¢in siir geklinin pertiirtbasyon yoéntemi
gelistirilerek, soylenen serilerin her bir terimi igin, kapali diferansiyel denklemler takimi,
uygun siur ve temas kosullan elde edilmistir. Egilmelerin periyodikligi kullanilarak bu
terimlerin analitik ifadelerinin bulunabilmesine ragmen, sayisal sonuglarin elde edilmesi
bilgisayar kullanilmasi ile mimkin olmustur. Bu sayisal sonuglarin mekanik agidan
yorumlart Akbarov (1985, 1987, 1990, vs.)’un yaymnlarinda verilmigtir. Daha sonralar
Akbarov (1986) yukarida adi gecen yontemi, egrisel yapiya sahip visko-elastik matrisli
kompozitler igin genellestirmigtir. Burada, zamana gore Laplace doniigimiinii ve sayisal
sonuglarin elde edilmesinde Schapery (1966) metodu kullamlmugtir. Akbarov ve Guz’un
yukarida sOylenen yontemi, Akbarov (1988)’un galismasinda lokal egilmeli yapiya sahip
kompozit malzemelere uygulanmigtir. Bu durumda yukanda gosterilen serilerin
terimlerinin  bulunmasi igin Ustel Fourier donigtimleri kullanilmistir.  Anizotrop
levhalardan olusmug ve egrisel yapiya sahip kompozit malzemelere iligkin arastirmalar
ise, Akbarov (1989) vs., calismalarinda yapilmugtir. Bir daha belirtelim ki, bu ¢alismalarin
her tirli agidan daha genis 6zeti Akbarov and Guz’ (1992) yayiminda verilmistir ve bu
ozetten gorilmektedir ki, adt gegen arastirmalarda kullanilan ve gelistirilen yontemler
analitik-sayisal yontemler diye adlandinlabilir. Yani, incelenen uygun sinirdeger
problemlerinin ¢ozimi belirli bir duruma kadar analitik olarak elde edilse de,
yorumlanabilecek sayisal sonuglara bilgisayarlarin yardimi ile ulagilabilir. Bundan bagka
kompozit malzemeler mekaniginin s6z konusu dalinda sayisal yontemler de
kullamlmaktadir. Ornegin; Hyer et al. (1988) arastirmasinda, lokal egilmeli yapiya sahip,

binn digerini tekrarlayan 17 katli levhalardan olugmus levhali kompozitte gerilme

incelemugtir.
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Pargali-homojen cisim modeli gergevesinde yapilan aragtirmalarin biyiik ¢ogunlugunda,
ele alinan malzemenin sonsuz boyutlu alani kapsadig: ve malzeme yapisindaki egilmelerin
periyodik oldufu kabul edilmigtir. Bu kabuller incelenen problemlerin matematiksel
agidan ¢ozilebilir veya kolay ¢ozilebilir olmasimt onlemugtir. Agiktir ki, egrisel yapiya
sahip ¢ok katli ve levhali kompozit malzemeden hazirlanmig yap1 elemanlarinin mekanigi
ile ilgili problemlerin pargali-homojen cisim modeli gergevesinde incelenmesinde
matematiksel agidan birgok zorluklar ortaya ¢ikar ve ¢ogu durumda ¢oziim mimkiin
olmaz. Bu nedenlerden dolay1 egrisel yapiya sahip ¢ok kath kompozit malzemeler
mekaniginin sonlu alanlar ile iligkin problemlerinin daha kesin (6rnegin Akbarov and
Guz’un, 1991°deki yaymindaki teort) siireklilik teorisi gergevesinde ¢oziillmesi gerekli ve

faydalidir.

Akbarov and Guz (1991) sureklilik teorisine gore, egrisel yapiya sahip pargali-homojen
malzeme; anizotrop, siirekli-homojen olmayan malzeme haline getirilir. Bu nedenle
soylenen teorinin denklemleri, degisken katsayili diferansiyel denklemler olur. Akbarov
and Guz’ (1991) makalesinde, bu denklemlere uygun gelen sinir deger problemlerinin
¢ozillmesi i¢in kiigitk parametreler yontemi teklif edilir. Kiigiik parametre olarak egilme
genliginin eZilmenin bagka parametrelere orami kabul edilir. Uygun smnirdeger
problemlerinin ¢dzimu, kiigikk parametrenin serisi geklinde aranir. Boylece degisken
katsayilh kismi tirevli diferansiyel denklemler takimi igin yapilacak smirdeger
problemlerinin ¢6ziimii uygun sabit katsayili homojen olmayan, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler takimina ait sinirdeger problemler serisinin ¢oziimiine getirilir. S6z konusu
stireklilik teorisi cergevesinde ve kiglk parametreler yontemi kullamilarak yapilan
aragtirmalara gelince , belirtelim ki, bu aragtirmalarin sayisi ¢ok kisithidir. Bunlardan

birkag tanesini gdzden gegirelim.

Akbarov and Gulliyev'in 1991”deki makalesinde kiigiik dlgekli periyodik egilmeli (Kiigiik




elemani boyutlarindan ¢ok gok kugiik olmasi, diye tanimlanir) yapiya sahip kompozit

malzemede, quasi-homojen gerilme dagilimi incelenmigtir.

Akbarov et al. (1992) makalesinde kigik Olgekli egilmeli yapiya sahip kompozit
malzemeden hazirlanmig yapt elemanlarinin  dogal titresimlerinin  incelenmesinde

Hamilton varyasyonel prensibini kullanan bir yontem teklif edilmigtir.

Taylan and Guiven (1995), periyodik yapiya sahip ¢ok kath levhali kompozitten
hazirlanmig geritin egilmesinin bazi basit sinir kogullart gergevesinde Akbarov and Guz’
sireklilik teorist kullanillarak arastinlmasinda, kigik parametreler yonteminin
uygulanabilmesini incelemislerdir. Bu aragtirmanin sonuglanindan gorildagiu gibi ele

alinan sinir kosullarinin kesin saglanmasi, ancak sifininci yaklagimda miimkiin olmustur.

Son zamanlarda Akbarov ve Yahnioglu (1995-1996) ve Yahnioglu (1995-1996)
tarafindan yapilan bir seri aragtirmalarda Akbarov and Guz’ siireklilik teorisi gergevesinde
egrisel yaptya sahip kompozit malzemeler mekaniginin bazi iki ve i¢ boyutlu sinir deger
problemleri sonlu elemanlar yontemiyle arastirilmig olup soz konusu aragtirmalar bu
yondeki ilk caligmalar olmugtur. Adi gegen bu galigmalarda, elastisite teorisinin kesin
denklemlert kullanilmig ve hem geometrik hem de fiziksel dogrusal problemler ele
alinmustir. Bu incelemelerde, statik durumlar goz 6nine alinmig olup malzeme yapisinda
olan egriliklerin bu malzemeden yapilmis yapt elemanlarindaki gerilme ve gekildegistirme
dagilimina etkisi aragtinlmugtir. Akbarov ve Yahnioglu’nun s6z konusu ¢alismalarda ele
alnan statik problemlere karsi gelen dinamik problemlerin elastisite teorisinin kesin
hareket denklemleri cercevesinde incelenmesinde sayisal yontemler yardimiyla bile ¢ok
buylik zorluklar ortaya g¢ikmaktadir. Bu nedenle, efrisel yapiya sahip kompozit
malzemeden yapilnug kirig ve plak tipli yap: elemanlanmin dogal titresim ve burkulma -
stabilite- problemlerinin incelenmesinin bazi gelistirilmig plak teorileri gergevesinde
yapilmast zorunlulugu ortaya ¢itkmaktadir. Soéylenenlerden dolayr bu tezdeki

aragtirmalarda plak-kirig ve plaklarin dogal titresim ve burkulmalart AKp#f0%; 3
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Stireklilik Teorisi gergevesinde lglincii mertebeden gelistirilmis plak teorisi yardimiyla

incelenmektedir.

Simdi, yukarida bahsedilen plak teorilerinin gelistirilmesi ve plak titregimleri hakkindaki
son guncel arastirmalanin kisa Ozetini ele alalim. 1940’11 yillarin baglarinda kompozit
malzemelerin uygulanmas: ve bu malzemelerden yapilmig plak ve kabuk seklindeki yapi
elemanlarinin  statik ve dinamik hesaplamaninda klasik Kirchhoff-Love hipotezleri
gecersiz veya ¢ok yaklagtk oldugundan bu tir problemler igin yeni hipotezlerin
gelistirilmesi  gerekliligi ortaya ¢ikmigtir. Klasik hipotezlerin kompozit malzemeden
yapimis plaklar i¢in gegersiz olmasmin esas nedeni bu plak malzemelerinin kayma
modiillerinin ¢ok dustik ve kompozit (anizotrop) plaklardaki kayma etkilerinin ihmal
edilemez olmasidir. Bu kayma etkilerinden dolayr gelistirilmig plak teorilerine ¢ogu
zaman Kayma Sekildegistirmeli Plak Teorileri de denilir. Plak teorilerinin ortaya
konmasinda esas amag, genellikle, elastisite teorisinin 3-boyutlu (2-boyutlu)
problemlerinin 2-boyutlu (1-boyutlu) problemlere indirgenmesidir. Bu durumda aranan
biyiikliiklerin boyutlardan birine gore (plak kalinligini gosteren boyuta goére) yayilimi
hipotez seklinde kabul edilir ve boylece bu buyiikliklerin sagladigi denklem ve sinir
kosullarinin boyutunun 3’ten 2’e (2’den 1’e) diigiiriilmesi saglanir. Literatiirde gerilme
veya yerdegistirmeden hangisinin plak kalinlii boyunca yayilimmnin hipotez seklinde
kabul edildigine bagl olarak plak teorileri; 1-Gerilme esasli teoriler, 2- Yerdegistirme

esasli teoriler olarak iki guruba ayrilir.

Birinci gurubu olugturan gerilme esasli ve enine (transverse) kayma gekildegistirmesi géz
Oniine alinan plak teorileri Reissner’in (1944,1945,1947) aragtirmalarinda ortaya

konmustur. Reissner’in plak teorisine gore Ox;x, dizlemindeki bir plakta
M,,.M,,,M,, momentlerinden ortaya ¢ikan, sirasiyla, ,,,0,,,6,, gerilmeleri plak
kalmlig boyunca dogrusal (lineer) olarak degismektedir. Bundan baska M,,,M,,,M,,

egilme ve burulma momentleri x, ve x, e bagimh fonksiyonlardir. Plagin orjge®?

611,01,,0;, gerilmeleri yukarida sdylenenlerden dolay: sifirdir. Plakta a" S
i) & ),;?“'\

gerilmelerinin plak kalinh@ boyunca degisimi, elastisite teorisinin 63 "‘b@
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denklemlerinin 0’dan x,’e kadar -plak kalinlig1 boyunca- integrasyonundan elde edilir.
Boylece uygun iki degiskene bagli denge denklemleri ve simir kosullart 3-boyutlu
elastisite teorisinin varyasyonel prensiplerinden veya n.inci mertebeden momentlerinin
bulunmas: yoluyla elde edilir. Boylece 3-boyutlu problem 2-boyutlu problem haline
indirgenmis olur. Daha sonralari Goldenveiser (1958) Reissner’in adi gegen teorisini
gelistirmis ve plaktaki ©,;,0,,,0,, gerilmelerinin kalinhk boyunca dogrusal olarak degil
keyfi f(x,) fonksiyonu seklinde degistigini kabul etmistir. Ayrica anizotrop -kompozit-
plak ve kabuklarin genel teorisinin elde edilmesinde Hildebrand, Reissner and Thomas
(1949) ve Librescu (1964,1966) gibi bazi aragtirmacilarin birgok ¢alismalann da

mevcuttur.

Simdi, ikinci gruba giren yerdegistirme esash bazi gelistirilmis plak teorilerini ele alalim.
Bu guruptaki galigmalardan ilkini Basset (1890) yapmus ve yerdegistirmeleri plak kalinlig
boyunca olan x, koordinatinin bir kuvvet serisi seklinde ifade etmistir. Bu durumda
x5 un sifirnci mertebesinin  katsayisi plagin orta dizleminin yerdegistirmelerini
gostermektedir. Daha yiiksek mertebelerin katsayilart ise x; vex, koordinatlarinin

fonksiyonlari olup bulunmasi 6ngoériilmektedir. Boylece Basset’in yukarida adi gegen

kuvvet serisi ifadesi , kuvvet serisinden x,’in kaginci mertebesine kadarki terimlerinin

g6z Online alnacagma bagh olarak, farkli mertebelerde plak teorileri teklif etmektedir.

Basset’in ifadesini, 6rnegin u, yerdegistirmesi igin,
i 1

N
ul(XIaXZax3):u(xlax2)+zxgwgn)(xlax2) (L.1)

n=1

bigiminde  gosterilebilir;  (1.1)’de \yg“) (x1,%,)  fonksiyonlari  u,(x,,X,,X;)

fonksiyonunun x; =0 civarinda x, ’e gore Taylor serisine agiliminin katsayilar1 olup,
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n d™u
wi(x,%,) = — ;. n=012,... (1.2)

X3 X;=0

seklinde yazlabilir. Yukanda séylenenlerden kullanarak Hildebrand, Reissner and
Thomas (1949)’da birinci mertebeden olan yerdegistirme esash gelistirilmis plak teorisi

teklif etmigtir. Bu teoriye gore yerdegistirmeler,

U, (X4, %5, X3) = U(X), X,) +X3W (X4, X,)
u2(x12X2’x3) = V(prz) +X3W2(x1,x2)

u3(X1,X2,X3):W(X1,X2) (13)

bigimindedir. Yerdegistirmelerin bu ifadeleri kullarularak, genel potansiyel enerjinin
minimumlugu prensibinden u, v, w, W, vey,bilinmeyen fonksiyonlari igin alan
denklemleri ve bunlara karst gelen siur kosullan elde edilir. Belirtmek gerekir ki
yerdegigtirmelerin (1.3)’de verilmis ifadelerine gore esaslanan plak teorisine literatiirde
Reissner-Mindlin teorisi denir. Eger v, = —w/dx, , W, =—0w/0x, gibi kabul edilirse,
Reissner-Mindlin teorisi klasik Kirchhoff-Love hipotezine doniigmis olur. Buradan da
gorildigii gibi Reissner-Mindlin  teorisi, Kirchhoff-Love teorisinin  aksine,
sekildegistirmeden once plak orta yiizeyine dik olan normalin sekildegistirmeden sonra
dik olmamasi durumunu da goz 6niine alirken, aym1 normalin dogrusallifi Kirchhoff-
Love teorisinde oldugu gibi sekildegistirmeden sonra da degismemektedir. Boylece
Reissner-Mindlin plak teorisi gelistirilmig ve birinci mertebeden olan en basit bir plak
teorisidir. Daha sonralan yiiksek mertebeden olan yerdegistirme esasli plak teorileri
onerilmistir. Ornegin, Reddy (1984)’te verdigi gelistirilmis yerdegistirme esash 3.tincii
mertebeden olan plak teorisinde, yerdegigtirmelerin x; koordinatina bagimlilig1 agagidaki

gibi secilmigtir:

4 x3j2[ 6wj
B s = s + - N +
U,y (Xq,X,,X3) = U(X(,X,) x{wl o 3(h W, ox,
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4(x,\? ow
uz(xl,xz,x3):v(xl,x2)+x3|:w2—a—(x—3) [\Vz +—"jJ

U3(X,Xp,X3) = W(X;,X,) . (1.49)

burada u, v, w, wy;vey, genellestiriimis yerdegistirmeler olup, x;,x,’nin
fonksiyonlaridir. Reissner-Mindlin teorisinde oldugu gibi burada da wy, vey,
fonksiyonlan sirasiyla x, ve x, eksenlerine dik olan kesitlerin donmesini gostermektedir.
Buradaki h plak kalmhigini, oo (1.4) formillerinin genellestirilmesi amacini tagtyan bir
parametredir soyleki, o=0 ve y,=-8w/dx, , W, =-0w/Ox, olmas: ifadelerin
Kirchhoff-Love hipotezine, sadece o=0 olmasi ise Reissner-Mindlin teorisine, o=1

olmasi ise Reddy teorisine kars1 gelmektedir.

Buraya kadar verilen teorilerden bagka literatiirde daha birgok gelistirilmis plak teorileri
kullanilmaktadir. Bu teoriler arasindaki en 6nemli farkliik x, koordinatimin derecelerinin

katsayilarinin  hepsinin farkli fonksiyonlardan meydana gelmesidir. Dolayisiyla ayni
mertebeden bir plak teorisindeki serbestlik derecesinin (bilinmeyen fonksiyonlarin) sayisi
artabilmektedir. Buna 6rnek olarak Lo, Christensen, Wu (1977a, 1977b)’de verilen plak

teorisi gosterilebilir. Bu teoriye gore plaktaki yerdegigtirmeler

0 2 3

Uy (X, X0,X3) = U (Xq,X,) + X350, (X),X,) X358, (X, X,) + %30, (%1, X,)
0 2 3

Uy (X1,X5,X3) = V (X, Xp) +X3W (X1, X, ) + X358, (X, X,) + X530, (X, X;)

W(X,,X,,%3) = Wo(xl,xz)+x3\y3(x1,x2)+x§§3(xl,x2) (1.5

bigiminde gosterilebilirler. Bu teori de (1.4) teorisi gibi G¢lincii (xg ) mertebeden bir teori

olsa da noktadaki genellestirilmis yerdegistirme sayisi 11°dir. Bu verilerle elde edilen plak
denklemlerinde yiiksek mertebeden olan momentler hareket denklemlerine
girmektedirler. Goruldiugi gibi, (1.3) ve (1.4)’de verilen gelistirilmis pla e?‘“_‘bq\

Christensen, Wu (1977a, 1977b) teorisinin ¢ok 6zel durumlarindan elde,
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Bunlardan bagka, gerilme esasli plak teorileri kapsaminda yerdegistirmelerin plak kalinligi
boyunca olan koordinata bagl degisimini vererek yapilan plak teorileri de mevcuttur. Bu
tiir teorilere 6rnek olarak Kromm (1953,1955)’da teklif edilen plak teorileri gosterilebilir.
Bu teoride, Reissner teorisinin Goldenveiser (1958) tarafindan genellestirilmis bigiminin

bir 6zel hali teklif edilmis ve

1

ow 3 4 x2
U, (X, X,,X3) = v(xl,xz)—x3ax—+—2-x3( ——_3]\1,2
2

Uy (X1, Xy, %3) = WX, X, ) (1.6)

yerdegistirme alam ele almmugtr. (1.6)’'da u, v, w, wy,vey, sadece x,,X, nin
fonksiyonlar1 olan genellestirilmig yerdegistirmeler olup, w, vewy, fonksiyonlar,
sirasiyla, x, vex, eksenlerine dik olan kesitlerdeki kayma sekildegistirmeleri (veya

gerilmeleri) gostermektedir.

Belirtelim ki, tez kapsaminda da Kromm tarafindan gelistirilen (1.6) teorisi
kullanilmaktadir. Bundan bagka, yukandaki gelistirilmig plak teorilerinden hem statik,

hem de dinamik problemlerde yararlanilmaktadir.

Gelistirilmig plak teorileri hakkinda yukanda verilen bilgilerle yetinerek, daha birgok
baska mevcut gelistirilmis plak teorilerinin yukarida bahsedilenlerin su veya bu sekilde
genellestirilmesi veya Ozellestirilmesinden elde edildigini belirtelim. Bunlardan baska
belirtelim ki bu teorilerin kompozit malzemeden yapilmig plaklara uygulanmasi

asagidakiler gibi yapilabilir:
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1. Eger kompozit plak normalize edilmiy mekanik ozellikli anizotrop bir malzemeden
yapilmis tek katl (single lamina) bir plak gibi g6z6niine alinirsa, bu durumda, yukanda
ele alinan geligtirilmis plak teorileri kompozit plagin tiimiine uygulanir.

2. Eger kompozit plak, ¢ok katli (multi-layered), farkli 6zellikli levhalardan yapilmigsa ve
kompozit plagin dinamik ve statik davraniglarinda bu katlarin etkisinin daha hassas bir
bicimde aragtirilmast gerekirse, bu durumda yukaridaki geligtirilmig plak teorileri
kompozit plag: olugturan levhalann herbirine ayr ayn uygulanir.

Omegin, ¢ok kath levhalardan olugmus kompozit malzemeden yapilmig bir plagin
egilmesinde levhalar arasindaki gerilme veya kuvvetlerin incelenmesi s6z konusu ise o
zaman geligtirilmig plak teorileri 2. maddede belirtildigi gibi uygulamir. Eger ¢ok kath
kompozit malzemeden yapilmig bir plagin global (biitiin olarak) karakteristikleri, 6rnegin
dogal titresim frekans, stabilite smirmn1 belirten kritik parametreleri vs.’lerin belirtilmesi
gerekirse bu durumda gelistirilmig plak teorilerinin 1. maddede venldigi bigimde
uygulanmasi mithendislik agisindan ve teorik agidan yiiksek mertebeden yeterli

olmaktadir.

Yukarida soylenenleri gozoniine alarak ve tez aragtirmasinda bazi Ozelliklere sahip
kompozit malzemeden yapilmig plaklarin global karakteristikleri (dogal titresim frekansi
ve stabilitede kritik parametreleri) incelendiginden gelistirilmis plak teorilerinin 1.

maddede verildii bigimde, yani kompozit plagin timiine uygulanarak kullanilmigtir.

Simdi gelistirilmig plak teorileri hakkinda yukarida bahsedilenlerle yetinerek plak titresim
ve stabilite problemlerindeki son gelismeleri ele alalm. Oncelikle belirtelim ki plaklarin
titresimlerine ait klasik problemlerin formilasyonu, ¢oziimi ve yorumlanmasi birgok
kitaplarda o6rnegin Timoshenko, Wionowski-Krieger (1959), Timoshenko et al
(1974)’da verilmektedir. Bundan bagka, kompozit anizotrop plaklarn stabilite ve titregim

problemlerinin incelenmesine ait bir¢ok problemlerin genis agiklamasi Ambars in

-
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Simdi kompozit plaklarin titregim ve stabilitesi ile ilgili olarak son gelismelerin bazilarini
ele alalim. Kompozit malzemeden yapilmis plaklann titregim ve stabilitesi iizerine simdiye
kadar yapilan aragtirmalar, bizim bakis agimiza gore, asafidaki gruplara ayrilabilir.

1. Kompozit plaklarmn titresim ve stabilite problemlerinin incelenmesinde gelistirilmig plak
teorilerinin, aragtirmalarin sayisal sonuglarina etkisinin incelenmesi. Bu smmifa dahil olan
aragtirmalara Rohwer (1992), Anderson and Kennedy (1993), Noor and Peters (1992),
Noor and Burton (1992), Reddy and Phan (1985) ve bu yaymnlarda gosterilen birgok

aragturmalar sayilabilir.

2. Kompozit malzeme ozelliklerinin plak titresimine klasik durumlarda rastlanmayan
etkilerinin incelenmesi. Anders et al.(1992), Mahesh et al. (1992), Yu et al. (1994),
Abrate (1995b), Koo and Lee (1993), Qatu and Leissa (1993) ve bu yayinlarda gosterilen

aragtirmalar bu guruba dahil olmaktadir.

3. Klasik plak titresim problemlerini kompozit plakiar igin genellestirilmis hallerinin
aragtirilmasina yonelik incelemeler. Liew and Lam (1992), Bhirmaraddi (1992), Abrate
(1995a), vs. ve bu yayinlarda gosterilen aragtirmalar bu guruba dahil edilebilir.

4. Tez aragtirmasi agisindan daha o6nemli olan ve klasik durumlarda rastlanmayan
aragtirmalar. Bu aragtirmalarda kompozit malzeme yapisindaki bazi zorunlu kusurlarin
plak titresimlerine etkisi incelenmektedir. Bugiine kadar, bu konuda yapilan
arastirmalarda ¢ok katli (tabakali) kompozitten olugan plaklarin dogal titresim ve
stabilitesine, malzeme yapisinda olusan tabakalarin ayrilmasinin (delamination) dogal
titresim frekankslan ve stabilite parametrelerine etkisinin incelenmesine daha ¢ok 6énem
verilmigtir. Bu guruba ait son arastirmalara 6rnek olarak Hu and Hwu (1995), Chen et

al.(1995) yayinlan gosterilebilir.

Bolim I.1°de soylendigi gibi, kompozit malzeme yapisinda olan dier énemli kusurlardan

birisi de, lif ve levhalarin yerel veya periodik egriselliklere sahip olmasi
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gergevesinde hemen hemen higbir temel aragtirma yapilmamustir. Bu anlamda tezde

yapilan ¢alismalar, bu alandaki ilk girigimleri olugturmaktadir.

L.3. KONUNUN GEREKLILIGI VE GONCELLIGi

Bu ¢aligmanin konusu egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig plaklarin
dogal titresim ve burkulmasinin Akbarov and Guz’ siireklilik teorisi ¢ergevesinde bazi
onemli problemlerinin arastirilmasi olup, hem teorik hem de uygulama agsindan
gereklidir. Incelemeler tglincii mertebeden gelistirilmis plak teorisi cergevesinde
yapildigindan ve bu gelistirilmis plak teorilerinin plak malzemesinin yapisinda egrisellik
olmas: halinde de uygulanabilmesi agisindan da gereklidir. Ele alinan dogal titresim ve
burkulma problemleri yukanda sdylenenler gercevesinde degisken katsayili kismi tiirevli
diferansiyel denklemler takimmnin 6zdeger problemlerine getirilmesi ve bu problemlerin

Galerkin Yontemi uygulanarak incelenmesi agisindan da énemlidir.

Tez konusunun uygulama agisindan gerekliligi ise daha birgok nedenlere baghdir. Bu
nedenlerden birkagina kisaca bakalim. Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeler
mekanigine ait statik problemlerin aragtirilmasindan elde edilen sonuglar gostermektedir
ki malzeme yapisindaki egrisellikler bu malzemeden yapilmis yap: elemanlarindaki
gerilme dagilimlarina ciddi bir bigimde etki yapmaktadirlar. Bu arastirmalarin dinamik
problemlere genellestirilmesi ise bu malzemeden yapilmig yapt elemanlarimin dogal
titresim frekanslarmin belirtilmesini 6ncelikle gerektirir. Bu soylenenler tez konusunu
uygulama agisindan gerekli kilan nedenlerden biridir. Bir bagka neden de egrisel yapiya
sahip kompozit malzemeden hazirlanmig plaklarin burkulmasina malzeme yapisindaki
egriselliklerin etkisinin aragtinlmasina olanak saglayabilecek matematiksel modellerin

bulunmasi ve uygun problemlerin incelenmesidir.

Tezdeki aragtirmalar Akbarov and Guz’ siireklilik teorisi gergevesinde yapildigindan ve

bu teori malzeme yapisindaki egrisellikleri gosteren bir fonksiyon igerdiginden buradaki

aragtirmalar plagin dogal titresim ve burkulmasina plak malzemesinin
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sekilli yerel egriselliklerin etkisinin incelenmesine de olanak vermektedir. Plak malzemesi
yapisinda adi gegen yerel egrisellikleri malzeme yapisinda olabilecek bir hasar gibi goz
oniine alirsak, bu durumda tezde yapilan aragtirmalarin malzeme yapisindaki hasarlarin
plak yapi elemanlannin dogal titregim ve burkulmasina etkisinin anlagilmasi agisindan da

onemli oldugu soylenebilir.

Tez caligmasim gerekli kilan daha bagka bir neden ise burada yapilan galismalarin bu
alandaki ilk tesebbiisleri olugturmast ve aragtirmalardan herbirinin tarafimizdan ilk defa

yapilmasidir.

Giniimiizde kompozit malzemenin yaygmn sekilde kullanlmasi ve tez g¢alismasinin

yukanda soylenen gereklilikleri bu konunun giincelliini ortaya koymaktadir.

L.4. YAPILAN ARASTIRMANIN AMACLARI

Bu ¢alismada yapilan aragtirmalarin amaglan asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. Akbarov ve Guz’ siireklilik teorisi ¢ergevesinde igiincii mertebeden gelistirilmig plak
teorileri denklemleri kullanilarak egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden yapilmus
plaklarin dogal titregim ve burkulma problemlerinin formiilasyonu, yani
a. Elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri kullanilarak plak titresim
denklemlerinin ve uygun sinir kogullarinin elde edilmes,
b. Elastisite teorisinin 3-boyutlu lineerize edilmis stabilite denklemleri kullamlarak

plaklarin stabilite denklemlerinin ve uygun sinir kosullarinin gikarilmast.

2. Formiilasyonu yapilmis problemlerin incelenmesinde Galerkin Y6nteminin
uygulanmasi ve bu yontemin incelenen problemlerde kargilagilan bazi zorluklarmnin

ortadan kaldiriimasi.
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3. Sayisal sonuglarin elde edilmesi igin gerekli algoritmalarin yapilmasi ve

programlanmasi.

4. Plak malzeme yapisinda olan egriselliklerin dogal titresim frekanslarina ve formuna

etkisinin incelenmesi ve yorumlanmasi.

5. Pertiirbasyon yonteminin ele alman titresim problemlerine uygulanabilirliginin

incelenmesi.

6. Plak malzeme yapisindaki egriselliklerin plaklarin stabilitesindeki -burkulmasindaki-

kritik dig basing yiiklerine etkisinin aragtirilmast.




BOLUM IL

EGRISEL YAPIYA SAHIP KOMPOZIT MALZEMELER MEKANIGININ
SUREKLILIK TEORISi

IL 1. SUREKLILIK TEORILERI HAKKINDA BAZI ON BILGILER

Kompozit malzemelerin ¢ok gesitliliginden dolayl, bu malzemelerin hepsine ait bir
siireklilik teorisinin yani; par¢ali-homojen malzemeye, anizotrop homojen malzeme gibi
bakilmasina imkan saglayan bir teori yapilmasi imkansizdir. Bundan dolayr kompozit
malzemelerin statik yiiklemedeki lineer elastik davranigini géz 6ntine alabilecek stireklilik
teorilerine bakalim. Kompozit malzemenin makroskopik durumu bu malzemenin
dagiimasina kadar lineer elastiktir, bundan bagka kompozit malzemenin her bileseninin

davraniginin da lineer elastik oldugunu kabul edelim.

Kompozit malzemeler mekanii problemlerinin incelenmesi, bu malzemelerin mikro-
mekanigi ve makro-mekanigi olmak uzere iki agidan yapilir. Kompozit malzemelerin
mikro-mekaniginde, takviye ve matristen olusmug gergek homojen olmayan malzemeye
bakilir ve bu malzemenin mekanik davramgina, onun ince detaylannin etkisinin
anlagilmasina ¢aba gosterilir. Belirtelim ki, mikro-mekanik kavrami genellikle atom
seviyesinde aragtirma yapimasiu veya yiksek mertebeli gerilme tensorlerinin

kullanilmasini géz 6niine almaz.

Kompozit malzemeler mekaniginin en 6nemli problemlerinden biri, bu malzemelerin
normalize edilmis mekanik ozellikleri ’nin yani; belirli smnir kosullar1 gergevesinde
gerilme tensoriiniin ortalagtinlmig bilesenleri ile sekildegistirme tensoriniin ortalagtirilmig
bilesenlerini birbirine baglayan mekanik sabitlerinin bulunmasidir. Séylenen smir kosullan

iki tip olabilir:
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Sinirda yerdegistirmeler verilebilir;

u; (S) = §x; @.1)

veya sinirda gerilmeler verilebilir:
T;(S) = oyn; 2.2)

(2.1) ve (2.2)°de x;, S ylizey noktalarinin koordinatlars; n;, goz dniine alinan malzemeyi

0

sinirlayan bu yiizeyin normal birim vektoriiniin bilesenleri: sg ve Gjj, sabit gekildeSistirme

ve gerilme bilegenleridir. Homojen cisimde, (2.1) ve (2.2) sinir kogullarinin verldigi

durumlarda gerilme ve gekildegistirme  tansorleri sabittirler. Yani; eger, (2.1) smur
kosulu verilirse, o zaman homojen cisimde sekildegistirmeler sg , eger (2.2) smur
kosullar verilirse, gerilmeler cg ’a esittir. Burada, ele alinan cismin kapsadig1 alanin basit

bagimli oldugu kabul edilmektedir. Eger cisim homojen degilse ve (2.1) kosullan

verilirse; o zaman bu cisimde hacme gore ortalagtirilmug gekildegistirmeler Sg ‘na, eger
(2.2) sinir kosullan verilirse, bu cisimdeki gerilmelerin hacme gore ortalagtirilmig degeri

sg ’a esittir. Bunlar agsagidaki 6zdegliklerden kolayca goriliir:

1
v S

[o3dV == [(Tx;+Tpx;)ds (24)
v S

N =

(2.3) ve (2.4)’de V, S yiizeyi ile sinirlanan hacmi gosterir. (2.3) 6zdesligi, fazlar arasinda




22

dogrudurlar. (2.3) ve (2.4) 6zdeglikleri Gauss integral doéniigiim formiiliiniin kullanilmas:

ile kolayca ispatlanur:

(2.1) ve (2.3) denklemlerinden,
g0 =1 j g dV (2.5)
y Vv v iy
ayrica (2.3) ve (2.4) kullamilarak,
_1 dv 2.6
0'11 "'Vj‘cij ( . )
v

elde edilir. (2.5)’in elde edilmesine bakalim:

(2.1) kosulu ve Gauss integral dontugim formiilii kullanilarak, (2.3) 6zdesliginden

v

:—slijkn dS+— sjijkn dS—slkj £ J.
2.7
; °V5k+;sj’kvaf =efV
1
0 = — .
Ej = Vieudv

yazabiliriz. Ay sekilde (2.3) ve (2.4) kullanilarak (2.6) formili bulunur. Béylece (2.1)

veya (2.2) smir kosullar verilirse kompozit malzemenin normalize edilmig .y, elastisite

sabitleri
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("1) = Wi (Bra) (2.8)

bigiminde elde edilir. Burada,
(o3)= l R i £,dV 2.9)

igaretlemeleri kullanilmistir. Genellikle (2.1) kosullart gercevesinde elde edilen p "lerin
(2.2) kogullant gergevesinde elde edilenlerden farkh oldugunu vurgulayalim. Eger bu
farkliik yok ise, bulunan p,’lere ele alinan kompozit malzemenin kesin, eger bu

farklilik var ise, 0 zaman bakilan kompozit malzemenin yaklasik normalize edilmig

mekanik 6zellikleri denir.

Birgok kaynakta oOrnegin; Cristensen (1979), Pagano (1974), Sendecky; (1974)
goruldigi gibi, kompozit malzemenin normalize edilmis mekanik Ozellikleri

bilegenlerinin formuna, hacim oranlarina ve elastisite 6zelliklerine baglidir.

Kompozit malzemelerin mikro-mekaniginde kullanilan en onemli kavramlardan biri
belirleyici eleman kavramidir. Belirleyici eleman ele alinan kompozit malzemenin Syle
alanim kapsar ki, bu alanda gerilme ve sekildegistirme tansoriinin bilesenleri, onun -
belirleyici elefnamn— hacmine gore ortalagtirilmig degerleri, kompozit malzemenin biitin

hacim tizerine ortalagtinlmig kars1 gelen degerlerine esit olur. Yani, eger (2.1) veya (2.2)
sir kogullan belirleyici eleman sinirinda verilirse, o zaman elde edilen <0'ij> ve <8ij> "ler
ayn1 sinir  kogullann gergevesinde butiin  kompozit malzeme igin elde edilen
<csij> ve <Eu> lere egittirler. Dolayistyla, belirleyici eleman igin elde edilen pyy, 'ler butiin

kompozit malzeme i¢in elde edilen piyy, ’lerin aynisi olurlar.
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Yukanda soylenenlerden gorildigi gibi, (2.8)’deki pyy, 'lerin bulunmast igin (2.1) veya

(2.2) smir kogullan gergevesinde, uygun smirdeger problemlerinin ¢ozilmesi yani,

belirleyici elemanda o ve g;;’lerin dagiimlarinin belirlenmesi gerekir. Bu ¢ozimler ise

belirli modeller gergevesinde yapilir. Bu modeller hakkinda bazi bilgiler Yahnioghu
(1996.2)’da Ek 1. ve Ek 2.’de verilmektedir.

Boylece kompozit malzemelerin normalize edilmis mekanik ozellikleri belirlendikten
sonra, onlarin makro-mekanigi, yani; kompozit malzemenin ve ondan hazirlanan yapi
elemanlarinin mekanigi, (2.8) elastisite bagintis1 gergevesinde incelenir. Belirtelim ki,
eger, kompozit malzemede gerilme ve gekildegistirme dagiimmin aragtirilmasi, boyutu
belirleyici eleman boyutundan kiigiik alanlarda gerekirse, bu durumda bu malzemelerin
mikro-mekanigi, gerilme ve gekildegistirme dagiiminin aragtirilmasi, boyutu belirleyici
eleman boyutundan biyik alanlarda yeterli ise, o zaman bu malzemelerin makro-

mekanigi kullanilmalidir.

I1.2. GEREKLI NOTASYONLAR VE KABULLER

Sekil 2.1°de ox;x,x, kartezyen koordinat takiminda x, =sb. ve x; =sb. kesitlerinde
yapist gosterilen kompozit malzemeden hazirlanmig cisme bakalim. Kabul edelim ki,

bakilan cisimde giiglendirici lif veya levhalar x,0x, diizlemi igine yerlestirilmistir.

~To1
kA4 07,

Sekil 2.1. Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig cismin

kesitler1
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Asagidaki notasyonlan kabul edelim:

h’ - takviyenin en kiigiik boyutu; H’' - malzeme yapisindaki egilmenin genliginin
boyutu; A; (Aj;)-efilme seklinin ox, (o0x;) eksemi yonindeki yanm dalgasinin
uzunlugu; d- ele alinan malzemenin kapsadig alanin en kiigiik boyutudur. Belirtelim ki,
A, ve A; parametreleri, bakilan malzeme yapisinda lokal egilme oldugu durumlarda

bagka anlamlar tagiyacaktir.

Takviye malzemesindeki giiglendirici levhalarin ox, ekseni yontinde belirli bir periyot ile

tekrarlandigim kabul edelim. Bundan bagka, egilmenin karakteri agagidaki egitsizlikleri

saglar,

A, <<d; Aj<<d; H' <A, H <A (2.10)

(2.10) esitsizliklerinin anlamlarna ve onlardan dogan yorumlara bakalim. (2.10)un
birinci ve ikinci esitsizlifi, malzeme yapisindaki egrselliklerin  ayni malzemeden
hazirlanmig yap1 elemaninin en kiigiik boyutundan ¢ok ¢ok kiigik olmasim gerektirir. Bu
kogullart saglayan egriselliklere kiicitk Glgekli egrisellikler denildigini hatirlatalim.
(2.10)’un igiinci ve dordiinci esitsizlikleri, egilme genliginin onun diger boyutlarindan
(periyodik  seklinde olan egrselliklerde, egilme sgeklinin yanm periyodunun
uzunlugundan) kiigik olmasii gerektirir. Akbarov and Guz’ (1991)’un yayminda

(2.10)’daki Gglincti ve dordiincii esitsizliklerin

H <<A;; H <<A; (2.11)

bi¢cimde kabul edildigini kaydedelim. (2.11) esitsizlikleri s6z konusu teori ile problemlerin

¢ozlilmesinde Kiigiik Parametreler Yontemi'nin kullanilabilmesini saglamigtir. Bu tez




26

Bunlardan bagka, tezde sik¢a indis notasyonlari, Kronecker deltas: kullanmlmaktadir. Indis
notasyonu ile yazilmig bir ifadede, iki indis tekrarlantyorsa ((2.1), (2.2), (2.8)’deki gibi),
bu ifadede tekrarlanan indise alabilecegi biitiin degerleri vererek elde edilen biitiin
terimlerin toplam: alinacaktir (indislerin alabilecegi degerler ifadelerde gosterilmistir).
Yukarida bahsedilen Einstein Toplama Uylagmu alti ¢izilmis indisler {izerinde

uygulanmayacaktir. ~ Kronecker deltast ise, 8;=0(#]),8;=1(31=j) veya

8/ =0(#j), 8 =1( =j) seklindedir.
IL.3. ELASTISITE BAGINTILARI

Bu kisimda yukanda verilen kabuller dahilinde, egrisel yapiya sahip kompozit
malzemelerin elastisite bagintilarinin elde edilmesine bakalim. Bu amagla ele alinan
malzemeden AH’ kalinliginda, yeterince ince ve egrisel yapida olan bir levha alalim.
Alinan bu levhanin orta ytzeyinin formunun, ele alinan malzeme yapisindaki egrisellik

formu ile ayn: oldugunu ve
h' << AH'; AH' << A;; AH' << A4 (2.12)

esitsitliklerinin saglandigint kabul edelim. S6z konusu levhanin orta yiizeyinin her bir
noktasma o'xjx;xj kartezyen koordinat takiminu baglayalim (Sekil 2.1). Bu durumda
o'x; ekseni, aym noktada orta ylizeye normal olan birim T/ vektori yoniinde, o'x] ve
o'x} eksenleri ise ayn1 noktada orta yiizeye teget olan birim T] ve T vektorleri yoniinde
yonlendirilmiglerdir. Belirtelim ki, malzeme yapisinda egilme olmadigi durumda

1), Ty ve T3 vektorleri Sekil 2.1°de gosterilen 7, T, ve T, vektorleriyle aymi yonde

olurlar. 7}, 75 ve T vektorlerinin belirlenmesine ileride galigilacaktir.

(2.12) deki ilk esitsizlige gore, ele alinan egrisel yapidaki levhanin, ~ (AH’)3 hacmindeki

P! !

kismina  o'x{x}x; kartezyen koordinat takiminda, asal




0'xy, 0'x; ve 0'x; olan homojen (normalize edilmis mekanik 6zellikli) ortotrop malzeme

gibi bakabiliriz. Soylenen nedenden dolayr AH’ boyutunu, ele alinan kompozit
malzemenin yapisinda egilmeler olmadifi durumda, belirleyici elemanin boyutu olarak

almak zorunday1z.

Boylece yukarida secilmis egrisel yapiya sahip levha malzemesine, simetri eksenleri
(0'x}, 0'x; ve 0'x}) surekli olarak degigen, egrisel anizotrop malzeme gibi bakilabilir.
Secilen egrisel levhadaki herhangi bir noktada, o’x], o'x} ve 0'x}j koordinat takimina

gore, elastisite bagmntilar,

' 0 s
o} = uiosEag (2.13)

gibi yazilir, burada

nio = 818 Al +(1-8])(BF +575%)Gj

A24 = G?y Ags = Ggs’ Age = G?z (2.14)

eklinde tamimlanir. (2.14)’deki A° ve G2 ’ler ortotrop malzemelerin elastisite teorisinde
$ ij i Y

kullanilan elastisite sabitleridir. Yukanda soylenenlerden dolayt bu sabitlere ele alinan

kompozit malzemenin yapisinda egilmeler olmadift durumda, ayni malzemenin

normalize edilmis mekanik sabitleri gibi bakabiliriz. Bazt kompozitler igin Ajj ve G ’larmn
bulunmasi Yahnioglu (1996a)’da verilmigtir. Soylenenlerden dolayr (2.13)’deki
ofvee)’ler, ~ (AH')’  belifleyici eleman hacminde ortalastilmis  gerilme  ve

sekildegistirme tensoriiniin o’x{x5x} koordinat takimindaki bilesenleri olurlar.

(Sekil 2.1)




28

X, = F(x1,%x5) = ef(x;,%3) (2.15)

bigiminde olsun. (2.10)’daki tiglincii ve dordiincii esitsizliklerinden yola gikarak (2.15)’de
boyutsuz kigik & €[0,]) parametresi dahil edilmistir. (2.15) deki f(x,,x;)
fonksiyonunun ve bu fonksiyonun birinci mertebeden kismi tiirevlerinin surekli
fonksiyonlar oldugunu kabul edelim. Akbarov and Guz’un (1991) ¢aligmasinda F(x,,x;)
fonksiyonu iizerine, soylenen kisitlamalardan bagka g6z Oniine alinan teorinin

problemlerinin ¢ozillmesinde Kiigiik Parametreler Yontemi'nin kullanilmasindan dolayr

bu fonksiyonun,

of
£ ——
0,

<l ai <1 (2.16)
ox

kosullarini saglamasi da ilave edilmigtir.

Bu tez arastirmasinda Kiigiik Parametreler Yontemi kullamlmadigindan, F(x,x;)

fonksiyonu iizerine konulan (2.16) kisitlamalar1 g6z 6niine alinmamugtir.

Simdi ise bakilan kompozit malzemenin ox;X,X; koordinat takimindaki elastisite

bagmtilarini elde edelim. Bu amagla o’x] ve ox; eksenleri arasindaki aginin kosinuslerini

belirleyelim. (2.15) denklemini agagidaki vektor formunda yazahm.
T =x,7, +F(x[,%3)T, + X315 (2.17)

(2.17)’ den bilinen iglemler yolu ile asagidaki ifadelen buluruz.

L (.owFL) L, F. . F.) . (4
1=V TlJF__a\x Ty |s Ty ==YV Ev Tl_Tz+——ax T35 3= V3| Bt

1 3
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N\ 12 N\ ~1/2
el Z ] w=[(E)) e1s
3

ve ox; eksenlerinin arasindaki agilarin kosinslerini 1; =71]-T; (i,j=1,2,3)

1!

0'X:

i

formiiliiniin yardimiyla agagidaki gibi bulunur.

OF OF
l,=v; 1, =v,—; l,=0; 1 —V{V,—;
1 12 1axl 13 21 1V3 ox,
(2.19)
OF oF
lyy = vivy; Iz =—vyvs ; 131=0, I3 =y _6X > liz=v;
3 3

Koordinat eksenleri dondurildiagiinde (Lekhnitskii, 1963) elastisite sabitlerini ve diger

birgok kaynaklarda gosterilen doniisiim formallerini kullanilarak,
Wijop (X1,X3) = ummsplmljmlmslBp (1,j,n,m,s,p,a,p=123) (2.20)

bigiminde yazilabilir. Boylece, incelenen egrisel yapiya sahip kompozit malzemelerin

0X,X,X; koordinat takimindaki elastisite bagintilan
G = Hijop (X1, X3)€0p (2.21)

seklinde yazlabilir. (2.21)’de o vegyg’lar, boyutlan z(AH’) olan belirleyici
elemandaki ortalagtinlmis gerilme ve sekilde@istirme tansoriiniin  ox;x,X; eksen

takimindaki bilesenleridir.

(2.21) bagmtllarl yapt parametreleri bu boliimde séylenen kisitlamalan saglayan, egrisel
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Bu bolimde yapilan iglemlerden gorildiigi gibi, incelenen siireklilik teorisinin (2.21)
bagintilaninin ele alinmasinda siirekli ortamlar mekaniginin geometrik iligkileri (yani,
sekildegistirme tansoriiniin bilegenleri ile yerdegistirme vektorii bilegenleri arasindaki
bagintilarin lineer olup olmamasi) Uzerinde higbir kisitlama kullanilmamaktadir. Bu
nedenle, ele alinan stireklilik teorisi hem geometrik lineer, hem de geometrik lineer

olmayan problemler igin gegerli sayilabilir.

Bilindigi gibi, ad1 gecen bagintilar lineer problemlerde,

du; Ou; .
€ = (ax GXJ 1,j=1,23. (2.22)

geometrik lineer olmayan problemler de ise,

(au bu; _ du, ou,
&y =

+ . iLj,o=123. (2.23)
ox. | ox, | ox, ox,

seklindedirler.

Bu ¢aliymada, kompozit malzeme yapisindaki egilmelerin ancak bu yonde (ox, ekseni

yoniinde) oldugu kabul edilir. Bu nedenle de aragtirmalarimizda, (2.21)°deki pjop

fonksiyonlan ancak x, koordinatina baghdir. i, lar, (2.14)’deki gibi verildiginde,

(2.21)" deki pyoe(x,) fonksiyonlarmin sifirdan farkl olanlarinin agik ifadelerini yazalim:
M = AL P () + 2(AL; +2G1) ] (x,)D3 (%)) + A3, D3 (x,);

Moo = A(l)lq)g(xl) + 2(Ai)z + 2G?2)(Df (Xl)q)g (x)+ Agzq)? (1)




31

iy =A%s5 Mgz = AL®l(x,)+ ASD3 (X)), Mg = A ®3(x;) + A0 (x1);
Mz = (Al) + A2, = 2A0 —2A50) 0 (x,)D3 (%)) + Age (PF (x,) + D3 (x,)) ;

Mizs = (AT + A3, — 4AG) T (x,)D3 (%)) + AL (P (x,) + D3 (x,) ;

Miss = AT (%)) + A% P35 (x,) ;

M = (Al = Al +2A5) 1 (x)D, (%)) + (A3, — Ay = 2A5) P, (x,)P3(x,);

Mars = A% D7 (X)) + AL®3 (x,);

Hazin = (Agz - A(1)1 + 2A26)®1(X1)(D;(x1) + (Agz - A(l)z - ZAgs)q)?(Xl)(Dz(xl) ;

H3312 = (Ag3 - A?3)®1(X1)(D2(X1) > Hyzz = (Ag4 3 A(S)S)(I)l(xl)q)z (x). (2.24)
Burada,
1 of
O)(x) =—=————, Dy(x)=e—Di(x)) . (2.25)
o)’ 0%,
1+|e—
0x,

Burada ef(x,) = F(x,) bigimindedir.

Yapilacak islemleri kolaylagtirmak amaciyla agsagidaki notasyonlan kullanalim:

AL =X As (X)) = Ham (X)) Ag(X)) = Uass(X)) 5




Au(X) = (X)) Ass(X) = Uys (X)) Ag(X)) = g (%)

Ap (X)) = U (x);  Ap(x) =H5(X); A(x)) = (x));

Ay (X)) = Hooss (X)) Age(X)) = Uaia (X)) 5 Asg(X)) = Hazpy =)

As(Xy) = Hyzs(xy). (2.26)

IL 4. EGRISEL YAPIYA SAHIP KOMPOZIT MALZEMELER MEKANIGININ
BAZI OZDEGER PROBLEMLERININ MATEMATIKSEL
FORMULASYONU VE COZULMESINDE KULLANILAN
YAKLASIK-ANALITIK YONTEMLER

Bu ¢alismada incelenen problemlerde, egrisel yapiya sahip kompozit malzemeler
mekaniginin, lineer dogal titresim ve burkulma problemlerine bakildigindan, bu
problemlerin matematiksel formiilasyonuna (genel olarak) bakalim. Egrisel yapiya sahip
kompozit malzemeden hazirlanmi§ yap: elemaninin ox,x,x, koordinat takiminda verilen
V' hacmini kapsadigin1 diistinelim. S, bu hacmin tim siniring; Sy, dig kuvvetlerin verildigi
kismi; S, yerdegistirmelerin verildigi smirlar olsun. Aynica S, US, =S  olsun. Bu

durumda, V hacminde hareket denklemleri;

U=k x.X,%y €V, i,j=123. (2.27)

k)

elastisite bagmtilari;
Gy = Hijop (X1) Eop, o,f=1,23.

sekildegistirme ile yerdegistirme arasindaki iligki,
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[0

g o 1lu, O 2.29
“ 2ok, ox (2.29)

bigiminde olur. S yiizeyinin S; kisminda gerilmeler ile verilen sinir kosullariny,

o;n; =0 ,  X,X,,X3 €5, (2.30)

seklinde, S, kisminda yerdegistirmeler ile verilen sinir kogullarini ise,

u, =0, x,,X,,Xx; €S, (2.31)
seklinde yazabiliriz. (2.30)’da n;, S, yiizeyinin normal birim vektoriiniin bilesenlerini

gostermektedir.

Lineer dogal titresim problemlerinde aranan buyukliiklerin zamana bagimlilifi exp(iot)
(o =sabit) seklinde ele alindigindan bu tir dinamik problemlerin incelenmesinde

baslangi¢ kosullan verilmez. Bu nedenle, efer aranan biyukliklerin yani o ve u; "lerin

genliklerini, sirastyla, 6;; ve U; ile gosterirsek bu durumda (2.27)-(2.31) denklemleri bu

genlikler igin (p &%y, /6t> — o *pt; doniigiimii harig), aynen saglanms olurlar. Boylece
dogal titresim frekanslarinin bulunmasi (2.27)-(2.31) 6zdeger probleminin incelenmesine

getirilmig olur.

Simdi ise, yukarida adi gegen 6zdeger problemlerinin ¢ozilmesinde kullanilabilecek bazi
yaklagik-analitik yontemleri ele alalim. Bu yontemlerden ilk géze garpani, Akbarov et al.
(1991, 1992) calismalarinda kullamlan Kiigiik Parametreler Yontemi’dir. Bu yontemin

kullanilabilmesi igin, (’7 16) kisitlamalarinin saglanma51 zorunludur. (2. 16) (
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aralifint daraltir. Boylece (2.16) kisitlamalan saglanirsa, (2.18)’de v, ve v;’iin
ifadelerini, (2.25)’de ®,(x,) ve ®,(x,) ifadelerini €’nun kuvvet serisi seklinde

yazabiliriz. Bu durumda, peg(X;,X;) "lar igin,

Mo (%1, %) = g + 2 8™ for " (a,b) + > e ufs" (a.b) (2.32)
k=1 k=1
burada,
2= O
ox, %4

bigimindedir. (2.32)’yt goz 6niine alirsak (2.27), (2.28) ve (2.29)’dan yerdegistirmelerin
genligine gore yazilan

ij

o ©
0— 2k-1 — 2k-1 - _ 2—-
L‘Uj +Z€ Kiijj+ZS Rijkuj = po u; (233)
k=1 k=1

denklemlerini kullanabiliriz. Burada (2.33)’ de L?j lar,

. 0> . ; 0?
L =[A§ +(1—53)G§]M+5%(1—SQ)G&?ax—z; (2.34)
i0%;

o

seklinde olan lineer diferansiyel operatorlerdir. (2.33)’deki Kj; ve Ry lar ise degisken

katsayili, lineer diferansiyel operatorlerdir. Bu operatorlerin Akbarov and Guz’un (1991)

yayminda verilen ifadelert ¢ok uzun oldugundan burada yazilmami

gerektiginde bazilarinin ifadeleri verilecektir.
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Aranan fonksiyonlan ve (2.30) ile (2.31)’deki verilenleri € parametresinin kuvvet serisi

seklinde, yani
Gy =2.e"o ; U=y e"ul™ ; (2.35)
n=0 n=0

bigiminde ifade edersek, bu durumda ¢q. yaklagimda yerdegistirme genlikleriyle yazilan

[q/Z] ©
0 —=(q) —(q-2k) =(q+1-2k) _ 2=(q)
Lijujq + ZKijkuj +2Rijkuj =po -y (2.36)
k=1 k=1

denklemler takimini alinz. (2.36)’daki [q/ 2], q/2’nin tam degerini gostermektedir.

(2.35) ve (2.30) ile (2.31)’den her yaklagim igin uygun sinir kosullarini da elde ederiz.

Boylece, ele alinan 6zdeger problemlerinin ¢oziimii, sabit katsayili, kismi tirevli,
homojen olmayan diferansiyel denklemler takiminin uygun 6zdeger problemleri serisinin

¢ozimiine getirilir. Eger bu ¢6ziimler analitik olarak elde edilebilseydi biz bu ¢dziimleri
kullanarak ve onlarda © 'yt ® =0, +€0; +&°®,+..... ile yerdegistirdikten ve Nayfeh

(1973)’de bahsedildigi gibi renormalizasyon teknigini uyguladiktan sonra ele alinan

ozdeger problemlerinin yaklagik analitik ¢oziimlerini elde edebilirdik.

Bilindigi tizere, kompozit malzemenin kapsadig alanin sekline ve sinir kogullarinin tipine
bagli olarak, sdylenen bir seri 6zdeger problemlerinin yani (2.36) denklemlerinin (2.30)
ve (2.31)den elde edilen uygun siir kosullani cergevesinde analitik ¢6ziimiini elde

etmek ¢ogu zaman ya imkansizdir ya da ¢ok zordur.
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¢oziimlerinin elde edilmesi g¢ok kisith ve birgok durumlarda ise imkansizdir. Bu

sOylenenleri ¢alismamizda ele alinan problemlere de uygulayabiliriz.

Yukarida adi gegen siireklilik teorisinin verilen 6zdeger problemlerinin ¢oziilmesinde
kullanilabilecek baglica yaklagik-analitik yontemler, varyasyonel yontemler ve Galerkin
Yontemi olabilir. Varyasyonel yontemin adi gegen siireklilik teorisinin bazi 6zdeger
problemlerinin ¢6zillmesi igin geligtirilmesi Akbarov et al. (1992) aragtirmasinda

verilmigtir.

Bilindigi tizere, varyasyonel ve Galerkin yontemlerinin kullanilmasi aranan fonksiyonlar,
onlarin tanimlandi bitin alanda, muayyen tam fonksiyonlarin serisi geklinde olan bir
yaklagimin yapilmasini gerektirir. Boyle bir yaklasimin yapilmas: ise, alan gekli, bakilan

sinirdeger probleminin tipi, vs. bagh olarak belirtilmesini gerektirir.

Soylenenlerin elastisite teonsinin yukarida verilen kesin denklemleri gergevesinde
yapilmasi ¢ofu zaman imkansiz ve ¢ok zordur. Bu nedenlerden dolayr genel
formiilasyonu yukarida yapilan problemlerin 6zel durumlarda (yani ele alinan kompozit
malzemenin kapsadifi alan boyutlarindan birinin diger iki boyutuna gore ¢ok dusiik
olmast hallerinde) incelenmesi bu problemlerin boyutunun, plak teorileri kullanilarak,
dustriilmesi yoluyla yapilir. Bu durumda yukanda adi gecen yaklagik analitik

yontemlerin uygulanmasi 6nemli bir bigimde basitlesir.

Buraya kadar soylenenleri géz ontne alarak, tez ¢aliymasinda ele alinan dogal titregim
problemleri, gelistirilmis plak teorileri kullanilarak formilasyonu yapilarak ve Galerkin
Yontemi yardimiyla incelenmistir. Bundan bagka tezde ele alinan problemlerin
aragtirilmasinda  Pertiitbasyon  Yonteminin  de  uygulanabilecegt

gosterilmektedir.

Belirtelim ki, tez kapsaminda ele alinan aragtirmalar sadece egrisel yapiya &

malzemeden hazirlanmig plagin dogal titresimlerine ait d6zdeger problemlen deggagmf '
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zamanda bu plaklann burkulmasina -stabilitesine- ait Ozdeger problemlerini de
icermektedir. Burkulmaya ait &zdeger problemlerinin 3-boyutlu dogrusallagtirilmig
(lineerize edilmis) stabilite denklemleri gergevesinde yapildifinda yukanda kargilagilan
zorluklarin hepsiyle tekrar kargilagilmaktadir. 3-boyutlu dogrusallastinlmig stabilite
denklemlerinin elde edilmesi ve izahi Biot (1965) ve Guz’ (1971) kitaplarinda
verilmektedir. Bu nedenlerden dolay1 tezde bakilan stabilite problemleri de gelistiriimis

plak teorileri gergevesinde ele alinmaktadir.




BOLUM I11.

PLAKLARIN DOGAL TiTRESIM VE STABILITE DENKLEMLERININ
ELDE EDILMESI

IIL 1. ELASTIiSITE TEORISININ 3-BOYUTLU KESIN HAREKET
DENKLEMLERINDEN PLAK HAREKET DENKLEMLERININ ELDE
EDILMESI

Egrisel yaptya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig plak,

{0<x,<1;; —h/2<x,<h/2; 0<xy<y} (3.1)
alanin1 kapsamakta olup, yerdegistirmeleri

U =0 (X,X,,X3,1), Uy =U,(X),X,,X5,1), Uy =U3(X,,X,,X5,1), (3.2)

bigimindedir. Hareket denklemleri :

i 1,j=1, 2, 3. (3.3)

Biinye denklemler::
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(o4 rA11 Ap A Ay Ag A16_ (811‘

G2 Ay Ay A Ay Ay llen

O33 - As; Az Aszs Asgl||es; | (3.4)
O3 Ay Ay Ay j823 '
O3 Ass Ase [[815

C12) L Ags ||E12)

. du,
gij%(%Jrgxf_J iLj=1, 2, 3. (3.5)

(3.4) esitliginin sagindaki degisken malzeme parametreleri matrisinin elemanlari Béliim
2.3’te (2.24)-(2.26) esitliklerinde belirtildigi gibidir. Hatirlanacadi tzere, (2.24)-(2.26)
ifadelerindeki AY, AS,, AS,, AY,, AL, A, AY, A);, AY; terimleri goz oniine alinan
plakta higbir egriselligin olmadig1 ideal durumdaki plak malzemesinin normalize edilmig

mekanik o6zellikleridir.

Plak kenarlarindaki sinir sartlar1:

u, =0 (x,=0,1;%x;=0,13), 6,;,=0 (x,=0,1)), 633=0 (x3=0,1;) (3.6)
olsun. Plagin st ve alt yiizeylerinde ise

0;,=0 , 05p=0 , 0,53=0 (x,=+h/2) 3.7
kosullar saglanir.

Boylece ele alinan plagin dogal titresiminin elastisite teorisinin kesin hareket denklemleri

cergevesinde incelenmesi (3.3)-(3.7),(2.24)-(2.26) 6zdeger probleminin incelenmesine
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getirilir. A¢iktir ki bu 6zdeger probleminin incelenmesi matematiksel agidan ¢ok zor ve
bir ¢ok hallerde de imkansizdir. Bu nedenlerden dolay: ele alinan 6zdeger probleminin
incelenmesinde gelistirilmis plak teorilerinin kullanilmas: geregi ortaya ¢tkmaktadir. Tez
kapsaminda ele alinan aragtirmalarda gelistirilmis plak teorisi olarak Bélim I’de 6zeti
verilen tgiincii mertebeden olan Kromm Teorisi kullanilmaktadir. Bu teoriye gore (3.2)
yerdegistirmelerinin plak kalinlifi boyunca olan koordinata gére degisimi agagidaki

sekilde verilir.

Kromm (1953, 1955)’a gore plak yerdegistirmeleri:

ui(xlnx2ax3at):ui(xla07x3at)_x2 +Ji(X2)(Pi(X1,X3,t) i:1,3' (21) 3

8W(x1,x3,t)
Bx.

Uy (%), Xy, X3,1) = W(X;, X3, t) (3.8)

buradaki  @;(x;,%;,t), plagin ox; (i=1,3) eksenine dik kesitindeki kayma

1

sekildegistirmesinin ortalama degerini ifade eden bir fonksiyon,
u(Xl 3 x3 H t) = ul (Xl aoa X3) t)a W(Xl 3 X3 ? t) - u2 (Xl )07 x3 5 t)a
V(XI)XSat) = u3(X1,O:X39t) (39)

ifadeleri plak orta yizeyinin yerdegistirmeleri, ¢,(x;,x,,t)’in plak kalinligi boyunca

degisimini gosteren J,(x,) ve J;(x,) ifadeleri

2 3
Jl(xz):J3(Xz):J(X2):%(h7xz_X?z) : (3.10)

bigimindedir.
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Simdi,
h/2 h/2 h/2 h/2
0o ;. o 00 ;. d
Yax, =— [oydx, , [ —Ldx, = oudx, (i=13.) (3.11)
—1'1"/2 0x, 0x, —}'!./2 J -h/2 x5 6X3 1'!'/2 J

ifadelerini g6z oniine alarak (3.3) hareket denklemlerinin -h/2’den +h/2’ye kadar X,’ye

gore integrasyonu yapilirsa,

5 M2 b2 5 M2 2 hi2
— _[oudxz + J. 12 dx., + J.O'de2 =p—5 J.ul(xl,xz,x;,,t)dxz
28 ~h/2 -h/2 X, OX3 -h/2 ~h/2
h/2 h/2 h/2 2 b2
0 oo 0
P Iolzdxz + J' 6x22 dx, + = Icz3dxz =p—5 _[uz (X1, Xy, X3, t)dX,
1 _hr2 -h/2 772 3 -n/2 ot ~h/2
h/2 h/2 h/2 2 h/2
0 0o 0
P jc3ldx2 + I 32 dx, + o jc33dx2 =p—5 J-u3(x1,x3,x3,t)dx2 (3.12)
X1 _ha ~h2 9%2 3 /2 Ot a2

plagin alt ve st yuzeyleri igin (3.7)’de verilen kosullan

h/2
0G ;, h/2 .
| S =0, =0 (=123) (3.13)
hi2 772
(3.12)’de kullantlir ve
h/2 h/2 h/2

T, = _[011 dx, , Tj3 = I013 dx, , Ty = J-0'33 dx, ,

-h/2 -h/2 -h/2




h/2 h/2
N, = Jclz dx, , Ny = chs dx, (3.14)
-h/2 -h/2

isaretlemeleri yapilirsa,

2 2 2
Oy, 0T _ & Ny Ny _ 0 W Oy Oy 0 Y Gas)
x,  ox; ot ox,  ox, o T x ox, ot

elde edilir. Buradaki T;;, Nj,, Tj;, Ny, Ty plaktaki i¢ kuvvetlerin ortalama degerleri
olup birinci indis kuvvetin etkidigi yiizeyin normalini ikinci indis ise kuvvetin yoniinii
gostermektedir. (3.3) hareket denklemlerinin x, ile ¢arpiminin yine -h/2’den +h/2’ye

kadar x, ’ye gore integre edilirse,

h/2 h/2 h/2 h/2
d oo, G, g
— Ixzclldxz + J. ——=X,dx, +—— Ix2013dx2 =p— Ixzul(xl,xz,x3,t)dx2
1 _psa ~h/2 2 3 _hs2 —h/2
h/2 h/2 h/2 2 hi2
0 " 0
1 _hi2 —h/2 2 3 _hi2 -h/2
P h/2 h/2 h/2 2 h/2
32 _
OX1 _hi2 ~h/2 Y72 3 -n2 ~h/2

(3.16)

elde edilir. Plak teorisinde genelde yapilan o©,, =0 kabuliyle birlikte (3.22)

denklemlerinin ikinci terimlerine bilinen kismi integrasyon kurali uygulamir ve plagm alt

ve Ust ylizeyleri igin (3.7)’de verilen kosullar géz 6niinde tutulursa
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h/2 h/2 h/2 h/2
0G4, dx. = h/2 d 0G 53 d h/2 d
I ax_xv Xy = °1°X2|—h/2 IGIZ X2 J % X, 0%, 0'23"2]_1,/2 j.023 X,
-h/2 2 —h/2 ~h/2 2 -h/2
h/2 h/2
oo h/2
—-h/2 2 —-h/2

ayrica, momentlerin ortalama degerleri

b/2 h/2 b/2
M, = _[Gllxz dx, , M3 = J613x2 dx, , My = jcssxz dx, , (3.18)
-h/2 -h/2 -h/2

bigiminde gosterilirse

) 3 2
%+%_N17 = —2le(h)a—w°+p12(h)a—q;1
0x, X4 } 0x,0t" ot
M,;; M, o*w %0,
1 T8 N, = —2pl, (h) ——— + pl, (h) —2 3.19
o e N =20k S el ()3 (3.19)
elde edilir. Burada,

h/2 3 h/2 5

PR _ _

Il(h)—_L e = I:(h)—_!/;cﬂ(xz)dxz—m . (3.20)

Kuvvet ve momentlerle yerdegistirmeler arasindaki bagimntilan elde etmek tizere (3.10) ve
(3.8) ifadeleri (3.5)’te yerlerine konmasiyla ve (2.25) ifadesinin (2.24) ifadesine

yerlestirilmeleriyle alinan yeni ifadelerle (3.4)’e gidilir ve ©,, = 0 olarak kabul edilirse,

(3.14)-(3.20) ifadeler1 gerceklenirse,




44

Ta] [Au Ay O 0 A16_( hu,; ]
T3 Ay A; O 0 Ay hv,,
JN23 r={ 0 0 Ay Ay 0§ Lhoe,
T 0 0 Ay Ay 0 ||h(uz+v,)
(Ni2) [A Ay O 0 Ag |l Li(ho, J

~v

(3.21)

M;, Ay Ay O 2L, (h)w,;;+L,(h)o,
My r=1A;3 Ay O —2[,(h)w,33+1, (h)o; 5 (3.22)
M;; 0 0 Ay || —4L(h)w,;;+], (h) (@5 +03,)

elde edilir. Bu son ifadeler (2.26) ifadeleriyle birlikte (3.15) ve (3. 19) ifadelerinde

yerlerine konursa, yerdegistirmeler cinsinden, plak hareket denklemleri

du ov
(hAu E +hA; Fo + Il(h)A16(Plj +

1 3

ou Ov o*u
(Il(h)A45q)3 + hAss(gx— +§D =ph—;
3 1

2o 2|o

ou Ov
(Il(h)A“(p3 + hASS[Bx_ +—j] +

3 1

Plo 2o

ou ov o*v
] (hAB . +hAg; o + Il(h)A36(p1j =ph o

2
1 3

ou ov
(hAm Ev +hA . + Il(h)AGG(plj +

1 3

ou  ov Fw
I,(hHA +hA ;| —+—||=ph
[ 1(MA 40, 45(8x3 axlD p P

(3.23)

3
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2

.
Au( 21 (h) o

2

00, 003
+1,(h) j-kAB( 21 (h) 6x3 Ay ,(h) 5X3]:I+

1

0

x4

0 O*w 0 O
EAss(—ﬂl(h)axax Iz(h)( Py ‘pm

10%5 Ox; Ox
du ov j w o
hA,,— +hA,;,—+I1,(h)A =—pl,(h +pL,(h 1
( 16 2%, 36 o%, 1(h)Ag60, pI( )atzaxl pL,(h) o2

i 2
&61_ A55£_411(h) 551;;3 +Iz(h)(%+%jﬂ

2

AI{—ZIl(h) o +1,(h) glplj +A33( 21 (h)— + 1, (h) a%J}— (3.24)

9
Ox

1 1 3 3

ou Ov o
[hA45[§x +§]+I<h)A44<p;]~ ~pl, (h) ; - Iz<h)

3 1

2

biciminde elde edilir. (3.14)-(3.18) islemi plagin (3.6)’deki sinir sartlarina da uygulanirsa:
T,=0 . M;=0, w=0 (x,=01)

T3=0 , M;=0, w=0 (x3=01,). (3.25)
Goz 6niine alinan plagin dogal titresiminin zamana bagli yerdegistirmeleri:

u(x,, X5, 1) = X, (X, %3 L v(xy,%5,1) = X, (%, %5)e™

m)t

w(xl,x3,t):Xw(x1,x3)ei > 01(x1,%X3,1) = X (Xq,X3)e

P3(x1.%3,1) = X (X1,%5)e (3.26)




46

biciminde olup, burada ® , ele alinan kompozit plagin dogal titresim frekansidir. (3.26)

ifadeleri (3.23) ve (3.24) hareket denklemlerinde yerlerine konursa,

oX, X,
(hA11 o +hA13§+Il(h)A16X%) +

1 3

0
0,

%) 0X, 0oX,
K(Il(h)AA‘SX% +hAss( ox + pw ]] =-0’phX,

3 3 1

oX, X,
(Il(h)A“X% + hASS( p= + D +

3 1

§)|Q)

1

?|o

X, oX,
(hAm R hA;; o Il(h)A%X%) = -0 phX,

3 1 3

oX, X,
(hA16 e +hA s + Il(h)A66X¢J +

1 3

(3.27)

C

oX, X )
I,(h)A,, X, +hA ~+—>| | =-0"phX
3( 1(MALX, 45(8x % D phA,,

3 1

ol °X,, X, °X,, 0X,,
. e s O e A 2w e m e |
o[ X (axq, X, D
2| Ayl —4L,(0) Z2v 41 () o Do
ox, ( o

X oX, s X,
_(hAls o +hA3GEX—3—+Il(h)A66X%j =l T -0l (X,
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2 oX, X
9 A55(—411(h) 0 Xy +12(h)( @ +-¢) +
ax1 8x18x3 axS ax1

aX(Pl
2.9

3*X,, X,
j+A33(—211(h) o +1,(h) ax"’ ﬂ— (3.28)

3 3

o *X
~ Al.{*ZIx(h) *+1,(h)
% { x:

X, 0X, oX,,
[hA%(GX = j+Il(h)A44X%j = *pl;(h) >

3 1

-o’pL (WX,
3

elde edilir aynica (3.26) ifadeleri, (3.21) ve (3.22) g6z Oniinde tutularak, (3.25) sinir

kosullarinda yerlerine konursa,

{An(—zll(h) B;f%w +1,(h) a;(x“l”] + AB[—ZIl(h)%HZ(h) a;i‘?ﬂ " =0
{A”h i))x(l + Amh%i% + Al (W)X, } . =0

{AB[—ZII(h) 0;? +1,(h) a;i“l’lj +A33£—211(h) a;xxgw +L,(h) a;{x":ﬂxszo’ls =0
{Awh ‘;}; + A33h%xx—3v + Al ()X, } s =0 , Xw|§;zg:1113 =0 . (3.29)

elde edilir. Boylece goz oniine alinan plagin dogal titresim problemi (3.29) simr kosullar

altinda (3.27)-(3.28) 6zdeger problemlerinin ¢6ziimiine indirgenmis olur.
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IIL 2. 3-BOYUTLU DOGRUSALLASTIRILMIS KESIN STABILITE TEORISi
DENKLEMLERINDEN EGRISEL YAPIYA SAHIP PLAKLARIN
STABILITE DENKLEMININ ELDE EDILMESI

Burkulma oncesi gerilme durumu o) ile belirlenen bir cismin dogrusallagtinlmis 3-

boyutlu stabilite denklemleri, birgok kaynaklarda ornegin Biot (1965), Guz’(1971 ve
1990) kitaplarinda,

—a—(cim +a) %jzo ;myn=1, 2, 3. (3.30)
0X; ox

1 n

bigiminde verilmektedir. Bu denklemler cismin kapsadigi V hacminde saglanmaktayken

bu hacme ait S yiizeyinin S; kisminda etki gosteren dis kuvvetlerin burkulmadan dolay:

aldig1 artimlar,

=] Pm

o Ou
ni(cim +Gi, _mj

;mn=123. (3.31)
X,

8

seklinde ; cismin geri kalan S, yiizeyinde yerdegistirme ile verilen

u =0 m=123. (3.32)

homojen sinir kosullari saglanmaktadir. Eger cismin yiizeyine etki eden kuvvetler ‘ol
kuvvetler ’ise (3.31)'in sag tarafi P, =0 olur, eger bu kuvvetler ‘izleyici-tracking-
kuvvetler’ ise P, terimleri, cismin burkulmasindan dolay: ortaya gikan yerdegistirmeler

olan, u_’ler cinsinden ifadeleri verilerek (Guz’, 1971) (3.31) ko

m

homojenlestirilmis olur. Bundan bagka, belirtelim ki, (3.30) ve (3.31)

Cin ler cisimde burkulmadan dolayr ortaya ¢ikan gerilmeler olup, buf
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olaydan dolayr ortaya gikan sekildegistirmelerle dogrusallagtinlmis ifadelerle baglantih

0

olmaktadir. Burkulma &ncesi gerilme o2 ve sekildegistirme g; arasindaki baZintilar

dogrusal ise burkulmadan dolay: ortaya ¢ikan o;, gerilmeleri ile €; sekildegistirmeleri
arasindaki bagintilar da dogrusal olmakta ve bu bagntilar, burkulma oncesi bagntilardaki

o) ve 8 terimlerinin yerine bunlarin burkulmadan dolay: ortaya ¢ikan kargiliklari olan

Oin- & terimlerinin konmastyla elde edilir.

Bundan baska cismin burkulmasindan dolayr ortaya ¢ikan sekildegistirme ve
yerdegistirmeler arasindaki bagintilar da dogrusallagtirilir ve bu zamanda, genig bilgileri
(Guz’, 1971)’de verilmis olan, bir kag tiir kiigiik deformasyon teorileri kullanilmaktadir.

Bu teorilerden biri de €; ve u; arasindaki bagmtilart klasik lineer elastisite teorisinde

oldugu gibi kabul etmektedir. Belirtelim ki tez kapsaminda yapilan islemlerde bu klasik

deformasyon teorist kullamlacaktir. Yukarida soylenenleri goz oniine alarak, o, ve

g;; bagintilarini (3.4), &; ve u, bagmularni (3.5) seklinde ele alacagiz. Yani,

Gu = uijaﬁ (Xlaxfi)ga[} (333)
. Ou,
2\ox,  ox,

Bagka bir deyigle, cismin 3-boyutlu dogrusallagtirilmig stabilite denklemleri ¢ergevesinde

burkulmasmnin  incelenmesi  (3.30)-(3.34) O6zdefer probleminin incelenmesine

0

getirilmektedir. Bu problemin incelenmesi ise o, gerilmelerinin homojen olmadig

durumlarda ¢ok zor olmaktadir. Bu nedenle 3-boyutlu dogrusallagtiilmig stabilite
teorisinin en 6nemli uygulamalari, cisimde burkulma 6ncesi gerilmelerin homgyj ugu

durumlarda yapilmaktadir. (3.30)-(3.34) 6zdeger probleminin incelen gml‘i’gl@@

baska bir neden de bu denklemlerin 3-boyutlu olmasidir. Bundan dola)ﬁl,st@ ng%

ele alinacak problemlerde (3.30)-(3.34) denklemlerinde onceki bélximd e ﬁ]f
\\ ‘r(:' \
“h"gﬂ,‘ 5 righ y
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geligtirilmis plak teorisinden yararlanarak elde edilen 2-boyutlu stabilite denklemleri
kullanilacaktir.Simdi bu denklemlerin (3.30)-(3.34) denklemlerinden elde edilmesine

gecelim.

Farz edelim ki egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmis ve (3.1) ile

gosterilen bir alani kapsayan bir plak
ch=-p , (=01} , oj=-q, (x,=0l,) (3.35)
basing yiiklerine maruz olsun. Bu plagmn alt ve ust yiizeyleri yiiksiizdiir. Bundan bagka

plagin (x; =0,1;) , (x3=0,1;) kenarlan basit mesnetlidir. Soylenenleri goéz oniine

alirsak, yukarida verilen (3.31) kosullarini

Gll—’-C$(l)l‘l£alﬁ:() 5 (Xl:O)II) (336)
ox,,
ou, du

Cyy + 09y ax;:o ,021+cgn§i:0 , (x,=%h/2) (3.37)

033 +ng % =0 H (X3 = 0913) (338)

n

bigiminde yazilabilir. (3.32) kosulu bakilan durumda

~h/2<x,<h/2

2
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0(1)1 = —p 3 (Xl = Oall) H 023 =—q , (X3 = 0313) 0-(1)2 = 0?3 = 622 = 023 =0 (3‘40)

seklinde belirlenmis olurdu. Ancak ele alinan plak malzemesi homojen olmadigindan
burkulma &ncesi gerilmeler de homojen olmayacaktir. Bu gerilmeler (3.40) homojen
gerilmelerden O(e ) mertebesinde farklanacaklardir. Bu nedenle, yani burkulma 6ncesi
gerilmelerdeki homojen olmayan kismin € mertebesinde ve € <1 olmasindan dolayr
sonraki incelemelerde bu kisim ihmal edilecektir. Dolayisiyla ele alinan problemlerde
burkulma oncesi gerilmeleri (3.40) ile belirlenir. (3.40) ifadeleri g6z oniine ahnirsa
(3.37) kosullan

Gy =65, =0 , (x, =£h/2) (3.41)

(3.36) ve (3.38) kosullar da, sirastyla,

011"'5(1)1%:0 , (% =0,1}) (3.42)
1
033+0§3%=0 , (x3=0,15) (3.43)

3

seklinde olur. $imdi (3.40) ifadeleri g6z dniine alinarak (3.30) denklemleri agik olarak

0 du,| do, O du,
G;1—Pp + + 635 -q—|=0 ,
2%, o) o, | 0%
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biciminde yazilabilir. Boylece ele alman plagin bakilan yiiklemedeki burkulma
probleminin 3-boyutlu dogrusallagtinlmig stabilite teorisi ¢ergevesinde incelenmesi (3.4),
(3.5) ve (3.44) denklemlerinin (3.41)-(3.43) smur kosullann ile verilen ozdeger
probleminin incelenmesine getirilmis olur. Simdi onceki kisimda kullanilan geligtirilmis
plak teorisini kullanarak bu problemin boyutunu bir mertebe diigiirmek igin (3.44)
denklemleri (3.41) simir kogullart ve (3.14) ifadeleri de goz Oniine alinarak -h/2’den

+h/2’ye kadar x, ’ye gore integrali alinirsa, sirasiyla,

oL, hp Ouy , 0Ty hq w _y Ny hp *w° LNy hq ’w _,
ox, Ox?  Ox4 ox3 Tox X2 %, x> ’
0Ty hp o*ug . 0Ty hq o*u; _0 (3.45)

0x, oxi 0% ox3

elde edilir. Ayni sekilde (3.44) denklemleri x, ile garpihip, (3.18) ifadeleri de goz oniine

alinarak -h/2’den +h/2’ye kadar x, ’ye gore integrali alinirsa, sirastyla,

2
My (—21 (h)g I, ()2 = ) Ny, +

ax1 1 1
3

M a2 1,022 o

Ox, Ox 0%

oM o*w

B3 _p| -2, (h +1L,(h j +
2, p( 1()5\)(%6)(3 () ox? Ny

3 2
My _ ( 21, () 2 1, () 2 J 0
2. %3 O3

(3.46)

elde edilir. (3.39) siur kosulu (3.8)" 1n ikinci ifadesine gore
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0 x, =0, 347
W:: .
X3 =0,15 (3.47)

donusturilir ve (3.42), (3.43) smir kosullan x,’e gore -h/2’den +h/2’ye kadar integre

edilir ve 0?1&1—, cg3§3 katkilarinin sirasiyla ©,; ve ©;; yaninda ihmal edilebilir
1 3

derecede kiigiik olduklan gézoniine alinirsa bu durumda
T,,=0, x,=01, T5=0, x;=0,l; (3.48)

elde edilir. Yukarida soylenenleri goz 6ntine alarak (3.42), (3.43) smir kosullan x, ile

carpilip -h/2’den +h/2’ye kadar x, ’e gore integre edilirse bu durumda,
M, =0, x=0] My; =0, x3=0,l; (3.49)

elde edilir.

Boylece (3.39)-(3.44) probleminin incelenmesi gelistirilmis plak teorisi gergevesinde

(3.45)~(3.49) probleminin incelenmesine getirilmis olur.




BOLUM 1IV.

KLASIK , L. ve IIl. MERTEBEDEN GELISTIRILMIS PLAK TEORILERI
CERCEVESINDE PLAK-KIRISLERIN
DOGAL TITRESIM ve STABILITE DENKLEMLERI

Bu bolimde Kromm, Kirchhoff-Love ve Reissner-Mindlin plak teorileri gercevesinde
plak-kiriglerin dogal titresim ve stabilite denklemleri elde edilecektir. Bundan boyle
Kirchhoff-Love hipotezi ger¢evesinde elde edilen denklem ve sonuglara klasik denklem
ve sonuglar; Reissner-Mindlin ve Kromm plak teorileri gergevesinde elde edilen denklem
ve sonuglara, sirasiyla, 1. ve III. mertebeden gelistirilmis plak teorileri gergevesinde elde

edilmis denklem ve sonuglar denilecektir.

IV. 1. UCUNCU MERTEBEDEN GELISTIRILMIS PLAK TEORISi
CERCEVESINDE PLAK-KIRISIN TITRESIM DENKLEMLERI

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmis plak-kiris,

{0<x,<l}; ~h/2<x,<h/2; —0<x; <+ } 4.1)
alanim kapsasin. Bilindigi tizere bu tip plaklarda, plagin x; dogrultusundaki boyutu x,

dogrultusundakine nazaran ¢ok g¢ok buyiik olmaktadir. Eger bu plaga etki eden dig

kosullar (6rnegin dig kuvvetler) x,’den bagumsiz ise o zaman bu plaktaki gerilme ve
yerdegistirmeler ve bunlarin sagladigi denklemler x,’den bagimsiz olmaktadir. Elastisite

teorisinden bilindigi tizere, yukaridaki durumlar diizlem gekildegistirme durumlan diye

adlandirthirlar. Bu durumda x, yonundeki yerdegistirme sifir kabul edilerek bagka
problem biyiikliklerinin x;’den bagimsiz oldugu varsayilir. Boylece, sdylenenleri ele
alinan probleme uyguladigimiz zaman bakilan plak probleminin bir boyutu

dustiriilebildiginden bu tip yapilara Plak-Kiris denmektedir.
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Bu durumda Béliim III’de verilmis olan (3.4) biinye denklemleri, diizlem sekildegistirme

durumunda yani plak-kiris problemlerinin incelenmesinde, asagidaki sekli alacaktir:

Gy AL An Apgilen
Gy = Ay Ay [{Ex (4.2)

G Ags |12

(4.2) esitligindeki terimler Boliim III’de bahsedildigi gibidir.

Bolim III’de yapilan igaretlemeler ve islemler burada da yapilirsa plak-kirigin dogal

titresimindeki yerdegistirme genliklerinin sagladifi denklemler,

i(hA“ %Hl(h)AmXQ ) = —02phX,
dx, dx, !
l[hAls dX, +1,(h)A&X, ) = —02phX,,
dx, dx; '

2 dX
4 Au(—zll(md X L 1,(h) “"j —(hAm&Hl(h)Assij
dx, dx; dx, dx, ' @3)
dx,,
dx;

= 2pl,(h) -o’pl, ()X,

bigiminde yazilabilir. Buradaki isaretlemeler Bolim III’de verilmigtir.

Yine Bolum II’de verilmig olan smir sartlan, yukarnida anlatilanlar gergevesinde, plak-

kirig i¢in
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2 dX
An(_ﬂl(h) d sz +1,(h) (pl) =0,
dx] dx;
X, =0,1;
dX,
A“th +A L ()X, =0 , Xw|x1=0’11 =0 (4.9
1 x,=0,1,

seklinde olmaktadir. Boylelikle goz oniine alinan plak-kirigin dogal titresim problemi

(4.3)-(4.4) 6zdeger problemlerinin ¢dziimiine indirgenmis olur.

IV. 2. PLAK-KIRISLERIN KIRCHHOFF-LOVE TEORISI CERCEVESINDE
TITRESIM DENKLEMLERI

Plagin Oxx, diizleminde yeraldigy Bolim 1.2°de (1.4) eitligi ile verilen yerdegistirme

ifadelerinde o0 = 0 ve y, = —0w/dx, , ¥, = —0w/dx, olmast durumunda
uy(X,X,,X3) = U(X;,X,) — X3 OW/0x,

Uy (X1, Xp,X3) = V(X(, X5) — X3 OW/ 0K,

U3(Xy, X3, X3) = WXy, X;) : (4.5)
Kirchhoff-Love hipotezi gercevesinde yerdegistirmeler igin ifadeler elde edilmis olur. Bu
ifadeler Ox,x; diizlemi igindeki plak igin diizenlenirse Kirchhoff-Love hipotezine ait
yerdegistirmeler

u,(X),X5,X3) = u(x,,X3) — X, aw/axl

Uy (X),X,,X3) = W(Xy, X;3)
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u3(X;,X,,X3) = (X, X3) — X, OW/0x,4 (4.6)

bigiminde elde edilmis olur. (3.5) ifadesine gore plagin sekildegistirmeleri

o o Pw (au \ av) 0y _OW o Ow
= —_— —, = — —_ = _—, =———-X —_—,
€1y €3 =8y =0. 4.7

seklinde olur. Bu durumda (4.7)’e gore 6,, =0,, =0,; =0 kabul edilirse (3.4) bunye

denklemleri

O Ay A Asllen
Gy p=|As Ay Azs (€33 (4.8)
O3 Asi Asy Ass|lens

haline gelir. (4.7), (4.8) ve (3.20) goz oOniine alinarak (3.14) ve (3.18) ile ifade edilen

islemler yapilirsa kuvvetlerle yerdegistirmeler arasindaki bagintilar

Ty, Ay Ay O hu,,
3 53 0 hv,, 4.9
Ti5 0 0 Ass||h(u,z+v,)

53
I
i'g
'Y

M;, Ay Ay 0 |[22L(h)w,,
M p=1Ai Ay 0 |—2I(h)w,33 (4.10)
M, 0 0  Ass _411(h)W,13
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oT,, 0Ty, o*u oT; ot v
+—1 =ph , +—33 = ph 4.11
ox, ok O o o, o, o @10

My, , My | "My, .
oxi  ox3  2L(h)

4.12
o2 omdx, | o (*12)

2 2
:_Zpll(h)%(azw &”w  h w]

bigciminde elde edilmis olur. Plak-kiris i¢in (4.11) ve (4.12) hareket denklemleri Béliim
IV.1’de anlatilanlardan dolay1

5 ) 2 2
aTll _ ou 0 1\/1211 :_2p11(h)6_2(a_v;_ h wj (4,13)
axl ot 8x1 2Il(h)

bigiminde elde edilir.

IV. 3. PLAK-KIRiSLERIN MINDLIN-REISSNER TEORIiSi CERCEVESINDE
TITRESIM DENKLEMLERI

Plagin Ox,x, dizleminde yeraldig: Bolim 1.2°de 1.4 esitligi ile verilen yerdegistirme

ifadelerinde oo = 0 olmasi durumunda
ul(xlaxz':xS) = u(xl,xz) +X3Y,
u2(xl7 X27 x3) = V(xl7 XZ) + X3W2

U3(X),X,,X3) = W(X;,X5).
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Reissner-Mindlin  hipotezinin yerdegistirmeleri elde edilmis olur. Bu ifadeler Ox,x,

diizlemi igindeki plak igin diizenlenirse Reissner-Mindlin hipotezine ait yerdegistirmeler

u, (X, Xy, %5) = u(X,,X3) + X, (%), X3)

U, (Xy,Xp,X3) = W(X(,X;)

Us(X), Xy, X3) = V(X1,%3) + X, W 3(X,X3) (4.15)

bigiminde elde edilmis olur. (3.5) ifadesine gore plagin sekildegistirmeleri

du By, ow [é‘u 8v) (&yl aw)
=t X, —t, =—+ V), €13 = | — +— | +x,| =L +—2|,
€n 2%, TX, o, €12 o, W B Ry ox, N ox, | o,
oy
€, =0, €43 :é-x:+\y3 , €43 :gx—s—+x2 8x33 . (4.16)

seklinde olur. Daha énce oldugu gibi G,, =0 kabul edilir ve (4.16) goz oOniine alinirsa

(3.4) bunye denklemleri

(o] [An A Au A Aglley

O3 Ay Ay Ay Agglles

10231 = Ay Ass Ag |87 (4.17)
O3 Ass Ase | 13

%12) L Ags (812
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Ty ] Ay Ay O 0 A16_ ( hu,,
Ty Ay A; 0 0 Ay hv,,
<N, TZ 0 0 A, A, 0 K h(w,3+\y3)T (4.18)
T, 0 0 Ay Ay 0 | h(uz+v,)

(Ni2) [As A O 0 Ag |(h(w, +y)))

M, Ay, Ay O 2L (b,
M, 0 0 Ass 2L (h)(y,3+ys,)

bigiminde olur. Buna gore (3.15) ve (3.19) hareket denklemleri, sirasiyla,

oT;, , O _ oh ou 0Ny, LNy oh O*w 0T, LT _ oh o*v 4.20)
ox, 0%, o2 T ok, 0% o 7 0x,  Oxy ot '
oM, M, &y,
—L 77BN, =2pl(h

%, o, 12 = 2pI;(h) pY

M3 | OMa, o s
—+—2-N,; =2pl;(h

(4.21)

biciminde elde edilmis olur. Plak-kirig igin (4.20) ve (4.21) hareket denklemleri Boliim
IV.1’de anlatilanlardan dolay:

oL, ., &u oN,, . O*w oM, 8%y,
- = h , —_— = h > N - N = —2 I h B 422
ox, p P 2%, p P 5%, 12 pl;(h) 52 ( )

bigiminde elde edilir.
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IV. 4. PLAK-KIRISLERIN FARKLI PLAK TEORILERI CERCEVESINDE
STABILITE DENKLEMININ ELDE EDiLMESI

Bolum II1.2°de genel anlamda bir plagin stabilite denklemleri elde edilmigti. Simdi de
hem yapisinda egrisel yaptya sahip ((2.25) esitliginde €#0) ve hem de yapisinda
egrisellik olmayan ((2.25) esitlifinde € =0) ortotrop plagin ve yukanda anlatilanlar

gergevesinde plak-kirisin, baz1 6zel durumlar igin, stabilite denklemleri gikarlacaktir.

Bu amagla kuvvetlerle yerdegistirmeler arasindaki bagmtilani gosteren (3.21)-(3.22)
esitlikler1 yapisinda egrisel yap1 olmayan ortotrop bir plak igin,

qr 3

(T,,] [A,;, A; O 0 0 hu,,

T A, Ay O 0 0 hv,,

N, b= 0 Ay 0 0 f Lo f (4.23)
T, 0 0 Ay 0 ||h(uz+v,)

NipJ [ O 0 0 0 Akl Lo, |

M, Ay, Ay O 2L, (h)w,;; +1, (h)o,,,
Mg p=A;; Az O =21, (h)w,33+1,(h)@;,3 (4.24)
M, 0 0 Ags |41 (h)w,3+L, (h)(@,3+¢3,,)

bi¢iminde olmaktadir. Ayrica plak stabilite denklemlerini gosteren

2.0 2.0 2.0 2.0
aTll_hpallz1+6T13_hq61121:O ’ 6N12_hp6vx; +6N23—hqa“; ~0 |
0%, oxj O3 28 0%, OX} X3 Ox3
aT”—hp 52u2+6T33_hq azug:o

o, ox;  0xg ox3
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oM,
AL R ) ") e
2%, ( 1 ) 2( ) j
oM, ( a3w J

3 gl —21,(n +1,(h 0
6X3 ( )aXIaX 2( )6x§3

3

My ( 2L, ()2 - j Ny +
i wiox, (3.46)
oM [_71 (h)i_ 1, (h) a2(93] -0 .

esttlikleri de kullanilacaktir.

Ozel Durumlar:

A)u)=u)=0 ve ¢,=0;=0 olmasi durumu (Kirchhoff-Love ):

Burkulmaya zorlanmig olan plakta kritik yiike ulagilincaya kadar x, ve x,
dogrultularinda higbir yerdegistirme yapmamaktadir (ul=ul=0) ve plakta kayma
sekildegistirmelerinin etkisi goz ontine alinmamaktadir (¢, = ©; =0). Yani Kirchhoff-

Love plak teorisi gegerlidir. Bu durumda (3.45)-(3.46) plak stabilite denklemleri

2 2
My Oy g N Ny Fw (P Oy Bl 0
0x;  Oxj 0%, 5X3 Ox; 0X3 0x, Oxs
3 3 3
My My N, =21 (h{ A Wz]
o, ox, oxd " ox o2

M,; |, My,

Fw o wj

23 1( )(p aX%aX; q axg
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bicimine gelir. (4.26) ifadelerinden birincisi x,’e ikincisi de x;’e gore tirevi alinip

(4.25)’in ikinci ifadesi de gdz Oniine alinirsa

M, iy *M, N 0°My; " &Fw L o'w _

o otk ok Lok ok
o2 2 ) 2, o )]
TP ") Waxd  acdoxd

elde edilir. (4.24) ifadelerinin ilgili degerleri (4.27)’de yerlerine konursa

o*w o*w o*w
A, —+Q2A,; +4A)——— —=
11 aXf ( 13 55) ax%axg 33 aX;
(4.28)
12 8*w 12 &Pw o o
—p_?—_z—' T 2 1| P ko+q oAW
h* Ox; h® x5 oxy 0x3
elde edilir. Burada
p= 1 O (4.29)
Oxj  0x3

bigimindedir. (4.25)-(4.29) ifadeleri hem egrisel yapiya sahip (g #0) hem de yapisinda
egrisellik olmayan (& = 0) ortotrop plaklar igin gegerlidir.

Belirtelim ki (4.28) esitliginin son teriminin katkisi thmal edilebilecek derecede kiigiik

olarak aliir ve izotrop halde, A veu Lamé sabitleri cinsinden, A, =A;; =A+2u,

2A;; +4A =2(A+2u), Ay =p ve Aj; = oldugu hatirlanirsa (4.28) esitligi
13 55 13

AAW:—i[p

O*w 82wj
D

_l_.
P
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bi¢imine gelir ki bu da Timoshenko and Woinowski-Krieger (1959) ve Timoshenko and
Gere (1961) kitabindaki ile aynidir. Burada D=A, 1h2 /12 plak rjitligidir. Plak-kirigte

ise (4.30) esitligi x, /1, = X boyutsuzlastirma islemi yapilirsa

4— 2 42—
d \:/+ 12pl; d v:r ~0 @31)
dx*  A,h? dx°

bigiminde olur ki bu X =0 ve X = 1’de sinir kosullar verilen basit mesnetli kirigin

2 2
n°A;h
=— 4.32

degeri bigiminde elde edilir. Bu ise klasik Euler burkulma yiikiinii vermektedir.

B) Plak-kiriste ug =0 ve ;=0 olmasi durumu (Klasik Durum ):

Klasik durumda plak-kiris igin (3.45)-(3.46) stabilite denklemleri

dT;, d*u; dN,, d’w
-h =0 , —4—-hp—=0 , 4.33
dx, P dx} dx, P dx; (*33)
3 2
M, _ p[—ZIl(h)——d v: +1,(h) d q:‘) ~N;, =0 (4.34)
dx, dxy dxy

haline gelir. Plak-kiriste kritik yiike ulagilincaya kadar x; dogrultusunda yerdegistirmenin

olmadigi (u?=0 ), ancak kayma gekildegistirmesinin etkisinin g6z Oniine alndig
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(@, #0) durumunda (4.33) esitligindeki ilk ifade diser. Bu durumda (4.34) ifadesinin

x, ’e gore tiirevi alinip (4.33)’tin ikinci ifadesi burada yerine konursa

d*M,,
dx}

2
J phd ¥ o (4.35)

—p| - h
( 21 (h) W L) e

XI xl

elde edilir. Ortotrop (g = 0) bir plak-kiris igin (3.21)-(3.22) ifadelerinden ilgili terimler
(4.33)’n ikinci ifadesi ve (4.35) igin kullanilirsa

do, d*w
AL (hy—=hp—-¢-, 436
6611 ( )dxl p dxf ( )
3
(A —p)( 21 (h) +Iz(h) ] Agely (h) =0 (4.37)
xl xl X1

elde edilir. (4.36) esitligi (4.37)’de yerine konursa

4 2
hp Iz(h))d w o dw_ (438)

P
A, (1-——) -2I,(h)+
ll( Au)( 1( ) A66 Il(h) dx? p de
bigiminde bir ifadeye ulagihr. p/A,, <<1 oldugu géz oniine almir ve x,/l;, =X

boyutsuzlagtirma iglemi yapilirsa

d4W+ pl? d*w
5t " A A |60
12 10A

=0 (4.39)

diferansiyel denklemi elde edilir. Buradan kayma sekildegistirmesinin g6z énj

ortotrop bir plak-kirigin boyutsuz kritik burkulma yiika
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Pir _ n’h? A7) /A3, 4 40
A, 7°h?A° (4.40)
= 121%{1+0.1 5 0”}

14266

bigiminde bulunur. (4.40) ifadesi incelendiginde ve (4.32) ile karsilagtinldiginda

202, 0
h"A o

n_20_1_1<<1 olmayabilir
1866

goriluyor ki plak-kirigin h/l; <<1 oldugunda her zaman 0.1

ve bu durumlarda klasik sonuglarin gergek sonuglardan daha uzak oldugu

gozitkkmektedir.

Ele alinan bu basit 6rmek anizotrop ( kompozit ) malzemelerden yapilmig plaklarin
incelenmesinde gelistirilmis plak teorilerinin uygulanmasinin ne kadar 6nem tagidigim

acikca gostermektedir.

Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden yapilmis bir plak-kirigin ele alinacak
burkulma problemi i¢in ise (4.33) ve (4.34)’de (3.21) ve (3.22) ifadeleri goz Oniine

alinirsa
d2® dA duoj ( do, dA d2u?
h A L 280 T h)| A b+ 16 g |~ ph——L = 4.41
( 11 dxf dx, dx, (b)) Ay dx, | dx, ¢|—P dx,z ( )
d2u® dA duoj ( do, dA d*w
hl A Ly 16 271 4 ] (h)| Ay —L+—%8 ¢, | -ph—=0 4.42
[ ' ax T dx, dx ()] Ass o dx, TP e (442)

)+

d*w d du?
(—211(h) L H%J ~hAj =0
1 1 1

d* d?
(A, - p)(—zll(h) hul A
dx;

+1,(h)
dx;

LdA,

1
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denklemleri ve (3.48)-(3.49)’dan

T;=0, M;,;=0 x; = 0,1, (4.44)

sinir kogullar elde edilir.




BOLUM V.

EGRISEL YAPIYA SAHIP KOMPOZIT MALZEMEDEN YAPILMIS PLAK-
KIiRISLERIN DOGAL TITRESIM ve STABILITE PROBLEMLERININ
INCELENMESINDE KULLANILAN YONTEMLER

V. 1. GALERKIN YONTEMI

Bu yontemin tezde yapilan aragtirmalara uygulanmasint egrisel yapiya sahip kompozit
malzemeden yapimig plak-kirislerin dogal titresimlerinin, yerdegistirme genliklerinin
sagladign (4.3) denklemlerini (4.4) smr kosullan gergevesinde verilen oOzdeger

probleminin incelenmesi 6rneginde agiklayalim.

Goriildigi gibi (4.3) denklemleri degisken katsayili diferansiyel denklemlerdirler. Bu
yiizden ele alman problemlerin matematiksel agidan incelenmesi ¢ok zorlagir ve bu
problemlerin kesin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi imkansizlagir. Bilindigi tizere bu
veya buna benzer durumlarda yaklasik analitik ¢oziimler elde edilmesine gahgilir. Bunun
icin varyasyonel yontemler ve daha bagka bir yontem olarak Galerkin Yontemi
kullanilabilir. Adi1 gegen bu yontemlerin uygulanabilmesi i¢in aranan fonksiyonlann belli
bir sinif tam fonksiyonlarla ifade edilebilmesi ve bu tam fonksiyonlar siifini olugturan
herbir fonksiyonun aranan fonksiyonlarin sagladigt siir kosullarimi otomatik olarak
saglamasi gerekmektedir. Dolayisiyla, bakilan problemlerin ve (4.3)-(4.4) probleminin

incelenmesinde Galerkin Yonteminin uygulanmast X, , X, ve X, fonksiyonlarinin

oyle tam fonksiyonlarla ifade edilmesini gerektirir ki bu tam fonksiyonlar (4.4) kosullarini

otomatik olarak saglasinlar.

Adi gecen tam fonksiyonlarin belirlenebilmesi i¢in diferansiyel denklemler konusundan

bilindigi tizere asagidaki gibi bir uygulama yapilir:
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(4.3) denklemlerinin degisken katsayilari (sabit katsayrtbir fonksiyon) gibi
gosterilebildigini varsayalim. (4.3)-(4.4) denklemlerini ad1 gegen sabit katsayilarla,
yani katsayilara eklenen fonksiyonlari g6z 6niine almadan, yazalim. Sonugta, sabit
katsayili denklem ve sabit katsayilarla verilen siir kosullar elde edilir. Elde edilen
bu sabit katsayili denklemin ve buna karsi gelen 6zdeger probleminin sayilabilir
sayida ozdeger ve Ozfonksiyonun ifadesi analitik gekilde yazilir. Bundan sonra

(4.3)-(4.4) probleminin ¢dziiminde aranan X, , X, ve X, fonksiyonlart

yukaridaki sabit katsayili, 6zfonksiyonlarin serisi seklinde aramir. (4.4) smir
kosullarinda katsayilarin degigken veya sabit olmast bu kosullarin saglanmasina bir

engel yaratmadifi hallerde bu kosullar X,,, X, ve X, i¢in yukanda adi gegen

ozfonksiyonlarla yazilmis seri ifadeleri igin de ayni hassasiyet saglanacaktir.

Soylenenleri (4.3)-(4.4) omneginde yazarsak ve efer A=A}, A=Al ve
Ag =A% kabul edilise, X, =cos(nmx,/l,), X, =sin(amx,/l}) ve
Xgn =cos(nmx, /1;)  Ozfonksiyonlart elde edilir. Bu 6z fonksiyonlar (4.4) smir

kosullanmi (A,s =0 olduSundan) otomatik olarak saglarlar. Boylece (4.3)-(4.4)

probleminin incelenmesi i¢in X,,, X, ve X, fonksiyonlarinin

Xy = i B,X,, = iBn cos mlcxl » X = i CnX(,f,,n =Y C,sin ml'cxl
n=1 n=1 1 n=1 n=1 1
X,, = iDnX?Pln = iDn cos mltxl (5.1)
n=1 n=1 1

secilmesini gerektirirler.
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kosullar1 otomatik olarak saglanmaktadir. (4.4)’un ikinci denklemi ise bu fonksiyonlarla
her zaman saglanmadigi agtkga gorilmektedir. Ancak oyle 6zel bir durum var ki bu

durumda bu smur kosulu da otomatik olarak saglanabilir. Bu durum A (x,)

fonksiyonunun
A (0)=A(,)=0 (5.2)

olmasidir. Bu ise malzeme yapisindaki egriselliin formunun verilmesine baglhdir.
Boylece, Galerkin Yonteminin ele alnan (4.3)-(4.4) problemine kesin bir gekilde
uygulanabilmesi i¢in yapilan aragtirmalarda oyle egrisellik formlan ele alinmalidir ki (5.2)
kosulu saglansin. Bu kosul saglanmadifinda (4.4)’an  ikinci  denklemi

Xy, X, ve X, ’nin secilen ifadeleri ile ancak yaklagik saglanabilir. Simdilik (5.2)

kosulunun saglandigimi kabul edelim ve (4.3) ile verilen problemin ¢oziimini (5.1)

seklinde arayalim.

(5.1) ifadesini (4.3)’te yerine koyup, sin(nmx,/1,) ve cos(nmx,/l;) fonksiyonlarnin da
ortogonalliini g6z oniine alip (4.3) denklemlerinde (5.1) ifadelerindeki bilinmeyen B,

C,, D_ sabitleri i¢in homojen, lineer, cebrik denklemler sistemi elde edilir. Bu

denklemlerin sifirdan farkli ¢oziimiinin olabilmesi i¢in ise bunlarin bagdeterminanti sifira
esit olmalidir. Bu determinantin sifira esitlenmesinden elde edilen denkleme frekans
denklemi denir. Frekans denkleminin ¢ozimlerini bilgisayar yardimiyla elde edip, ele

alinan plak-kirigin dogal titresim frekanslar belirlenir.

Simdi soylenenleri sirastyla yazalim. Ilk 6nce (5.1)’i (4.3)’te yerine koyarsak

- 2
> B,h —A“(xl)[ﬂj cos ML _ A0 () (n_n] sin L 1 oy % cos e
n=I I L dx, L L

2.D.I(h) _AIG(XI)('IE] sin %1 dAe(x,) cos %1 _ g
n=1 ll ]l Xm 11
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° 2
> B,h —Als(xl)(ﬂc—] cos XL _ dAlG(xl)(Ej sin L | 4
) L L )"

n=1 dx,

Z CnI:ph(D 2 Sin n7ltxl :|+Z DnIl(h)|:_A66(X1)(rll—nj Sin nTCXI + dA66(X1) cos nTCXI } _ O
n=1

n=1 1 1 1, dx; L

) Bnh{Als(Xl)(Plﬁj sin mltxl J +
n=1 1

1
- 3 2

> C,2I,(h) All(xl)(ﬂj cos X1 +dA”(X1)(ﬂj sin%—pa)z[n—nJ cos XL |y
= 1, 1, dx, 1, I 1 |

1 1
2

- A

ZDnlz(h) _Au(xl)[ﬂj cos nmX, _ A, (xy) (Pﬂj sin%—

n=1 L L dx, L 3

I,(h) nmx nmx
- I:(h) A66(x1')cosT1+pco 2 cos N 1} =0
(5.3)
elde edilir. (5.3) denklemlerinde
2(2
62 :pmoll ) X:ﬁ (54)
Az L

boyutsuzlagtirmalan yapilirsa, bu denklemler

dA (%)

i B, %{—A{l(x)(nn)z COSNTX — N7t
n=1 1 X

sinnmx + o 2 cos nnx} +

> D,l} L(Ej [—nnA{s(x)sin nmx + Mlcos mtx} =0
o 24\1, dx
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>'B, —1—1-(12)[ ~(nm)” A (x) cos nmx — np —12 (li;(x) sin nnx} +
n=1 1 1
3
h 1[h . ‘
ZC (l—j[m smnnx] +ZD 12— ” (llj [—nnAgs(x)sm nmx +LA(6£((L)COSHTD(J =0

Z B, Il-(lﬁj[nnAg(x) sin mtx] +
n=1

5 E ( ) (e’ A (X)cosnnx+(n“)zmsinnnx— nme > cosnmx | +
n=1 1 1’) 1 Xl

-] 5 ,
2.Duli (h] —(nm)* A}y (x)cosnmx — n“msin _

n=1 240\ 1 o

)
h r_
—IO(TJ ts(X)cosnmx + @~ cos mtx} =0
1

(5.5)
haline gelir. Burada,
X A (x A
AL 00 =202, AL = 21, Ay =2s 5 g
22 22 22

isaretlemeleri kabul edilmigtir. (5.5)’in birinci ifadesini  cosmmx, ikinci ifadesini
sinmnx ve Uglncl ifadesini cosmmx ile garpip 0’dan 1’e kadar x’e gore entegre

edilirse, burada B, C,, D, ’ler i¢in asagidaki denklemler, yani,
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Z Z B,. { —(nn) I(A 11(X) cos n7x cos m7x )dx — nn'f (% sin n7x cos mmx)dx +

m=1n=1 0 0

1
+02 I COS NTX COS mnxde +
0

2 1 1 '
Z Z wl? 5 [Ej {—nﬂ: _([ (A {s(x)sin nmx cos mmx)dx + J. (gé—éi-(i)cos n7X cos mnx)J =0

m=1n=1 1 0

F 1 1 ,
Z Z Bnm (mt)2 I(A{G (x) cos nmx sin m7x )dx — mtj.( dA(lis () sinnmxsin mnx)dx} +
m=1n=1 1 L 0 0 X
F 1
Z Z Cnm ® 2J'sin nmx sin mxxdx} +
m=1n=1 1 L 0

()| ! L dA” (%)
313Dl o ” (lj {—nn { (A s (x) sinnmx sin mrme)dx + { (—% cosnx sinmnx)de =0

m=1n=1

m=1n=1

Z Z B,. [nnj (Als(x)sinnmx cos mnx)de +

2
lel nml 17(?} [(nn) I(All(x)cosnnxcosmnx)dx+
m=1ln= 0

' 1
(nm)? I(% sin n7x cos max)dx — N > J' (cosnmx cos mrcx)de +
] X 0

24011, .

m=1n=1

o o 4 1
ZZDnmlf L[EJ [—(nn)ZJ(Ail(x) COSNITTX cos m7x )dx —

-2

AL (%) hj I(Ags(x)cosnnxcosmfcx)dx+

-nx _" (————=sinnnx cos mmx)dx — 10(
s dx; 1,
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elde edilir. Burada

dA 11()

Lipm = f (A{;(x)cosnmx cos mmx)dx Lm= J.( sin n7x cos mmx)dx

dAlé( )

1
Ly, = I (A6 (x) sin nmx cos mmx)dx I = I (—*—=cos n7x cos m7x)
0

1

1
dA . (x
Lo = [ (215

Liym = J. (A16(x) cosnmx sin mmx )dx sin n7x sin mnx)dx
0
Lm = I (Afe(x) sin nmx sin mmx )dx IR — J' (% €OS N7X sin m7x )dx
X
0 0
Iopm = J- (Age(x) cos nmtx cos mmx )dx (5.8)

bigiminde isaretlemeler kabul edilirse (5.7) denklemleri

ZZBm [( )Ilm— Ian+ 8 ) }ZZD 1 1( j[ 173 + Ly | = 0

m=1n=] m=1n=1

e e L el
Z Z D} o ( hJ2[~nnI7nm +Igpm| =0

m=In=1
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2
0 oo -] €0 h
nnly |+ Cim nn) I, +(an)°L,,,, —nw— 6 +
mzlzl [3],nzlnz_1 112(1)[()1 (nm)’Ly 2 }
4 -2
ZZ:Dmm 1 (2) —(nm)*1,,, —nnl,, - IO(EJ Iopm +—1~8nm62 =0
m=In=1 240 l 11 2
(5.9)
haline gelir. (5.9)’da 6,,, Kronecker Deltas1 olup;
1 =
O m ={ o (5.10)
0 n#m
bigimindedir.

Yukanida bahsedildigi gibi (5.9) homojen, lineer, cebrik denklemler sisteminin sifirdan
farkli ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢in bu sistemin basdeterminantinin sifira esit olmasi gerekir.
Agikca goruldiigi gibi (5.9) sistemi sonsuz sayida denklem igermektedir. Bu nedenle bu
denklemin bagdeterminantinin mertebesi de sonsuzdur. Bu tir denklemlerle fizik,
matematik ve mekanikte sik sik karsiagilir. Bu denklemlenn incelenmesinde ‘Kesme
Yontemi® denilen bir yontemden faydalanihir. Bu yonteme gore sonsuz sayidaki denklem
uygun sonlu sayidaki denklemle yer degistirip, bu sonlu sayidaki denklem veya sonlu
sayidaki denklemin bagdeterminantinin sifira egitlenmesinden elde edilen denklem
incelenir. Daha sonra sonlu sayidaki denklemlerin sayisi artinlarak elde edilen yeni
sonuglar daha once elde edilenlerle kargilagtirilir. Kargilagtirmada elde edilen sayisal
sonuglarin yeteri kadar birbirine yakin oldugu kanaatine gelindiginde bu islem

durdurulur. Boylece elde edilen sonuglar inceleme sonuglan olarak kabul edilir.

Soylenenler (5.9) denklemler sistemine uygulanirsa agagidakileri soylenebilir:
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© 5 5
Farzedelim ki bu denklemlerdeki » > , > > ile degistirilirse, boylece (5.9 )

m=In=1 m=] n=1

denklemler sisteminden 15 denklem alnir. Ik énce bu 15 denklemin bagdeterminant
sifira esitlenip @> degerleri bulunur. Daha sonra n ve m degerlerini (5.9)’da 1°den 5’e
kadar degil de 1’den 10’a kadar degistirip aym islem yapilarak ®? deperleri aranir. Daha
sonra bu iki @~ degerleri karsilagtinlir. Eger bu degerler birbirlerine yeteri kadar yakinsa,

yani bunlar arasindaki fark 107 —10° mertebesinde ise, aranan &6z degerlerin

(frekanslarin) aranma iglemleri ele alinan durumda bitmis kabul edilebilir.

Eger bu kargilastirmada elde edilen ©@> degerleri birbirlerinden ¢ok farkh iseler, (5.9)
denklemlerinde m ve n’nin degisim araligii biyiterek yeterli derecede sayisal
yakinsaklik elde edilene kadar bu islemlere devam ettirilir. Boylece, Galerkin Yontemi ve

bu yontemin tezde ele alinan problemlere uygulanmasi agiklanmis olmaktadir.

Galerkin Yonteminin ii¢ boyutlu plaklara ve plak-kiriglerin stabilitesi problemlerine
uygulanmasi, plak-kirigler i¢in yukarida agiklandig: bigime benzer sekilde yapilacagindan,

burada ele alinmasina gerek gorilmemistir.

Ele alinan problemlere Galerkin Yénteminin uygulanmasindaki bir konuyu da not edelim
ki, bu yontemin pratik agidan uygulanabilmesi (5.8Y'deki A,;(x),As(x) ve Ag(x)
fonksiyonlarinin ifadelerine dahil olan € parametresinin ¢ok da kiigitk degerler almasini
gerektirmez. Ancak ele alinan problemlere pertirbasyon yonteminin uygulanmasi ve
bunun pratik agidan gecerli olmasi yukarida adi gegen & parametresinin degerce ¢ok
kiigiik olmasim gerektirebilir. Soylenenlerden dolayr tez kapsaminda ele alinan

arastirmalarin Galerkin Yontemi ile yapilmasi daha uygun gorilmektedir.

Yukanda soylenenleri daha iyi bir gsekilde gormek igin (4.3)-(4.4) problemine

pertiirbasyon yonteminin uygulanmasmn asagida ele alalim.
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V. 2. PERTURBASYON YONTEMI

Bilindigi izere bu yontem ¢ok sayida lineer ve nonlineer problemlerin incelenmesinde
kullanilmig ve bu yontem hakkinda yeterince bilimsel arastirma yapilmig ve yapilmaktadir.
Ornegin, bu yontemin gelistirilmesi ve uygulanmasi genis bir bigimde Nayfeh (1973) de
verilmistir. Simdi bu yontemin(4.3)-(4.4) problemlerine uygulanmasi igin (2.24)-(2.26)
ifadeler1 ile belirlenen Aj(x;) fonksiyonlarindan (4.3)’deki A (x,),A4(x;) ve
A (x,) fonksiyonlarini € ’nun serisi seklinde (2.32) formunda yazarak bu denklemleri

(2.33) sekline sokmak gerekir. (2.24) ifadelerini (2.32) serisi seklinde yazabilmek igin ise

(2.25)’deki si teriminin €
X

X

<1 kogulunu saglamasi gerekmektedir. Soylenenleri

(4.3)-(4.4) problemine uygulamak i¢in ilk 6nce A (X,),A4(x;) ve A (x;)’1 kigik

€ parametresinin (2.24)-(2.26) dan elde edilen (2.32) serisinin ifadesi
Ap(x) =AY +e%(a(0) Agy +. As(%) = ea(x)A 5, +£3(a()) Ay +...

Ags(x) = A% +£2(a(x))" Ager +... (5.11)

seklinde yazilir. Daha sonra pertiirbasyon yonteminin uygulama teknigine ve ele alinan

problemin mekaniksel ozelliklerine gore (4.3) denklemlerindeki X, X,, X, ve

A=pa’l; / A, ifadelerini kiigiik € parametresinin serisi seklinde, yani
2 _ 2
X, =¢eu; +€7u,+... Xy =Wy +ew, +e"Wy+...

X, = @o+EP +E2P,+... A=Ay +EN, T A, ... (5.12)

seklinde arayalim. Bu ifadeleri (4.3)-(4.4) denklemlerinde yerine yazip#t ’pq}l i;ﬁl,\
o8 - e 3

L

mertebelerine gore gruplandirma yaparsak asagidakiler elde ederiz: [/ n A ES >
HE %
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(4.3) denkleminin €° mertebesinin katsayilarindan

L, (y2A2 990 _ 1w,
dx,

3
I, (h)1} A"’d Qo _1,(h)1?A20, 21 (h)lZA'Od Yo — 21, (h)A, d
dx; dx1 d

(4.4) sinur kosullarinin £’ mertebesinin katsayilanndan

‘:0 L, (h)Ae0, (5.13)

1

d
LAY =0, Wal, ;. =0 (5.14)
Xy x,=0,1,
elde edilir.
(4.3) denkleminden &' mertebesinin katsayilarindan
h2AL S84 1 ()12 AL -3 (a0x,)00) = ~Bhou;,
dx? dx,
25, 90
(W] AL —L = —h(Aow, +A,w,)
dx,
3
+1,(h)I2A10 ==L d’¢, L (AL, - 21, (W)IPAL° d "Zl =
dx; X3
. ) (5.15)
w w
=21 (h)(xo q L+, _‘_0] _Iz(h)(xo(Pl + 7b1(90)
X1 X1
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(4.4) sinir kosullariin €' mertebesinin katsayilarindan

LmA% % —o
X1 x,=0,],
du
hAO xl +I (h)Alsla(Xl)(po = 0, Wl X1=0,1| = O (5.16)
1 x,=0,],
yazilabilir.

(4.3) denkleminden & mertebesinin katsayilarindan

42 d
hiA1° d“j +1,(h)2AL, — e —(a(x,)0;) = ~h(Aqu, +Au,)
1 l

d > 4 , d
bl Al (a(xl) “lj L)AL < —((00)) 00 ) + Lt AL 22

] Xq
= ~—h(7»0w2 + AW, + kzwo)

d? d d
~hl} A;61a(xl) +Iz(h)l A d(Pz + L (WAL, — dx ((a(xl))2 _(P_oj_
1

X3 dx,

1

pdw
L (A0, + (a(xo)ermcpo) 21 <h)12[ A - ((a<x1)) ™ H

dw7 dw dw
=2I (h)( i +7‘v1d—1+ q OJ I (h)( 0P2 +)‘1(P1+7“2(P0)

1 X1 X)

(5.17)
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(4.4) sinir kosullannin €2 mertebesinin katsayilarindan ise

=0

k4

do 2 do
I, (h)[A?l &11 + Alll(a(xl)) E{li)

x,=0,1,

=0, Wal, oy =0 (5.18)

[h(A?I %‘;—zj + Il(h)A16la(X1)(p1:}

1

x,=0,1;
yazilabilirler. Burada A = A /A3, bigimindedir.

(5.13)-(5.14) ifadeleri € =0 durumuna yani plak-kiriy malzemesi yapisinda higbir
egriselligin olmadifi, tiim tabakalarin plak-kirigin orta yiizeyine paralel oldugu ideal

durumda plak-kirigin enine titresimlerine kars1 gelmektedir. ¢, ve w, fonksiyonlarin

nmx . DT
Qgn(X1) = 2, cOS " > Won(X1) = by, sin 1 : (5.19)
1 1

seklinde segersek (5.14) smir kosullari otomatik olarak saglanmig olur. wy, ’lerin

ortonormal oldugu kabul edilirse (5.19)’dan

nmx,
L

Won = V2 sin

(5.20)

olarak alinir ve (5.13)’0in birinci ifadesinden

d(p()n — h
dx,  L(hEAL

AoWo,
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gekilip ayni esitlikteki ikinci denklemde yerine konur ve x=x,/l;, boyutsuzlagtirmasi

yapilirsa,
d*w, (1,2 1 jdzwo 12 12 2
B | ==+ - Won (Ao + =537 Wonho = 0 (5:22)
dx* { Ay AL/ & (h/ll)2 1 ’ Al A% ’
elde edilir. (5.20) ifadesi (5.22)’de yerine konursa,
12 1 ) 12 12 .,
(nm)* + —( - +—’](n7c) - A+—7%,=0 (5.23)
Ay Ap (h/ll)zAi1 PUALAL T

seklinde ikinci dereceden bir denklem elde edilir ki (5.23)’den her bir n.inci moda kargi

gelen A, frekans: elde edilir.

12 1 ) ; 12
{2 Dy -2 |ia
o {(Ass Aq (h/ll)"A{J (5.24)
o 2(nm)* .

Burada,

2
9 4
Ao _( 1.,~ . 1, ] ()’ — 122 _4.8'(n7t’)
Ag Al (h/1,)" Ay AL AG

bi¢imindedir. (5.24)’den elde edilen A, koklerinden kiigiik olan1 kullanilir.
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gelmektedirler. Bilindigi tzere (5.15)-(5.16) tipinde olan 6zdeger probleminin

Ozfonksiyonlar1 (5.19) da g6z Oniine alinarak

d knx > . kmx
Oun(x1) = by o=, Wiy (x) = Yoy sin—= (5.25)

n=1 1 n=1 1

seklinde segilebilir. (5.25) Ozfonksiyonlart (5.16) smir kosullarimin birincisi  ve
uglncusini otomatik olarak saglarken, ikinci sir kosulu, ancak egrisellifin formunu
ifade eden a(x,;) fonksiyonunun a(0) = a(l;) = 0 kosulunu saglamas: durumunda u,(x,)

fonksiyonunun da,

U (%) = 3 d y cos k’lrxl (5.26)
k=1 1

bigiminde segildiginde otomatik olarak saglanmaktadir. Boylece (5.21) ifadesi, (5.15)’in
birinci denklemine konur ve (5.20) ile birlikte x =x,/1, boyutsuzlagtirmas: géz &niine

alinursa,

2 ) '
Eﬂ‘_ + _\/;A_l@_}\' i(a(x) coS nT[x) = _}\‘Onuln (527)

0
Aj
11 0
dx>  nm AL T dx

elde edilir. Bundan bagka x = x, /1, boyutsuzlagtirmasi (5.26)’te goz oniine alnirsa,
u,(x)= Zdnk cos kmx (5.28)
k=1

seklinde yazilirsa (5.27)dan
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‘/— 2 Mar A i(a(x) cosn7x) (5.29)

> d (A7 (km)” + g, ) coskmx = o A g

k=1

denklemi elde edilir. (5.29) denkleminden d ; terimleri

V2 1(
d, = 161 a(x) cos nx cosknx)d 5.30
" nn(ARKT)? < hoy) Alg I ( ) 30

bi¢iminde bulunurlar. (5.15)’in ikinci denkleminden

do, h
B —_ MogWip + My Wog 531
Xm Il(h)lfAé6( On "' In 1 0 ) ( )

elde edilir. Bundan sonra (5.31) ile (5.15)’in igiincii denklemine gidilir ve x = x, /1,

boyutsuzlagtirmasi yapilirsa,

d*w, 12 1 Vd*wy, 12 12 o
4n + , + 0 2 2 Win }"On + ' As Wln?"On =
dx A AL/ dx* (n1)*Al AnAG

12 1 )d*w,, 12 24
= _kln ' + ' 7 2 Won +——W0n>“0n
Ag An/ dx (h/1,)"Af,

(5.32)

elde edilir. (5.25) ifadesini A, ’in her n degerindeki ifadesine uygun olarak yazilirsa,

x = X, /1, boyutsuzlagtirmasi (5.25)’de yerine konursa, yani,

@ = Dby cosknx, Wi, = D Cp Sinkx (5.33)
k=1 k=1

seklinde yazilirsa ve bu ifadeler (5.32)’de g6z 6niine alinirsa, o zaman (5,
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= 12 1 2 12 12
— Aon ( + ) km)” + — }+ A oo sinkmx =
gl[( gl 0{% Ah( ) (/1) AL, | AgAy, " ™

:klnsinmcx[(¥+ 1, J(nn)2+ 122 — - ,2'4, }\'Onjl (5.34)
Ag  An (h/1))"Aq, 66711

n=123,...

denklemler1 gikarilir.

(5.34)’tn her 1ki tarafi sinknx ile ¢arptlip 0°’dan 1’e kadar entegre edilirse n # k igin

(1'2+ lj(nn)2+ 12 24 }
Af Al (W1)°A AlAl

=A
Suk = A 12 1 ; 12 (5.35)
(kn) — Ayl | o+ (kn) + -
Ag AL (b/1))" A}, AssA

elde edilir. Burada &, (5.10)’da belirtilen Kronecker sembolidir. Bundan dolayt n # k
icin ¢, =0 olur. n=k i¢in, (5.23)’e gore (5.34)’un sol tarafi 6zdeg olarak sifira esit

oldugundan,

Ay, =0 (5.36)

n

elde edilir. Boylece

Wi = D Gy sinkmx (5.37)
P

oldugu ispatlanmis olur. $imdi w,_ = wg, +€ew,, ’in ortonormal olmasi kosu
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1
I(WOn + Wy, J(Wey +EWy X =8, (5.38)
0

kosulundan ¢, = 0 oldugu kolayca bulunur. Béylece,
Wi, =0, ¢, =0, Ay,=0 (5.39)

oldugu sonucuna varilir.

Simdi yukanda elde edilen sonuglart gz 6niine alarak (5.17) denklemlerinden A, ’lerin
bulunmasina bakalim. Herseyden oOnce belirtmek gerekir ki, (5.17) denklemlerinden
birincisi  u, ’lere ait olduundan burada ilgilenilmeyecek, sadece (5.17)’nin son iki
denklemi ele alinacaktir. Bu son iki denklem A, ’lerin belirlenmesi igin yeterlidir. Eger
(5.12) ifadelerinin sonuncusu olan A ’nin €’a gore serisindeki A5, A,, ... terimleri bizi
ilgilendirmis olsaydi o zaman (5.17)’nin birinci denklemini de incelemek zorunda

kalirdik.

Boylece (5.17)’nin son iki denklemi yukaridaki sonuglar1 da géz 6niine alinarak yeniden

yazilirsa,
24y d du , d ’ do:
i A d—(am)—‘] LB AL —((a0x)) 00 )+ LD A2
X, dx, dx, dx,
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: 0 d2 d
—hl Alsla(xl)”"‘+12(h)12A : d;Pz +Iz(h)l A111 (( (x 1))2 (Do]

dx, 1

2
T Az, +(a0)) g0 2L, [A;u i ((a( Vi ;’ZH—

1

dw dw
=2] (h)[ dx: +2, Klo] -1, (h)(xo% + 7”2(')0)

(5.40)

elde edilir. (5.40) denklemlerinden birincisinden,

do, ___ 1 {hlfA’ i(a(xl)%j +h(hgW, +Aywo)
1 X

dx,  L(h)2AL 161 dx I
24, d 2
+Il(h)11A661d—((a(Xl)) (Po)}
X

(5.41)

bulunur. (5.41) esitligi (5.40)’'in ikinci denkleminde yerine konur ve x=x,/l,

boyutsuzlagtirmast yapilirsa,

4 ) 2
dvﬁ”(l.o Ojdwz 1~2 o W2 ho + i_'zoxzowzz
dx Aés Ail dX (h/ll) Ail AéGA;I

{12A;61 ( x )dx) h’LALg _(( ) (Po):lxo

ALAYL dx 20AL0A10 dx

2 42 2 2 2
{_ 1_0dv§0+ 1.2 - 10de0+ hllod%}_
AL dx*  (h/1,)*A A dx®  20A1% dx

C12Af, d° ( j WAL, d ( 2 )
- a(x +
AL dx’ (x )dx 20A2 dx? (209) s
dzwoj
dx?

h?L,AL,, d> ( 2 do ) Al d? [ 2
L L U1 = (a(x 0| _ alx
20A!° dx* (29) dx /  A1% dx? (=09)
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elde edilir. (5.42)’de A, A,, Wy, W, ve @, terimleri, sirastyla, Mon> Moy Wons Wap

ve @, ile yer degistirilirse ve w,, ’ler,

Wy, = D £y sinkmx (5.43)
k=1

seklinde aranirsa, o zaman (5.42)’den

12 12
£ | (km)* —( ]( kn)? —'}xﬁ A2 |sinkmx =
Z“‘{ {A;‘é AjS L)AL [ ARAS

2 2
(2 2 2, e
A66 All (h/ll) All A66A11

~Aon [ '\/O_A}f‘ ( (x )dulj —“4/%26‘,0 —(( (x)) cosmtx)+
ALALS dx (nm)AgeA], dx

2 ! 3 2 1 F
2446 5 d3((a(x))" cosmcx)+ ?OA s 4 ((a(x)) smnrcx) Sin nax —
(nn)(Agg) dx A66A11 d
124244 d

> ( (x) j sin nmx + 2(0n)” Ajy, d ((a(x)) sin nnx) sin nx
AR dx’ AS dx?

(5.44)

elde edilir. (5.44)’tn her iki tarafi sinknx ile garpilip 0°dan 1’e kadar entegre edilirse
n#k i¢in

£, - Gy (x) (5.45)
12 1 12 12
kn“—(’ + ]kn2+—kn e L
() { ag A Tawnyag ot agag
oo
S *1.¢
bulunur. Burada, {f » 5‘ X
;'? *)
<'

H",Q~ +
\\.gww
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12 sz
0= [(@W)(““ﬁm ATAT ]f""“"’“‘
of| 2B 0

0
104 40
AgGAll dx

24A! d 2
7) +2, W ((a(x)) cos mrx) +

24A! d?

+ 661
—_ 06 *

(nn)(Aég) dx? ((a(x)) cosmtx) A?IX,IS d* ((a(x)) sin nnx) $10 n7x sin kaxdy —

_12240 1 ( du,
A’(J 5 dx3

L 2am)? AL

A0 f e ((a(x)) sin mtx) sin nmx sin kmxdx (5.46)
1

isaretlemesi kullanilmigtyr. Aoy’

ler (5 -24) ifadelerine 8ore, n=k jcin (5.44)’in so1 tarafi
0zdes olarak sifir oldugundan

_ ()
T
5

(5.47)
12 12 1242
w0 T [(m)? ¢ A0 oA

Al A[l (h/1,)? Al A66A1'1

Ay

/C)

elde edilir. Burada G,(x),
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24AL  d

dul)
a(x)— | +A
( 00 ) o (nm)AGA]} dx

G,(x) =Aq, ( a(x) 2 cosmtx)+
200 =hn| L (2)

0

1[1.2JEA;61 d

24AL, d°
2 3
(nm)(Ag) 9

;143
+ 1-2‘/5?161 J' d - (a(x) &) sin n7x sin nxdx —
Agg oL dx

24A;, d_2
AgA;] dx’

((a(x))2 cos mrx) +

((a( x))2 sin nnx) sin n7x sin nwxdx +

0

24¢r 1 42
_2(mm)"Agy J' d ((a(x))z sin nn:x) sin n7mx sin nxdx (5.48)
0

ALl dx?

bi¢imindedir. Buraya kadar yapilan hesaplamalarin sonunda malzeme yapisinda egrisellik

bulunan kompozit plak-kirigin enine titregim frekansi
A=Ay, +E7,, (5.49)
seklinde bulunmus olur.

Boylece yukaridaki islem sirast uygulanarak yapilan hesaplamalar devam ettirilirse
(5.12)’deki A5, A,, ve digerlerinin hesaplanmasi igin de gerekli formiller elde
edilebilir. Ancak, her sonraki yaklagimda yapilacak olan islemlerin hacmi bir dncekine
gore ¢ok c¢ok biiyimis olur ve bundan dolayr bazi zorluklarla kargilasiir. Belirtmek

gerekir ki pertlirbasyon yontemi, A,, ve digerlerinin hesap edilmesinde analitik ifadeler

elde edilmesine imkan verirse de, bu ifadeler, (5.47)-(5.48)’den de goriilecegi gibi, ¢ok
karmagik oldugundan mekaniksel yorum yapilmasi ancak bilgisayar yardimiyla yapilan
hesaplamalar sonucunda mimkiin olur. Bu ve dier nedenlerden dolay: tezde ele alinan
problemlere pertiirbasyon yonteminin genis bir bigimde uygulanmasi gerekli ve yararl
gorilmemistir. Ancak, ele alnan Orneklerden gorildigii gibi tezde arastirilan
problemlerin ¢éziimiinde bu yontemlerden de kullanilmasinin prensip olarak miimkiin

oldugu gosterilmig olmaktadir. O




BOLUM VL

PLAK-KIRISLERIN DOGAL TiTRESIM ve STABILITELERINE AiT
SAYISAL SONUCLAR ve YORUMU

VL 1. HESAP ALGORITMASI

Bolum V.1.’de, Galerkin Yonteminin tez kapsamunda ele alman problemlere nasil
uygulanacagi malzeme yapisinda egrisellik bulunan plak-kirigin hareket denklemleri
orneginde anlatilmisti. Bu 6rnek lizerinde yapilan islemler sonucu (5.9) denklemleri elde
edilmisti. (5.9) denkleminin katsayilar determinantii stfir yapan @~ degerleri aranan
sonuglar olmaktadir. Bu amagla FTN77 fortran programlama dilinde programlar
yapilmistir. $imdi hazirlanan programlarin hesaplama algoritmalanni yukanda bahsedilen

(5.9) problemi izerinde kisaca agiklayalim.

Bunun igin (5.8) ile gosterilen I~ (i=1,2,..,9) integral terimlerinin o6ncelikle
hesaplanmasi gerekmektedir. S6z konusu integral terimlerinin sayisal hesabi Gauss
Noktalar1 yontemi ile yapilip sayisal sonuglar bir dosyaya yerlestirilmektedir. Buradaki #
ve m 1’den, (5.9) serilerinde ele alman terimlerin sayist olan, N’e kadar

degisebilmektedir.

Tezde ele alinan plak-kiriglerin ve plaklarin ox, ekseni yoniinde biri digerini tekrarlayan

levhalardan olusmus kompozit malzemelerden yapildi1 varsayilmaktadir. Bu levhalarin

malzemesinin izotrop ve homojen oldugu kabul edilir ve elastisite modilleri E, ve E,,

Poisson oranlart v, ve v,, Lame sabitleri A, u, ve A,, W, ; hacim oranlani m; ve n,

ile gosterilirse (5.8)’deki Af;(x), Ajc(x), AL(x) malzeme degiskenlerinin (2.24) ile
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(y—1,)°
(A, +2u M, +H(Ay 21, )M,

A(l)l = WMy + UMy iy 0Ny +(Uy 1)1, —

(A +2p)(A, +21,)
(A +2un, +H(A, +20, )0y

A(l)2 =AMy +Am, —(A — A MM,

[(7\'1 +21) - (A, +2H2)]2
(A +2u )M, + (A + 205N,

Agz = +2un; + (A, +2u,)n, —MMy

AS = HiHa

6.1)
MMy + UMy

formiilleri yardimiyla bulunur. Bu formullerin ¢ikariliy yontemi Christensen, 1979°da
actkga verildiginden burada uzerinde durulmayacaktir. Sonuglart alinan o6rneklerde

v, =V, =025, n; = n, = 0.5 olarak kabul edilmigtir..

Daha sonra Galerkin Yontemi kullanilarak seri halinde yazilan (5.9) hareket

denklemlerindeki B, /1,, Com/l;» Dynli terimlerinin katsayilarindan

Elnm Elnm ﬁlnm
[A]3NX3N = Ean E2nm E2nm (62)
B3nm C3nm D3nm

bigiminde 3Nx3N boyutlu bir [A] matrisi olugturulmaktadir. Burada

L

Elnm = {_(nn)zllnm - nnIan + %anmaz} > E2nm = _(nn)ZISnm - nTCI6nm] ’

§3nm = [nnI3nm] > Clnm = [O] B
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2
— 1{h 1 —
Copm = E(l—) {(nn)ﬁlm + (mt)2 Lom — nnESmnco 2]

2 2
—_ 1(h = 1[h
D, = ﬁ(ﬂj [—mtI3nm +I4nm] , D,y = 2—4[Hj [—mtI7nm + I8nm] ,
1 (n)* h)~ 1
Dy = %&j [—(nn)ﬁlnm —nnly,, - 10&) Lynm +56m62} (6.3)

bigiminde (5.9)’daki 3 adet hareket denklemindeki, sirastyla, B_ /1, C../1;, Dol

terimlerinin katsayilarindan olugan NxN (n=m=1,2,....,N) boyutlu matnslerin terimlerinin

ifadelerini gostermektedir.

Boylece elde edilen (6.2) katsayilar matrisinin determinantint sifir yapan @> degerleri

aranan sonuglar olacaktir. Bu degerler1 bulmak amaciyla program iginde sifira ¢ok ¢ok
yakin bir degerden baslayarak, @>’ye kiigiik artimlar (0.005) verilerek katsayilar

PR

determinantinin igaretinin degismesine bakilir. Determinantin igaretinin degistigi kok

civarinda daha kiigiik artimlar verilerek istenilen hassasiyete kadar birinci modun frekansi
olan ®; degeri saptanur. Bilindigi {izere bir sonraki modun frekansi bir oncekinden daha
buyik oldugundan, bulunan bu degere bir miktar artim verilip aymi islemler
gergeklestirilerek, ikinci moda karst gelen o7 degeri saptanir. Bu islem istenilen moda

kadar sirdirilur. Belirtelim ki, bu tur ~-dogal titresim veya stabilite gibi- problemlerde ,
yap1 ilk once birinci moda ulagsacagindan, en 6nemli defer birinci moda karsi gelen

degerdir.

Burada, plak malzemesi yapisindaki egriselligin €-f(x,) formu ileride gosterilecegi gibi

secilecektir.
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VL 2. FARKLI PLAK TEORILERI KULLANILARAK ELDE EDILEN
SAYISAL SONUCLARIN KARSILASTIRILMASI

Plak-kiriglerin Boliim IV.1, IV.2 ve IV.3’te, sirasiyla, Gglncii mertebeden gelistirilmis
plak teorisi, Kirchhoff-Love hipotezi ve Reissner-Mindlin hipotezi gergevesinde hareket
denklemleri ve sinir kogullan gikarilmigti. Bu hareket denklemlerinin yukarnida anlatilanlar
cercevesinde malzeme yapisinda periyodik egrisellik bulunan plak-kiris igin yapilan

bilgisayar programindan elde edilen sayisal sonuglar agagida tablolar halinde verilmigtir.

Burada, plak malzemesi yapisindaki egriselligin  €-f(x,) formu x=x/1;

boyutsuzlastirmasi yapilarak:

e-f(x) = 8-sin(y7tx+6) (6.4)

bigiminde almmustir, Sekil 6.1°de gorildaga gibi, (6.4) esitligindeki, y terimi y =[fl,/Al]
bigiminde olup l; boyutundaki tam yarm dalga sayisidir, burada A yanm dalganin
boyudur. § ise & = nd'/l; bigiminde olup, burada &' x, = 0’dan f(x,) = 0’a kars: gelen

birinci noda kadar olan uzakhiktir. Hesaplamalarda y =10 olarak alinmigtir.

T
h2 o
— TA . Ay 7

. N S~ —— ~——— i

o) A — h/2

0 hA

L
|t -
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Tablo 6.1. Kirchhoff-Love hipotezi gergevesinde gesitli E, /E,

ve & *nun kiigitk degerleri igin @2 sonuglan (8 = 1t/2).

E,/E;| m €
Mod) 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10 0.2254 1 0.2539 { 0.3383 | 0.4766 | 0.6650 | 0.8990 | 1.1727 | 1.4795
20 1 0.4035 [ 0.4668 | 0.65491 0.9631 | 1.3830 | 1.9045 | 2.5141 ] 3.1979
50 0.9397 ( 1.1080 | 1.6086 | 2.4283 | 3.5459 | 4.9328 | 6.5549 | 8.3740
100 1.8340 ] 2.1777 | 3.1994 | 4.8725 | 7.1533 | 9.9840 |13.2949]17.0078
10 3.5207 ( 3.6299 | 3.9547 | 4.4864 | 5.2109 | 6.1098 | 7.1610 | 8.3393
20 2 6.3010 | 6.5444 | 7.2680 | 8.4526 |10.0672|12.0705|14.4129(17.0383
50 14.6754|15.3229]17.2481(20.3994]24.6951(30.0246|36.2563|43.2410
100 28.6440(29.9655133.8946(40.3270149.0942|59.9721(72.6908(86.9469
Tablo 6.2. Reissner-Mindlin hipotezi gercevesinde gesitli E, /E,
ve € ‘nun kugiik degerleri igin 612,1 sonuglari (& = 1/2).
E/E;] m €
(Mod) 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10 0.2110 0.2356 | 0.3063 | 0.4151 1 0.5513 | 0.7038 { 0.8642 { 1.0253
20 1 0.3597 { 0.4085 | 0.5444 | 0.7409 | 0.9696 | 1.2087 | 1.4456 | 1.6749
50 0.73191 0.8280 | 1.0763 1 1.3999 | 1.7444 | 2.0894 | 2.4325 | 2.7780
100 1.1798 | 1.3110 | 1.6339 | 2.0405 ] 2.48351 2.9577 | 3.4696 | 4.0233
10 2.7926 | 2.8604 | 3.0675 | 3.3659 | 3.7610 | 4.2164 | 4.7084 | 5.2180
20 2 42911 4.4022 | 47192 | 5.2012 | 5.7975 | 6.4639 | 7.1678 | 7.8893
50 6.9940 | 7.1518 | 7.5991 | 8.2770 | 9.1272 110.1084{11.1979{12.3821
100 9.079719.2819{ 9.8727 10.8172|12.0815]13.6387|15.4666{17.5438
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Tablo 6.3. Gelistirilmig 3. mertebeden plak teorileri gergevesinde gesitli E, /E,

ve € ‘nun kiigiik degerleri igin 6,2,, sonuglar (8 = t/2).

E,/E;] m €
Mod)| 0 001 | 002 | 003 [ 0.04 | 005 | 0.06 | 0.07
10 0.2084 1 0.2082 | 0.2080 | 0.2074 | 0.2067 | 0.2059 | 0.2047 | 0.2033
20 1 [0.3520]0.3518 | 0.3512 | 0.3504 | 0.3490 | 0.3473 | 0.3453 | 0.3430
50 0.7008 | 0.7006 { 0.7000 | 0.6988 | 0.6971 | 0.6949 | 0.6924 | 0.6893
100 1.1010 1.1010 { 1.1010 | 1.1010 | 1. 1008 1. 1006 { 1. 1000 | 1.0992
10 2.6810 | 2.6802 | 2.6782 | 2.6747 | 2.6700 | 2.6638 | 2.6564 | 2.6474
20 2 4.0318 ( 4.0314 | 4.0304 | 4.0288 | 4.0265 ] 4.0230 | 4.0185 | 4.0128
50 6.3259 | 6.3284 | 6.3357 | 6.3476 | 6.3636 | 6.3835 | 6.4068 | 6.4325
100 7.9814 | 7.9814 | 8.0056 | 8.0655 | 8.0767 | 8.1286 | 8.1907 | 8.2620

Tablo 6.4. Kirchhoff-Love hipotezi gergevesinde gesitli E, /E,

ve & 'nun biiyiik degerleri igin @ >, sonuglari (8 = 7/2).

E:/E] m €
Mod)] © 01 | 02 [ 03 [ 04 | 05 | 06 | 07

10 0.2254 [ 2.5291 | 5.6576 | 6.5828 | 6.1191 | 5.2973 | 4.5348 | 3.9664
20 1 [0.4035]5.5371 [12.5086]14.5701|13.5369|11.7057|10.0063| 8.7393
50 0.9397 [14.5973[33.1443(38.6285(35.8797|31.0080(26.4869]23. 1147
100 1.8340 [29.7094|67.5645]78.7578]73.1477(63.2041|53.9768[47.0928
10 3.5207 [12.3649]24.2672(27.5899|25.5682|22.213519.1340| 16.8407
20 | 2 [6.3010[26.0092]52.5323]59.9367|55.4317|47.9559|41.0934|35.9803
50 14.6754(67.1067]137.668|157.367|145.382(125.494]107.236]93.6283
100 28.6440135.657(279.675|319.881|295.419|254.826]217.563
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Tablo 6.5. Reissner-Mindlin hipotezi gergevesinde gesitli E, /E,

ve € 'nun biiyiik degerleri igin 62m sonuglan (8 = 7/2).

E;/E;| m €
(Mod)| O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2110 | 1.4792 | 2.5284 | 2.9780 | 3.0118 | 2.8397 | 2.6063 | 2.3938
20 1 |[0.3597(2.310114.033315.0407 | 5.3183] 5.1560 | 4.8173 | 4.4681
50 0.7319 | 3.8589 | 7.6890 (10.4124{11.4761|11.4218[10.8456/10.1444
100 1.1798 | 5.9331 [13.4140{18.9987|21.3687|21.5081{20.5607(19.2937
10 2.7926 | 6.7305 [10.5823|12.3213|12.4469(11.7655|10.8448|10.0073
20 2 14.2911(10.0700|16.6778|20.6739|21.7647|21.0987}19.7325]|18.3319
50 6.9940 |16.4116(31.6461(42.5831|44.8741(39.6014}35.5420(32.3200
100 9.0797 |25.0266)55.1469|77.6540(79.5557|69.4268|61.4903|55.1165

Tablo 6.6. Gelistirilmis 3. mertebeden plak teorileri gergevesinde gesitli E, /E,

ve & nun bayuk degerleri i¢in 6; sonuglan (8 = t/2).

E,/E;| m €
Mod)| 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

10 0.2084 | 0.1985 | 0.1768 | 0.1553 ] 0.1389 | 0.1274 | 0.1192 | 0.1131
20 1 [0.35200.3342]0.2918 ] 0.2473 | 0.2123 | 0.1869 | 0.1688 | 0.1553
50 0.7008 [ 0.6766 | 0.6031 | 0.5090 | 0.4260 ] 0.3627 | 0.3162 | 0.2817
100 1.1010 | 1.0942 | 1.0291 | 0.8992 | 0.7610 | 0.6455 | 0.5567 | 0.4891
10 2.6810|2.6124 | 2.4253 { 2.1995 | 2.0042 | 1.8550 | 1.7439 | 1.6603
20 2 |4.0318]3.98593.7618 | 3.3880 | 3.0124 | 2.7046 | 2.4681 | 2.2874
50 6.3259 | 6.5177 ] 6.6640 | 6.3398 | 5.7251 | 5.0915 | 4.5493 | 4.1116
100 7.9814 | 8.5206 | 9.48511 9.8359 ; 9.4009 | 8.5937
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Tablo 6.7. Kirchhoff-Love hipotezi gergevesinde E, /E; =100

ve farklt N degerleri igin @2 sonuglar (8 = /2).

N m €
Mod)| 0 0.01 | 0.07 0.1 0.7

5 1.8340( 2.1777 [17.0078]29.7094|47.1076
8 1 | 1.8340]2.1777|17.0078(29.7094{47.1076
10 1.8340| 2.1777 [17.0078|29.7094|47.0928
5 28.6440]29.9655(86.9469{135.657]189.852
8 2 28.6440)|29.9655(86.9469(135.657]189.852
10 28.6440(29.965586.9469{135.657)189.784

Tablo 6.8. Reissner-Mindlin hipotezi hipotezi gergevesinde E, /E, =100

ve farkli N degerleri igin @2, sonuglan (8 = m/2).

N m €
Mod)| O 0.01 | 0.07 0.1 0.7

5 1.1798 | 1.3294 | 5.5114 | 8.8138 |21.7228
8 1 | 1.1798| 1.3294 | 5.5114 } 8.8138 |21.7228
10 1.1798 | 1.3110 | 4.0233 | 5.9331{19.2937
5 9.07971 9.4112 |23.8239(36.7684|61.9858
8 2 19.0797(9.2819 (17.5438|25.0266|61.9858
10 9.0797 | 9.2819 |17.5438{25.0266|55.1165

Tablo 6.9. Gelistirilmis 3. mertebeden plak teorileri ¢ergevesinde E, /E, =100

ve farkli N degerleri igin @ >, sonuglan (& = 1/2).

N m €
Mod)| O 0.01 | 0.07 0.1 0.7

5 1.1010 | 1.1143 | 1.3949 | 1.4469 | 0.4983
8 1 |1.1010] 1.1143 | 1.3949 | 1.4469 | 0.4983
10 1.1010 | 1.1078 } 1.2934 | 1.3529 | 0.4955
5 7.9814 | 8.1642 |13.733716.2136] 7.4698
8 2 [7.9814|8.0763 |11.5083]13.5831| 7.4052
10 7.9814 | 8.0763 111.5083}13.5831| 7.4052
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Tablo 6.1, Tablo 6.2, Tablo 6.4 ve Tablo 6.5°de verilen sonuglar elde edilirken N=10,
Tablo 6.3 ve Tablo 6.6’da ise N=15 kabul edilmigtir. Belirtelim ki elde edilen sayisal
sonuglann pratik agidan yakinsakligini, yani N’in degerce degismesinin elde edilen sayisal
sonuglara etkisini gosteren sayisal degerler Tablo 6.7-Tablo 6.9’da verilmektedir. Bundan
baska, bu incelemelerde plak-kiriy malzemesini olugturan levhalarin Poisson oranlan

v, = v, =025, hacim oranlani n; = n, =050 olarak kabul edilmistir. Gerekli olan diger

verilerin degerleri ise her bir tablonun lizerinde gosterilmigtir.

Simdi, elde edilen sayisal sonuglarin kargilagtinlmasina ve bu kargilagtirmada elde
edilenlerin yorumlanmasina bakalim. Ilk énce €’nun 0<e <007 arabifinda degismesi

halini ele alalim (Tablo 6.1-6.3). Bu sonuglarin kargilagtiriimasindan agikga gorilmektedir
ki plak teorisi gelistiriidikge ayni bir durumdaki @2 degeri yeterli derecede
kiigiilmektedir. Kirchhoff-Love hipotezi, Reissner-Mindlin hipotezi ve tezde kullanilan

Ugiincii mertebeden plak teorileri gercevesinde elde edilen sonuglar, sirasyla, @, ,

®2py Ve @ ile gosterilirse bu degerler arasindaki iliski arasindaki
—» —3 —2
O mKL 2O mrM 2= O (6.5)

esitsizligi ile giivenli bir gekilde verilebilir. Sylenenleri E, /E, ’nin biyiik degerleri igin
daha ciddi bir énem tasimasi Tablo 6.1-6.3’teki sonuglardan gozikmektedir. Bundan
baska, yukarida bahsedilenler aynen 0.1<e < 0.7 aralifinda elde edilen sayisal sonuglar
i¢in de gegerlidir (Tablo 6.4-6.6). Boylece yukarida elde edilen sonuglar ele alinan 6zel
durumda €’nun ¢ok farkli degerlerinde gosterir ki, tez kapsaminda genis bir bicimde
kullanilan, Ugiincii mertebeden olan gelistirilmig plak teorisinin dogal titresim igin verdigi
sayisal sonuglar yukarida adi gegen farkl iki plak teorisinden elde edilenlerden yeterince,
daha dogrusu, 6nemli bir 6lgtide kiigik olmaktadir. Bu farkliliklar o boyuttadir ki bir ¢ok
durumlarda bu farkliliklari mithendislik agisindan goz ardi etmek imkansizdir. Bunlardan

baska, Tablo 6.1-6.6’dan goziktiigii gibi, tez kapsaminda kullamlan Ugiincii mertebeden

&y &)
. A TEL)

—a s

o,
-
“\\.\
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degil aym zamanda niceliksel bakimdan da Kirchhoff-Love ve Reissner-Mindlin teorisi
gergevesinde elde edilen sonuglardan farklidir. Ornegin Tablo 6.1-Tablo 6.2 ile Tablo
6.4-Tablo 6.5’te verilen sonuglardan gorildugii gibi, € degerleri bityiidiikce Kirchhoff-
Love ve Reissner-Mindlin plak teorisi gergevesinde elde edilen dogal titresim
frekanslarinin degerleri biiytirken Ugiincii mertebeden olan plak teorisi gergevesinde elde
edilenler (Tablo 6.3 ile Tablo 6.6), genelde, kiigilmektedir.

Yukanda soylenenlerin tiimi yani, Tablo 6.7-Tablo 6.9’da verilen sayisal sonuglarin
pratik agisindan yakinsak olmasina olan giivenilirlik, Ugiincii mertebe plak teorisi
gercevesinde elde edilenlerin geleneksel fizik ve miihendislik bilgi ve goriislerine ¢ok
daha uygun gelmesi, bu teori gergevesinde € >0 oldugu durumlarda elde edilen sayisal
sonuglarin daha ¢ok giivenilir olmasi kanaatine imkan verir. Soylenen nedenlerden dolay
tezdeki aragtirmalarin bu teori gergevesinde yapilmas: elde edilen sonuglarin giivenli

olmasini garanti etmektedir.

VL.3. EGRISEL YAPIYA SAHIiP KOMPOZIT MALZEMEDEN
HAZIRLANMIS PLAK-KIRISLERIN DOGAL TIiTRESIMLERINE AiT
SAYISAL SONUCLARIN INCELENMESI

Bolim IV.1’de, tezde ele alinan Ggiincii mertebeden gelistirilmis plak teorisi gergevesinde
egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig plak-kiriglerin dogal titresim
denklemleri [esl.(4.3)] ve smur kosullani [es.(4.4)] c¢ikanlmusti. Dikkat edilirse, bu
esitliklerde malzeme yapisindaki egriselliklerin formlarindan bahsedilmemektedir. Simdi,
bu denklemler kullamlarak degisik egrisellik formlart igin elde edilen sayisal sonuglar

verilecek ve onlarin yorumlanmasi yapilacaktir.




VL 3. 1. PLAK-KIRIS MALZEMESI YAPISINDA PERIYODIK EGRISELLIK

OLMASI HALI

Plak malzemesi yapisindaki egrisellifin formu olan (6.4) esitligindeki & terimi 0<8<n
aralifinda degerler alabilmektedir. 8 =7/2 durumunda (5.1) yerdegistirme fonksiyonlar
(4.4) siir kosullarini otomatik olarak saglarlar. Bu durumda, hesaplama sonunda elde
edilen sonuglar kesin olacaktir. Aksi halde, s6z konusu sinir sartt saglanmadigindan, elde
edilecek sonuglar yaklasik olacaktir. Bu galismada & = /4 ve 8 = n/2 degerleri icin @2,
degerleri elde edilmis olup asagida tablolar halinde verilmektedir. Hesaplamalarda N=20
olarak alinmugtir. Sekil 6.2-Sekil 6.6’da malzeme yapisindaki egrisellik parametreleri
8=n/2 , E,/E, =50 igin, sirastyla, €=00, € =001, £ =007, ¢ =01, £=0.7

100

oldugu durumlarda I. ve II. modlara ait dogal titresim formlart gésterilmektedir.

Tablo 6.10. Cesitli E, /E, ve € ’nun kiigiik degerleri igin 6,2,‘ sonuglari

(8 =m/2).
E,/E;| m €
Mod) 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.08 0.06 0.07
10 0.2084 |1 0.2082 | 0.2080 | 0.2074 1 0.2067 | 0.2059 1 0.2047 | 0.2033
20 1 0.3520 0.3518 | 0.3512 | 0.3504 { 0.3490 | 0.3473 | 0.3453 | 0.3428
S0 0.7008 | 0.7006 | 0.7000 | 0.6988 | 0.6971 | 0.6949 | 0.6922 | 0.6889
100 1.1010] 1.1010 | 1.1010 | 1.1010 | 1.1008 | 1.1004 | 1.0998 | 1.0987
10 2.6810 | 2.6802 | 2.6782 | 2.6747 | 2.6698 | 2.6636 | 2.6558 | 2.6466
20 2 | 4.0318)|4.0314 | 4.0304 | 4.0288 | 4.0261 | 4.0226 | 4.0175 | 4.0111
50 6.3259 ] 6.3284 | 6.3357 | 6.3474 | 6.3632 | 6.3823 | 6.4046 | 6.4286
100 7.9814 | 7.9874 | 8.0056 | 8.0353 | 8.0761 | 8.1273 | 8.1880 | 8.2575

ugy if%’i@g;;! ) .
Ty,
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Sekil 6.2. E, /E; =50 ve € =0 igin plak-kirigin I. ve II. mod sekilleri

Sekil 6.3. E, /E; =50, § =7/2 ve £ =001 igin plak-kirisin L. ve Il. mod

sekillert
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Sekil 6.4. E, /E, =50, 8§ =7/2 ve £ =007 igin plak-kirigin I. ve IL. mod

sekillert

Tablo 6.11. Cesitli E, /E, ve € ’nun kiigiik degerleri i¢in @2, sonuglari(§ = n/4).

E,/E;f] m €
Mod){ 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10 0.2084 1 0.2082 | 0.2080 | 0.2074 | 0.2067 | 0.2057 | 0.2047 | 0.2033
20 1 03520 0.3518 1 0.3512 ( 0.3504 | 0.3490 | 0.3473 | 0.3451{ 0.3428
50 0.7008 | 0.7006 | 0.7000 | 0.6988 | 0.6973 | 0.6949 | 0.6918 | 0.6883
100 1.1010 1.1012 | 1.1014 | 1.1012 | 1.1006 | 1.0992 | 1.0975 | 1.0953
10 2.6810 | 2.6802 | 2.6782 | 2.6747 | 2.6698 | 2.6636 | 2.6558 | 2.6464
20 2 }14.0318{4.0314(4.0306|4.0288 | 4.0259 | 4.0216 | 4.0157 | 4.0079
50 6.3259 ] 6.3286 | 6.3357 | 6.3456 | 6.3571 | 6.3693 | 6.3816 | 6.3639
100 7.9814  7.9878 | 8.0038 | 8.0236 | 8.0444 | 8.0671 | 8.0933 | 8.1241
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Tablo 6.12. Cesitli E,/E, ve € ’nun biyiik degerleri igin @, sonuglart

(8 =mn/2).

E;/Ei| m £

Mod)| O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 1 0.1985}0.1752{ 0.1518 | 0.1338 | 0.1217 | 0.1135 { 0.1080
20 1 {0.3520]0.3336( 0.2875]0.2365 | 0.1961 | 0.1680 | 0.1494 | 0.1371
50 0.7008 | 0.6754 | 0.5914 | 0.4762 | 0.3725 | 0.2965 | 0.2447 | 0.2106
100 1.1010{ 1.0920 | 1.0088 | 0.8358 | 0.6490 | 0.4992{ 0.3932| 0.3219
10 2.6810 | 2.6099 | 2.4042 | 2.1505{ 1.93511 1.7782 | 1.6681 | 1.5900
20 2 |4.031813.9796 | 3.7091 | 3.2517| 2.7995 | 2.4495 | 2.2021 } 2.0300
50 6.3259 | 6.5052 | 6.5554 | 5.9958 | 5.0900 | 4.2370 | 3.5829 | 3.1193
100 7.9814 | 8.5064 | 9.3532 | 9.3206 | 8.2646 | 6.8738 | 5.6480 | 4.7228

Tablo 6.13. Cesitli E, /E, ve € nun biiyik degerleri igin @ -, sonuglari (8 = r/4).

E,/E{| m €
Mod)| O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 | 0.1983 [ 0.1740 | 0.1490 | 0.1303 | 0.1180 | 0.1100 | 0.1047
20 1 0.3520} 0.3332 | 0.2840 | 0.2285] 0.1852  0.1563 | 0.1383 | 0.1268
50 0.7008 | 0.6733 [ 0.5807 | 0.4516 | 0.3377 | 0.2584 | 0.2082 | 0.1770
100 1.1010 | 1.0844 | 0.9819 | 0.7840 | 0.5754 | 0.4174 | 0.3141 | 0.2494
10 2.6810| 2.6089 | 2.4013 | 2.1486 | 1.9343 | 1.7780 | 1.6681 | 1.5898
20 2 | 4.0318]3.9714|3.6909 | 3.2404 | 2.7954 | 2.4486 1 2.2019 | 2.0292
50 6.3259 | 6.4298 | 6.4007 | 5.8915 | 5.0499 | 4.2259 | 3.5804 | 3.1157
100 7.9814 | 8.2446 | 8.7019 | 8.7304 | 7.9974 | 6.7917 | 5.6263 | 4.7105
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Sekil 6.5. E, /E; =50, § =7/2 ve £ = 01 igin plak-kirigin I. ve II. mod

sekilleri

sekilleri
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Tablo 6.10-6.13’tin incelenmesinden goriilecegi iizere genel olarak ayni E,/E; oram
i¢in elde edilen 6; sonuglan € degerleri arttikga azalmaktadir. Dikkat ¢eken bir nokta
da E,/E, =10, E,/E, =20 ve E,/E, =50 oranlarinda € nun biiyiik degerleri i¢in
elde edilen 6% sonuglart €’nun kigiik degerleri i¢in elde edilenlerden daha kiigik

olmasidir.

Bunlardan bagka, aynt € degeri igin E, /E,| orant biyiiditkge @2 sonuglart da devaml

olarak artmaktadir. € parametresinin katkisi kiigiik degerlerinde az iken 01<g <07

gibi buytik degerlerinde bu katk: daha biiytktiir.

Elde edilen sayisal sonuglarin timiinin g6zden gegirilmesinden plak-kiris malzemesi
yapisindaki egriselligin, genelde, dogal titresim frekanslarinin degerinin diigmesine neden
oldugu sonucu ¢ikarilabilir. Adi gegen sayisal sonuglarin plak-kiris malzemesi yapisindaki
egrisellikle bu tir monoton olmayan bagimhhgi, tarafimizdan asagidaki gibi izah
edilmektedir :

Bilindigi iizere yap1 elemaninin malzemesinin rijitligi degerce kiigiiliirse, diger kosullar
aynen saklandiginda, bu yap1 elemaninin dogal titresim frekanslar da kiigtlir. Yukarida
bakilan problemlerde plak-kiris malzemesi yapisinda egriselligin olmast bu malzemenin
rjitligini  azaltmaktadir. Bunu, €>0 olmast hallerinde € biyiidikge malzeme
yapisindaki egrisellifin plak-kirigin dogal titresim frekanslannin degerlerini kiigiiltecek
yonde etki gostermesinden anlagilmaktadir. Bununla birlikte, malzeme yapisindaki soz

konusu egriselliklerden dolayi, (4.3) denklemlerinden de goriilecegi gibi, plak-kirigin x,
dogrultusundaki enine ve x, dogrultusundaki boyuna olan dogal titresimleri birbirlerine

bagimh hale gelmekte diger bir deyisle birbirlerine girisim yapmaktadirlar. Bundan dolays,
fikrimizce, yap1 malzemesindeki egrisellikler dogal titresim frekanslarinin degerlerini

artiric1 yonde de etki gostermektedirler.
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VL 3. 2. PLAK-KIRIS MALZEMESI YAPISINDA YEREL EGRISELLIK
OLMASI HALI

Farz edelim ki, plak-kiris malzemesi yapisindaki egrisellik ancak 0<c, <x, <d, <1,
—h/2 < x, < +h/2 bélgesinde olmaktadir. Bu bélgenin diginda ise plak-kiris malzemesi

yapisinda hi¢ bir egrisellik yoktur. Bir ¢ok aragtirma sonuglarma dayanarak, érnegin
Akbarov (1988) vb., bu tiir durumlarda plak-kiriy malzemesi yapisindaki egriselligi
gosteren e-f(x;) fonksiyon x=x,/l;, c=c;/l;, d=d,/l, boyutsuzlagtrmast

yapilarak:

623 (x - 0)? (x — d)? exp[—(g(x - 8))2n]cosmn§(x -8) xefed]
0 X e[O,c)u(d,l]

e.f(x) =1,
(6.6)

bigiminde segilebilir. (6.6) fonksiyonu ile verilen egrisellik Sekil 6.7°de sematik olarak
gosterilmektedir. Bundan bagka, belirtelim ki (6.6)’da [c, d] yerel egriselligin mevcut

oldugu araligi, § yerel egriligin en biyiik oldugu yeri gostermektedir; ayrica

LN 6.7)
d,-¢c, d-c

g

bigimindedir. Burada, Sekil 6.7’den goruldiigi tizere € = A/(d-c¢), 8§ =L/l aynca A-
yerel egriselligin tepe noktasinin maksimal yiiksekligini, L-bu maksimal yiikseklige karsi
gelen noktanin  Ox,; dogrultusunda baslangi¢ noktasina olan uzakhigim, n ve m

parametrelert ise yerel egrisellik formundaki anlamlart agik olan bazi farkhiliklan

gostermektedir.
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Sekil 6.7. Plak-kiris malzemesi yapisinda olan yerel egriselligin geometrisi.

Plak malzemest

£.f(0)=e.f(1) =0 degerlerini aldifindan (5.1) yerdegistirme fonksiyonlan (4.4) sir

kosullarini otomatik olarak saglarlar. Bu nedenle hesaplama sonunda elde edilen sonuglar

kesin olacaktir.
Bu ¢alismada gesitli m, ¢, d degerleri igin @2, degerleri elde edilmis olup asagida tablolar

halinde verilmektedir. Ayrica tim hesaplamalarda (6.5) esitliginde n=1 olarak alinmistir.

yapisindaki

egriselligin formu olan (6.6)

esitligi

Tablo 6.14. Cesitli E, /E, ve € 'nun kigiik degerleri igin malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait 612[1 sonuglart (m=2, ¢=0.2, d=0.4).

E,/E(]| m €
Mod)| 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2084
20 1 |0.3520|0.3520 | 0.3520 | 0.3520 | 0.3520 | 0.3520 { 0.3520 | 0.3520
50 0.7008 | 0.7008 | 0.7010 | 0.7010 | 0.7010 ] 0.7010 | 0.7010 | 0.7010
100 1.1010| 1.1010 | 1.1012 | 1.1012 | 1.1012 } 1.1012 | 1.1012 | 1.1014
10 2.68101 2.6810 | 2.6810 | 2.6810 | 2.6810 | 2.6810 | 2.6810
20 2 [4.0318|4.0318]4.0318{4.0318 | 4.0318 [ 4.0318 | 4.0318
50 6.325916.3261 | 6.3261 | 6.3263 | 6.3263 | 6.3267 | 6.3269
100 7.9814 | 7.9816 | 7.9818 | 7.9821 | 7.9825 | 7.9831 | 7.9841

sinirlarda
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Tablo 6.15. Cesitli E, /E, ve € ’nun biiyiik degerleri igin malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait @2 sonuglan (m=2, ¢=0.2, d=0.4).

E,/E{| m €
Mod)| 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 | 0.2084 | 0.2084 | 0.2082 | 0.2082 | 0.2080 | 0.2078 | 0.2076
20 1 |0.3520]0.3520 | 0.3520 | 0.3520 | 0.3518 | 0.3516 | 0.3514 ] 0.3510
50 0.7008 | 0.7010 | 0.7014 }{ 0.7018 | 0.7022 | 0.7026 | 0.7026 | 0.7024
100 1.1010| 1.1016 | 1.1033 } 1.1053 | 1.1074 } 1.1090 | 1.1100 | 1.1102
10 2.6810 | 2.6808 | 2.6806 | 2.6800 | 2.6792 | 2.6780 | 2.6767 | 2.6749
20 2 |4.0318|4.0320 | 4.0325| 4.0333 | 4.0343 | 4.0353 | 4.0359 | 4.0361
50 6.3259 | 6.3284 | 6.3351 | 6.3454 | 6.3583 | 6.3724 | 6.3870 | 6.4013
100 7.9814 | 7.9886 | 8.0085 | 8.0384 | 8.0741 | 8.1126 | 8.1515 | 8.1892

Tablo 6.16. Cesitli E,/E; ve € ’nun biiyitk degerleri i¢in malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait @2 sonuglan (m=2, ¢=0.3, d=0.7).

E,/E;] m €
Mod)| 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 | 0.2084 { 0.2082 | 0.2080 | 0.2078 | 0.2074 { 0.2071 | 0.2067
20 1 |0.3520{0.3520 | 0.3520 | 0.3518 | 0.3514 | 0.3510 | 0.3506 | 0.3498
50 0.7008 | 0.7010 { 0.7016 | 0.7026 | 0.7037 | 0.7053 | 0.7069 | 0.7088
100 1.1010 | 1.1020 | 1.1051 | 1.1102 | 1.1174 } 1.1268 | 1.1383 | 1.1520
10 2.6810 | 2.6809 | 2.6800 | 2.6788 | 2.6773 | 2.6753 | 2.6730 | 2.6704
20 2 {4.0318]4.0312|4.0298|4.0275] 4.0245 | 4.0208 | 4.0167 | 4.0120
50 6.3259 ] 6.3239 | 6.3181 | 6.3083 | 6.2954 | 6.2800 | 6.2624 | 6.2439
100 7.9814 | 7.9745 | 7.9540 | 7.9206 | 7.8755| 7.8196 | 7.7550 | 7.6837
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Tablo 6.17. Cesitli E, /E; ve € nun biiyiik degerleri i¢in malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait @2 sonuglan (m=3, ¢c=0.3, d=0.7).

E,/E;] m €
(Mod)] 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 | 0.2084 | 0.2080 | 0.2076 | 0.2071 | 0.2065 | 0.2055 | 0.2045
20 1 0.3520{ 0.3520 { 0.3516 | 0.3512 | 0.3504 | 0.3494 | 0.3483 | 0.3467
50 0.7008 j 0.7012 | 0.7022 | 0.7035 | 0.7053 ] 0.7072 | 0.7090 | 0.7106
100 1.1010{ 1.1029 } 1.1084 | 1.1174 | 1.1295| 1.1440 | 1.1600 | 1.1764
10 2.6810 | 2.6806 | 2.6798 | 2.6784 | 2.6767 | 2.6743 | 2.6718 | 2.6689
20 2 |4.0318]4.0314|4.0300| 4.0280 | 4.0255 | 4.0224 | 4.0191 | 4.0155
50 6.3260 | 6.3239  6.3177 | 6.3081 | 6.2962 | 6.2831 | 6.2700 | 6.2581
100 7.9814 | 7.9726 | 7.9466 | 7.9062 | 7.8542 | 7.7954 | 7.7343 | 7.6753

Tablo 6.18. Cesitli E, /E; ve ¢ ’nun biiyiik degerleri i¢in malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait @ > sonuglar (m=4, ¢=0.3, d=0.7).

E,/Ei{| m €
Mod)| © 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2084 | 0.2082 | 0.2078 | 0.2071 | 0.2061 | 0.2049 | 0.2033 | 0.2016
20 1 |0.3520 | 0.3518 | 0.3512 | 0.3502 | 0.3487 | 0.3467 | 0.3442 | 0.3412
50 0.7008 | 0.7012 | 0.7022 | 0.7033 | 0.7041 | 0.7045 | 0.7039 | 0.7022
100 1.1010 | 1.1035 | 1.1108 | 1.1213 | 1.1340 | 1.1471 | 1.1594 | 1.1699
10 2.6810 | 2.6806 | 2.6798 | 2.6784 | 2.6767 | 2.6743 | 2.6714 | 2.6681
20 2 14.0318|4.0316 | 4.0310 | 4.0302 | 4.0290 | 4.0279 | 4.0265 | 4.0249
50 6.3260 | 6.3243 | 6.3200 | 6.3138 | 6.3075 | 6.3027 | 6.3007 | 6.3021
100 7.9814 | 7.9716 | 7.9437] 7.9023 | 7.8538 | 7.8052 | 7.7628 | 7.7308
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Tablo 6.14 ve Tablo 6.15’in karsilagtiriimasindan € parametresi buyiidiikge E, /E, = 10
ve E,/E, =20 oranlan i¢in @; sonuglan kigiliirken, E,/E, =50 ve E,/E, =100
oranlarinda buyidiagi gorilmektedir. Ancak 5121 sonuglar ise € parametresi arttikga

genelde buytimektedir.

Kompozit malzeme yapisinda yerel efrisellifinin € parametresinin @2 sonuglarina
katkis1 ¢ok az oldugundan ad: gegen parametrenin biiyiik 0 <g < 0.7 degerlerinde elde
edilen sonuglar tablolar halinde verilmistir (Tablo 6.15- 6.18). Tablo 6.15 ve Tablo
6.16’nin kargilagtinlmasindan malzeme yapisindaki yerel egrisellik plak-kirigin ortasina
dogru geldikge E,/E; =10 ve E,/E, =20 i¢in ®; sonuglarinda azalma, E, /E, = 50
ve E,/E, =100 oranlarl i¢in ise artma gorilmektedir. Ayrica 6%1 sonuglart ise her

durumda azalmaktadir.

Yerel egriselligin formunu gosteren (6.6) esitliginde, egrisellik formunun “titresimini”
karakterize eden m parametresi, Tablo 6.16- 6.18’in incelenmesinden goriilecegi iizere,
dogal titresim frekanslarinin I. moduna karmagik etki gosterdigi hade, II. mod degerleri

m’nin bliyimesiyle monoton olarak artmaktadir.

Malzeme yapisinda yerel egrisellik bulunan plak-kiriglerin dogal titresim formlan
malzeme yapisinda periyodik egrisellik bulunan plak-kiriglere benzer oldugundan burada

verilmemigtir.

VI. 4. EGRISEL YAPIYA SAHIP KOMPOZIT MALZEMEDEN
HAZIRLANMIS PLAK-KIiRISLERIN STABILITESINE AIT SAYISAL
SONUCLARIN INCELENMESI

Bolim IV.4’de farkh plak teorileri ¢ergevesinde plaklarin stabilite denklemleri ¢ikarilmus,

tglinci mertebeden gelistirilmis plak teorisi gergevesinde egrisel yapiya sahip
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kosullar1 eg.(4.44) ile verilmisti. Bilinen nedenlerden ve Bolim V1.2 de elde edilen sayisal
sonuglardan dolay: belirtelim ki, tezde stabilite konusunda yapilan sayisal aragtirmalarda,
sadece Ugiincli mertebeden olan gelistirilmis plak teorisi gergevesindeki (4.41)-(4.43)
denklemleri ve ¢oOziim yotemi olarak Galerkin Yontemi kullanilmugtir. Galerkin
Yonteminin (4.41-4.43) stabilite denklemlerine uygulanmasi ve ¢6ziim algoritmas: dogal
titresim problemleri igin anlatddifi gibi oldugundan burada tekrarlamaya gerek

gorilmemigtir.

Dikkat edilirse, (4.41-4.43) denklemlerinde malzeme yapisindaki egriselliklerin
formlarindan bahsedilmemektedir. Simdi, bu denklemler kullamilarak degigik egrisellik

formlan i¢in elde edilen sayisal sonuglan ele alalim.

VI 4.1. PLAK-KIRIS MALZEMESI YAPISINDA PERIYODIK EGRISELLIK
OLMASI HALI

Boliim VI. 4. 1°de bahsedilen (5.1) yerdegistirme fonksiyonlarinin, 0<8 <x aralifinda
degerler alan & terimine bagli olarak, sinir kosullarini otomatik saglamas: konusu plak-
kirigin stabilitesi problemine ait (4.44) smnir kosullan igin de ayn1 sekilde gegerlidir. Plak
malzemesi yapisindaki periyodik egriselligin formu olan (6.4) esitliginde 8 =n/2 olmast
durumunda (5.1) yerdegistirme fonksiyonlart (4.44) smnir kosullarim otomatik olarak
saglar. Bu durumda elde edilen sayisal sonuglar kesin, aksi durumlarda yaklagik olacaktir.
Bu calismada 5 =0, 8=n/4 ve §=n/2 igin P, =P, /A%, degerleri elde edilmis olup
asafida tablolar halinde verilmektedir. Galerkin Yontemiyle elde edilen serilerde N=20

olarak alindifinda sayisal sonuglar yeter yaklagiklikla bulunmustur.
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Tablo 6.19. Cesitli E,/E; ve € 'nun kiigiik degerleri igin malzeme yapisinda
periyodik egrisellik olan plak-kirige ait P, sonuglar .

E2/Eq| & €
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10 0.0211 | 0.0211 | 0.0211 | 0.0211 | 0.0209 | 0.0209 | 0.0209 | 0.0206
20 0 10.0356]0.0356 | 0.0356 | 0.0355] 0.0353 | 0.0351 | 0.0350 | 0.0347
50 0.0711 | 0.0709 | 0.0709 { 0.0708 | 0.0706 | 0.0703 | 0.0700 | 0.0697
100 0.1115(0.1115] 0.1115( 0.1114 ] 0.1112 { 0.1109 | 0.1105 | 0.1100
10 0.0211 | 0.0211 ] 0.0211 | 0.0211 | 0.0209 | 0.0209 | 0.0208 | 0.0206
20 ‘it/4 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0355 ] 0.0353 | 0.0351 | 0.0350 | 0.0347
50 0.0711 | 0.0709 | 0.0709 | 0.0708 | 0.0706 | 0.0703 | 0.0700 | 0.0697
100 0.1115(0.1115| 0.1115{ 0.1115] 0.1114 | 0.1112 | 0.1109 | 0.1106
10 0.0211 1 6.0211 | 0.0211 | 0.0211 | 0.0209 | 0.0209 | 0.0208 | 0.0206
20 TC/2 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0355 | 0.0353 | 0.0351 | 0.0350 | 0.0347
S0 0.0711 | 0.0709 | 0.0709 | 0.0708 { 0.0706 | 0.0703 | 0.0701 | 0.0697
100 0.1115( 0.1115| 0.1115| 0.1115| 0.1114 | 0.1114 { 0.1112 | 0.1111

Tablo 6.20. Cesitli E, /E; ve € ’nun biiyiik degerleri igin malzeme yapisinda

periyodik egrisellik olan plak-kirige ait P, sonuglari .

E,/E« 8 €
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

10 0.0211 | 0.0201 | 0.0178 | 0.0153 | 0.0136 | 0.0123 | 0.0115{ 0.0109
20 0 10.03560.0337|0.0290] 0.0239 [ 0.0198 | 0.0170 | 0.0151 | 0.0139
50 0.0711 | 0.0681 | 0.0594 | 0.0480 | 0.0376 | 0.0300 | 0.0247 | 0.0211
100 0.1115} 0.1078 | 0.0837 | 0.0820 | 0.0648 | 0.0501 | 0.0395 | 0.0322
10 0.0211 | 0.0201 | 0.0176 | 0.0151 | 0.0133 | 0.0120 | 0.0111 | 0.0106
20 TC/4 0.0356 | 0.0337 ] 0.0287| 0.0231  0.0187 | 0.0158 { 0.0140 | 0.0128
50 0.0711 | 0.0681 | 0.0586 | 0.0456 | 0.0340] 0.0261 | 0.0211 | 0.0178
100 0.1115] 0.1094 | 0.0984 | 0.0787 | 0.0580 | 0.0422 | 0.0317 | 0.0251
10 0.0211 { 0.0201 | 0.0178 | 0.0153 [ 0.0136{ 0.0123 ] 0.0115 | 0.0109
20 75/2 0.0356 | 0.0337 ] 0.0290 | 0.0239 | 0.0198 | 0.0170 | 0.0151 | 0.0139
50 0.0711 | 0.0683 | 0.0598 | 0.0481 | 0.0376 | 0.0300 | 0.0247

100 0.1115{0.1101 | 0.1014 | 0.0840 | 0.0655 | 0.0505 | 0.0397
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Tablo 6.19-6.20’nin incelenmesinden goriilecedi lizere periyodik egrisel yapiya sahip
kompozit malzemeli plak-kirigte boyutsuz P, sonuglan & *nun kigiik degerlerinde daha

az, buyik degerlerinde ise daha belirgin bir sekilde monoton olarak azalma

gostermektedir. Bu azalmalar E, /E, oram biyiiditkge daha belirgin olmaktadir.

VI 4. 2. PLAK-KIRiS MALZEMESIi YAPISINDA YEREL EGRISELLIK
OLMASI HALI

Plak malzemesi yapisindaki yerel egriselligin formu olan (6.6) esitligi sinirlarda
£.f(0)=€.f(1) =0 degerlerini aldifindan (5.1) yerdegistirme fonksiyonlar1 (4.4) sinir
kosullarim otomatik olarak saglarlar. Bu nedenle hesaplama sonunda elde edilen sonuglar

kesin olacaktir.

Bu galismada gesitli m, ¢, d degerleri igin P, degerleri elde edilmis olup asagida tablolar
halinde verilmektedir. Ayrica tiim hesaplamalarda (6.5) esitliginde n=1 alinmgtir.
Galerkin Yontemiyle elde edilen serilerde N=20 olarak alindifinda sayisal sonuglar yeter

yaklagiklikla bulunmustur.

Tablo 6.21. Cesitli E,/E, ve ¢ ’nun kiigiik degerleri i¢in malzeme yapisinda
yerel egrisellik olan plak-kirige ait P, sonuglart (m=1, ¢=0.0, d=0.4).

E,/ E{ €

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

10 |0.0211 [ 0.0211 | 0.0211 | 0.0211 | 0.0211 | 0.0211 { 0.0211 | 0.0211
20 1 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0356 | 0.0356
50 | 0.0711 | 0.0711 | 0.0711 | 0.0711 | 0.0711 | 0.0711 { 0.0711 | 0.0711
100 | 0.1115( 0.1115{ 0.1115] 0.1115 | 0.1115} 0.1115{ 0.1115 | 0.1115




Tablo 6.22. Cesitli E,/E, ve € ’nun biiyiik degerleri i¢in malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait P,, sonuglan (m=1, ¢c=0.0, d=0.4).
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E,/ E{

€

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

10

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

20

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0355

0.0355

50

0.0711

0.0711

0.0709

0.0709

0.0709

0.0708

0.0706

0.0705

100

0.1115

0.1115

0.1115

0.1114

0.1111

0.1108

0.1100

0.1090

Tablo 6.23. Cesitli E, /E, ve € nun bityiik degerleri igin malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait P, sonuglari (m=1, ¢=0.3, d=0.7).

E,/ E{

€

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

10

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

20

0.0356

0.0356

0.0356

0.0358

0.0358

0.0358

0.0358

0.0358

50

0.0711

0.0711

0.0711

0.0712

0.0715

0.0717

0.0720

0.0723

100

0.1115

0.1117

0.1120

0.1126

0.1134

0.1142

0.1151

0.1159

Tablo 6.24. Cesitli E,/E; ve € ’nun biiyiik degerleri igin malzeme yapisinda

yerel egrisellik olan plak-kirige ait P, sonuglari (m=2, ¢=0.3, d=0.7).

E,/ E|

€

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

10

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0211

0.0209

0.0209

20

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0356

0.0355

0.0355

50

0.0711

0.0711

0.0711

0.0712

0.0712

0.0714

0.0717

0.0719

100

0.1115

0.1117

0.1120

0.1125

0.1133

0.1144

0.1156
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Tablo 6.21-Tablo 6.22’den goriilecegi lizere yerel efrisel yapiya sahip kompozit
malzemeli plak-kiriste P, sonuglar, €’nun kiigiik degerlerinde hemen hig bir degisim

gostermezken ¢ ’nun buyiik (0.1 < € < 0.7) degerlerinde siirekli azalmaktadir.

Tablo 6.22 ile Tablo 6.23’{in karsilagtinlmasindan, malzeme yapisindaki yerel egriselligin
yeri plak-kirigin ortasma dogru geldikge P, sonuglarinda bir arti oldugu

gozlenmektedir.

Tablo 6.23 ile Tablo 6.24’den goruldiigii gibi malzeme yapisindaki yerel egriselligin

salinim sayisinin artmast P, sonuglannda, genel olarak, azalmaya neden olmaktadir.




BOLUM VIL

PLAKLARIN DOGAL TiTRESIMLERINE AiT
SAYISAL SONUCLAR ve YORUMU

VIL 1. DOGAL TIiTRESIM DENKLEMLERI

Bolim III. 2. 2°de egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmis 0 < x, <1, ,
-h/2<x, <+h/2 , 0<x, <1y alamm kapsayan plagin hareket denklemleri (3.27)-
(3.28) ve tez kapsaminda ele alinacak sinir kosullar (3.29) ¢ikarlmisti. Adi gegen plagin

dogal titresim problemlerinin sayisal ¢6ziimiinde daha 6nce bahsedilen Galerkin Yéntemi

kullamlacaktir, yani (3.26)'daki X, X,, X,, X, ve X, bilinmeyenleri oyle

fonksiyonlar (ki bu fonksiyonlar tam fonksiyonlar kiimesini olugturur) yardimiyla ifade
edilmelidir ki (3.29) smir kogullari bu fonksiyonlarin herbiri i¢in otomatik olarak

saglansin. Bolim V.1 de anlatilan Galerkin Yontemine gore (3.27)-(3.28) hareket

denklemlerinde ideal durumda (yani,®@;(x;)=1 ve @,(x;)=0 ) Au:Afl,

A33:A33, A44:A°, A55:A25, A(,e:Ags: A13:A?3, A16:A?6=O

b

Ay=A%=0,A,= A25 = 0 olarak kabul edilirse,

Xgm = cos(mmx; /1, )sin(nmx; /15), X?,m = sin(mnx, /1, )cos(nmx; /15),
ngmn = sin(m7nx, /1, )sin(nmx; /15), Xglm = cos(mnx, /1, )sin(nmx; /15),
X5 = sin(mmx, /1 )cos(nmx; /15) (7.1)

ozfonksiyonlar: elde edilir. Bu 6zfonksiyonlar keyfi m ve n igin (3.29) sinir kosullarmm
otomatik olarak saglarlar. Boylece yukanda soylenenleri gz oniine alarak (3.27)-(3.29)

probleminin incelenmesi i¢in aranan, X, X,, X, Xq,1 ve Xq,3

fonksiyonlari




X (Xlaxﬁi) ZZU
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ZZU cos sinP—?ﬁ
3

m=1n=1 m=1n=1
X, (%;,%X3) = ZZanX?, ZZV sin nxl cos 2%
m=1n=1 m=1n=1 1 13
X, (%,%3) = Z ZWmnng ZZW sin %1 i B3
m=In=1 m=In=1 13
X‘Pl (Xl’x3) = Zz(plmnxgx = Zz(plmn cos % Sin&’
m=1n=1 - m=In=1 11 13
Xo, (X1,%3) = ZZ%m o Zz%m sin—> cos?i
m=In=1 m=In=1 3

(7.2)

bigiminde ifade edilir.

Simdi X, X,, X,, X, ve X, yerdegistirme fonksiyonlarmnin (3.29) kosullarin
otomatik olarak saglaylp saglamadifina bakilacak olursa, bu smir kosullarindan
ikincisinin digerlerinin aksine her zaman otomatik olarak saglanmadifi agikga goriliir.
Ancak, daha once plak-kirigte de oldugu gibi 6yle 6zel bir durum var ki bu durumda bu
sinir kogulu da kesin olarak saglanabilir. Bu durum

A()=AKd)=0, (7.3)

olmasi durumudur. Bu ise malzeme yapisindaki egriselligin formunun yani €-f(x,)
fonksiyonunun verilmesine baglidir. Boylece, Galerkin Yonteminin ele alinan (3.27)-
(3.29) problemine kesin bir gekilde uygulanabilmesi igin yapilan aragtirmalarda oOyle
egrisellik formlan ele alinmalidir ki (7.3) kosulu kesin olarak saglansin. Bu kosul

saglanmadifinda (3.27)’nin ikinci ve dordinci denklemlent X, X, X,, X, ve

X, nin segilen ifadeleri ile ancak yaklagik olarak saglanabilir. $imdilik (7.3) kogullarinin

arayalim.
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Bunun igin (7.2) ifadesini (3.27) ve (3.28)te yerine koyup, sin(mmnx,/l;) ve
cos(mmx, /1,) ile sin(nmx,/1;) ve cos(nmx;/1;) fonksiyonlarinin da ortogonalligini g6z
oniine ahp (3.27)-(3.28) denklemlerinde (7.2) ifadelerindeki bilinmeyen U, V.,
W

mn> Pimn> P3mn Sabitleri icin homojen, lineer, cebrik denklemler sistemini elde ederiz.

Bilindigi Gzere, bu denklemlerin sifirdan farkh ¢6ziminiin olabilmesi igin ise bunlarin
katsayilar determinant: sifira esit olmalidir. Bu determinantin sifira egitlenmesinden elde
edilen denkleme Onceki bolimlerde oldugu gibi frekans denklemi diyecegiz. Frekans
denkleminin ¢6ztmlerini bilgisayar yardimiyla elde edip, ele alinan plagin dogal titresim
frekanslari  belirlenir. x=x,/1,, y=%3/l;, A=L/l; ve @%=po2?/A

boyutsuzlagtirmalan yapilarak sdylenenler (3.27)-(3.28) denklemlerine uygulanirsa

ZZUmn [ (mm)A{; sinm7x sinnmy — ((mn) Al +(anm)? Al )cosmrcxsmmty]Jr

m=In=1

i i Von 1%[—(7»n7t)A;3,1 sinmnxsinnmy — (A[; + Ajs)(mn)(Anm) cosmmx sin nny] +

m=1n=1 1

> O (h/l )y [A 6,1 COSMTX sin N7y — Af(mm)sin m7x sin nﬂ:y] +

m=In=1

ii%mn (h/l y [ -A} (knn)sinmnxsinnny]: 0

m=1in=1 24

(7.4)

> Upn 1%[(7m7t)A’557l cosmmx cosnry — (A}, + Als)(mm)(Anm) sin mmx cos mcy] +
1

m=In=]

ii Vi 3[(mn)A551cosmTcxcosmty ((mn) Al +(Anm)®Al, )Slnmﬂtxcosm‘cy]
m=1n=1

ii @ 1mn (h/l )? [A'6(Xnn)cosmnxcosn7ty]+

m=In=1 24

> O3 (h/l )y [A’ 1sinm7‘cxcosnny+Ag5(mn)cosmnxcosn7cy]: 0

m=1n=1 24
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ZZUm 3[ (mm)Aj, sinmnxsinnmy — ((mn)2Ai6+(7m7t) A, )cosmn:xsinmcy]+

m=In=1

Z Z Vo= 3 [ (Anm)Aj,, sin maxsin nmy — (A;6 +A 45)(m7t)(7\,nn) cosm7xsin nny] +

m=1n=1

> Ot (h/l )" [A , cosmmxsinnmy — A f(mm)sin m7x sin nny]+

m=In=1

Z Z ®3mn (h/l i [ ~A 4 (Anm) sin m7x sin nrcy] + Z Z 113[62 sin mmx sin mty] =0
1

m=ln=1 “ m=1n=1

(7.6)

Z Z U~ E [(mn)A16 sinm7x sin mty] + Z Z 5 [(knn)A’s sinm7x sin nny] +

m=1n=1 m=In=1 1

o 4
2.2 O tmn (hz/ilo) { ((h/l) Al +(mm)> Al + (Anm)? Al Jcosmn:xsmmty_

m=1n=1

—Aj};(m7)sin mmx sin nny}
+

ZZ%M (b1 1) [ (knn)A13 | SInM7X sinnmy — (A{3 + Ags)(mn)(knn) cosmmx sin mty] +

m=In=1 24
ZZ mn l’( %—)[%(man 11+ (Anm) Am)smmrcxsmnny—
m=In=] =
—(mn)((lnn)2(2A;5+A 3)+(m7t) Al )cosmﬂ:xsmmty] 0
7.7

L
“ 9?'1‘“““ o
- -



120

Z Z U3 3 [ (Anm)A s cosmmx cos nmy | + Z Z 73 [ (mm)Aj;s cosmmx cosnmy | +

m=In=1 1 m=In=1 1

o h/1,)*
> O (/1) [(?»mt)Agi1 cosmmnx cosnmy — (Aj; + Als)(mm)(Anm)sin matxcosmcy] +

m=In=1 240

© hl 4

2.2.9 3mn(2/410) [ ((h/ll )2 Ay +(mm)’ Al + (Anm)* AL, -6 )sinmnxcosnﬂy+
m=1n=1

+(mm)ALs, cosmmx cos nny]
’ +

ZZ mn ( (h{21) ][Z(mn)(knfc)Aﬁlcosmnxcosn‘rcy—

m=In=1
—(?»mt)((mn)z(ZAg5 +Al,) + (Anm)? Al )sm mrcxcosrmy] 0
(7.8)
elde edilir. Burada,
A (x Ap(x A(x
A{l( ) — 110( ) , AiS(x) - 130( ) , A;6(X) — 160( ) ,
22 2 22
A (%) Aj(x) Aux)
A/ x) = 33 , Al x) = 36 , AI %) = 44 ,
33( ) Agz 36( ) Agz 44( ) Agz
A (x A(x A (x
AL(x) = # Al(x) = # AL (x)= io(—) . (7.9)
Az Ay 2

isaretlemeleri kabul edilmigtir. Ayrica (7.4)-(7.8)’de Aj; = dAj / dx bigimindedir. Simdi,
(7.4)u  cospnxsingmy, (7.5)i sinpmxcosqmy, (7.6)’y1 sinpmxsin qry, (7.7)yi
cosprxsinqny , (7.8)’ii sinprxcosqny ile garpip 0°dan 1’e kadar x’e gore ve 0’dan 1’e
kadar y’e entegre edilirse, (7.4)-(7.8)’deki U,,, V.., W,__, QOimns P3my 1€ igIN
asagidaki denklemler,




1 _
ZZUmn 13 l: (mn)Ilmp _(mn)zIZmp _(A'nn)z I3mp +58mpm2}nq +

m=1n=1 1

SV, [ (A7) Loy + (M) ) B g +

m=1n=1
h/1 1
ZIZ lmn( / ) [Ismp ( 7.(:)I7mp]6nq + ZZ 3mn( / ) [ ISmpO" 7.(:)]an
m=1n=1 m=In=1
(7.10)

>3 U, 5 (G PG N | T

m=]n=1

ZZ ma 3 {(mn)%mp —((mn)lelmp + ()\'nn)lezmp —lSmpazj]ﬁnq +
m=1n=1 2
d h/1 h
ZZ Q1mn ( / ) [()" )Il3mp]6nq + ZZ D3 ( /2;) [Il4mp +(m1t)115mp] =0
m=1n=1 m=1n=1

(7.11)

ZZUmn 3[ (mn)IISmp (mn) I17mp (7\,1175) IlSmpan +

m=1n=1

ZZ 3 [ (xnn)(IISmp + (mn)(IISmp +IlSmp ]6 +

m=1n=1

ZZ P1mn ( / ) [Il9mp _(mn)IZOmp ]anq +

m=In=1 24

33 0 OO0t e+ 33 W ] 130 i =

(7.12)
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ZZUmn —; [(mn)I7mpan + szmn 3 [()"nn)IZZmp nq +

m=1n=1 m=1n=1

h/l 10 o —
ZZ ®1mn ( / 1) [_ I _(mn)ZIZmp —O"mt)zliimp _(mn)Ilmp +§6mpm2}3ﬂq +

m=1n-1 240 | (b/1,)* 7™

4
53 0amn P11 +

m=1n=1 240
N3 mnlg((hilzl) j[((m) Lymp + (ANT) L ) +
m=In=1

+(mn)((knn)2(l3mp +Lspp) + (mn)ZIZmp —%ampazﬂanq -0

(7.13)
ZZUmn 3 [ (}"nn)IISmpan + ZZ 3 [ (mn)IISmp ]an +
m=1n=1 m=1n=1
ZZ ?1mn ( ,5410) [(}"nn)(19mp F (mn)IIOmp )an +
m=1n=1 =
& h/1,)* 10 1. _
mZﬂE(men ( 2/410) [ (h/l )7 21mp (mﬂ:) Illmp _(xnn)ZIIZmp _(mTc)I9mp +56mpm2}nq +
ZZ mn ( (h/lz) j[z(mﬂ?)(;\.nﬂ:)bmp -
m=In=1

1 —
(Xnn)((mn)z (IIOmp + Illmp) + ()‘nn)z I12mp - Eampc‘) 2) :Ian =0

(7.14)

(p,q=1,2,3,........ o) elde edilir. Burada, 6, ve 8, Kronecker Deltas: olup (5.10) ile

ifade edilmektedir. Ayrica,
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Lip = I( Al ( ) sin m7x cos pmx)dx Lymp = j (A}, (x) cos mmx cos prx)dx

1
Lipp = J.(A §s(x) cosmnx cos prx)dx
0

4mp J'(dA 13(%) .

sin mmx cos prx )dx

1
Limp = [ (Al3 (0) +Als(x)) cosmmxcos prx)d Ly, =
0

€Os M7x cos p7x)dx

J‘(dA 16(X)

Lip = I (A {6 (x) sin m7x cos prx))dx Lgmp = I (A5 (x)sin mmx cos prx)dx

9mp J‘(dA's( X)

cosmmx sin prx)dx  Iygp, = I(A{3 (x) + A5 (x)) sin m7x sin prx ydx
0

1

Liimp = J'(A s(x)sinmnx sin prx)dx Liomp = J (A%;(x)sin mmx sin pmx)dx
0 0
L3 = j'(A 46 (x) cos mmx sin prx )dx Ligmp = J.(dA 15(X) sin m7x sin pmx)dx
0
Lismp = I (A}5(x) cosmmx sin prx )dx Liomp = I(dAdi( X si sinmmxsinp x)dx
0
Iy7mp = j‘(A{6 (x) cos mx sin prx )dx L igmp = J( 36( x) sin m7x sin prx)dx
0
Ligmp = I (dA‘,56 (x) cos m7x sin prx)dx Lyomp = j. (At (x)sin mmx sin prx)dx

0

Lyimp = _f (A, (x) sin mmx sin prx)dx Lomp = I (A4 (x) sin mmx cos pnx )dx
1

Lysmp = J' (A 4 (x)cosmmx cos prx)dx
0

bi¢imindedir. Boylece yapilacak sayisal aragtirmalarin genel bir bigimde elde e

gereken cebirsel homojen denklemler takimi (7.10)-(7.15) seklinde elde edil
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VIL 2. HESAP ALGORITMASI

Yukanida ele alinan probleme ait (7.10)-(7.14) denklemler takiminin katsayilar

determinantimi sifir yapan @ degerleri aranan sayisal sonuglar olmaktadir. Bu amagcla
FTN77 fortran programlama dilinde programlar yapimstir. Simdi hazirlanan
programlarin hesaplama algoritmalarini yukanda bahsedilen (7.10)-(7.14) problemi

iizerinde kisaca agiklayalim.

Bunun igin (7.15) ile gosterilen I, (i=1,2,.,23) integral terimlerinin Oncelikle
hesaplanmast gerekmektedir. S6z konusu integral terimlerinin sayisal hesabi Gauss
Noktalar1 yontemi ile yapilip sayisal sonuglart bir dosyaya yerlestirilmektedir. Buradaki m
ve p 1’den, (7.10)~(7.14) serilerinde ele alinan terimlerin sayist olan, N’e kadar
degisebilmektedir. Bundan bagka belirtelim ki, ele alinan Aj’ler sadece x’in fonksiyonu
olduklarindan, incelenen plagin Ox, ekseni dogrultusundaki herbir n sayilt salinimi igin
ayn ayr frekans denklemi elde edilecektir. Dolayisiyla, eger ele alinan plagin Ox, eksent

dogrultusunda iki salinimh bir duruma karg1 gelen dogal titresimleri aragtirilacak olursa bu

durumda (7.10)-(7.14)’lerde n=2 olarak kabul edilmelidir.

Tezde dnceki boliimlerde ele alinan plak-kiriglerde oldugu gibi, plaklarin da Ox, ekseni

yoniinde biri digerini tekrarlayan levhalardan olusmus bir kompozit malzemeden yapildi
varsayllmaktadir. Bu levhalarin malzemesinin izotrop ve homojen oldugu kabul edilir ve

elastisite modiilleri E; ve E,, Poisson oranlart v, ve v,, Lamé sabitler1 A, u; ve A,,
W,; hacim oranlan m; ve m, ile gosterilirse (7.15)'deki Aj(x), A%(x),
AL (%), AL(X), Ak(x), A(X),Al(X), Aj(x), Al(x) malzeme degiskenlerinin
(2.24) ile verilen ifadelerindeki  AY,, AS,, AS;, A%, A, Ad, AL, AL, A)

normalize edilmis elastisite sabitleri, (6.1)’e ilave olarak,

Ag.z = A(l)l > A24 =My + Mol , Ags = Ags > A(1)3 = A?l _2A914 > Ags = A(I)Z (7.16)




formiilleri yardimiyla bulunur. Bu formiillerin ¢ikanlis yontemi Christensen, 1979°da
agikca verildiginden burada tizerinde durulmayacaktir. Sonuglani alinan 6reklerde

v, =v, =025, n; =n, =05 olarak kabul edilmistir..

Daha sonra Galerkin Yontemi kullamilarak seri halinde yazilan (7.10)-(7.14) hareket

denklemlerindeki Unm/ 2, vV / 5, W, / I}, ®uum> Psne terimlerinin katsayilarindan,

secilen n i¢in,

Ump  Vimp 611mp 631mp Wimp
U2mp Vomp  Pi2mp  P32mp  Wamp
[A]SNxSN = U3mp V3mp 613mp 633mp W3mp (7.17)
Uty Vamp  Puamp  P3smp W4mp

L Usmp  Vomp  Pismp  Pasmp  Wsmp ]

bigiminde SNx5N boyutlu bir [A] matrisi olugturulmaktadir. Burada

— 1 —
Ulmp = _(mn)llmp - (mn)ZIZmp d (xnn)zl.?mp +;6mpm2} »

Usmp = _(M‘n)(Is’mp — (mm)L; 0, )]: U3mp = [_(mn)Ilep - (mTC)2117mp - (xnn)ZIISmp]’

Usmp = :(mn)I7mp] > ﬁsmp = [—(knn)IlSmp ]

(7.18)

Vimp = —(knn)(lmp +(mm)ls,, )] ,
F 2 2 1 —2
V2mp = (mn)I9mp - (mn) Illmp + (knn) Il2mp _Esmpm ’

Vzmp = :—(xnn)(IMmp () (Li3p + Lismp ))] > v4mp = [()\'nn)lllmp] ,

Vimp = [0 155 |
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_ (h/1, _ h/1,)*

(pllmp {)4) I6mp _(mn)I7mp] H (p12mp = ( /2;) [(}\'nn)IBmp] 3
_ (b/1,)* ¢

(‘)13mp = ()—;) _Il9mp - (mn)IZOmp] »

M4 10

1 _
- (mn)Z I2mp - (}\’nn)Z I3mp - (mn)Ilmp + Eamp(D z:l >

— - _ I
(p14mp 240 ] (h/ll )2 23mp

_ h/1)*

(PISmp = (Z/TIO) _(knn)(l9mp - (mn)IIOmp )] : (720)
_ h/1)? _ h/l

(p31mp :%)*—_—ISmp(;"nn)] » (p32mp ( / ) [Il4mp +(mn)115mp] 3

_ h/1)? v h/1;)*

Oy = 0] B = [ ALy + (1) )]
- _maptl 10 o A R
P35mp = 240 (h/l )2 21mp (mn) Illmp (Knn) IlZmp (mn)IQmp +§6mp(D

(7.21)

— — — 1 —32
Wlmp =0, WZmp =0 > W%mp = [;Smpm H} >
- h/1}) 2 2 2 2 1o
Wiy = [( { 21) {((mn)qlmp +(xnn)-l4mp)+(mn)((xnn)~(13mp + L) + (mm) 2L, =580 H
W, = —(h/ll)2 2(mu)(Anm)l,__ — (Anm)| (mm)*(d +1,,.0)+ (Ann)’I 16 ke

Smp — 12 9mp 10mp 11mp n 12mp — 7 mp(D




bigimindedirler. (7.10)-(7.14)’deki 5 adet hareket denklemindeki, sirastyla U, / 12,

Vom / B, ow,_ /13, QOlom- Pnm terimlerinin herbirinin katsayilarindan olusan NxN

(m,p=1,2,....,N) boyutlu matrislerin terimlerinin ifadelerini géstermektedir.

Boylece elde edilen (7.17) katsayilar matrisinin determinantimi sifir yapan @2 degerleri

aranan sonuglar olacaktir. Bu degerleri bulmak amaciyla program iginde sifira ¢ok g¢ok

yakin bir degerden baslayarak, @2 ’ye kiigiik artimlar (0.005) verilerek katsayilar

determinantinin igaretinin degismesine bakilir. Determinantin igaretinin degistigi kok

civarinda daha kiigiik artimlar verilerek istenilen hassasiyete kadar birinci modun frekansi
olan ®; degeri saptanir. Bilindigi iizere, bir sonraki modun frekans: bir 6ncekinden daha
biyiilk oldugundan, bulunan bu degere bir miktar artim verilip aym islemler
gerceklestirilerek, ikinci moda karst gelen @5 degeri saptamir. Bu islem istenilen moda

kadar stirdiiriilebilir.

VIL 3. PLAK MALZEMESI YAPISINDA BiR YONDE EGRISELLIK OLMASI
HALINDE ELDE EDILEN SAYISAL SONUCLARIN INCELENMESI

Bolim III. 2. 2’de tezde ele alinan Uglinci mertebeden gelistirilmis plak teorisi
cercevesinde efrisel yapiya sahip kompozit malzemeden hazirlanmig plaklarin dogal
titresim denklemleri [esl. (3.27-3.28)] ve siur kosullani [es. (3.29)] ¢ikarilmigti. Dikkat
edilirse, bu esitliklerde malzeme yapisindaki  egriselliklerin = formlarindan
bahsedilmemektedir. Simdi, bu denklemler kullanilarak degisik egrisellik formlart igin

elde edilen sayisal sonuglar verilecek ve onlarin yorumlanmasi yapilacaktir.

VIL 3. 1. PLAK MALZEMESI YAPISINDA BiR YONDE PERIYODIK
EGRISELLIK OLMASI HALI

Plak malzemesi yapisindaki egriselligin (6.4) esitligi ile verildigini kabul edelim. Belirtelim

ki (6.4)’deki & terimi 0<d<m aralifinda degerler alabilmektedir. (7.3) egitlikleri goz




oniine alindiginda & =n/2 olmasi durumunda (7.2) yerdegistirme fonksiyonlar (3.29)

sinir kosullarint otomatik olarak saglarlar. Bu durumda, hesaplama sonunda elde edilen
sayisal sonuglar kesin olacaktir. Aksi halde, soz konusu siur garti kesin olarak
saglanmadiindan, elde edilecek sonuglar yaklagik olacaktir. Bundan bagka belirtelim ki
asagidaki sayisal sonuglar (7.2) yerdegistirme fonksiyonlarinda n=1 alarak Ox,; (y)

dogrultusunda bir titresim salinimi olmast halinde ve 8 =n/2 durumunda @2 degerleri

elde edilmis olup asagida tablolar halinde verilmektedir. Hesaplamalarda N=20 olarak

alinmigtir.

Tablo 7.1. Cesitli E,/E,, A ve & ’nun kiigik degerleri igin @7 sonuglar (8=m/2).

L/, | 0 ] 0.017] 0027 0.03] 0.04] 0.05] 0.06 [ 0.07

10 0.2085 | 0.2083 [ 0.2079 | 0.2075 | 0.2067 | 0.2058 | 0.2046 | 0.2034

20 0.0 [0.3521(0.3519]0.3513 | 0.3503 | 0.3489 | 0.3474 | 0.3452 | 0.3429

50 0.7009 | 0.7007 | 0.6999 [ 0.6987 { 0.6972 | 0.6950 | 0.6923 | 0.6890
100 1.1011 | 1.1011 | 1.1011 | 1.1011 | 1.1009 | 1.1005 | 1.0997 | 1.0987
10 0.2106 | 0.2104 | 0.2101 | 0.2097 | 0.2089 | 0.2079 | 0.2067 | 0.2056

20 0.1 |0.3548(0.3546 { 0.3540 | 0.3532 1 0.3519 | 0.3501 | 0.3481 { 0.3458

50 0.7054 | 0.7052 ] 0.7044 | 0.7032 { 0.7017 | 0.6995 | 0.6968 | 0.6937
100 1.1075 | 1.1075 | 1.1075 | 1.1075 | 1.1073 | 1.1071 | 1.1065 | 1.1056
10 0.27491 0.2749 | 0.2745( 0.2741 § 0.2735 | 0.2728 | 0.2720 | 0.2708

20 0.5 | 0.4454 | 0.4454 | 0.4448 | 0.4442 | 0.4433 | 0.4419 | 0.4403 | 0.4386

50 0.8659 | 0.8659 | 0.8655 | 0.8651 | 0.8644 | 0.8634 | 0.8620 | 0.8603
100 1.3651 | 1.3653 | 1.3661 | 1.3673 | 1.3688 | 1.3708 | 1.3729 { 1.3751
10 0.6282 1 0.6282 | 0.6282 | 0.6280 | 0.6278 | 0.6276 | 0.6272 | 0.6269

20 1.0 | 1.0042 ) 1.0042 | 1.0040 | 1.0040 | 1.0038 | 1.0034 | 1.0032 | 1.0026

50 2.01382.0138 | 2.0144 | 2.0149| 2.0159 | 2.0171 | 2.0185

100 3.4300 | 3.4306 | 3.4323 | 3.4354 | 3.4396 | 3.4448 | 3.4513
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Tablo 7.2. Cesitli E,/E;, A ve € nun kiigiik degerleri igin ®5 sonuglart (3 =7/2).

E,/E/| A €
1,/1, 0 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07

10 2.6809 | 2.6803 | 2.6781 | 2.6748 | 2.6699 | 2.6637 | 2.6559 | 2.6467

20 0.0 |4.0316|4.0314 | 4.0305 | 4.0287 | 4.0262 | 4.0225 | 4.0176 | 4.0109

50 6.3260 | 6.3285 | 6.3355 | 6.3473 | 6.3631 | 6.3824 { 6.4045 | 6.4287
100 7.9814 | 7.9814 | 8.0055 | 8.0352 | 8.0760 | 8.1271 | 8.1881 | 8.2574
10 2.6877 ] 2.6869 | 2.6850 | 2.6814 | 2.6768 | 2.6705 | 2.6627 | 2.6535

20 0.1 |3.7252(3.7273 | 3.7338 | 3.7447 | 3.7600 | 3.7795 | 3.8035 | 3.8316

50 4.3441 | 4.3469 | 4.3549 | 4.3686 | 4.3879 | 4.4133 | 4.4447 | 4.4828
100 5.3725|5.3754 | 5.3842 | 5.3992 | 5.4209 | 5.4500 | 5.4871 | 5.5332
10 2.8596 | 2.8590 | 2.8572 1 2.8543 | 2.8502 | 2.8449 | 2.8381 | 2.8303

20 0.5 (42492 }4.2492 | 4.2488 | 4.2482 | 4.2472 | 4.2455 | 4.2428 | 4.2391

50 6.6240 | 6.6270 | 6.6357 | 6.6498 | 6.6689 { 6.6926 | 6.7199 | 6.7502
100 8.3682 | 8.3750 | 8.3953 | 8.4289 | 8.4752 | 8.5336 | 8.6029 | 8.6822
10 3.5311 | 3.5307 | 3.5299 | 3.5283 | 3.5264 | 3.5234 | 3.5197 | 3.5152

20 1.0 |5.1576 ] 5.1582| 5.1598 | 5.1621 | 5.1650 | 5.1686 | 5.1721 | 5.1754

50 8.1391 ] 8.1434 | 8.1557 | 8.1758 | 8.2033 | 8.2377 | 8.2781 | 8.3236

100 10.7592]10.7678(10.7936|10.8359(10.8945|10.9688]11.0578( 11.1606
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Tablo 7.3. Cesitli E,/E;, A ve & ’nun biyiik degerleri igin @ sonuglar (8= 7/2).

E,/E/| A €
1,/1, 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
10 0.2085 ( 0.1983 | 0.1753 | 0.1517 0.1339 | 0.1218 | 0.1136 | 0.1079

20 0.0 | 0.35210.3337 0.2876 | 0.2366 | 0.1960 | 0.1681 { 0.1495 | 0.1370

50 0.7009 | 0.6753 | 0.5915 | 0.4761 | 0.3726 | 0.2964 | 0.2446 | 0.2106
100 1.1011 ] 1.0921 | 1.0087 | 0.8358 | 0.6489 | 0.4991 | 0.3931 | 0.3218
10 0.2106 { 0.2007 | 0.1776 | 0.1542 | 0.1366 | 0.1245 | 0.1165 | 0.1110

20 0.1 |0.35480.3366] 0.2909 | 0.2403 | 0.2001 | 0.1724 | 0.1540 | 0.1419

50 0.7054 | 0.6804 | 0.5976 | 0.4833 | 0.3806 | 0.3052 | 0.2540 | 0.2204
100 1.1075 | 1.0995 | 1.0185 | 0.8481 | 0.6634 | 0.5151 | 0.4103 | 0.3401
10 0.2749 [ 0.2669 | 0.2479 | 0.2286 | 0.2144 | 0.2050 | 0.1991 | 0.1954

20 0.5 ]0.4454) 0.4315] 0.3948 | 0.3534 | 0.3206 | 0.2989 | 0.2853 | 0.2771

50 0.8659 | 0.8526 | 0.7956 | 0.7073 | 0.6257 | 0.5669 { 0.5290 | 0.5060
100 1.3651 | 1.3808 1 1.3552 | 1.2435| 1.1071 | 0.9962 | 0.9200 { 0.8726
10 0.6282 | 0.6253 ) 0.6169 | 0.6083 | 0.6028 | 0.6005 | 0.5999 | 0.6005

20 1.0 | 1.0042| 1.0009 | 0.9874 | 0.9694 | 0.9560 | 0.9489 | 0.9470 | 0.9478

50 2.0138 | 2.0249| 2.0310 { 2.0108 | 1.935 [ 1.9651 | 1.9571 | 1.9571

100 3.4300 | 3.4864 | 3.5935 1 3.6384 | 3.6288 | 3.6095 | 3.5991 | 3.6001
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Tablo 7.4. Cesitli E,/E;, A ve ¢ ’nun biiyiik degerleri igin @4 sonuglar (8 = n/2).

L/, 0 Jor[o2] 0304 05]06] 07

10 2.6809 | 2.6100 | 2.4041 | 2.1506 | 1.9352 | 1.7781 | 1.6682 | 1.5900

20 0.0 |4.0316|3.9795| 3.7092 | 3.2516 | 2.7996 | 2.4496 | 2.2020 | 2.0301

50 6.3260 | 6.5053 | 6.5555 | 5.9957 | 5.0900 | 4.2369 | 3.5830 | 3.1193
100 7.9814 | 8.5064 | 9.3533 [ 9.3205 | 8.2646 | 6.8738 | 5.6480 | 4.7227
10 2.6877(2.6170] 2.4121 | 2.1594 | 1.9445 | 1.7881 | 1.6783 | 1.6006

20 0.1 |3.7252]3.9430| 3.7197 | 3.2641 | 2.8135 | 2.4646 | 2.2180 | 2.0465

50 4.3441 | 4.6398 | 5.7354 [ 6.0176 | 5.1164 | 4.2668 | 3.6152 | 3.1533
100 5.3725 | 5.7357 | 7.4318 | 9.3545 | 8.3088 | 6.9262 | 5.7061 | 4.7852
10 2.8596 | 2.7980 ( 2.6129 [ 2.3793 | 2.1793 | 2.0338 | 1.9322 | 1.8605

20 0.5 |4.2492(4.2176 | 3.9928 | 3.5814 | 3.1658 | 2.8428 | 2.6150 | 2.4580

50 6.6240 | 6.8498 | 7.0145 | 6.5859 | 5.7910 | 5.0201 | 4.4254 | 4.0053
100 8.3682 | 8.9697 |10.0205|10.2531| 9.4482 | 8.2535 | 7.1691 | 6.3445
10 3.5311 | 3.4961 ] 3.3668 | 3.1873 | 3.0293 | 2.9141 | 2.8344 | 2.7789

20 1.0 | 5.1576 | 5.1807 | 5.0783 | 4.7918 | 4.4738 | 4.2215 | 4.0447 | 3.9248

50 8.1391 | 8.4818 | 8.9467 | 8.8689 | 8.3689 | 7.8131 | 7.3689 | 7.0553

100 10.7592|11.5398]13.1123(14.0461|13.9045|13.222312.4994|11.9248

Tablo 7.1-7.4’in incelenmesinden gorilecegi tizere plak-kirig probleminde genel olarak
aym E,/E, ve A =1,/1; oranlan iin elde edilen @2 sonuglan & degerleri artikca
azalmaktadir. Bu azalma & 'nun biytuk degerlerinde kiigiik degerlerindekine oranla daha
fazla olmaktadir. Aynica aym E,/E, oram ve & degeri igin A =1,/1, parametresi
bliyiidiikge @2, sonuglari da beklenildigi gibi artmaktadir. A = 0 degeri, plak-kirise karsi

gelen, Ox; dogrultusunda sonsuz uzunluga sahip plagi gostermektedir. Tablolardaki




A=0’a karsi gelen @7 ve ©5 sonuglanyla plak-kirs icin elde edilenler

kargilagtirildiginda sayisal sonuglarin ayni oldugu goriilmektedir.

Elde edilen sayisal sonuglardan goziktigi gibi A parametresinin her bir secilmis
degerinde ¢, E,/E, ve & parametrelerinin plagin dogal titresim frekanslarina etkisi
plak-kirisde oldugu gibidir. Burada ise A’nin degeri biiyidiik¢e ele ahnan her bir
durumda frekanslarin degerleri, onceden de beklenildii gibi, monoton olarak

artmaktadir.

VIL 3. 2. PLAK MALZEMESI YAPISINDA BIR YONDE LOKAL -YEREL-
EGRISELLIK OLMASI HALI

Plak-kiris malzemesi yapisinda bir dogrultuda ( Ox, dogrultusu) yere.i»egriselligin olmasi
durumu ve bu durumdaki dogal titresime ait sayisal sonuglar Boliim VI.4.2°de verilmisti.
Bu baghk altinda, plak malzemesindeki egrisellik formunun (6.5) big¢iminde verilmesi
halinde gegitli 7, ¢, d degerleri icin, plak dogal titresimine @ -, sayisal sonuglari tablolar
halinde verilmektedir. Burada da Bolim VI.4.2°de oldugu gibi (6.5) ifadesinde »n=1
olarak alinmustir. Bunlara ilaveten (7.2) yerdegistirme fonksiyonlarindaki n terimi de n=1
seklinde alinarak plakta Ox, (y) dogrultusunda bir titregim salinimi olmasi saglanmugtir.
Bir 6nceki problemde yani malzeme yapisinda periyodik egrisellik bulunan kompozit
plagin dogal titresim probleminde oldugu gibi bu problemde de serilerdeki terim sayist

N=20 olarak alinmustr.
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Tablo 7.5. Cesitli E, /E; ve € ’nun buyiik degerleri igin malzeme yapisinda yerel

egrisellik olan plaga ait 6,2 sonuglan (m=2, ¢=0.3, d=0.7).

E,/E,| A €

1,/1, 0 0.1 { 0.2 { 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

10 0.2085 | 0.2083 | 0.2083 | 0.2081 | 0.2079 | 0.2075 { 0.2071 | 0.2065

20 0.0 |0.3521]0.35210.3519] 0.3517{ 0.3515 | 0.3511 ] 0.3505 | 0.3499

50 0.7009 | 0.7011 | 0.7017 } 0.7024 | 0.7038 | 0.7052 | 0.7069 | 0.7089
100 1.1011{ 1.1021 | 1.1050 | 1.1101 | 1.1173 | 1.1267 { 1.1384 | 1.1519
10 0.2106 | 0.2104 | 0.2104 | 0.2103 | 0.2101 | 0.2097 | 0.2093 | 0.2087

20 0.1 |0.3548 | 0.3548 1 0.3548 | 0.3546 | 0.3542 | 0.3538 | 0.3534 | 0.3526

50 0.7054 1 0.7056 1 0.7061 | 0.7069 | 0.7083 | 0.7097 | 0.7114 | 0.7134
100 1.1075] 1.1085 | 1.1114 } 1.1165 | 1.1237 | 1.1333 | 1.1448 | 1.1585
10 0.27491 0.2749 | 0.2747 1 0.2747 | 0.2743 | 0.2741 | 0.2737 | 0.2731

20 0.5 |0.4454| 0.4454} 0.4454 { 0.4452 ] 0.4450 | 0.4446 | 0.4440 | 0.4435

50 0.8659 | 0.8663 | 0.8669 | 0.8679 | 0.8692 | 0.8710 | 0.8729 [ 0.8751
100 1.3651 | 1.3661 | 1.3694 | 1.3749 | 1.3827 | 1.3929 | 1.4054 | 1.4200
10 0.6282 | 0.6282 | 0.6282 | 0.6280 | 0.6278 | 0.6274 | 0.6271 | 0.6265

20 1.0 | 1.0042 | 1.0042 | 1.0040 | 1.0040 | 1.0036 | 1.0032 | 1.0028 | 1.0021

50 2.0138 1 2.0140 | 2.0146 | 2.0157| 2.0171 | 2.0190 | 2.0210 | 2.0233

100 3.4300 | 3.4312 | 3.4347 | 3.4405 | 3.4489 | 3.4601 | 3.4737 | 3.4899
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Tablo 7.6. Cesitli E, /E, ve & ’nun buyiik degerleri igin malzeme yapisinda yerel

egrisellik olan plaga ait @3, sonuglar (m=2, ¢=0.3, d=0.7).

E,/E;| A €
LS| 0 Jor[o2] o3 04 05]06] 07

10 2.6809 | 2.6807 | 2.6799 | 2.6789 | 2.6771 | 2.6754 | 2.6730 | 2.6705

20 0.0 |4.0316(4.0313]4.0299 | 4.0275| 4.0244 | 4.0209 | 4.0166 | 4.0121

50 6.3260 | 6.3240 | 6.3180 | 6.3084 | 6.2955 | 6.2801 | 6.2625 | 6.2438
100 7.9814 | 7.9746 | 7.9541 | 7.9207 | 7.8754 | 7.8197 | 7.7551 | 7.6836
10 2.6877 | 2.6873 1 2.6867 | 2.6855 | 2.6840 | 2.6820 | 2.6797 | 2.6773

20 0.1 |3.7252|3.7256 | 3.7268 | 3.7287 | 3.7314 | 3.7348 | 3.7387 | 3.7434

50 43441 1 4.3449 | 4.3477 | 4.3520 | 4.3580 | 4.3654 | 4.3744 | 4.3844
100 5.3725 ] 5.3740 | 5.3791 | 5.3871 | 5.3984 | 5.4123 | 5.4289 | 5.4475
10 2.8596 | 2.8594 | 2.8588 | 2.8578 | 2.8566 | 2.8551 | 2.8533 | 2.8512

20 0.5 | 4.2492 | 4.2488 | 4.2477 | 4.2459 | 4.2434 | 4.2404 | 4.2373 | 4.2338

50 6.6240 | 6.6223 | 6.6166 | 6.6078 | 6.5961 | 6.5818 | 6.5660 | 6.5492
100 8.3682 | 8.3613 | 8.3414 | 8.3090 | 8.2650 | 8.2107 | 8.1482 | 8.0793
10 3.5311 | 3.5309 | 3.5309 | 3.5305 | 3.5301 | 3.5297 { 3.5293 | 3.5289

20 | 1.0 |5.1576]5.1576 [ 5.1572 | 5.1566 | 5.1559 | 5.1551 | 5.1545 | 5.1539

50 8.1391 ] 8.1380 | 8.1334 | 8.1266 | 8.1178 | 8.1074 | 8.0961 | 8.0846

100 10.7592]10.7529|10.7342{10.7037[10.6627|10.6125[10.5549|10.4918

Tablo 7.5-7.6°da A =0 degeri, plak-kirige karst gelen, Ox; dogrultusunda sonsuz
uzunluga sahip plagr gostermektedir. Plak-kiris ve plak problemleri i¢in yapilan
hesaplamalarda 10" mertebesindeki bir hassasiyete kadar sayisal sonuglar elde edildigi
dikkate aliirsa, tablolardaki A = 0’a kargt gelen ©; ve @5 sonuglariyla plak-kiris igin

elde edilenler karsilagtinldiginda sayisal sonuglarin ayni oldugu goérilmektedir.
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Elde edilen sayisal sonuglardan goziiktigi gibi A parametresinin her bir secilmig
degerinde €, E,/E, ve & parametrelerinin plagin dogal titresim frekanslarina etkisi
plak-kirigte oldugu gibidir. Burada ise A ’nin degeri biyiidik¢e elde alinan her bir

durumda frekanslarin degerleri, o6nceden de beklenildii gibi, monoton olarak

artmaktadir,




BOLUM VIIL

SONUCLAR ve DEGERLENDIRILMESI

Tezde yapilan arastirmalardan elde edilen sonuglar kisaca ozetlenirse agagidakiler

sOylenebilir.

1.

[

Akbarov ve Guz’ sureklilik teorisi gergevesinde ugtincii mertebeden gelistirilmis plak
teorileri denklemleri kullanilarak egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden yapilmig
plaklarin dogal titresim ve burkulma problemlerinin formiilasyonu yapilmistir. Bu
formiilasyonda, plak teorisinin denklemleri ve buna uygun smir kosullari elastisite
teorisinin kesin hareket denklemleri ve sinir kosullarindan, burkulma denklemleri ise
lineerize edilmis ti¢ boyutlu elastik stabilite denklemleri kullanilarak ¢ikarilmistir. Elde
edilen denklemlerden, o6zel haller olarak, plaklarin klasik titresim ve burkulma
denklemleri ve birinci mertebeden gelistirilmis plak teorisi ¢ergevesinde olan titresim
ve burkulma denklemleri de ¢ikarilmugtir.

Formiilasyonu yapilmig problemlerin incelenmesi igin  Galerkin  Yénteminin
uygulanmasinda karsilagilan bazi zorluklar aradan kaldinlmig ve bdylece bu yéntem

bakilan tiirdeki problemlerin incelenmest dogrultusunda gelistirilmigtir.

. Sayisal sonuglarin elde edilmest i¢in gerekli algoritmalar ve programlan yapilmugtir.

Ele alinan problemlerin incelenmesine Pertiirbasyon Yoénteminin uygulanabilmesi de

ozel orneklerle gosterilmigtir.

. Plak malzemesi yapisinda olan egriselliklerin dogal titresim frekanslarina etkisini

gosteren ¢ok sayida sayisal sonug elde edilmis ve bunlarin yorumlan yapilmistir.

. Yapisinda egrisellik olan kompozit malzemeden hazirlanmug plaklarin dogal titregim ve

burkulma problemlerinin {glincli mertebeden gelistirilmig plak teorisi ¢ergevesinde
incelenmesinden elde edilen sonuglarin daha kesin oldugu tespit edilmistir. Bu nedenle
adi gegen kompozit malzemeden yapilmis plak-kirilerin dogal titresimi her iig teorisi,
a) Klasik plak teorisi, b) Birinci mertebeden gelistirilmis plak teorisi, c) Uglincii
mertebeden gelistirilmis plak teorisi, gergevesinde arastinlarak elde edilen sayisal

sonuglar karsilagtiriimigtir.
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7. Plak malzemesi yapisindaki egriselliklerin plaklanin stabilitesine -burkulmasina- kritik
dig basing yiiklerinin etkisi incelenmistir.
8. Elde edilen sayisal sonuglarin esaslandinlmast ve miihendislik agisindan yorumlan

yaptlmustir.

Elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi hakkinda agagidakileri soyleyebiliriz:

I. Egrisel yapiya sahip kompozit malzemeden yapilmus plak ve plak-kiriglerin baz1 dogal
titresim ve stabilite problemlerinin geligtirilmig plak teorileri gergevesinde incelenmesi
ilk kez yapilmugtir.

II. Bu aragtirmalarda esas olarak Galerkin Yontemi kullanilmig ve bu yontem ele alinan
problemler igin bazi yonlerden gelistirilmigtir.

HI.Goz ontne alinan kompozit malzeme Ornekleri gercevesinde elde edilen sayisal
sonuglar muhendislik agisindan yorumlanmis ve bu yorumlarin bazi onerilerde
bulunmasi igin imkan yaratilmigtir.

IV.Agik¢a anlagilan ve tablolar seklinde ortaya konan ¢ok sayida sayisal sonug verilmistir.
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