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SİMGE LİSTESİ 

 Kompleks Sayılar Kümesi 
 Reel Sayılar Kümesi 

 K  veya  Cismi 
K  Kompakt Hausdorff uzayı 

 Doğal Sayılar Kümesi 
  Her 
  Bazı 
  Elemanıdır 

 Küçük eşittir 

.  Norm 

A  A  kümesinin kapanışı 

A  A  kümesinin kutbu 
dA  A  kümesinin ayrık tümleyeni 

A B   ve A B  ayrık kümeler 

xB  x  vektörüyle üretilen band 

( )B X  X  den  ye tanımlı tüm sınırlı fonksiyonların kümesi 

AB   A  kümesi ile üretilen band 

( )C X  X  den  ye tanımlı tüm sürekli fonksiyonların kümesi 

  Sınırlı dizi uzayı 

c  Yakınsak dizi uzayı 

0c  Sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı 

D   Yukarı yönlenmiş küme 

D   Aşağı yönlenmiş küme 

E  E  nin pozitif konisi 

xE  x  ile üretilen ideal 

AE  A  kümesi ile üretilen ideal 
~E  E  nin sıra duali 
~~E  E  nin ikinci sıra duali 
'E  E  nin topolojik duali 

E F  E  ve F  nin direk toplamı 
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 ,L E F  E  den F  ye tanımlı tüm sürekli lineer operatörler 

( , )rL E F  E  den F  ye tanımlı tüm regüler lineer operatöler 

 ,bL E F  E  den F  ye tanımlı tüm sıra sınırlı lineer operatörler 

( , )nL E F  E  den F  ye tanımlı tüm sıra sürekli lineer fonksiyoneller 

TN   T  operatörünün sıfır ideali 

( )Orth E   E  üzerindeki ortomorfizmalar  

xP   xB  bandı üzerindeki projeksiyon (izdüşüm) 

( )S E  E  den E  ye tanımlı tüm band koruyan operatörler 

A  ( )L E  nin alt cebiri 

s   Tüm reel dizilerin Riesz uzayı 
'T   T  operatörünün eşleniği (adjointi) 

'( , )E E  E  üzerindeki zayıf topoloji 
*w   *zayıf  topoloji 

x   x  vektörünün pozitif kısmı  

x   x  vektörünün negatif kısmı 

x   x  vektörünün modülü veya mutlak değeri 

x x    x  artandır ve sup{ x } x  

x x    x  azalandır ve inf{ x } x   

x x   sıra yakınsak 
wx x   zayıf yakınsak 

[ , ]x y   sıralı aralık 

x y   x  ile y  nin supremumu 

x y   x  ile y  nin infimumu  

x y   x  ile y  ayrık vektörlerdir 
*X   X  in cebirsel duali 
'X   X  in topolojik duali 
''X   X  in ikinci duali 
( )Z E   E  nin merkezi 

'( )Z E   E  nin dualinin merkezi 
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ÖZET 

 
BANACH F-MODÜLLERİNİN MERKEZİ  

VE 
F-ORTOMORFİZMALAR ÜZERİNDE GENİŞLETİLMİŞ SONUÇLAR 

 

Şebnem YILDIZ PESTİL 

Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Ömer GÖK 

 

A  bir birimli Arşimed f-cebiri iken ' '( )nA , 'A  de tüm sıra sürekli lineer fonksiyonellerin 

uzayı olduğunda '' ' '( )nA A  eşitliğinin olduğunu (Pagter ve Huijsmans [12]) 

ispatlamıştır. Çalışmamız bu sonuca dayanır. 

E  bir Banach örgüsü, K  Kompakt Hausdorff uzayı için ( )C K  supremum normuna 

göre K  üzerindeki sürekli fonksiyonların Banach cebiri ve ( )L E , E  üzerinde sınırlı 

lineer operatörlerin uzayı ise : ( ) ( )m C K L E  sınırlı birimli cebir homomorfizmasıdır. 

Bu fikir ile E  nin merkeziyle ilgili bazı iddialar (Orhon, [17]) de gösterilmiştir. 

Bu çalışmada, ( )C K  yerine bir birimli Arşimed f-cebiri A  alarak (Orhon [17]) nin 

çalışmasındaki bazı iddiaları genelleştirdik. 

Burada, A  bir birimli f-cebiri ve L , M  A  üzerinde iki f-modül olduğu kabul edildi, L  

nin ikinci sıra duali ''L  nün A  nın ikinci sıra duali ''A  de bir Banach f-modül olduğu 

gösterildi. Dahası ''A  üzerinde topolojik olarak dolu olma kavramı tanımlandı ve ''A  

nün ''A  de topolojik olarak dolu olduğu ispatlanmıştır. 
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Ayrıca bu çalışmada, bir T  operatörü bir A  birimli f-cebiri üzerinde L  den M  ye f-

ortomorfizma kabul edildi ve T  operatörünün ikinci eşleniği olan ''T  operatörünün A  

nın ikinci sıra duali ''A  üzerinde L  nin ikinci sıra duali ''L  den M  nin ikinci sıra duali 
''M  ne bir f-ortomorfizma olduğu gösterilmiştir. Burada elde edilen neticeler (Turan 

[14]) deki bazı neticeleri geneller. 

 

Anahtar Kelimeler: Banach Örgüsü, Merkez, F-Cebiri, F-Modül, Dedekind Tam. 
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(Huijsmans and Pagter [12]) proved that when A  is an unital Archimedean f-algebra, 

the equality '' ' '( )nA A  holds, where ' '( )nA  is the collection of all order continuous 

linear functionals on 'A . Our study bases on this conclusion. 

If E  is a Banach lattice, ( )C K  is the Banach algebra of continuous functions on K  

with the sup norm where K  is a compact Hausdorff space and ( )L E  is the bounded 

linear operators on E , then a mapping : ( ) ( )m C K L E  is a bounded unital algebra 

homomorphism. Some claims concerning on the center of E  with this idea was shown 
in (Orhon [17]). 

In this work, taking A  as an unital Archimedean f-algebra instead of ( )C K , we 

generalized some of the results of (Orhon [17]). 

Here, it was assumed that A  is an Archimedean f-algebra with unit element and L , 

M  are two f-modules over A . Then it was shown that ''L , the second order dual of L , 

is an f-module over ''A  where ''A  is the second order dual of A . Moreover the 
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concept of topologically fullness over ''A  was defined and proved that ''A  is a 

topologically full over ''A . 

In addition, in this work it was assumed that an operator T  is an f-orthomorphism 

from L  to M  over ''A  and it was shown that ''T  is an f-orthomorphism, where ''T  is 

the second adjoint of T  from ''L  to ''M . 

These conclusions obtained from here generalize some of the results of (Turan [14]). 

Keywords: Banach Lattice, Center, F-Algebra, F-Module, Dedekind Complete. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1    Literatür Özeti 

Riesz uzaylarının teorisi 1930 ların ortasında (Freudenthal [1] ve Kantorovitch [2]-[7]) 

tarafından geliştirildi. Pozitif operatörler (Kantorovitch [2]-[7]) tarafından 1930 ların 

ortasında tanıtıldı ve çalışıldı. Pozitif operatörlerin sistematik çalışmasının başlangıcı 

1930 larda (Riesz [8], Kantorovitch [2]-[7] ve Birkhoff [9]) tarafındandır. F-Cebiri 

kavramı 1981 yılında (Pagter [10]) tarafından geliştirilmiştir. Bu konu (Huijsmans ve 

Bernau [11]), (Pagter ve Huijsmans [12]) ve (Huijsmans [13]) tarafından birçok 

makalede incelenmiştir. 2000 yılında (Turan [14]) de f-ortomorfizma konusunu 

araştırmıştır. (Wickstead [15], [16]) da topolojik olarak dolu olma kavramını verdi ve 

merkez üzerine yaptığı önemli bir çalışmada merkezin topolojik olarak dolu olması 

kavramını inceledi. Bu çalışmayla beraber (Orhon [17]) de bir Banach örgüsünün 

merkezinde topolojik olarak dolu olma kavramını geliştirmiştir. 

1.2    Tezin Amacı 

Bu çalışma bir A  birimli f-cebiri ve A  nın ikinci sıra duali üzerine oluşturulmuştur. Bu 

çalışmada A  bir birimli Banach f-cebiri ve E , A  üzerinde bir Banach f-modül 

olduğunda E  nin sıra dualinin merkezini incelemek ve A  bir birimli f-cebiri iken A  

nın ikinci sıra duali ''A  nün ''A  de topolojik olarak dolu olduğunu gösterip bir f-

ortomorfizmasının ikinci eşleniğinin de f-ortomorfizması olduğunu göstermek 

amaçlanmaktadır. 
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1.3    Hipotez 

A  birimli f-cebiri ve L  bir Riesz uzayı olsun. 

Her x L , 'f L  ve a A  için 'L  Riesz uzayı 

                                   ' 'A L L   

                                   ( , ) : ( ) ( )a f a f a f x f a x                                              (1.1) 

tanımı ile A  üzerinde bir f-modül olduğu kabul edilmiştir. 

L , A  üzerinde bir f-modül ise aşağıdaki dönüşümleri kurabiliriz. 

1.    Her x L , 'f L  ve a A  için 

                      ' 'L L A   

                     ,( , ) : ( ) ( )x fx f x f a f a x                                                (1.2) 

2.    Her x L , 'f L , ''F A  için  

                    '' ' 'A L L   

                    ( , ) : ( )( ) ( )F f F f F f x F x f                                           (1.3) 

3.    Her 'f L , ''F A , ''f̂ L  

                 '' '' ''A L L   

                  ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) : ( )( ) ( )F f F f F f f f F f                                            (1.4) 

 

 

 

 

       Aynı zamanda, 
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4.    Her x L , 'f L  ve a A  için 

                   ' 'A L L   

                  ( , ) : ( ) ( )a f a f a f x f a x                                                       (1.5) 

5.    Her a A , 'f L , ''f̂ L  için 

                   '' ' 'L L A   

                  ˆ,

ˆ ˆ ˆ( , ) : ( ) ( )
f f

f f f f a f a x                                                     (1.6) 

 

bu dönüşümlerden yararlanarak Banach f-modülünün merkeziyle bir A  birimli 

Banach f-cebirinin ikinci sıra duali , ''A , arasındaki ilişkiler incelenecektir.  
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BÖLÜM 2 

RİESZ UZAYLARINDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde, çalışmamızda kullanılacak Riesz uzayındaki temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. 

2.1    Giriş  

Tanım 2.1 [18]  

i.   Tüm n  sayıları için  

                                      nx   

olacak şekilde bir 0   sayısı varsa,{ }nx , dizisine sınırlı dizi denir. 

Tüm sınırlı dizilerin kümesi   ile gösterilmiştir. 

                                    { { }:sup }n n
n

x x x     . 

ii.   Bir { }nx  dizisi verilmiş olsun. Eğer her 0   ve her n N için  

                                       nx l   , 

olacak şekilde bir ( )N    sayısı bulunabilirse, { }nx  dizisine yakınsak dizi ve  

limiti l  dir denir. Bütün yakınsak dizilerin kümesi c  ile gösterilmiştir. 
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                                        { { }: lim ,  }n n
n

c x x x l l


    . 

iii.   Bir { }nx  dizisi için lim 0n
n

x


  ise, bu diziye sıfır dizi denir. 

Bütün sıfır dizilerinin kümesi 
0c  ile gösterilmiştir. 

                                        0 { { }: lim 0}n n
n

c x x x


   . 

Tüm dizilerin kümesi ise s  ile gösterilmiştir. 

2.2    Vektör Uzayı 

Tanım 2.2 [18] k bir küme ve k üzerinde toplama ( )  ve çarpma ( )  işlemleri 

tanımlayalım. k kümesinin elemanlarını , , ,...x y z  ile gösteriyoruz. 

1. Her ,x y k için x y  k  ve xyk dır.       (k nın toplama ve çarpma 

işlemlerine göre kapalılık özelliği) 

2. Her ,x yk için ( ) ( )x y z x y z      dir.     (Birleşme özelliği) 

3. k içerisindeki bir tek sıfır elemanı bulunabilir ki her xk için 

x x x      dir.(  , k nın birimi) 

4. Her ,x yk için bir tek x k bulunabilir ki ( )x x     dır. 

5.  Her ,x yk için x y y x    dir.                     (Değişme özelliği) 

6. Her ,x yk için xy yx  dir.                               (Değişme özelliği) 

7. Her , ,x y zk için ( ) ( )x yz xy z  dir.                 (Birleşme özelliği) 

8. Her xk için 1x x   eşitliğini sağlayan k nın bir tek 0 1  (bir) elemanı 

vardır.  

9. Her 0 x k ya karşılık 1 1xx   eşitliğini sağlayan k içinde bir tek 1x  

elemanı vardır. 
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10. Her , ,x y zk için ( )x y z xy xz   , ( )y z x yx zx    dir. (Çarpmanın 

toplama üzerine dağılma özelliği)  

Bu aksiyomları sağlayan k kümesine bir cisim denir.  reel sayılar kümesi ve   

kompleks sayılar kümesi yukarıdaki aksiyomları sağladığından birer cisimdir. 

Tanım 2.3 [18] E  boş olmayan bir küme olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanacak 

şekilde ,x y E  için 

                                       ( , )x y x y  

ve ,  x E  k  için 

                                      ( , )x x   

(toplama ve çarpma) fonksiyonları varsa, E  ye k cismi üzerinde bir vektör uzayı ya 

da lineer uzay denir. k  alınırsa E  ye bir reel vektör uzayı ve k  alınırsa 

E  ye kompleks vektör uzayı denir. 

(T1)   Her ,x y E  elemanları için 

                                      x y y x   .                         (Toplamada değişme özelliği) 

(T2)   Her , ,x y z E  elemanları için 

                             ( ) ( )x y z x y z     .               (Toplamada birleşme özelliği) 

(T3)   Her x E  elemanı için 

                                     E Ex x x      

           olacak şekilde bir E E   elemanı vardır. (Burada ( E ) lineer uzayın sıfır 

           elemandır) 

(T4)   Her x E  elemanı için 

                                ( ) ( )Ex x x x       

          olacak şekilde bir x E   elemanı vardır.      ( x  toplamada ters elemandır) 

(Ç1)   Her x E  elemanı için 
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                                     xe x ex   

           olacak şekilde bir e E  elemanı vardır.                   ( e  çarpmada birim ya da 

           etkisiz elemandır) 

(Ç2)   Her ,x y E  elemanları ve k skaleri için 

                               ( )x y x y     . 

(Ç3)  Her x E  elemanı ve her ,  k skalerleri için 

                              ( ) ( )x x   . 

(Ç4)  Her x E  elemanı ve ,  k skalerleri için 

                             ( )x x x      . 

Örnek 2.4 Reel sayılar kümesi ve kompleks sayılar kümesi bildiğimiz toplama ve  

çarpma işlemine göre vektör uzaylarıdır. 

Örnek 2.5 [18] k   veya  k   cismi ve X  boş olmayan bir küme olsun.  

X  kümesinden k kümesine tanımlı tüm fonksiyonların kümesi E  olsun, yani,  

{ | :E f f X k}  dır. 

(T)  ,f g E  fonksiyonları ve x X  elemanı için ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x    toplamı,  

(Ç)  k skaleri ve   fonksiyonu için ( ) ( )f E f x f x    çarpımı tanımlansın. 

Bu tanımlar ile E  bir vektör uzayıdır çünkü:  

1. Her x X  ve ,f g E  için  

    [ ( )]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ( )) [ ( ) ( )] ( )f g h x f x g h x f x g x h x f x g x h x            

     olduğundan ( ) ( )f g h f g h      olur. 

2. Her ,f g E  ve x X  için 

     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f g x f x g x g x f x g f x        den f g g f    dır.  
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3. Her x X  için 0( ) 0x   olduğundan sıfır fonksiyonu (0) , E  nin sıfırıdır. 

4. Her f E  için f E   fonksiyonu ( )( ) ( )f x f x    eşitliğini sağlar. 

5. Her f E  için (1 )( ) 1 ( ) ( )f x f x f x   , 1 f f  özelliği sağlanır. 

6. ,   k, f E  ve x X  için 

         [( ) ]( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )( )f x f x f x f x         olduğundan 

         ( ) ( )f f   dir. 

7. ,f g E , k ve x X  için 

     [ ( )]( ) ( )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )( )f g x f g x f x g x f x g x f g x                 

     olduğundan ( )f g f g     dir. 

8. ,   k, f E  ve x X  için 

     [( ) )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f x f x f x f x f f x               

     ( ) f f f       dir. 

Örnek 2.6 [18] X  boş olmayan bir küme ve X  den  ye tanımlı tüm sınırlı 

fonksiyonların kümesi ( )B X  olsun. 

(T)   , ( )f g B X  fonksiyonları ve her x X  elemanı için 

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x    

(Ç)    k  skaleri ve  ( ) fonksiyonu içinf B X  

( ) ( )f x f x   

              tanımları ile ( )B X  bir vektör uzayıdır. 

Örnek 2.7 [18] Bütün dizilerin s  uzayı n  ve k skaleri için 

                             { } { } { }n n n nx y x y       ve   { } { }n nx x   

işlemleri ile bir lineer uzaydır. 

Tanım 2.8 [18] E  bir vektör uzayı ve F , E  nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. 
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Eğer F  kümesi 

1. Her ,x y F  için x y F  , 

2. Her x F , k için x F   

özelliklerini sağlıyorsa, F  kümesi (aynı cisim üzerinde) bir vektör uzayıdır ve F  ye E  

nin vektör alt uzayı ya da lineer alt uzayı adı verilir. 

Örnek 2.9 0 { { }: lim 0}n n
n

c x x x


    ve { { }: lim ,  }n n
n

c x x x l l


     uzayları, 

(örnek 2.7) de verilen cebirsel işlemlerle, bütün dizilerin uzayı s  nin birer lineer alt 

uzaylarıdır.  

2.3    Sıralama 

Tanım 2.10 [19] 

i. Bir E  boştan farklı kümesi  sıralamasına göre, her , ,x y z E  için 

1. x x  (yansıma), 

2. x y  ve y x  iken yx   (ters simetri), 

3. x y  ve y z  iken x z  (geçişme)  

     aksiyomlarını sağlıyorsa E  ye sıralı küme denir. 

ii. Herhangi Eyx ,  için ya x y  ya da y x  oluyorsa E  ye tam sıralı küme 

denir. 

Tanım 2.11 [19] A , E  sıralı kümesinin boş olmayan bir alt kümesi olsun. 

i. Her x A  için x a  olacak şekilde bir a E  varsa a  ya A  kümesinin bir üst 

sınırı denir. Eğer A  kümesinin bir üst sınırı varsa A  kümesine üstten sınırlı 

küme denir. 

ii. Eğer a , A  kümesinin bir üst sınırı ve A  kümesinin her z  üst sınırı için a z  

oluyorsa, a  ya A  kümesinin en küçük üst sınırı veya supremumu denir.  

sup( )A a  şeklinde ifade edilir. 
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iii. Her x A  için b x  olacak şekilde bir b E  varsa b  ye A  kümesinin bir alt 

sınırı denir. Eğer A  kümesinin bir alt sınırı varsa A  kümesine alttan sınırlı 

küme denir. 

iv. Eğer b , A  kümesinin bir alt sınırı ve A  kümesinin her u  alt sınırı için 

u b  oluyorsa, b  ye A  kümesinin en büyük alt sınırı veya infimumu denir.  

inf( )A b  şeklinde ifade edilir. 

v. A  kümesi hem alttan hem de üstten sınırlı bir küme ise A  kümesine sınırlı 

küme denir. 

vi. A  bir sıralı küme ve x y  olacak şekilde Ayx ,  olsun. 

[ , ] { :x y z A x  z y }  kümesine x  ve y  arasında sıralı aralık denir. 

Tanım 2.12 [19] 

i. Bir ( ,E )  sıralı kümesinde herhangi iki Eyx ,  için 

en küçük üst sınır sup{ , }x y x y   ve  

en büyük alt sınır inf{ , }x y x y   varsa 

( ,E )  sıralı kümesine bir örgü (latis) denir.  

ii. Bir örgüde her sonlu alt kümenin supremumu ve infimumu vardır. 

Sonlu bir alt kümenin elemanları 1 2, ,..., nx x x  ise 

supremumu;  1 2sup , ,..., nx x x   veya 1 2 ... nx x x    veya 1

n

i ix , 

infimumu;  1 2inf , ,..., nx x x  veya 1 2 ... nx x x     veya  1

n

i ix  

şeklinde gösterilir. 

2.4    Sıralı Vektör Uzayı 

Tanım 2.13 [19-21] Bir E  reel vektör uzayı sıralama aksiyomları (yansıma, ters 

simetrik, geçişme) ile donatılıyor ve cebirsel yapısıyla uyumlu bir şekilde:  
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1. Her , ,x y z E  için x y x z  y z , 

2. Her   0  ve ,x y E  için x y x y  

            aksiyomlarını sağlıyorsa E  ye sıralı vektör uzayı denir. 

2.5    Riesz Uzayı 

Tanım 2.14 [21] Bir E  sıralı vektör uzayında her ,x y E  vektörleri için  yx,  

kümesinin supremumu ve infimumu E  de ise E  sıralı vektör uzayına Riesz uzayı ya 

da vektör örgüsü (vektör lattice) denir. 

Örnek 2.15 [20] nR   1n   için 1 2( , ,..., )nf f f f  şeklindeki n-değerli reel sayıların 

toplama ve çarpma aksiyomlarıyla reel lineer uzay olsun. 

Eğer f g  ve 1 k n   için k kf g  şeklinde tanımlanırsa, nR  üzerinde tanımlanan 

kısmi sıralamaya göre bir Riesz uzayıdır. 

Örnek 2.16 2R  lineer sıralamaya göre bir Riesz uzayıdır. 

1 2( , )f f f  ve 1 2( , )g g g  için f g  sıralaması: 

1 1f g  veya 1 1f g  için 2 2f g  olarak tanımlanır. 

Örnek 2.17 [19] Bir   Kompakt Hausdorff uzayı için ( )C  ,   üzerinde reel değerli 

sürekli tüm fonksiyonların reel lineer uzayı olsun. 

Her x  için  f g  ( )  ( )f x g x  sıralamasına göre ( )C   bir Riesz uzayıdır. 

Tanım 2.18 [21] 

i. Bir E  Riesz uzayında x  vektörü x 0  ı sağlıyorsa x  vektörüne pozitif vektör 

denir.  

ii. Tüm pozitif vektörlerin kümesi { :E x E x   0 }  şeklinde gösterilir. 

Pozitif vektörlerin E  kümesine E  nin pozitif konisi denir. 

iii. Bir E  Riesz uzayında her x E  için  

0 xx  vektörüne x  in pozitif kısmı 
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( ) 0x x     vektörüne x  in negatif kısmı ve 

( )x x x    vektörüne x  in modülü veya mutlak değeri denir. 

iv. Bir E  Riesz uzayında bir x E  vektörü 

a)   x x x    

b)   x x x    

c)   0x x    

özelliklerini sağlar. 

2.5.1 Riesz Uzaylarında Vektör Alt örgüsü, İdeal, Band Kavramları  

Tanım 2.19 [20] E  bir Riesz uzayı ve V , E  nin lineer alt uzayı olsun. 

Her Vyx ,  için yx  ve yx  V  de kapsanıyorsa, 

V  ye Riesz lineer alt uzay ya da Vektör alt latis (alt örgü) denir.  

Örnek 2.20 [22] { { }:sup }n n
n

x x x      sınırlı dizi uzayının 

                             0 { { }: lim 0}n n
n

c x x x


    ve { { }: lim ,  }n n
n

c x x x l l


     

uzayları noktasal sıralamaya göre Riesz alt uzayları ya da vektör alt latisleri dir. 

Tanım 2.21 [19,21] Bir E  Riesz uzayının S  alt kümesi 

                                     y E , Sx  ve y x  olduğunda Sy  

ise S  ye katı (solid) denir. 

Tanım 2.22 [19, 22, 23] Bir E  vektör örgüsünün J  lineer alt uzayı 

                                  y E , x J  ve y x  olduğunda y J  

ise J  lineer alt uzayına E  nin ideali denir. 

Her x J  için , x ,x x   J  idealinin elemanlarıdır. 
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Örnek 2.23 [22] { { }: sup }n n
n

x x x      Riesz uzayında (Vektör örgüsü) 

0 { { }: lim 0}n n
n

c x x x


    vektör uzayı bir idealdir. 

Fakat { { }: lim ,  }n n
n

c x x x l l


     uzayı için 

(( 1) ) (1)n c    iken (( 1) )n c   olduğundan c ,   vektör ögüsünde ideal değildir. 

Örnek 2.24 [20] s  tüm dizilerin uzayında, 

a)     s  de idealdir. 

b)   c ,   nun Riesz alt uzayıdır fakat ideali değildir. 

c)   0c  uzayı c  ve   nun idealidir. 

Tanım 2.25 [19,21] Bir E  Riesz uzayında bir B  idealinin her alt kümesinin E  deki 

supremumu B  nin elemanı ise B  idealine band denir. 

Yani, bir BD  kümesi için fD sup  iken Bf   ise B  idealine band denir. 

Önerme 2.26 [21] Bir A  idealinin band olması için gerek ve yeter koşul bir { }x  neti 

için { }x A   ve 0 { }x x  olduğunda Ax  olmasıdır.  

Örnek 2.27 [22] s  tüm reel dizilerin Riesz uzayı olmak üzere s  Riesz uzayının tüm 

( (1), (2),...)f f f  içeren ve (1) 0f   sağlayan bir alt kümesi s  Riesz uzayında bir 

banddır. 

Tanım 2.28 [21] 

i. Bir E  Riesz uzayında her ,x y E  için 

                                                0 yx  

ise x  ile y  ayrıktır denir. yx   şeklinde gösterilir. 

ii. A  ve B  bir E  Riesz uzayının iki alt kümesi olmak üzere her x A  ve her 

y B  için x y  oluyorsa A  ve B  kümesi ayrıktır denir. BA  şeklinde 

gösterilir. 
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Tanım 2.29 [21] Bir E  Riesz uzayının boştan farklı bir A  alt kümesi için 

A  nın ayrık tümleyeni , dA , 

                                            : her  için  dA x E y A x y     

şeklinde ifade edilir. {0}dA A  ’ dır.  

Not 2.30 [21] Bir Riesz uzayının keyfi bir boştan farklı alt kümesinin ayrık tümleyeni 

idealdir. 

Tanım 2.31 [21] 

i. Bir E  Reisz uzayında { }x  ağı     iken x x eşitsizliğini sağlıyorsa 

{ }x  neti azalandır denir. x  şeklinde gösterilir. 

ii. Bir E  Reisz uzayında { }x  ağı     iken x x  eşitsizliğini sağlıyorsa  

      { }x  neti artandır denir. x  şeklinde gösterilir. 

iii. x  ve sup{ }x x   olması xx   şeklinde gösterilir. 

iv. Bir E  Riesz uzayının bir A  alt kümesinde her Ayx ,  için 

x z  ve y z  olacak şekilde bir Az  varsa A  ya yukarı yönlenmiş küme 

denir. A  şeklinde ifade edilir. 

v. xA  ifadesi A  yukarı yönlenmiş bir küme ve xAsup  demektir. 

vi. Bir E  Riesz uzayının bir A  alt kümesinde her Ayx ,  için 

x z  ve y z  olacak şekilde bir Az  varsa A  ya aşağı yönlenmiş küme 

denir. A  şeklinde ifade edilir. 

vii.  A x  ifadesi A  aşağı yönlenmiş bir küme ve inf A x  demektir. 

Tanım 2.32 [21] 

i. Bir E  Riesz uzayının bir D  Riesz alt uzayında 

her 0 x E  ( 0 x  ve 0x ) için 
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                                                      0 y x  

olacak şekilde bir Dy  varsa D  Riesz alt uzayı E  de sıra yoğundur denir. 

ii. { }x  Riesz uzayında bir net (ağ) olsun. 

Aynı indekse sahip başka bir { }y  neti (ağı) 

                                             x x  0y   

sağlıyorsa { }x  neti x  e sıra yakınsıyor denir ve x x   şeklinde gösterilir. 

iii. Bir E  Riesz uzayının bir A  alt kümesinde 

                                               { }x A   ve x x   

           olduğunda Ax  ise A  alt kümesine sıra kapalı denir. 

Önerme 2.33 [21] Bir E  Riesz uzayının bir A  katı alt kümesinin sıra kapalı olması için 

gerek ve yeter koşul { }x A   ve 0 x x   iken Ax  olmasıdır. 

Tanım 2.34 [19] Bir E  Riesz uzayında her x E  için 

                                                           
1

0x
n

  ( 1,2,...)n   

ise E  ye Arşimed Riesz uzayı denir. 

2.5.2    Riesz Uzaylarında Dedekind Tamlık Aksiyomu 

Tanım 2.35 [20] 

i. Bir Riesz uzayının her boştan farklı üstten sınırlı alt kümesinin en küçük üst 

sınırı varsa ya da her boştan farklı alttan sınırlı alt kümesinin en büyük alt sınırı 

varsa bu Riesz uzayına Dedekind Tam Riesz Uzayı denir. 

ii. Bir Riesz uzayının her boştan farklı üstten sınırlı sayılabilir alt kümesinin en 

küçük üst sınırı varsa bu Riesz uzayına Dedekind  -Tam Riesz Uzayı denir. 

Önerme 2.36 [20] 

i. Bir E  Riesz uzayı için aşağıdaki tanımlamalar denktir: 
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1. E  bir Dedekind Tam Riesz uzayıdır. 

2. E  de 0 u  u  sağlayan ( : { },   indeks kümesi)u I I    yukarı 

yönlenmiş kümesi için 0uu   olacak şekilde 0u E  elemanı vardır. 

3. E  de 0 u   sağlayan ( : { },   indeks kümesi)u I I    aşağı yönlenmiş  

           kümesi için 0uu   olacak şekilde bir 0u E  elemanı vardır. 

ii. Bir E  Riesz uzayı için aşağıdaki tanımlamalar denktir: 

1.   E  bir Dedekind  -Tam Riesz uzayıdır. 

2.   E  de 0 nu  u  sağlayan  ,...3,2,1: nun  artan dizisi için 

     0uun   olacak şekilde 0u E  elemanı vardır. 

3.    E  de 0 nu   sağlayan  ,...3,2,1: nun  azalan dizisi için 

     0uun   olacak şekilde 0u E  elemanı vardır. 

Önerme 2.37 [21]  

i. Bir E  Riesz uzayının Dedekind Tam olması için gerek ve yeter şart 

0 x  x  iken sup{ }x  nın var olmasıdır. 

ii. Bir E  Riesz uzayının Dedekind  -Tam olması için gerek ve yeter koşul 

0 nx  x  iken sup{ }nx  nin var olmasıdır. 

Örnek 2.38 [20] 

i.   0 { { }: lim 0}n n
n

c x x x


    uzayı noktasal sıralamayla bir Dedekind Tam Riesz 

      uzayıdır. 

ii. n-boyutlu reel sayıların uzayı nR  Dedekind Tam Riesz uzayıdır. 

Tanım 2.39 [21] 

i.    A  bir E  Riesz uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

      O halde A  ile üretilen ideal, AE , 



17 

 

                                1 2{ : , ,...,  ve ,  A nE x E x x x A x     
1

n

i

i

x


 }  

         şeklinde ifade edilir. 

ii. Özel olarak, bir x E  ile üretilen ideal 

                                   { :  0,  xE y E y    }x  

         olarak tanımlanır. 

        xE  şeklinde bir ideal temel ideal olarak adlandırılır. 

iii.   Bir E  Riesz uzayında bir A  ideali ile üretilen band 

                                { :  { } ,  0AB x E x A     }x x   

          şeklinde bir vektör alt uzayıdır. 

iv. Bir x E  vektörüyle üretilen band  

                                :xB y E y n x y     

            olarak tanımlanır. 

          xB  şeklindeki her band temel band olarak adlandırılır. 

2.6    Pozitif Lineer Operatörler 

Tanım 2.40 [18] 

i.  ve E F  (  veya )  aynı skaler cismi üzerinde tanımlı iki vektör uzayı olsun. 

                                        FET :  

dönüşümü her ,x y E  ve ,    skalerleri için 

                             )()()( yTxTyxT    

             eşitliğini sağlıyorsa T  dönüşümüne bir lineer operatör denir. 

ii. Bir T  operatörü her 0  x  için 0  Tx  oluyorsa T  lineer operatörüne 
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             pozitif operatör denir. 

Not 2.41 Çalışmamızda kullandığımız operatörler lineer operatörlerdir. 

Tanım 2.42 [20] 

i. Bir V  vektör uzayında :P V V  operatörü 2P P  özelliğini sağlıyorsa 

P  operatörüne bir projeksiyon (izdüşüm) denir. 

ii. Bir E  Riesz uzayında dE B B   yi sağlayan bir B  bandına projeksiyon 

       bandı (izdüşüm bandı) denir. 

iii. Bir E  Riesz uzayında B  bir projeksiyon band olduğunda 

E  Riesz uzayı, dE B B   şeklinde ifade edilir.  

             Her x E  vektörü 1x B  ve 2

dx B  için 

                                               1 2x x x   

              şeklinde tek gösterime sahiptir. 

iv. :BP E E  projeksiyonu 1( )BP x x  formülüyle ifade edilir. 

             BP  şeklinde bir projeksiyona sıra projeksiyonu ya da band projeksiyonu denir. 

v. Eğer bir Riesz uzayında her band bir projeksiyon bandı ise bu uzay projeksiyon 

özelliğine sahiptir denir. 

vi. Eğer bir Riesz uzayında her temel band bir projeksiyon bandı ise bu uzay 

temel projeksiyon özelliğine sahiptir denir. 

vii.  Dedekind Tam Riesz uzayı temel projeksiyon özelliğine sahiptir. 

viii.  Dedekind  -Tamlık özelliği ile projeksiyon özelliği birbirinden bağımsızdır  

ancak Dedekind  -Tamlık, projeksiyon özelliği ile temel projeksiyon özelliğine  

sahiptir. 

ix. Bir E  Riesz uzayında :T E E operatörü için 
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             I , E  üzerinde birim operatör olmak üzere 0 T I  özelliğini sağlıyorsa 

             T  operatörüne sıra projeksiyon denir. 

x. Bir E  Riesz uzayında x  ile üretilen xB  temel bandı bir projeksiyon bandı ise 

x  e bir projeksiyon vektörü (izdüşüm vektörü) denir. 

xi. Bir x  projeksiyon vektörü için xB  bandı üzerindeki sıra projeksiyonu xP  ile 

ifade edilir. 

Önerme 2.43 [21] Dedekind  -Tam Riesz uzayında her temel band bir projeksiyon 

bandıdır. 

Tanım 2.44 [21] 

i. Bir E  Riesz uzayında bir 0e  vektörü için e  ile üretilen band 

eB E  yi sağlıyorsa veya her x E  için x ne x   oluyorsa 

0e  vektörüne zayıf sıra birim denir. 

ii. Her 0 x E  vektörü onunla üretilen bandda zayıf sıra birimdir. 

iii. Bir 0e  vektörü Arşimed Riesz uzayında zayıf sıra birim olması için gerek ve 

yeter koşul x e  iken 0x   olmasıdır. 

iv. Bir E  Riesz uzayında eE E  olacak şekilde bir e E  varsa 

e  ye güçlü sıra birim ya da sadece sıra birim denir. 

Örnek 2.45 [21] Bir K  kompakt Hausdorff uzayı için 1K , K  üzerinde sabit bir 

fonksiyonu olsun. 1K , reel değerli sürekli tüm fonksiyonların uzayı olan ( )C K  uzayı 

için bir sıra birimdir. 

Tanım 2.46 [21] E  ve F  iki Riesz uzayı olmak üzere FET :  operatörü 

E  nin sıra sınırlı alt kümelerini F  nin sıra sınırlı alt kümelerine yönlendiriyorsa 

T  ye sıra sınırlı operatör denir. 

E  den F  ye tüm sıra sınırlı lineer operatörler ),( FELb  ve 
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E  den E  ye tüm sıra sınırlı lineer operatörler )(ELb  olarak gösterilir. 

Tanım 2.47 [21] E  ve F  iki Riesz uzayı olmak üzere FET :  bir operatör olsun. 

i. Eğer E  de 0x   iken F  de 0Tx   oluyorsa T  ye sıra sürekli 

operatör denir. 

ii. Eğer E  de 0nx   iken F  de 0nTx   oluyorsa T  ye  -sıra sürekli 

operatör denir. 

Önerme 2.48 [21] E  ve F  iki Riesz uzayı olmak üzere 

FET :  bir pozitif operatörün sıra sürekli olması için gerek ve yeter koşul 

E  de 0x  iken F  de 0Tx  olmasıdır. 

Ya da E  de 0 x x   iken F  de TxTx   olmasıdır. 

Önerme 2.49 [21] Sıra sürekli bir lineer operatör sıra sınırlıdır. 

Teorem 2.50 [21] F  bir Dedekind Tam Riesz uzayı olmak üzere FET :  sıra sınırlı 

bir operatör olsun. Aşağıdaki iddialar denktir: 

1.    T  sıra sürekli bir operatördür. 

2.    Eğer E  de 0x  ise F  de 0Tx   dır. 

3.    Eğer E  de 0x  ise F de inf{ } 0Tx   dır. 

4.     T  ve T  sıra sürekli operatörlerdir. 

5.     T  sıra sürekli operatördür. 

2.7    Riesz Homomorfizması ve Özellikleri 

Tanım 2.51 [21,24] 

i. E  ve F  iki Riesz uzayı olmak üzere :T E F  operatörü ,x y E  için 

                            ( ) ( ) ( )T x y T x T y    

oluyorsa T  ye bir örgü homomorfizması ya da Riesz homomorfizması denir.  
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ii. Her :T E F  Riesz homomorfizması pozitiftir. 

       Her x E  için F  de  ( ) ( 0) ( ) (0) ( )T x T x T x T T x


     0  dır. 

Teorem 2.52 [21] E  ve F  iki Riesz uzayı olmak üzere :T E F  operatörü için 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

i. T  bir örgü homomorfizmasıdır. 

ii. Her x E  için ( ) ( )T x Tx   dır. 

iii. Her ,x y E  için ( ) ( ) ( )T x y T x T y    dir. 

iv. E  de 0x y   ise F  de ( ) ( ) 0T x T y   dır. 

v. Her x E  için ( ) ( )T x T x  dir. 

İspat : [21] 

i ii: T  bir örgü homomorfizması ise her x E  için 

( 0) ( ) (0) ( ) 0 ( ) ( )T x T x T T x T x Tx         dır. 

ii iii: ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )T x y T x x y T x T x y T x Tx Ty Tx Ty              . 

iii iv: Eğer 0x y   ise ( ) ( ) ( ) (0) 0T x T y T x y T      dır. 

ivv: 0x x    alınarak: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T x T x T x T x T x T x T x            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T x T x T x T x T x T x x T x             bulunur. 

v i: 
1 1

 ( ) ( ( )) [ ( ) ( ) ]
2 2

T x y T x y x y T x T y T x y          

                           
1

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) ( )
2

T x T y T x T y T x T y       bulunur. 

Örnek 2.53 [21] Her sıra projeksiyonu sıra sürekli örgü homomorfizmasıdır. 
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Tanım 2.54 [21] Birebir olan örgü (latis) homomorfizmasına Riesz ya da Örgü 

izomorfizması denir. İki Riesz uzayı izomorfik ise Riesz uzayı bakımından aynı 

düşünülebilir. 

2.8    Lineer fonksiyoneller 

Tanım 2.55 [19] 

i. E  bir vektör uzayı ve k reel veya kompleks sayıların cismi olsun. 

:f E k lineer operatörüne lineer fonksiyonel denir. 

ii. E  bir sıralı vektör uzayı olsun. 

Bir :f E   lineer fonksiyoneli her x E  için ( )f x 0  oluyorsa 

f  ye pozitif lineer fonksiyonel denir. 

iii. f  lineer fonksiyoneli E  nin sıra sınırlı alt kümelerini  nin sıra sınırlı alt 

kümelerine götürüyorsa f  ye sıra sınırlı lineer fonksiyonel denir.  

iv. E  üzerindeki tüm sıra sınırlı lineer fonksiyonellerin vektör uzayı ~E  ile 

gösterilir ve buna E  nin sıra duali denir. ~ ( , )bE L E  ile ifade edilir. 

v.  bir Dedekind Tam Riesz uzayı olduğundan ~E  bir Dedekind Tam Riesz 

uzayıdır. 

vi. ~, Egf   için f g  ise her x E  için ( )f x ( )g x  dir. 

Özellik 2.56 [19] E  bir Riesz uzayı ve ~E , E  nin sıra duali olmak üzere ~, Egf   

olsun. Bir x E  için 

1. ( ) sup{ ( ) : 0f x f y  y }x  

2. ( ) sup{ ( ) : 0f x f y   y }x  

3. ( ) sup{ ( ) :f x f y y }x  

4. [ ]( ) sup{ ( ) ( ) : , ,  }f g x f y g z y z E y z x       
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5. [ ]( ) inf{ ( ) ( ) : , ,  }f g x f y g z y z E y z x       

ifadeleri sağlanır. 

Tanım 2.57 [19,20] E  bir Riesz uzayı (vektör örgüsü) olsun.  

Her 0x  için 0)( xf  olacak şekilde bir ~Ef   varsa 

~E  ne E  nin noktalarını ayrıştırır denir. ~( ) {0}E   şeklinde gösterilir. 

Önerme 2.58 [19] ~E , E  nin noktalarını ayrıştırması için gerek ve yeter koşul her 

0 x E  için 0)( xf  olacak şekilde bir ~0 f E  bulunmasıdır. 

Teorem 2.59 [19] Eğer ~E , E  nin noktalarını ayrıştırıyor ise her Ex  vektörünün 

x 0  olması için gerek ve yeter koşul her 0 ~f E  için ( )f x 0  olmasıdır. 

Önerme 2.60 [19] 

i. Bir E  Riesz uzayı üzerindeki pozitif lineer fonksiyonelin sıra sürekli olması için 

gerek ve yeter koşul E  de 0x  iken 0)( xf  olmasıdır. 

ii. Bir pozitif lineer fonksiyonelin  -sıra sürekli olması için gerek ve yeter 

koşul 0nx  olacak şekilde her { }nx  dizisinin  de 0)( nxf  olmasıdır. 

Tanım 2.61 [19] Tüm sıra sürekli lineer fonksiyonellerin vektör uzayı 

( , )nL E  şeklinde gösterilirken E  üzerindeki tüm sıra sürekli lineer fonksiyonellerin 

vektör uzayı 
~

nE  şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.62 [19,20] Eğer E  bir Riesz uzayı ise ~E  de bir Riesz uzayıdır.  

Bu teoremden ~E  tüm sıra sınırlı lineer fonksiyonellerin Riesz uzayıdır.  

E  nin ikinci sıra duali ~~E , ~E  nin dualidir.  

Yani, ~ ~ ~~( )E E  dir. 

Tanım 2.63 [19] Bir E  Riesz uzayında her Ex  için ~E  üzerinde x̂  sıra sınırlı lineer 

fonksiyoneli ~Ef   için 
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                                             ˆ( ) ( )x f f x  

şeklinde tanımlanır. 

Önerme 2.64 [19] ~E  de 0f  olması için gerek ve yeter koşul her x E  için 

ˆ( ) ( ) 0x f f x    olmasıdır.  

Yani, her Ex  için ~E  de sıra sürekli bir lineer fonksiyonel tanımlanabilir.  

Tanım 2.65 [20] E  bir Riesz uzayı olmak üzere 

                                                ˆ:J x x  

E  den ~~E  e bir pozitif operatörü 

                                                 ˆ( )J x x  

olarak tanımlanabilir. Bu ˆx x  operatörüne E  den ~~E  e bir kanonik gömme denir. 

Teorem 2.66 [19] Eğer ~E  E  nin noktalarını ayrıştırıyorsa ˆx x  kanonik gömmesi  

birebirdir. Bu nedenle E  nin kanonik görüntüsü ~~E  içinde tanımlanabilir ve aynı 

zamanda ~~E  nin bir Riesz alt uzayı olarak düşünülebilir. 

Önerme 2.67 [19] E  bir Riesz uzayı olmak üzere ˆx x  kanonik gömmesi sonlu 

infimumu ve supremumu korur. 

İspat: [19] Ex  ve 0 ~f E  olsun. 

     ~ˆ ˆ( ) ( ) sup{ ( ) : ,0x f x g g E   g }f  

    ~             sup{ ( ) : ,0g x g E  g }f = ( ) ( )( )f x x f


  , yani,  

              ˆ( )x x

   dır. 

Tanım 2.68 [21] E  üzerindeki tüm lineer fonksiyonellerin vektör uzayı *E , E  nin 

cebirsel dualidir.  

i.   ,E F  iki vektör uzayı olmak üzere :T E F  operatörünün cebirsel eşleniği  

veya transpozesi * ~ ~:T F E  her ~f F  ve x E  için 
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                              *[ ]( ) ( )T f x f Tx  

şeklinde tanımlanır. Dual gösterimi  

                              * , ,T f x f Tx  

olarak da yazılabilir. 

ii.   Eğer :S F E  bir diğer operatör ve   ise 

                             * * *( )S T S T    ve * *( )T T  ’ dır. 

iii.   :T E F  iki sıralı vektör uzayı arasında sıra sınırlı bir operatör ise 

* ~ ~:T F E  dir. 

iv.   Eğer A , E  nin bir sıra sınırlı alt kümesi ve ~f F  ise 

*[ ]( ) ( ( ))T f A f T A  olduğundan *[ ]( )T f A ,  nin sınırlı alt kümesidir. 

Böylece * ~T f E  dir. 

v.   *T  ın ~F  e kısıtlamasına T  nin sıra eşleniği denir ve 'T  şeklinde gösterilir. 

      Her ~f F  ve x E  için ' ~ ~:T F E  operatörü 

                                    ' , ,T f x f Tx  sağlar. 

vi.    T  pozitif ise 'T  de pozitiftir ve 'T
'

T  dir. 

          T T  , T T  den 'T
'

T , 'T
'

T böylece ' ' '( ) ( )T T T  
'

T  dır. 

vii.    Eğer T  operatörü sıra sınırlı ( , )bT L E F  ise 'T , ' ~ ~( , )bT L F E  sıra sınırlıdır. 

viii.    Eğer T  operatörü sıra sınırlı ( , )bT L E F  ise 'T , ' ~ ~( , )nT L F E  sıra süreklidir. 

         D , ~F  nin 0D   olacak şekilde aşağı yönlenmiş bir alt kümesi olduğunda  

        'E de keyfi bir x E  için 

           '( )( ) : ( ) : 0T f x f D f Tx f D     dır. 
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2.9    Normlu Uzaylarda Lineer Operatörler 

Tanım 2.69[16]  

i. E  bir k cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

                               . : E  , x x  

tanımlı dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlarsa 

E  üzerinde bir norm adı verilir. 

1.    Her   için 0x E x  , 

2.      ve  0 0x E x x    , 

3.    Her    ve  x E  k,  için  x x   

4.    Her  ,   için  x y E x y x y     (üçgen eşitsizliği). 

            Bu durumda ( , . )E  çiftine bir normlu vektör uzayı denir.  

ii. Üzerinde norm tanımlanmış bir uzaya normlu bir uzay adı verilir. 

Örnek 2.70 E   olsun.   için  tanımı ile . ,  x x x   üzerinde bir norm 

belirtir.  

Örnek 2.71 [16] Yakınsak dizilerin uzayı c  ve sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı 0c  

aşağıdaki tanımlanan norma göre birer normlu uzaylardır. 0( ) (veya ) içinnx x c c   

                                             supn nx x . 

Tanım 2.72 [16] ( , . )E  normlu bir uzay olsun. :f E  tanımlı fonksiyonuna E  

içinde bir dizi adı verilir. ( ( )) ( )nf n x  ile gösterilir. 

Tanım 2.73 [16] ( , . )E  normlu bir uzay ve ( )nx , E  içinde bir dizi olsun. 

lim nx x E   Verilen her 0   için bir 0 ( )n    sayısı vardır ki 0n n  

olduğunda nx x    sağlanır. Bunu sağlayan bir diziye yakınsak bir dizi denir. 
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Tanım 2.74 [16] 

i. ( , . )E  normlu bir uzay ve ( )nx , E  içinde bir dizi olsun. 

Verilen her 0   için bir 0 0( )n n    bulunduğunda her 0,n m n  için 

n mx x    oluyorsa ( )nx  dizisine E  içinde bir Cauchy dizisi denir. 

ii. Eğer E  içinde her Cauchy dizisi E  deki norma göre yakınsak ise 

E  uzayına bir Banach uzayı veya Tam uzay denir. 

Önerme 2.75 [16] Bir normlu E  uzayının Banach uzayı olması için gerek ve yeter 

koşul nx E  ve verilen her 0   için bir 0 0( )n n    sayısı bulunabilir ki her 

0,n m n  için n mx x    eşitsizliğinin sağlanmasıdır  

Örnek 2.76 [16] [0,1]  üzerinde tanımlı reel değerli sürekli tüm fonksiyonların uzayı 

[0,1]C  uzayı [0,1]f C  için 

                                                   [0,1]sup ( )xf f x  

normuna göre bir Banach uzayıdır. 

Örnek 2.77 [16] Sınırlı dizilerin uzayı   üzerindeki supremum normuna göre bir 

Banach uzayıdır, yani, ( )nx x    için 

                                                   supn nx x . 

Örnek 2.78 [16] Yakınsak dizilerin uzayı c  ve sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı 0c  

aşağıdaki tanımlanan norma göre birer Banach uzaylarıdır. 0( ) (veya ) içinnx x c c   

                                                    supn nx x . 

Tanım 2.79 [16,25] 

i. ,E F  normlu uzaylar, FET :  lineer bir operatör ve 0x E  olsun. 

Verilen her 0  için bir 0   sayısı vardır öyle ki 0x x    olduğunda 

0Tx Tx    olacak şekilde ( )   sayısı var ise T  lineer operatörüne 0x  da 

süreklidir denir. 
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ii. ,E F  normlu uzaylar ve FET :  lineer bir operatör olsun. 

Her x E  için Tx M x  eşitsizliğini sağlayan bir 0M   sayısı varsa 

T  operatörüne sınırlı operatör denir. 

Tanım 2.80 [16] ,E F  normlu uzaylar ve FET :  sınırlı bir lineer bir operatör 

olsun. O zaman T  nin operatör normu T  aşağıdaki birbirine denk eşitliklerle verilir. 

i.  sup : 1T Tx x   

ii.  sup : 1T Tx x   

iii. sup{ : 0,  }
Tx

T x x E
x

    

iv.  inf 0 :T M Tx M x    

Tanımından her x E  için Tx T x  eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 2.81 [16] ,E F  normlu uzaylar ve FET :  lineer bir operatör olsun. 

Aşağıdakiler denktir. 

i. T , 0x  da süreklidir. 

ii. T , her yerde süreklidir. 

iii. T , sınırlıdır. 

Tanım 2.82 [16] ( , . )E  normlu uzayında tanımlı tüm sürekli lineer fonksiyonellerin 

uzayına E  nin topolojik duali denir ve 'E  ile gösterilir. 

2.9.1    Normlu Uzaylarda Lineer 0peratörün Eşleniği 

Tanım 2.83 [16] ,E F  normlu uzaylar ve :T E F  lineer sınırlı bir operatör olsun.  

O zaman T  operatörünün eşleniği 'T , 'g F  için 

                                     ' ' ':T F E  
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                                       'T g gT  

şeklinde tanımlanır. 

Özellik 2.84 [16] 

i. ,E F  normlu uzaylar ve :T E F  lineer sınırlı bir operatör olsun. 

',  ve  g h F x E   için 

' ' '( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T g h x g h Tx g Tx h Tx T g T h x                               (2.1) 

             olduğundan 'T  toplamayı korur. 

k , 'f F  ve x E  için 

' '( )( ) ( )( ) ( ) ( )T f x f Tx f Tx T f x                                                        (2.2) 

              olması 'T  nün çarpmayı koruduğunu gösterir. 

              Böylece (2.1) ve (2.2)’ den 'T  lineer bir operatördür. 

ii. ,E F  normlu uzaylar ve :T E F  lineer sınırlı bir operatör olsun. 

'  ve  g F x E   için ( )g Tx g Tx  eşitsizliğinden ' 'T g E  olduğu görülür. 

iii. , ,E F G  normlu uzaylar ve ( , ) ve ( , )T L E F S L F G   olduğunda aşağıdaki 

özellikler doğrudur. 

1. ' ' '( )ST T S , 

2. ' ' '( )T S T S   , 

3. k için ' '( )T T   

iv. T  nin tersi var ve ,  E F  Banach uzayları olsun. 

                 O zaman 1 1( )T T    ve 1 ' ' 1( ) ( )T T   dır. 

Önerme 2.85 [19] E  bir normlu uzay ve E  nin norm topolojiye göre duali 

' ( , )E L E  bir Banach uzayıdır. 

',f g E , k ve x E  için  
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( )( ) ( ) ( )f g x f x g x      ,   ( )( ) ( )f x f x   dır. 

1
sup ( )

x
f f x


  şeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.86 'E  Banach uzayının norm topolojiye göre ikinci duali olan '' ' '( )E E  

uzayına E  uzayının ikinci duali denir. 

Önerme 2.87 [19] 'E  Banach uzayının norm topolojiye göre ikinci duali olan ''E  uzayı 

bir Banach uzayıdır.  

Özellik 2.88 [16] 

i. E  bir normlu uzay olmak üzere x E  olsun. 'f E  için 

                               'ˆ :x E   

                               ˆ( ) ( )x f f x  

tanımını yapalım. ',  için f g E  

            ˆ ˆ ˆ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x f g f g x f x g x x f x g                                            (2.3) 

               k 've   için  f E  

             ˆ ˆ( ) ( )( ) ( ) ( )x f f x f x x f       dır.                                                        (2.4) 

(2.3) ve (2.4) den x̂  bir lineer fonksiyoneldir. 

ii. 'f E  için ˆ( ) ( )x f f x f x   olduğundan x̂  bir sürekli lineer 

fonksiyoneldir. Yani 'x̂ E  dir.  

1f   üzerinden supremum alınırsa x̂ x  bulunur. 

iii. '' ˆ: , ( )   J E E x J x x   ile tanımlı dönüşüm lineerdir. 

Bunu görelim: ,x y E  ve k için  

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )J x y x y x y J x J y


        

ˆ( ) ( )J x x x J x   


    
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ˆ ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x y f f x y f x f y x f y f x y f


          

ˆ( ) ( ) ( ) ( )x f f x f x x f   


    bulunur. 

Teorem 2.89 [16] Her normlu E  uzayı ''E  ikinci dualinin bir alt uzayına izometrik 

olarak izomorftur. 

Tanım 2.90 [24]  

i. A  bir vektör uzayı olmak üzere ( , )x y xy  çarpımı ile 

her , ,x y z A  ve k için 

1.    ( ) ( )    ve    ( ) ( ) ( )xy z x yz x y x y xy      

2.    ( )     ve    ( )x y z xy xz x y z xz yz       

             özelliklerini sağlıyorsa A  vektör uzayına cebir denir. 

ii. Her x A  için xe ex x   olacak şekilde A  nın bir e  birim elemanı mevcut  

ise A  vektör uzayına bir birimli cebir denir. 

iii. Bir A  cebiri Ayx ,  için 

             x y x y   eşitsizliğini sağlayan norm altında bir Banach uzayı ise 

            A  ya Banach cebiri denir. 

Örnek 2.91   Kompakt Hausdorff uzayı olmak üzere ( )C K  bir Banach cebiridir. 

Tanım 2.92 [21] 

i. E  bir Banach uzayı olsun.  x , E  Banach uzayında bir net olsun. 

Eğer her ' 'x E  için ' '( ) ( )x x x x   ise { }x  dizisi x  vektörüne zayıf yakınsar 

denir. 

ii. E  üzerindeki zayıf topoloji '( , )E E , w  ile gösterilir. ': ( , )w E E  dır. 

iii. E  üzerindeki zayıf yakınsama 
w

x x   veya 
'( , )E E

x x


   şeklinde gösterilir. 
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Tanım 2.93 [21] 

i. E  Banach uzayının 'E  dualinde { }f  bir net olsun. 

Eğer her x E  için ( ) ( )f x f x   ise { }f  dizisi bir 'f E  vektörüne 

zayıf* yakınsıyor denir. 

ii. 'E  üzerindeki zayıf* topoloji '( , )E E  *w  ile gösterilir. * ': ( , )w E E ’ dır. 

iii. 'E  üzerindeki zayıf* yakınsama ise  

*w

f f   veya 
'( , )E E

f f


   şeklinde gösterilir. 

iv. 'E ’ de 
w

f f   olması her ''F E  için ( ) ( )F f F f   demektir. 

Teorem 2.94 [Goldstein, 21] Eğer E  bir normlu uzay ise, E  nin kapalı birim yuvarı 

U , ''U  de '' '( , ) yoğunE E   dur. Bu nedenle E , ''E  de '' '( , ) yoğundurE E  . 

Tanım 2.95 [26] E  bir vektör uzayı ve *E  , E  nin cebirsel duali olsun. 'E , *E  ın 

lineer alt uzayı olsun. E  nin boş olmayan bir A  alt kümesi için A  nın annihilatörü 

'( : ( ) 0,  )A E f f A     şeklinde tanımlanır. 

2.10    Riesz Cebirleri 

Tanım 2.96 [21,26] 

i. A  bir Riesz uzayı ve birleşme özelliğine sahip cebir olsun. 

     0 ,x y A  için xy 0 , ( x y x y ) oluyorsa 

     A  ya bir Riesz cebiri (Örgü cebiri) denir. 

ii. Bir A  Riesz cebiri her 0 ,x y A  için xy yx  ise A  ya değişmelidir denir.  

iii. A  bir Riesz cebiri olmak üzere her 0 z A  için 

0 yx  iken 0 yzxyxz  oluyorsa  

A  ya bir f-cebiri denir. 
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2.10.1    F-Cebirlerinin Temel Özellikleri 

Özellik 2.97 [26] Bir A  f-cebirinin bazı temel özellikleri şunlardır: 

1. Bir pozitif eleman ile çarpımı Riesz homomorfizmasıdır.  

Bir u A  ve her ,x y A  için 

)()()( uyuxyxu   ve )()()( yuxuuyx  , 

)()()( uyuxyxu   ve )()()( yuxuuyx   dır.  

2. Bir u A  ve x A  için   )(uxux  ve   )(xuux  dır. 

3. Her Ayx ,  için xy x y   dir. 

4. Eğer Azyx ,,  ve yx   ise yzx   ve yxz   dir. 

5. Eğer ,x y A  için yx   ise 0xy  dır. 

6. Her Ax  için 0  xxxx  dır. 

Tanım 2.98 [26]  

i. Bir A  f-cebiri her ,x y A  için 

0 yx  olduğunda 0xy   oluyorsa A  ya hemen hemen f-cebiri denir. 

ii. Bir A  Riesz cebirinde 02 x  iken 0x  oluyorsa 

      A  ya yarı-asal f-cebiri denir. 

Önerme 2.99 [29] Her birimli f-cebiri yarı asal f-cebiridir. 

Önerme 2.100 [21,26] A  bir yarı-asal f-cebiri ise 

her ,x y A  için x y  olması için gerek ve yeter koşul 0xy   olmasıdır. 

Önerme 2.101 [26] Herhangi bir f-cebiri hemen hemen f-cebiridir. 

İspat: A  bir f-cebiri olsun. Ayx ,  için 0 yx  ise 0)(  yxy  dır. 

0)()(  xyxyxy  dan A  bir hemen hemen f-cebiridir. 
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Örnek 2.102 [21] Tüm E  den E  ye sıra sınırlı lineer operatörlerin uzayı )(ELb  bir 

Arşimed Riesz uzayıdır fakat değişmeli değildir. )(ELb  bir Riesz cebiridir fakat f-cebiri 

değildir.  

2.11    Arens Çarpımı [12,27] 

Tanım 2.103 [12,27] A  bir normlu cebir, 'A , A  nın dual Banach uzayı ( A  üzerindeki 

bütün sürekli fonksiyonellerin uzayı) ve ''A , A  nın ikinci dual uzayı olsun.  

Bir '': A A   kanonik izometrik lineer fonksiyonu her Aa  ve 'f A  için  

)())(( affa   şeklinde tanımlansın. 

''A  üzerindeki Arens çarpımını üç adımda şöyle tanımlanır. 

1. Bir Aa  ve 'f A  için 'A  nün elemanları af  ve f  şeklinde tanımlanır. 

'f A  ve her Ab  için, 

)()( abfbf a   ve )()( bafbaf                                                         (2.5) 

2. 'f A  ve ''F A  için 'A ’ nün elemanları f  ve Ff olarak tanımlanır. 

)()( afFaf   ve )()( fFaf F                                                         (2.6) 

3. Bir '',F G A  için ''A  nin elemanları FG  ve F G  olarak tanımlanır. 

)()( fFfFG   ve )()( FfGfFG                                                   (2.7) 

2.12    Değişmez Alt Uzay Kavramı 

Tanım 2.104 [24] 

i. Bir E  Banach uzayı üzerinde :T E E  sınırlı bir lineer operatör ve 

V  de E  nin bir alt uzayı olsun. 

Eğer ( )T V V  ise V  ye T -değişmez ya da V  ye T  altında değişmez denir. 

ii.  ( )L E , E  den E  e sürekli lineer operatörlerin uzayı olsun. 
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Eğer A ( )L E  nin bir alt cebiri iken V , A daki her operatör altında değişmez 

kalıyorsa E  nin V  alt uzayına A -değişmez denir. 

Her AA için ( )A V V  dir. 

2.13    Cebir Homomorfizması 

Tanım 2.105 [28] 

i.   A  ve B  bir K cismi üzerinde iki cebir olmak üzere 

       her kK ve ,x y A  için : A B   fonksiyonu 

1. ( ) ( )kx k x   

2. ( ) ( ) ( )x y x y      

3. ( ) ( ) ( )xy x y    

     özelliklerini sağlıyorsa   ya cebir homomorfizması denir. 

ii.     birebir örten bir homomorfizma ise izomorfizmadır. 

iii.    Eğer A  ve B  bir K cismi üzerinde iki birimli cebir iken 

: A B   fonksiyonu A  nın birimini B  nin birimine götürüyorsa   ya birimli 

cebir homomorfizması denir. 

Teorem 2.106 [29] A  bir birimli-Arşimed f-cebiri ve B  bir Arşimed yarı asal f-cebiri 

olsun. :T A B  her sıra sınırlı cebir homomorfizması Riesz homomorfizmasıdır. 
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BÖLÜM 3 

                                                                       BANACH ÖRGÜLERİNİN MERKEZİ 

Bu bölümde ortomorfizma kavramı verilecek ve ortomorfizmaların özel bir alt kümesi 

olan merkez üzerindeki pozitif operatörler Banach örgüsünde incelenecektir. 

3.1    Banach Örgüleri 

Tanım 3.1 [21] 

i. E  bir normlu Riesz uzayı olsun. Eğer Eyx ,  için 

                           x y  iken x y  ise 

E  deki norma bir Riesz norm veya Lattice norm denir.  

ii. Riesz normla donatılmış herhangi bir Riesz uzayına normlu Riesz uzayı denir. 

iii. Tam normlu Riesz uzayına Banach örgüsü (Banach lattice) denir 

Örnek 3.2 [19] K  bir Kompakt Hausdorff uzayı olsun. K  üzerindeki sürekli reel  

değerli tüm fonksiyonların Banach uzayı, ( )C K , her t K  için 

f ( )g f t ( )g t sıralamasına göre ( ( ),C K )  bir Banach örgüsüdür. 

Örnek 3.3 [19] 0c  dizi uzayı bir Dedekind Tam Banach örgüsüdür.  

Önerme 3.4 [19] Bir E  normlu Riesz uzayında aşağıdakiler iddialar sağlanır. 

i. Lattice (örgü) işlemleri süreklidir. 

ii. E  pozitif konisi kapalıdır. 
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iii. Her artan yakınsak 
1( )nx E

   dizisi için  lim sup :n n nx x n    dir. 

İspat: [19] 

i. n  iken nx x  ve ny y  olsun. Her n  için  

n nx y x y   n n n nx y x y x y x y       n ny y x x    

.  lattice norm olduğundan n nx y x y   n ny y x x    ve  

0n nx y x y     dır. 

ii. Her n  için nx E  ve n  iken nx x E   olsun. 

n  iken 0 0n nx x x     ve 0x x E    dır. 

iii. 1( )nx E

   artan yakınsak bir dizi ve limn nx x   olsun. 

Her n  için ve her m n  için m nx x E   olduğundan nx x 0  dır. 

nx u x  olacak şekilde u E  olsun. n  iken n nx x u x u u      

olduğundan u x  dir.. 

Önerme 3.5 [19] 

1. Her Dedekind  -Tam Riesz uzayı ve normlu Riesz uzayı Arşimeddir. 

2. Her Dedekind Tam Riesz uzayı Dedekind  -Tam dır.  

Önerme 3.6 [19] Eğer E  bir Banach örgüsü ise ' ~E E dir. 

Tanım 3.7 [25] Bir E  Riesz uzayının bir D  alt kümesi için 

                                   1,2,...nf D n   ve nf f  iken 

Df   ise D  alt kümesine sıra kapalı denir. 

Tanım 3.8 [25] Bir E  normlu Riesz uzayının bir D  alt kümesi için 

                              Df n   ,...),2,1( n  ve 0 nff  iken 

Df   ise D  alt kümesine norm kapalı denir. 
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Teorem 3.9 [26] Bir Banach örgüsünde her sıra kapalı küme norm kapalıdır. 

3.2    Ortomorfizmalar  

Tanım 3.10 [21] Bir E  Arşimed Riesz uzayında ( : )T E E  operatörü için 

her B  bandı BBT )(  i sağlıyorsa T  operatörüne band koruyan operatör denir. 

E  den E  ye tüm band koruyan operatörleri ( )S E  ile ifade edebiliriz. 

Teorem 3.11 [21] Bir E  Arşimed Riesz uzayında EET :  operatörü için aşağıdaki  

ifadeler denktir: 

i.    T  bir band koruyan operatördür. 

ii.   yx   için yTx   dir. 

iii.     yxnyEyBx  :  x  ile üretilen temel band olsun. 

Her Ex  için xTx B  dir. 

Tanım 3.12 [19] FE,  iki Riesz uzayı olmak üzere her Eyx ,  için 

                                        yx     TyTx    

ise T  ye ayrıklığı koruyan operatör denir. 

Not 3.13 [19] Tüm band koruyan operatörler ayrıklığı koruyan operatörlerdir. 

Tanım 3.14 [21]  

i. Sıra sınırlı band koruyan operatöre ortomorfizma denir. 

ii. Bir E  Riesz uzayında tüm ortomorfizmaların kümesi )(EOrth  ile gösterilir. 

iii. Tüm E  den E  ye sıra sınırlı operatörlerin uzayı )(ELb  olmak üzere 

)(EOrth  , )(ELb  nin bir vektör alt uzayıdır. 

( ) { ( ) :  x y }bOrth E T L E Tx y      dir. 

iv. Tüm E  den E  ye sıra sınırlı operatörlerin uzayı )(ELb ,  

E  den E  ye band koruyan operatörler ( )S E  olsun. )(EOrth  kümesi, 
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                                   ( ) ( ) ( )bOrth E S E L E   

şeklinde ifade edilebilir. 

Önerme 3.15 [21] 

i. Bir E  Arşimed Riesz uzayında bir T  pozitif operatörünün ortomorfizma 

olması için gerek ve yeter koşul E  de 0x y   iken 0Tx y   olmasıdır. 

ii. Bir E  Arşimed Riesz uzayında bir T  sıra sınırlı operatörün ortomorfizma 

olması için gerek ve yeter koşul her Eyx ,  için yx   iken yTx   olmasıdır. 

3.3    Ortomorfizmaların Temel Özellikleri 

1.   E  bir Arşimed Riesz uzayı olmak üzere ortomorfizmalar üzerindeki sıralamayı 

E  den E  ye sıra sınırlı operatörlerin uzayı )(ELb  den almıştır. 

Yani her x E  için 1T x 2T x  olduğunda 1T 2T dir. 

2.   )(EOrth  sıralı bir vektör uzayıdır. 

Eğer )(ELb  de 0 1T 2T  ve 2 ( )T Orth E  ise 1 ( )T Orth E  dir. 

3.   E  bir Dedekind Tam Riesz uzayı ise )(ELb  de Dedekind Tam Riesz uzayıdır. 

4.   Bir E  Arşimed Riesz uzayında x E  için sup{ : 0T x Ty  y }x  dir. 

5.   Bir T  operatörünün ortomorfizma olması için gerek ve yeter koşul T  

operatörünün ortomorfizma olmasıdır. 

6.   E  bir Arşimed Riesz uzayı olsun. )(EOrth  çarpım yapısını )(ELb  den alır, 

yani, her x E  ve 1 2, ( )T T Orth E  için 1 2 1 2( ) ( )TT x T T x  dir. 

Teorem 3.16 [21] E  bir Arşimed Riesz uzayı ise sıralı vektör uzayı )(EOrth  bir 

Arşimed Riesz uzayıdır. 

Her x E  ve 1 2, ( )T T Orth E  için 

                                                1 2 1 2( ) ( ) ( )T T x T x T x   , 

                                                1 2 1 2( ) ( ) ( )T T x T x T x   . 
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Özellikle her x E  ve ( )T Orth E  için 

                                        ( ) ( )T x Tx  , ( ) ( )T x Tx   ve T x Tx . 

Teorem 3.17 [21] E  bir Arşimed Riesz uzayı olsun. )(EOrth  deki çarpım yapısından 

)(EOrth  uzayı birim operatörü birim elemanı olan bir Arşimed f-cebiridir. 

İspat:[21] )(EOrth  birim operatörü birim elemanı olan bir Riesz cebiridir. )(EOrth  

nin bir f-cebiri olduğunu göstermek için 1 2 0T T   olacak şekilde 1 2, , ( )T T T Orth E   

alalım. 1 2 0TT T   ve 1 2 0TT T   olduğunu göstermek için bir x E  alındığında 

1 2 1 2( ) 0T x T x T T x     dan 1 2( ) 0TT T x   dır. 

İkincisi için 0 1 2TTx T x 1 2 1 2{ ( )} { ( )} ( )( ) 0T Tx x T Tx x T T Tx x        dır. 

Her x E  için 1 2( ) 0TT x T x   dır. x E  için 1 2( ) 0TT T x   olduğundan 

1 2 0TT T   dır. 

Özellik 3.18 [21] 

i. Bir E  Riesz uzayında :I E E  birim operatörü ortomorfizmadır. 

ii. E  Riesz uzayı üzerine her ortomorfizma iki pozitif ortomorfizmanın farkı 

olarak yazılabilir. 

iii. I  birim operatörü )(EOrth  için zayıf sıra birimdir. 

Yani, ( )T Orth E  için 0T I   ise, x E  için ( ) ( )( ) 0T x x T I x     dır. 

Böylece her x E  için ( ) {0}d

x xT x B B    dır. 0T   bulunur. 

Teorem 3.19 [19] Bir E  Riesz uzayında :T E E  bir ortomorfizma ise T  

operatörünün eşleniği 'T  operatörü ' ' ':T E E  ye bir ortomorfizmadır. 

( )Orth E  den '( )Orth E  ne 'T T  operatörü bir lattice homomorfizmasıdır. 

Her ( )T Orth E  için 
''T T  dir. 

Teorem 3.20 (Wickstead, [19]) 'E , E  Riesz uzayının noktalarını ayrıştırırken 
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:T E E  sıra sınırlı operatörünün ortomorfizma olması için gerek ve yeter koşul T  

operatörünün eşleniği 'T  operatörünün ' ' ':T E E  ne bir ortomorfizma olmasıdır. 

Tanım 3.21 [19] E  bir Arşimed f-cebiri olsun. 

Her x E  ve (u E ) için uu T  fonksiyonu E  den ( )Orth E  e 

                                               ( )uT x u x   

olarak tanımlanır. 

Teorem 3.22 (Zaanen, [19]) E  bir birimli Arşimed f-cebiri olsun. 

                                                uu T  fonksiyonu ( ( )uT x u x  ) 

E  den ( )Orth E  e bir örten f-izomorfizmasıdır. ( )Orth E E  dir. 

Özellikle her Arşimed Riesz uzayı E  için ( ( )) ( )Orth Orth E Orth E  dir. 

3.3    Merkezil Operatörler 

Tanım 3.23 [15,16] 

i. Bir E  Riesz uzayında her Ex  için 

Tx x  olacak şekilde bir 0  skaleri bulunabiliyorsa 

EET :  operatörüne merkezil operatör denir. 

ii. Tüm merkezil operatörlerin kümesi )(EZ  ile gösterilir.  

iii. ( ) ( ) ( )bZ E Orth E L E   dir. 

iv. )(EZ  regüler operatörler uzayı ( )rL E  de idealdir. 

Teorem 3.24 [25,30] E  bir Riesz uzayı ise )(EZ  de Riesz uzayıdır. 

Her x E  ve , ( )S T Z E  için 

)()())(( xTxSxTS   ve )()())(( xTxSxTS  . 

Her x E  için )()()( xTxTxT   dir. 
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Önerme 3.25 [26] Bir E  Riesz uzayında )(EZ  hemen hemen f-cebiridir. 

İspat: )(, EZTS   olsun. ,S T 0  ve her x E  için 

Tx 1x  olacak şekilde 1 0   , 

Sx 2x  olacak şekilde 2 0   vardır. 

 1 2max ,    ve 0TS  olsun. 

0 ( ) ( )ST x S Tx 1 1( )S x Sx  , 

0 ( ) ( )ST x S Tx 2Tx   

0 ( )ST x 1 2Sx Tx  ( ) ( ) 0Sx Tx S T x      olur. 

0ST  dır. 

Önerme 3.26 [12] E  ve L  Riesz uzayları olmak üzere  

'( )T T   olarak tanımlanan 

                                        ' ': ( , ) ( , )b n nL E L L L E   

pozitif operatörü sıra süreklidir. 

3.3.1    Dual Uzayın Merkezindeki Pozitif Operatörler 

Teorem 3.27 [25] Bir E  Riesz uzayında '( )Z E  E  nin dualinin merkezi olmak üzere 

'( )Z E  deki örgü operatörleri her ' ' ', ( )S T Z E  ve her 'f E  için  

                       ' ' ' '( )S T f S f T f    ve ' ' ' '( )S T f S f T f    dır. 

İspat: Eğer ' ' ', ( )S T Z E  için ' ' ' ' ', ,T S T S T   merkezil operatörler olduğu 

gösterilmelidir. 

Her 'f E  için 'T f f  olacak şekilde 0   vardır.  

Bir 'h E  için ' 'sup
f h

T h T f


 sup
f h

f h 


 , ' '( )T Z E  dir. 

' ' ' ',S T S T  ’ nin '( )Z E  e ait olduğu göstermek için 
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                                    ' ' ' ' ' '1
( )

2
S T S T T S                                    (3.1) 

                                    ' ' ' ' ' '1
( )

2
S T S T T S                                    (3.2) 

(3.1) ve (3.2) latis işlemleri kullanılır. 

' ' ', ( )S T Z E  olsun.  

Eğer 0g h   ise ' 0g T h   ve ' ' 0S g T h   dır. 

Bu durumda ' ' ' 'S g T h S g T h    dır. 

Her 'f E  için 

                                    ' ' ' '( ) sup : 0 ve  S T f S g T h g h g h f        

                                                      ' 'sup : 0 ve  S g T h g h g h f       

                                                      ' 'S f T f . 

                                   ' '( )S T f ' 'S f T f  

olduğundan             ' ' ' '( )S T f S f T f   ’ dır. 

Her 'f E  için 

                                  ' ' ' ' ' '1
( ) ( )

2
S T f S T S T f      

                                                    ' ' ' ' ' '1
( )

2
S f T f S f T f S f T f       

             0 ' ' ' '( ) ve 0S S T Z E   ' ' ' '( )T S T Z E    

olduğundan          ' ' ' ' ' '( ) ( ) 0S S T T S T      ’ dır. 

Her 'f E  için 

                                               ' ' ' ' ' '0 ( ) ( )S S T T S T f         

                                                  ' ' ' ' ' '[ ( ) ] [ ( ) ]S f S T f T f S T f       
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                                                   ' ' ' ' ' '( ) ( )S S T f T S T f       

                                                   ' ' ' '( )S f T f S T f     

veya                      ' ' ' '( )( )S T f S f T f    dır. 

Teorem 3.28 [26] E  bir Arşimed Riesz uzayı olsun. 

i. Eğer ( )Z E   ise ' '( )Z E   dir.( ' ,  nin eşleniğidir) 

ii. Eğer 'E , E  nin noktalarını ayrıştırıyorsa ' '( )Z E   ise ( )Z E   dir. 

iii. Eğer ( )Orth E   ise ' '( )Orth E   dir. 

iv. Eğer 'E , E  nin noktalarını ayrıştırıyorsa ' '( )Orth E   ise ( )Orth E   dir. 

3.3.2    Banach Örgülerinde Merkezil Operatörler  

Önerme 3.29 [30] Bir E  Banach örgüsünde ( )Z E  bir Banach cebiridir. 

İspat: E  bir Banach örgüsü olsun. Her , ( )S T Z E  için 

ST S T  dir. 

1 1 1
sup sup sup

x x x
T Tx Tx T x T

  
     den 

T T  elde edilir. 

Teorem 3.30 [21] E  bir Banach örgüsü olmak üzere EET :  operatörü için 

aşağıdaki iddialar denktir. 

1. T  bir merkezil operatördür. 

2. T  bir ortomorfizmadır. 

3. T  bir band koruyan operatördür. 

Bu teoremden dolayı E  bir Banach örgüsü olduğundan 

                                           ( ) ( ) ( )Z E Orth E S E   

yazılır. 
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Önerme 3.31 [30] Bir E  Banach örgüsünde )(EZ , E  den E  ye sınırlı lineer 

operatörlerin uzayı ( )bL E  nin kapalı bir alt kümesidir. 

İspat: [30] E  bir Banach örgüsü olsun. )(EZ , ( )bL E  nin bir alt kümesidir. 

( )bL E  de 
nT T  olacak şekilde ( )nT Z E  alalım. E  de 0 yx  olsun. 

Her n  için nT  band koruyan olduğundan 0 yTx n  olur ve örgü 

operasyonlarının sürekliliğinden n iken 0 Tyx  dır. Sonuç olarak 

T  bir band koruyan operatör ve ( )T Z E  dir  

Önerme 3.32 [12] E  bir Banach örgüsü olsun. 'E , E  uzayının noktalarını ayrıştırsın. 

Her ( )Z E   için ': ( ) ( )Z E Z E   fonksiyonu '( )    olarak tanımlansın. 

Böylece   bir birebir cebir homomorfizması ve Riesz homomorfizmasıdır. 

Önerme 3.33 [17] E  bir Banach örgüsü, )(EZ , E  nin ideal merkezi ve '( )Z E , E  nin  

dualinin merkezi olmak üzere, ( )T Z E  iken ' '( )T Z E  dir. 

İspat:   ( )T Z E  ve x E  için x Tx x  olacak şekilde 0   vardır.  

Her x E  ve 'f E  için 

                               '( )  ( ) ( )( )  ( )f x f Tx T f x f x    dan 

                               '    f T f f   , ' '( )T Z E  

0 ( )T Z E  olsun. 

 , 1,2,...nT T nI n    olacak şekilde bir { }nT  dizisi alınsın. 

T nI T   ve E  de nT T  olduğundan 'E  de ' '

nT T olur. ' '( )T Z E  dir. 

Teorem 3.34 [30] Bir E  Banach örgüsünde :T E E  her merkezil operatör temel 

ideal koruyandır. Yani her x E  için ( )x xT E E  dir. 

İspat: [30] Bir E  Banach örgüsünde :T E E  bir operatör olsun.  
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Her x E  için Tx x  olacak şekilde 0   vardır. 

Bir u E  alalım ve 
uy E olsun. 

Tanımından y u  olacak şekilde bir 0   skaleri seçelim. 

Ty y u  olduğundan uTy E  ve ( )u uT E E  dır. 

Yani T , tüm temel ideali değişmez bırakır. 

Teorem 3.35 [24] E  bir Dedekind Tam Banach örgüsü ise ( )B I , I  ile üretilen band 

olmak üzere ( ) IZ E B  dır. 

Önerme 3.36 [21] Bir E  Banach örgüsünde her merkezil operatör tüm band 

projeksiyonlarla değişmelidir. 

İspat: [21] Bir E  Banach örgüsünde :T E E  bir merkezil operatör ve  

:P E E  bir band projeksiyon olsun. 

( )P E B  bir projeksiyon band olduğundan dB B E   dir. 

T  bir band koruyan operatör olduğundan ( )T B B  ve ( )d dT B B ’ dir. 

Bir x E  için , , dx y z y B z B     yazabiliriz. 

Ty B  ve dTz B  olur. 

Her x E için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TP x T Px Ty P Ty P Ty P Tz     ( ) ( ) ( )P Ty Tz P Tx PT x     dır. 

Sonuç olarak TP PT  dir. 

Önerme 3.37 [17,32] Bir E  Banach örgüsündeki T  operatörünün )(EZ  de olması 

için gerek ve yeter koşul T  nin E  deki her kapalı ideali değişmez bırakmasıdır. 

Önerme 3.38 [17,32] Bir E  Dedekind Tam Banach örgüsündeki T  operatörünün 

)(EZ  de olması için gerek ve yeter koşul T  nin E  deki her bandı değişmez 

bırakmasıdır. 
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Bu önermeden E  bir Dedekind Tam Banach örgüsü iken E  üzerindeki T  

operatörünün )(EZ  de olması için gerek ve yeter koşul T  nin E  üzerindeki her band 

projeksiyonu ile değişmeli olmasıdır. 

Sonuç 3.39 [16,17] Tüm band projeksiyonları )(EZ  nin elemanıdır. 

Önerme 3.40 [21] E  bir Dedekind Tam Banach örgüsü ise T  operatörünün )(EZ  de 

olması için gerek ve yeter koşul T  nin )(EZ  deki tüm operatörlerle değişmeli 

olmasıdır. 

Sonuç 3.41 [17] E  bir Banach örgüsü iken 'E  Dedekind Tam Banach örgüsü 

olduğundan 'E  deki bir T operatörünü '( )Z E  de olması için gerek ve yeter koşul T  

nin 'E  deki her bandı değişmez bırakmasıdır. 

Önerme 3.42 [17] E  bir Banach örgüsü iken E  üzerindeki T  operatörünün )(EZ  de 

olması için gerek ve yeter koşul T  operatörünü eşleniği olan 'T  operatörünün '( )Z E  

de olmasıdır. 
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BÖLÜM 4  

BANACH F-MODÜLLERİNİN MERKEZİ 

Bu bölümde modül kavramı verilmiştir. Banach örgüler üzerinde f-modül yapısı 

kullanılarak Banach örgüsünün merkezi üzerinde çalışılmıştır. Çalışmamızda bir A  

Arşimed f-cebiri için E , A  üzerinde bir Banach f-modül temsil etmektedir. ( )L E , E  

den E  ye sürekli lineer operatörleri ve 'E , E  nin sıra dualini göstermektedir. 

4.1    Modül Kavramı 

Tanım 4.1 [28] 

i. Bir boştan farklı H  kümesi üzerinde toplama ve çarpma tanımlanarak 

aşağıdaki özellikler sağlanırsa H  ye bir halka denir. 

1.  ( , )H   bir değişmeli gruptur. 

2.    Her , ,a b c H  için ( ) ( )ab c a bc  dır. 

3.    Her , ,a b c H  için ( )a b c ab ac    ve ( )a b c ac bc    dır. 

ii. Her ,a b H  için ab ba  sağlanıyorsa H  halkasına değişmeli halka denir. 

iii. Eğer H  halkasında her a H  için 1 1H Ha a     olacak şekilde 1H H  varsa 

H  halkasına birimli halka denir. 
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Tanım 4.2 [28]  

i. A  bir değişmeli grup ve H  bir birimli halka olsun. 

Eğer              1 : H A A    , ( , )a x a x  

                                   2 : A H A    , ( , )x a x a  

           şeklinde tanımlanan fonksiyonları her ,a b H  ve ,x y A  için 

1.  ( ) , ( )a x y a x a y x y a x a y a            , 

2.  ( ) ( )a b x a x b x x a b x a x b            , 

3.  ( ) ( ) ( ) ( )a b x a b x x a b x a b           

           özelliklerini sağlıyorsa A  ya bir sağ (sol) H -modül denir. 

ii. Eğer H  bir 1H  birim elemanına sahip ve her x A  için 

1H x x   ( 1Hx x  ) ise A  ya birimli H  modül denir. 

Not 4.3 Eğer H  değişmeli ise her sol H -modül A , a H  ve x A  için x a a x    

şeklinde tanımlanarak sağ H -modül yapısıyla verilebilir. 

Aksi belirtilmedikçe bir H  değişmeli halka üzerinde her H -modül A , hem sağ modül  

hem de sol modül varsayılabilir. 

4.2    Riesz Cebirinin İkinci Duali Üzerindeki Arens Çarpımı  

Teorem 4.4 [12,13] A  bir Riesz cebiri olsun. 

'',F G A  için ''F G A   ve   F G F G  ’ dir. 

Yani, ''A  Arens çarpımına göre Riesz cebiridir. 

1. Her ' ',  için  a A f A f a A     olacak şekilde   f a f a                    (4.1) 

2. Her ''F A , 'f A  için 'F f A   olacak şekilde   F f F f               (4.2) 

3. Her '',F G A  için ''F G A   olacak şekilde   F G F G                        (4.3) 
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              ''0  ,F G A  olduğunda ''F G A   olduğundan ''A  bir Riesz cebiridir.  

Özellik 4.5 [12,13] A  bir Riesz cebiri iken 'A  de 0D   azalan bir net olsun. 

Her a A  için 0D a    dır. 

(4.3)’ den G  sıra sürekli olduğundan her 0 a A   için 

( ) 0 ( )( )G D a G D a      olduğundan 'A  de 0G D   dır.  

(4.3) den F  nin sıra sürekli olmasını kullanarak 

( )( ) ( ) 0F G D F G D      dır. 

Tanım 4.6 [10-13] 

i. A  bir Arşimed f-cebiri olsun ve 'A  A  nin noktalarını ayrıştırsın. 

 T Orth A  iken eşleniği 'T  her a A  ve 'f A  için 

                                 '( )( ) ( )T f a f Ta  

şeklinde tanımlanır. Buradan ' '( )T Orth A  dır. 

ii. Bir a A  için :a A A   fonksiyonu her b A  için 

                  '( )( ) ( ) ( ( )) ( )a af a b f a b f b f b       

olduğundan ' '( )a Orth A   dir. 

iii. Eğer A  bir birimli Arşimed f-cebiri ise bir ''F A  ve her 'f A  için 

                                 ' ':Fv A A  

fonksiyonu (4.2) den ( )Fv f F f   şeklinde tanımlanır. 

Buradan '( )Fv Orth A  dır. 

iv. Banach örgüsünde '' **A A  olduğundan '' ''( ) ( )Orth A Z A  dır.  

''( )F Z A   için 0 F I  olacak şekilde 0   vardır. 

v. ' '', , ve ,a b A f A F G A    için ' ' '', ,f a A G f A F G A       olmak üzere 
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 ( )( ) ( )f a b f ab                                                                                                   (4.4) 

 ( )( ) ( )F f a F f a                                                                                                (4.5) 

 ( )( ) ( )F G f F G f                                                                                              (4.6) 

               tanımlansın. 

 ( ) ( )f ab f a b                                                                                                    (4.7) 

 ( ) ( )F f a F f a                                                                                                 (4.8) 

 ( ) ( )F G f F G f                                                                                              (4.9) 

Her '', ,F G H A  için ( ) ( )F G H F G H      olduğundan ''A  Arens çarpımına göre 

bir birleşmeli cebirdir. 

vi. Bir A  Arşimed f-cebiri ''A  içine gömülebilir. 

vii. Her a A  için ''

aF A  elemanı her 'f A  için 

( ) ( )aF f f a  şeklinde tanımlanır. 

viii. Her a A  için '': A A   fonksiyonu 

( )a F   şeklinde birebir örten cebir homomorfizmasıdır. 

ix. ,a b A  için '' '' ''( )a b ab   

x. e , A  nın birim elemanı ise ''( )e e   olacak şekilde ''e  de ''A  nün birim 

elemanıdır. 

xi. ''e , ''A  nin birimsel elemanı ise her 'f A  için ''e f f   dir. 

xii. Eğer A  değişmeli ise her a A  ve 'f A  için F f f a    dır. 

xiii. Her b A  için 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )F f b F f b f b a f ba f ab f a b          dır. 
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Tanım 4.7 [26] 'A  A  nın noktalarını ayrıştırıyorsa 

   ' '( ) : ( ) 0 her  0A a A f a f A      dır. 

A  birimli Arşimed f-cebiri ve 'A , A  nın noktalarını ayrıştırıyorsa, 

'': A A   fonksiyonu ( )a F   tanımı ile birebir Riesz homomorfizmasıdır. 

( )A , ''A  de sıra yoğundur. Yani ''A  de  ( ) 0dA  ’ dır. 

Önerme 4.8 [12,13] A  bir birimli Arşimed f-cebiri olsun. ' '( )nA , 'A  de tüm sıra sürekli 

lineer fonksiyonellerin koleksiyonunu göstermek üzere 

'' ' '( )nA A  dir. 

4.3    Banach F-Modül 

Tanım 4.9 [33-35] 

i. A  bir birimli Arşimed f-cebiri ve E  de Banach örgüsü olsun. 

                                     A E E    

                                    ( , )a f a f   sürekli fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlıyorsa 

1.   Her , , , ( ) ( )a b A f E a bf a b f      

2.   Eğer 0 , 0a A f E  ise a f 0  

3.   Eğer ,f g E  için E  de f g  iken her a A  için af g   

   E  ye A  üzerinde bir f-modül denir. 

ii. A  yı bir Banach Arşimed f-cebiri aldığımızda E , A  üzerinde bir Banach f-

modül olarak adlandırılır. Aksi söylenmedikçe A  Banach Arşimed f-cebiri 

alınacaktır. 

Tanım 4.10 [17,36] E , A  üzerinde bir Banach f-modül olsun. 

                                               : ( )m A L E  

sınırlı birimli cebir homomorfizması tanımlayalım. 



53 

 

Bu homomorfizmanın Arens genişlemesi 'f E  ve ''a A  için a f  olarak  

                                             * '' ': ( )m A L E  dir. 

 

Önerme 4.11 [17,36] E , A  üzerinde bir Banach f-modül olsun. 

f-modül özelliğinden ve a A f E   için 

( )( )m a f a f   ise ( ) ( )m a Z E  olur.  

İspat: Yani E  bir Banach örgüsü olduğundan E  de ,f g E  için 

f g  iken E  de ( )m a f a f g    olur. 

( )m a  band koruyan olduğundan ( ) ( )m a Z E  dir. 

Tanım 4.12 [17] E , A  üzerinde bir Banach f-modül olsun. 

                                                               A E E   

                                                    ( , )a f a f   

bu durumda aşağıdaki dönüşümleri tanımlayabiliriz. 

1. ' 'E E A   dönüşümü ' ', ,f E f E a A    için 

            ' ' ' '( , ) ( ) : ( ) ( )f f f f a f f a f af     

2. '' ' 'A E E   dönüşümü ' ' '', ,f E f E F A    için 

             ' ' ' '( , ) ( ) : ( ) ( )F f Ff f Ff f F ff   

Tanım 4.13 [17,36] ''A  bir Arşimed f-cebiri ve 'E  Banach örgüsü olduğundan 

'E  Arens çarpımı yardımıyla ''A  üzerinde bir f-modüldür. 

                                  '' ' 'A E E   dönüşümü ' ' '', ,f E f E F A    için 

                                   ' ' ' '( , ) ( ) : ( ) ( )F f Ff f Ff f F ff   

1.    Her '',F G A  ve ' 'f E  için ' '( ) ( )F Gf FG f  

2.    0 ''F A  ve 0 ' 'f E  iken 0 'F f  
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3.   ' ' 'f g E   iken her ''F A  için ' ' 'F f g E    dır. 

4.4    : ( )m A L E  Sınırlı Birimli Cebir Homomorfizması 

                                    : ( )m A L E  

sınırlı birimli cebir homomorfizmasının Arens genişlemesi 

                                    * '' ': ( )m A L E  

olsun. 

1. A E E   dönüşümü her ,a A f E   için 

              ( , )a f a f  :   ( )af m a f , 

2. ' 'E E A   dönüşümü her ' ', ,f E f E a A    için 

             ' ' ' '( , ) ( ) : ( ) ( ),f f f f a f f a f af     

3. '' ' 'A E E   dönüşümü her ' ' '', ,f E f E F A    için 

             ' ' ' '( , ) ( ) : ( ) ( ),F f Ff f Ff f F ff   

             şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.14 [17,36] E , A  üzerinde bir Banach f- modül olduğunda 

                                      * '' ': ( )m A L E  fonksiyonu  

                                     * ' '( )( )m F f F f   

şeklinde tanımlanan bir cebir ve Riesz homomorfizmasıdır. 

Bunu görmek için 0F G   olsun. Her ' 'f E  için  

                  * ' ' ' * ' * * '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m F G f F G f F G f m F Gf m F m G f            

olduğundan *m  bir cebir homomorfizmasıdır. 

Buradan her ' 'f E  için  

                   * ' * ' ' ' '( ) ( ) ( ) 0m F f m G f Ff Gf F G f       olur. 
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*m  bir Riesz homomorfizmasıdır. 

Her a A  için ( ) ( )m a L E  olması için gerek ve yeter koşul * '( ) ( )m a L E  olmasıdır. 

Teorem 4.15 [17,36] E , A  üzerinde bir Banach f-modül ise * '' ': ( )m A L E  birimli 

sınırlı cebir homomorfizması için * '' '( ) ( )m A Z E  dir. 

İspat: Bir ''a A  için 1 güçlü birim olmak üzere ''1 A A   için 

1a   olacak şekilde bir 0   vardır. * * '( ) ( )m a m a I   

olduğundan * '' '( ) ( )m A Z E  dir. 

Sonuç 4.16 [36] * '' ': ( )m A L E  birimli sınırlı cebir homomorfizması 

                            * ' '( )( )m F f F f    

şeklinde tanımlandığından * '( ) ( )m F Z E  dir. 

Teorem 4.17 [17,36] E  A  üzerinde bir Banach f-modül ve : ( )m A L E  sınırlı 

birimli cebir homomorfizması olsun. Aşağıdaki durumlar var olsun: 

1.    E  nin her kapalı Adeğişmez alt uzayı ideal olsun. 

2.    ' * ''( ) ( )Z E m A  

3.    ( ) ( )
w

Z E m A  ( w zayıf operatör topolojidir) 

1 2 3   gerektirmeleri sağlanır. 

İspat: 

1 2:  Bir ''F A A   için *( )m F T  olacak şekilde * ''( )T m A  olsun.  

{ }a F   olacak şekilde { }a , A  da bir ağ olsun. ' 'f E  ve ''F A  için 

'' ' 'A E E   

' 'a f F f     

* ' * ' '( ) ( )m a f m F f Tf    
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* * '( ) ( ) ( )m a m A Z E    olduğundan '( )T Z E  ve * '' '( ) ( )m A Z E  dir. 

I , E  nin kapalı A -değişmez alt uzayı ideal olduğunda B  de 'E  nün * kapalıw   

A -değişmez alt uzayı olsun. 

'( )Z E  deki herhangi bir T operatörü 'E  deki her bandı değişmez bırakır. 

Yani her 'B E  için ( )T B B  dir. 

A  ''A  üzerinde sıra yoğun olduğundan (2.94) den ve *m  ın sürekliliğinden B , 'E  nin  

''A -değişmez alt uzayıdır. Arens çarpımının A  ya genişlemesinden 'E  de bir T  

operatörünün * ''( )m A  de olması için gerek ve yeter koşul T  nin 'E  nin herbir *w -

kapalı A -değişmez alt uzayı değişmez bırakmasıdır.  

Böylece ' * ''( ) ( )Z E m A  dir. 

2 1: ' * ''( ) ( )Z E m A  kabul edelim. 

F , E  nin kapalı A -değişmez alt uzayı ve F  'E  nin annihilatörü olsun. 

F , 'E nin * kapalıw   A -değişmez alt uzayı olur. 

Bir ''â A  için ˆa a   olacak şekilde a A   vardır. 

* ˆ( )m a f F af F     buradan * ''( )( )m A F F  olur. 

Hipotezi kullanırsak, 

'( )( )Z E F F  olur. 

''A A  ve 'F E  için F , 'E  nin *w  -kapalı A -değişmez alt uzayı olur. 

'E  Dedekind Tam olduğundan 'E  nin '( )Z E -değişmez alt uzayı idealdir.  

F , 'E  de ideal olduğundan dualitiden ,  F E  de ideal olur. 

2 3:  

( )T Z E  ise     x Tx x   olacakşekilde bir 0   vardır. 

'x E  için  
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'( )   ( ) ( )   ( )f x f Tx T f x f x    olur. 

' ' * '' *( ) ( ) ( ) ( )T Z E T Z E m A m A      dır. 

a A   için * '( )m a T   iken 

 
' '( )m a T   

( )m a T   

( ) ( )m a m A   böylece ( )
w

T m A ,  ( ) ( )
w

Z E m A  dır. 
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 BÖLÜM 5 

F-ORTOMORFİZMALAR ÜZERİNDE GENİŞLETİLMİŞ SONUÇLAR 

 

5.1    Giriş 

Bu bölümde A  bir birimli f-cebiri L , M  Riesz uzayları ve L , M  A  üzerinde iki f-modül 

olmak üzere L  nin ikinci sıra duali ''L  nün A  nın ikinci sıra duali ''A  üzerinde bir f-

modül olduğu gösterilmiştir. Ayrıca topolojik olarak dolu olma kavramı ikinci sıra 

dualde tanımlanmıştır. 

Aynı zamanda T , L  den M  ye bir f-ortomorfizması olduğunda T  nin ikinci eşleniği ''T  

nün ''L  den ''M  ne bir f-ortomorfizması olduğu gösterilmiştir. 

Bu bölümde her Riesz uzayını sıra dualinin ayrıştırdığı kabul edilmiştir. 

5.2    F-Modülleri 

Tanım 5.2 [14] A  bir birimli f-cebiri ve L  bir Riesz uzayı olsun. 

Her a A  ve x L  için  

                                                        A L L   

                                                        ( , )a x a x   

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa L  Riesz uzayına A  birimli f-cebiri üzerinde  
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f-modül denir. 

1. Her x L  için e x x   ve L , A  üzerinde modüldür. (e  A  nın birim  

elemanıdır) 

2. Her a A  ve x L  için a x L   dır. 

3. Her ,x y L  için x y  olduğunda her a A  için a x y   dir. 

Tanım 5.3 [14,37] A  bir birimli f-cebiri ve L  bir Riesz uzayı olsun.  

Her ', ,x L f L a A    için 

                                                   ' 'A L L   

                                                  ( , ) : ( ) ( )a f a f a f x f a x      

fonksiyonu ile 'L  Riesz uzayı A  birimli f-cebiri üzerinde f-modüldür. 

Önerme 5.4 [14,37] Eğer 'L  Riesz uzayı A  birimli bir f-cebiri üzerinde f-modül ise 

her 'f L  ve a A  için 

                                                   ': ( )p A Orth L  

fonksiyonu                               '( )p a     ,   ( )f a f    şeklinde tanımlanır. 

p  bir birimli cebir ve Riesz homomorfizmasıdır. Aksine; 

                                                   ': ( )p A Orth L  

fonksiyonu her 'f L  ve a A  için 

                                                      ' 'A L L   

                                                      ( , ) ( )( )a f a f p a f    

tanımı ile 'L  Riesz uzayı A  birimli f-cebiri üzerinde f-modüldür. 

Tanım 5.5 [14,38] L  bir Riesz uzayı ve A  bir birimli f-cebiri üzerinde f-modül olsun. 

1. Her ', ,x L f L a A    için 
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                                         ' 'L L A   

                                                      ( , )x f x f     ,   ( ) ( )xf a f a x   

2. Her ' '', ,x L f L F A    

                                        '' ' 'A L L   

                                                     ( , )F f F f     ,   ( ) ( . )F f x F x f   

3. Her ' '' ''ˆ, ,f L F A f L    

                                        '' '' ''A L L   

                                                     ˆ ˆ ˆ( , ) ( )( ) ( )F f F f f f F f     

       dönüşümleri ile birlikte 

4. Her ', ,x L f L a A    için 

                                        ' 'A L L   

                                                     ( , )a f a f     ,   ( ) ( )af x f a x   

5. Her ' ' ''ˆ, ,a A f L f L    

                                        '' ' 'L L A   

                                                     ˆ,

ˆ( , )
f f

f f     ,   ˆ,

ˆ( ) ( )
f f

a f a f    

             dönüşümlerini tanımlayabiliriz. 

Teorem 5.6 [14,37] L  bir Riesz uzayı, A  bir birimli f-cebiri üzerinde f-modül olsun. 

Her ''f̂ L  için '': ( )u A Orth L    ,   ˆ ˆ( )u a f a f  . 

Her ''f̂ L  için '' '': ( )A Orth L     ,   ˆ ˆ( )F f F f    olduğunda 

u  ve  , ''( ) ( )u A Orth L  ve '' ''( ) ( )A Orth L   olacak şekilde pozitif operatörlerdir.  

Aynı zamanda birimli cebir ve Riesz homomorfizmasıdır. 

İspat: [14,37] u  ve   pozitif operatörlerdir. 
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                                                   ': ( )p A Orth L  

                                                      '( )a p a    

her 'f L  için '( )f a f    ve 

                                       ' '': ( ) ( )k Orth L Orth L  

                                                       ' ' ''k     

her ' '( )Orth L   için '' ''( )Orth L   olarak tanımlayalım. 

p  bir birimli cebir ve Riesz homomorfizmasıdır. (Pagter ve Huijsmans [29]). 

k  fonksiyonu ''L  de birimsel fonksiyon olmak üzere ' ''( )k I I  dir.  

''( )Orth L  değişmeli olduğundan her ' ' ''

1 2, ( )Orth L    için 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k              

k  bir cebir homomorfizmasıdır ve Riesz homomorfizmasıdır. 

'' 'ˆ,   ve  a A f L f L    için, 

' ''ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )( ) ( )( )( )( )u a f f a f f f a f f f f f k p a f f          

elde ederiz. 

 ve k p  cebir homomorfizması olduğundan, 

( ) ( )( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))u a b k p a b k p a b k p a p b k p a k p b          

                                       ( )( ) ( )( ) ( ) ( )k p a k p b u a u b    ,  

u  bir cebir homomorfizmasıdır. 

Bir a A  için â , ''A  de a  nın bir görüntü olsun. ''f̂ L  ve 'f L  için 

ˆ
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a
f f f f

f a f f a a f a f a f f u a f f            

buradan ''

ˆ ( )a Orth L  ’ dür. 

( )I A , ''A  de A  ile üretilen ideal ve 0 ( )F I A  olsun. Bu nedenle 0 F â  olacak  
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şekilde bir a A  vardır. 

'' '': ( )A Orth L   pozitif iken 0 F â  ise ''( )F Orth L   dır.  

( )I A  da G F   olacak şekilde bir G  alalım. 0 '

ˆ,f f
A   iken 

her 'f L  ve ' ''f̂ L  için 

                                                         ˆ ˆ, ,
( ) ( )

f f f f
G F   , 

                                                        ˆ ˆ( ) ( )G f f F f f  , 

                                                              ˆ ˆG f F f  , 

                                                                   G F
   dir. 

''( )G Orth L


   ve ''( )Orth L  band olduğundan ''( )F Orth L   dır. 

Her ''F A  için 

                                                             '' '': ( )A Orth L   

fonksiyonu                                         ( ) FF   

şeklinde tanımlansın. 

Her ''f̂ L  ve 'f L  için, 

ˆ ˆ ˆ ˆ(( ) )( ) ( )( ) (( ) ) ( ( ))( )F G f f F G f f F G f f F G f f            

Buradan her '',F G A  için F G F G      olduğundan   bir cebir homomorfizmasıdır. 

''A  de 0F G   olsun. O zaman 0F G   iken ''( )Orth A  de 

                                                    ( ) 0F GF G       dır. 

Diğer yandan ''( )Orth A  birimli bu nedenle yarı asal f-cebiri olduğundan  

( ) ( ) 0F G    dır.   bir ayrıklığı koruyandır ve (Pagter ve Huijsmans [29]) dan bir 

Riesz homomorfizmasıdır. 
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Sonuç 5.7 [14,37] 

(Teorem 5.6)’ nın bir sonucu olarak ''L , ''A  f-cebiri üzerinde bir f-modüldür. 

Teorem 5.8 [14,37] A  bir f-cebiri olmak üzere L , A  üzerinde bir f-modül olsun. 

''A  Arens çarpımına göre f-cebir olduğundan ''L  Riesz uzayı ''A  üzerinde bir 

f-modüldür. 

Her ' ''ˆ, ,f L f L F A    için 

                                                '' '' ''A L L   

                                                 ˆ ˆ ˆ( , ) ( )( ) ( )F f F f f f F f     

fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlar. 

1. Her '',F G A , ''ˆ ˆ,f g L  için, 

      ˆ ˆ( ) ( )F G f F G f      

2. 0 '' , 0F A ''ˆ ˆ,f L F f  0  

3. Eğer ''L  de ˆ ˆf g  ise ''L  de ˆ ˆF f g   dir. 

Önceki teoremden '',   E A  de birim eleman ve ''f̂ L  iken ˆ ˆE f f   sağlayan bir 

''L  Riesz uzayı ''A  üzerinde bir f-modüldür. 

5.3    Bir Riesz Cebirinin İkinci Duali Üzerinde Topolojik Dolu Olması 

Tanım 5.9 [14,37] ''L , ''A  üzerinde birimli f-modül iken 0 ĝ f̂  sağlayan ''L  de 

keyfi ˆ ˆ ve f g  vektörleri için '' '( , )L L  de ˆ ˆa f g    olacak şekilde ''A  de 0 a E  

sağlayan bir { }a  neti varsa ''L  f-modülü ''A  üzerinde topolojik olarak doludur denir. 

Teorem 5.10 [14,37] Eğer L , A  üzerinde bir f-modül ise ''A  f-modülü ''A  ne göre 

topolojik olarak doludur. 

İspat:[14,37] 0 ĝ f̂  olacak şekilde ''ˆ ˆ, f g A  olsun. p  fonksiyonu ile 

''( )Orth A   alırsak, 
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0 F E  iken ( )p F   olacak şekilde ''F A  vardır. Yani, ˆ ˆ ˆ( )( )p F f F f g   . 

A , ''A  de '' '( , )A A  yoğun olduğundan [21], A  de 0 a e  iken a F   olacak  

şekilde bir { }a  ağı vardır. 

Böylece ˆ ˆa f F f     ve '' '( , )A A  de ˆ ˆa f g    dır. 

Örnek 5.11 [14,37] L  bir Riesz uzayı olsun. Her '' ''ˆˆ ( ) , ,Z L f L f L     için, 

                                                       '' '' ''( )Z L L L   

                                                              ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( )( ) ( )f f f f f       

fonksiyonu ''L  nün ''( )Z L  üzerinde f-modül olduğunu gösterir. 

Böylece '' '' '' '' ''( ) ( , ; ( ) ) ( )b bOrth L L L L Z L L L   dır. 

Örnek 5.12 [14,37] L  bir Riesz uzayı olsun. Her ''ˆ ( ) , ,Z L x L f L     için, 

                                               '' ' '( )Z L L L   

                                            ˆ ˆ ˆ( , ) ( )( ) ( )f f x f x       

fonksiyonu 'L  nün ''( )Z L  üzerinde f-modül olduğunu gösterir. 

Böylece ' ' ' '' '( ) ( , ; ( ) ) ( )b bOrth L L L L Z L L L   dır. 

Teorem 5.13 [14,37] L , A  üzerinde bir f-modül olsun. Keyfi bir 'f L  için 

                                           ''ˆ,

ˆ( ) :
f f

S f f L   

kümesi 'A  de sıra idealdir. 

İspat: [14,37]  ( )S f , 'A  nin alt uzayı olduğu aşikar olduğundan ( )S f  in Riesz alt uzayı 

olduğunu göstereceğiz. Bunu göstermek için ( )S f   için 'A 

  olduğunu 

göstermeliyiz. 

B
  , 'A  de    ile üretilen band ve  
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                                             ':P A B    

B
   üzerinde bir band projeksiyonu olsun.  

'( )P Z A   ve '' '( )A Orth A  (Pagter, Huijsmans [12]) olduğundan her 'h A  için 

( ) ( )FP h h F h     sağlayan ''F A  vardır. 

Yani, ( )F P       dır. 

Bu nedenle ( )F S f   olduğunu göstermek yeterlidir. 

Bir 'f L  için ( )S f   ise ˆ,f f
   dır. 

Keyfi ,a b A  için 

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) (( ) ) ( ( )) ( )
f f f f f f a f f

a b a b b a f b a f f b a f b   


             dır. 

Bir ''F A  için 

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f f f f a f f f F f

F a F a F F f a f a   


        dır. 

Buradan ˆ,
( )

f f
F S f   dir. 

( )S f  in sıra ideal olduğunu göstermek için 'A  ve bir ''f̂ L  için 

0  ˆ,f f
  olsun. 'A  Dedekind Tam olduğu için ˆ,

( )
f f

    sağlayan 

' ''( )Orth A A    vardır. 

Yani, bir ''G A  için G   dir. Bu nedenle 

                  ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
( ) ( )Gf f f f f f f G f

G            elde edilir. 

Tanım 5.14 [14,37] L , A  üzerinde bir f-modül olsun. Bir 'f L  için                       

                                              ''ˆ,

ˆ( ) :
f f

S f f L   

kümesinin '' '( , )A A  topolojisine göre kapanışına f  nin destek kümesi denir ve 

supp( )f  şeklinde gösterilir. 



66 

 

Teorem 5.15 [14,38] L , A  üzerinde bir f-modül olsun. ',f g L  için                        

                                            supp( ) supp( ) 0f g   

olması için gerek ve yeter koşul f g  olmasıdır. 

İspat: [14,38]   supp( ) supp( ) 0f g   olsun. 

'A  Dedekind Tam olduğundan supp( )f  ve supp( )g  birer projeksiyon bandıdır. 

Bu nedenle supp( ) supp( )f g  dir. 

''f̂ L  olsun. 

                                   ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
0

f f g f f f g f
       , ˆ,

0
f g f




  dan 

                                           ˆ( ) 0f f g   ve 0f g   bulunur. 

f g  olsun. 

                                     ' '' 'L L A   fonksiyonunu  

                                     ˆ,

ˆ( , )
f f

f f   pozitif olarak tanımlayalım. 

                                    ˆ ˆ ˆ, ˆ, ,
  

f f f f f f g
  


 , 

                                   ˆ, ˆˆ, ˆ,
  g g g g g f g

  


, 

                                  ˆ ˆ, ˆ ˆ ˆ, ˆ ˆ ˆ, , ,
 0g gf f f f g g f g f g f g

    
   

     dır. 

Bu nedenle her ''ˆ ˆ,f g L  için ˆ ˆ,, g gf f
   dır.  

O halde ( ) ( )S f S g  ve  supp( ) supp( ) 0f g   bulunur. 

5.4    F-Ortomorfizması 

Tanım 5.16 [14,37,38] L  ve M , A  üzerinde f-modül ve ( , )bT L L M  olsun. 

Her x L  için ( ) ( )S Tx S x  ise T  ye bir f-ortomorfizması denir. 
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Tüm f-ortomorfizmaların koleksiyonunu ( , ; )Orth L M A  ile gösteririz. 

Teorem 5.17 [14,38] L  ve M  A  üzerinde topolojik dolu olan f-modül olsun. 

1. Eğer ( , ; )T Orth L M A  ise ' ' ' ''( , ; )T Orth M L A  olur. 

2. Eğer ' ' ' ''( , ; )T Orth M L A  ise '' '' '' ''( , ; )T Orth L M A  dır. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde bir f-cebiri alınarak ikinci sıra duali üzerinde tanımlı modüller üzerinde 

çalışılmıştır. Bu konu f-cebiri yerine d-cebiri, hemen hemen f-cebiri alınarak da 

incelenebilir. Buradan elde edilen neticeler araştırılabilir. 
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