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OzET

BANACH F-MODULLERININ MERKEZi
VE
F-ORTOMORFIZMALAR UZERINDE GENISLETILMI$ SONUCLAR

Sebnem YILDIZ PESTIL

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Omer GOK

A bir birimli Arsimed f-cebiri iken (A),, A de tim sira siirekli lineer fonksiyonellerin
uzayl oldugunda A =(A), esitliginin oldugunu (Pagter ve Huijsmans [12])
ispatlamistir. Calismamiz bu sonuca dayanir.

E bir Banach orgisi, K Kompakt Hausdorff uzayi igin C(K) supremum normuna

gore K Uzerindeki surekli fonksiyonlarin Banach cebiri ve L(E), E (zerinde sinirh
lineer operatorlerin uzayi ise m:C(K) — L(E) sinirh birimli cebir homomorfizmasidir.

Bu fikir ile E nin merkeziyle ilgili bazi iddialar (Orhon, [17]) de gdsterilmistir.

Bu calismada, C(K) yerine bir birimli Arsimed f-cebiri A alarak (Orhon [17]) nin
calismasindaki bazi iddialari genellestirdik.

Burada, A bir birimli f-cebirive L, M A Uzerinde iki f-modil oldugu kabul edildi, L
nin ikinci sira duali L niin A nin ikinci sira duali A" de bir Banach f-modiil oldugu
gosterildi. Dahasi A" Uzerinde topolojik olarak dolu olma kavrami tanimlandi ve A’
niin A" de topolojik olarak dolu oldugu ispatlanmistir.



Ayrica bu galismada, bir T operatori bir A birimli f-cebiri tGzerinde L den M vye f-
ortomorfizma kabul edildi ve T operatoriiniin ikinci eslenigi olan T~ operatoriiniin A
nin ikinci sira duali A" Gzerinde L nin ikinci sira duali L' den M nin ikinci sira duali

M ne bir f-ortomorfizma oldugu gosterilmistir. Burada elde edilen neticeler (Turan
[14]) deki bazi neticeleri geneller.

Anahtar Kelimeler: Banach Orgiisii, Merkez, F-Cebiri, F-Modiil, Dedekind Tam.
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(Huijsmans and Pagter [12]) proved that when A is an unital Archimedean f-algebra,
the equality A" =(A), holds, where (A), is the collection of all order continuous

linear functionals on A . Our study bases on this conclusion.

If E is a Banach lattice, C(K) is the Banach algebra of continuous functions on K
with the sup norm where K is a compact Hausdorff space and L(E) is the bounded
linear operators on E, then a mapping m:C(K) — L(E) is a bounded unital algebra

homomorphism. Some claims concerning on the center of E with this idea was shown
in (Orhon [17]).

In this work, taking A as an unital Archimedean f-algebra instead of C(K), we
generalized some of the results of (Orhon [17]).

Here, it was assumed that A is an Archimedean f-algebra with unit element and L,
M are two f-modules over A. Then it was shown that L , the second order dual of L,
is an f-module over A" where A" is the second order dual of A. Moreover the

Xi



concept of topologically fullness over A was defined and proved that A is a
topologically full over A".

In addition, in this work it was assumed that an operator T is an f-orthomorphism
from L to M over A" and it was shown that T is an f-orthomorphism, where T is
the second adjoint of T from L to M.

These conclusions obtained from here generalize some of the results of (Turan [14]).

Keywords: Banach Lattice, Center, F-Algebra, F-Module, Dedekind Complete.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Riesz uzaylarinin teorisi 1930 larin ortasinda (Freudenthal [1] ve Kantorovitch [2]-[7])
tarafindan gelistirildi. Pozitif operatorler (Kantorovitch [2]-[7]) tarafindan 1930 larin
ortasinda tanitildi ve galisildi. Pozitif operatorlerin sistematik ¢calismasinin baslangici
1930 larda (Riesz [8], Kantorovitch [2]-[7] ve Birkhoff [9]) tarafindandir. F-Cebiri
kavrami 1981 yilinda (Pagter [10]) tarafindan gelistirilmistir. Bu konu (Huijsmans ve
Bernau [11]), (Pagter ve Huijsmans [12]) ve (Huijsmans [13]) tarafindan bircok
makalede incelenmistir. 2000 yilinda (Turan [14]) de f-ortomorfizma konusunu
arastirmistir. (Wickstead [15], [16]) da topolojik olarak dolu olma kavramini verdi ve
merkez Uzerine yaptigi 6énemli bir calismada merkezin topolojik olarak dolu olmasi
kavramini inceledi. Bu c¢alismayla beraber (Orhon [17]) de bir Banach o6rglsinin

merkezinde topolojik olarak dolu olma kavramini gelistirmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu galisma bir A birimli f-cebiri ve A nin ikinci sira duali tizerine olusturulmustur. Bu
calismada A bir birimli Banach f-cebiri ve E, A Uizerinde bir Banach f-modiil
oldugunda E nin sira dualinin merkezini incelemek ve A bir birimli f-cebiri iken A
nin ikinci sira duali A" niin A" de topolojik olarak dolu oldugunu gosterip bir f-
ortomorfizmasinin ikinci esleniginin de f-ortomorfizmasi oldugunu goéstermek

amaclanmaktadir.



1.3 Hipotez

A birimli f-cebiri ve L bir Riesz uzayi olsun.

Her xeL, f eL ve ac A icin L Riesz uzayi
AxL —L
(a,f)y—a-f:a-f(x)="f(a-x

tanimiile A Gzerinde bir f-modiil oldugu kabul edilmistir.

L, A Uzerinde bir f-modiil ise asagidaki dontistimleri kurabiliriz.

1. Her xelL, fel ve acA icgin

LxL —A

X, f)=>x-f:y, (@)= f(ax)
2. Herxel,fel,FeA icn

AxL —>L

(F,f)y>F-f:(F-f)(X)=F(x-f)
3. Her fel ,FeA, fel

AxL —>L

(F,fy>F-f:(F-f)(f)=f(F-f)

Ayni zamanda,

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



4. Her xelL,f el ve acA icin

AxL —L

(a,f)—a-f:a-f(x)="7(a-x) (1.5)
5. HeraeA, fel, f el icin

L'xL —>A

(f.f)>f-fy, (@=fax (1.6)

bu donlsimlerden vyararlanarak Banach f-modulinin merkeziyle bir A birimli

Banach f-cebirinin ikinci sira duali, A", arasindaki iliskiler incelenecektir.



BOLUM 2

RIESZ UZAYLARINDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde, calismamizda kullanilacak Riesz uzayindaki temel tanim ve teoremler

verilmistir.

2.1 Giris
Tanim 2.1 [18]
i. Tim neN sayilariigin
|Xn| fa
olacak sekilde bir o >0 sayisi varsa,{x,}, dizisine sinirli dizi denir.
ile gosterilmistir.

TUm sinirli dizilerin kimesi ¢

0, ={x={x,}:sup|x,| <}
ii. Bir {X.,} dizisi verilmis olsun. Eger her £ >0 ve her n> N igin
x, | <¢,
olacak sekilde bir N(g) € N sayisi bulunabilirse, {x,} dizisine yakinsak dizi ve

limiti | dir denir. Butlin yakinsak dizilerin kiimesi c ile gosterilmistir.

4



c={x={x}:limx =1, 1 eR}.

iii. Bir {x,} dizisiicin limx, =0 ise, bu diziye sifir dizi denir.

Bitiin sifir dizilerinin kiimesi ¢, ile gésterilmistir.
C, ={X={x,}:limx, =0}.
N—o0

Tum dizilerin kiimesi ise s ile gdsterilmistir.

2.2 Vektor Uzayi

Tanim 2.2 [18] K bir kiime ve K (izerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) islemleri

tanimlayalim. K kiimesinin elemanlarini X, y, z,... ile gosteriyoruz.

1.

Her X,y € Kicin X+ye K ve xy eK dir. (K nin toplama ve carpma
islemlerine gore kapalilik 6zelligi)

Her X, y eKicin X+(y+2)=(X+Yy)+2z dir. (Birlesme 6zelligi)

K icerisindeki bir tek sifir elemani bulunabilir ki her x €K igin
X+6=0+x=Xx dir.( &, K nin birimi)

Her X, y €K igin bir tek —x €K bulunabilir ki X+ (—=Xx) =6 dir.

Her X, y eKigin X+ y=y+X dir. (Degisme ozelligi)
Her X, y €K igin xy = yx dir. (Degisme oOzelligi)
Her X, ¥,z €K igin x(yz) =(xy)z dir. (Birlesme ozelligi)

Her XxeK icin Xx-1=Xx esitligini saglayan K nin bir tek 0=1 (bir) elemani

vardir.

Her 0=XxeK ya karsihk xx'=1 esitligini saglayan K icinde bir tek x*

elemani vardir.



10. Her X, y,zeKicin X(y+2)=xy+xz, (y+2)x=yx+zx dir. (Carpmanin

toplama (izerine dagilma o6zelligi)
Bu aksiyomlari saglayan K kiimesine bir cisim denir. R reel sayilar kiimesi ve C
kompleks sayilar kiimesi yukaridaki aksiyomlari sagladigindan birer cisimdir.

Tanim 2.3 [18] E bos olmayan bir kiime olsun. Eger asagidaki sartlar saglanacak

sekilde X,y € E i¢in
(X, Y) > X+y
ve XeE, €K icin
(o, X) > ax
(toplama ve garpma) fonksiyonlari varsa, E ye K cismi izerinde bir vektor uzayi ya
da lineer uzay denir. K= alinirsa E ye bir reel vektor uzayi ve K= C alinirsa

E ye kompleks vektor uzayi denir.

(T1) Her x,y € E elemanlariigin
X+y=y+X. (Toplamada degisme 6zelligi)
(T2) Her x,vy,z € E elemanlariigin
X+(y+2)=(x+y)+z. (Toplamada birlesme 6zelligi)
(T3) Her x e E elemaniigin
X+6: =X=6-+X
olacak sekilde bir 8. € E elemani vardir. (Burada (&) lineer uzayin sifir
elemandir)
(T4) Her x € E elemaniigin
X+(—X) =6 =(—X)+X
olacak sekilde bir —x € E elemani vardir.  (—X toplamada ters elemandir)

(C1) Her xe E elemaniigin



Xe=X=¢6eX

olacak sekilde bir e € E elemani vardir. (e ¢arpmada birim ya da

etkisiz elemandir)
(C2) Her X,y € E elemanlarive o €K skaleri igin
a(X+y)=ax+ay.
(€3) Her x € E elemanive her «, § €K skalerleri igin
a(Bx) = (ap)x.
(C4) Her x e E elemanive «, €K skalerleri igin
(a+ f)x=ax+ pX.

Ornek 2.4 Reel sayilar kiimesi ve kompleks sayilar kiimesi bildigimiz toplama ve

¢arpma islemine gore vektor uzaylandir.
Ornek 2.5 [18] K =R veya K =C cismive X bos olmayan bir kiime olsun.

X kimesinden K kiimesine tanimli tiim fonksiyonlarin kiimesi E olsun, yani,

E={f|f:X —>K}dr.
(T) f,geE fonksiyonlarive xe X elemantigin (f +g)(x) = f(x)+g(x) toplami,

(€) a K skalerive f € E fonksiyonu icin (e f)x=af(x) carpimi tanimlansin.

Bu tanimlar ile E bir vektér uzayidir ciinki:
1. Her xe X ve f,geE icin
[f+(g+MIx) = f(¥)+(g+h)(x) = f(x)+(9(x) +h(x)) =[f (x) + g ()]+h(X)
oldugundan f +(g+h)=(f +g)+h olur.

2. Her f,geE ve xe X igin

(F+9)X)=Ff(X)+g(xX)=g(xX)+ f(X)=(g+f)(X) den f+g=g+f dir.



3. Her xe X icin 0(x) =0 oldugundan sifir fonksiyonu (0), E nin sifirdir.
4. Her f cE icin —f e E fonksiyonu (—f)(x) =—f (x) esitligini salar.
5. Her f eE igin (I f)(x)=1f (x) = f(x), 1f = f &zelligi saglan.
6. a.feK, fecE ve xeX igin
[(eB) £1(x) = (aB)  (X) = (BT (X)) = (B T)(X) oldugundan
(ap) f =a(BT)dir.
7. f.0cE, acKve xeX igin
[a(f + 1) =a(f +9)(x) =a(f (X)+9(x) =af(X)+ag(X) = (af +ag)(X)
oldugundan a(f +g)=af +agdir.
8. a,fcK, fcE ve xeX igin
[(a+B)F)X)=(a+B)f(X)=af(X)+pf()=(af +LT)X)
(@+pB)f =af+pf di.

Ornek 2.6 [18] X bos olmayan bir kime ve X den R ye tanimh tim sinrl

fonksiyonlarin kiimesi B(X) olsun.
(T) f,geB(X) fonksiyonlari ve her xe X elemaniigin
(f+9)()=TF(¥)+9(x)
(€) a< K skaleri ve f e B(X) fonksiyonu igin
(af)x=af(x)
tanimlariile B(X) bir vektér uzayidir.

Ornek 2.7 [18] Biitiin dizilerin s uzayi ne N ve a €K skaleri igin
Y =00+ Y ve ofx}={ax}
islemleri ile bir lineer uzaydir.

Tanim 2.8 [18] E bir vektor uzayive F, E nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
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Eger F kimesi

1. Her x,yeF i¢in x+yeF,

2. Her xeF, aeKigin axeF

ozelliklerini sagliyorsa, F kimesi (ayni cisim Uzerinde) bir vektor uzayidir ve F ye E

nin vektor alt uzayi ya da lineer alt uzayi adi verilir.
Ornek 2.9 ¢, ={x={x }:limx, =0} ve c={x={x}:limx, =1, | e R} uzaylar,
n—c0 nN—a0

(6rnek 2.7) de verilen cebirsel islemlerle, bitin dizilerin uzayl s nin birer lineer alt

uzaylaridir.

2.3 Siralama
Tanim 2.10 [19]

i. Bir E bostan farkh kimesi < siralamasina gore, her X,y,z € E igin
1. X < X (yansima),
2. X<y vey<=Xxiken x=Y (terssimetri),
3. X< Yyvey=<ziken X<z (gecisme)
aksiyomlarini saglyorsa E ye sirali kiime denir.

ii. Herhangi X,y €E icinya X<y yada y <X oluyorsa E ye tam sirali kiime

denir.
Tanim 2.11 [19] A, E sirali kimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

i. Her xe Aicin X < a olacak sekilde bir ac E varsa a ya A kimesinin bir iist

sinir1 denir. Eger A kimesinin bir Gst sinirt varsa A kiimesine (istten sinirh

kiime denir.

ii. Eger a, A kimesinin bir Ust siniri ve A kiimesinin her z Ust siniriigin a < z

oluyorsa, a ya A kiimesinin en kiigiik iist siniri veya supremumu denir.

sup(A) =a seklinde ifade edilir.



ili. Her xe A igin b < X olacak sekilde bir b E varsa b ye A kiimesinin bir alt

siniri denir. Eger A kiimesinin bir alt siniri varsa A kiimesine alttan sinirl

kiime denir.

iv. Eger b, A kiimesinin bir alt sinirive A kiimesinin her u alt siniriigin
u < b oluyorsa, b ye A kiimesinin en biiyiik alt siniri veya infimumu denir.
inf(A) =b seklinde ifade edilir.

v. A kimesi hem alttan hem de Ustten sinirli bir kiime ise A kiimesine sinirh

kiime denir.
vi. A birsirali kiime ve X < y olacak sekilde X,y € A olsun.
[X,y]={ze A:x <z <y } kimesine X ve Yy arasinda sirali aralik denir.
Tanim 2.12 [19]
i. Bir (E, <) sirali kimesinde herhangi iki X,y € E igin
en kiiguk Gst sinir xv y=sup{Xx,y} ve
en bayik alt sinir x Ay =inf{x,y} varsa
(E, =) sirali kimesine bir 6rgii (latis) denir.
ii. Bir orglde her sonlu alt kiimenin supremumu ve infimumu vardir.
Sonlu bir alt kimenin elemanlari X, X,,..., X, ise
supremumu; SUP{X,X,,.... X,} veya X VX, V..V X, veya v X,

n

infimumu; inf {X,,%,,...X,} veya X AX, A..AX, veya Al X

=1"%

seklinde gosterilir.

2.4 Sirah Vektor Uzayi

Tanim 2.13 [19-21] Bir E reel vektdor uzayi siralama aksiyomlari (yansima, ters

simetrik, gecisme) ile donatiliyor ve cebirsel yapisiyla uyumlu bir sekilde:
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1. Her X,y,zeE igin X< y=>x+z<y+2z,

2. Hera>0ve x,yeE icin x<y=ax=<ay

aksiyomlarini sagliyorsa E ye sirali vekt6ér uzayi denir.

2.5 Riesz Uzayi

Tanim 2.14 [21] Bir E sirali vektdr uzayinda her X,y e E vektérleri igin {x, y}

kiimesinin supremumu ve infimumu E de ise E sirali vektér uzayina Riesz uzayi ya

da vektor orglisi (vektor lattice) denir.

Ornek 2.15 [20] R" (n>1) icin f =(f,f,,..., f)) seklindeki n-degerli reel sayilarin

toplama ve ¢arpma aksiyomlariyla reel lineer uzay olsun.

Eger f <g ve 1<k <n igin f, <g, seklinde tanimlanirsa, R" Uzerinde tanimlanan

kismi siralamaya gore bir Riesz uzayidir.

Ornek 2.16 R? lineer siralamaya gore bir Riesz uzayidir.
f=(f,f,) ve g=(0,,0,) icin f <g siralamasi:
f,<g, veya f =g, icin f, <g, olarak tanimlanir.

Ornek 2.17 [19] Bir K Kompakt Hausdorff uzayi icin C(K), K uzerinde reel degerli

surekli tim fonksiyonlarin reel lineer uzayi olsun.
Her xeK igin f<g < f(x) < g(x) siralamasina gére C(K) bir Riesz uzayidir.
Tanim 2.18 [21]

i. Bir E Riesz uzayinda X vektori X > 0 1sagliyorsa X vektoriine pozitif vektor

denir.

ii. Tum pozitif vektorlerin kimesi E, ={xe E: X > 0 } seklinde gosterilir.
Pozitif vektorlerin E, kiimesine E nin pozitif konisi denir.

iii. Bir E Riesz uzayinda her X e E icin

X" =xv0 vektorine X in pozitif kismi
11



X~ =(=x)v 0 vektoriine x in negatif kismi ve

x| =XV (=X) vektdriine x in modiilii veya mutlak degeri denir.
iv. Bir E Riesz uzayinda bir x € E vektori

a) x=x"-x"

b) [X=x"+Xx

c) x'Ax =0

ozelliklerini saglar.

2.5.1 Riesz Uzaylarinda Vektor Alt 6rgiisii, ideal, Band Kavramlari
Tanim 2.19 [20] E bir Riesz uzayive V , E nin lineer alt uzayi olsun.
Her X,y €V icin Xvy ve XAY V de kapsaniyorsa,

V ye Riesz lineer alt uzay ya da Vektor alt latis (alt orgii) denir.

Ornek 2.20 [22] ¢, ={x={x,}:sup|x,| < oo} sinirli dizi uzayinin
C, ={x={x}:limx, =0} ve c={x={x}:limx, =1, | e R}

uzaylari noktasal siralamaya gore Riesz alt uzaylari ya da vektor alt latisleri dir.
Tanim 2.21 [19,21] Bir E Riesz uzayinin S alt kiimesi
yeE, xeS$S ve |y| -5|X| oldugunda y e S
ise S ye kati (solid) denir.
Tanim 2.22 [19, 22, 23] Bir E vektor orglsiniin J lineer alt uzayi
yeE, xel ve|y| <[ oldugunda y e
ise J lineer alt uzayina E nin ideali denir.

Her x e J icin |X|, X", x~ J idealinin elemanlaridir.

12



Ornek 2.23 [22] ¢, ={x={x,}:sup|x,| < oo} Riesz uzayinda (Vektdr érgiisi)
C, ={x={x }:limx =0} vektor uzay bir idealdir.

nN—o0
Fakat c={x={x }:limx =I, | e R} uzayiigin

<@ ec iken ((-1)") ¢c oldugundan ¢, (_ vektor 6gusiinde ideal degildir.

(=D

Ornek 2.24 [20] s tim dizilerin uzayinda,

a) (_ s deidealdir.
b) ¢, {_ nun Riesz alt uzayidir fakat ideali degildir.
c) C, uzayl C ve (_ nun idealidir.

Tanim 2.25 [19,21] Bir E Riesz uzayinda bir B idealinin her alt kimesinin E deki

supremumu B nin elemaniise B idealine band denir.

Yani, bir D < B kiimesi icin supD = f iken f € B ise B idealine band denir.

Onerme 2.26 [21] Bir A idealinin band olmasi igin gerek ve yeter kosul bir {x,} neti

icin {x,}c Ave 0= {xa}T X oldugunda X € A olmasidir.

Ornek 2.27 [22] s tim reel dizilerin Riesz uzayl olmak lizere s Riesz uzayinin tim
f=(f(@),f(2),..) iceren ve f(1)=0 saglayan bir alt kimesi s Riesz uzayinda bir
banddir.

Tanim 2.28 [21]
i. Bir E Riesz uzayinda her X,y € E igin
X/ Aly|=0
ise X ile y ayriktir denir. x Ly seklinde gosterilir.

ii. A ve B bir E Riesz uzayinin iki alt kiimesi olmak lzere her xe A ve her

yeB igin XLy oluyorsa A ve B kiimesi ayriktir denir. A1 B seklinde

gosterilir.
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Tanim 2.29 [21] Bir E Riesz uzayinin bostan farkli bir A alt kiimesi igin
A nin ayrik tiimleyeni , AY,

A" ={xeE:heryeAicin x Ly}
seklinde ifade edilir. A~ A* ={0} drr.

Not 2.30 [21] Bir Riesz uzayinin keyfi bir bostan farkh alt kiimesinin ayrik timleyeni

idealdir.
Tanim 2.31 [21]
i. Bir E Reiszuzayinda {x,} agi a > j iken X, < X esitsizligini sagliyorsa
{x,} neti azalandir denir. x, 4 seklinde gosterilir.
ii. Bir E Reiszuzayinda {X,} agi o < S iken x, < X, esitsizligini sagliyorsa
{x,} neti artandir denir. X, T seklinde gosterilir.

ii. x, T ve sup{x_ }= X olmasi X, T x seklinde gosterilir.
iv. Bir E Riesz uzayinin bir A alt kimesinde her X,y € A igin

X < Z ve Yy < z olacak sekilde bir z e A varsa A ya yukari yonlenmis kiime

denir. AT seklinde ifade edilir.
v. AT xifadesi A yukari yénlenmis bir kiime ve sup A= x demektir.
vi. Bir E Riesz uzayinin bir A alt kiimesinde her X,y € A igin

X > Z ve Yy >z olacak sekilde bir ze A varsa A ya asagi yénlenmis kiime

denir. Al seklinde ifade edilir.
vii. A x ifadesi A asagi ydnlenmis bir kiime ve inf A= X demektir.
Tanim 2.32 [21]
i. Bir E Riesz uzayinin bir D Riesz alt uzayinda

her 0<xeE (0 < x ve x=0)igin
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O<y=<X
olacak sekilde bir y € D varsa D Riesz alt uzay! E de sira yogundur denir.
ii. {Xx, } Riesz uzayinda bir net (ag) olsun.
Ayni indekse sahip baska bir {y_} neti (ag)
[x, =X/ <y, 40
sagliyorsa {Xx_} neti X e sira yakinsiyor denir ve X, ——> X seklinde gosterilir.
iii. Bir E Riesz uzayinin bir A alt kiimesinde
{x,}<= Ave x, —>X
oldugunda x € A ise A alt kiimesine sira kapali denir.

Onerme 2.33 [21] Bir E Riesz uzayinin bir A kati alt kiimesinin sira kapali olmasi igin

gerek ve yeter kosul {X ,}= A ve 0 < x, T x iken x € A olmasidir.

Tanim 2.34 [19] Bir E Riesz uzayinda her X e E, i¢in
1
x40 (n=12,..)
n

ise E ye Argimed Riesz uzayi denir.

2.5.2 Riesz Uzaylarinda Dedekind Tamlik Aksiyomu
Tanim 2.35 [20]

i. Bir Riesz uzayinin her bostan farkl Gstten sinirli alt kiimesinin en kiglk st
siniri varsa ya da her bostan farkh alttan sinirli alt kimesinin en biiyik alt siniri

varsa bu Riesz uzayina Dedekind Tam Riesz Uzayi denir.

ii. Bir Riesz uzayinin her bostan farklh Gstten sinirli sayilabilir alt kiimesinin en

kliclik Ust siniri varsa bu Riesz uzayina Dedekind o -Tam Riesz Uzayi denir.
Onerme 2.36 [20]
i. Bir E Riesz uzayiicin asagidaki tanimlamalar denktir:
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1. E bir Dedekind Tam Riesz uzayidir.
2. E de 0=<u T=<u saglayan (u_:ze{l}, | indeks kiimesi) yukari
yonlenmis kiimesi icin U, T U, olacak sekilde u, € E elemani vardir.
3. EdeO=<u, d saglayan (u, 17z e{l}, I indeks kiimesi) asagi yonlenmis
kiimesi igin u_ \2 U, olacak sekilde bir u, € E elemani vardir.
ii. Bir E Riesz uzayiigin agsagidaki tanimlamalar denktir:
1. E bir Dedekind o -Tam Riesz uzayidir.
2. E de0=u,T=<u saglayan (u,:n=123,..) artan dizisi igin
u, Tu, olacak sekilde u, € E elemani vardir.
3. E de 0=<u, saglayan (u,:n=12,3,...) azalan dizisi iin
u, < u, olacak sekilde U, € E elemani vardir.
Onerme 2.37 [21]
i. Bir E Riesz uzayinin Dedekind Tam olmasi icin gerek ve yeter sart
0=<xX, T < x iken sup{x,} ninvar olmasidir.
ii. Bir E Riesz uzayinin Dedekind o -Tam olmasi icin gerek ve yeter kosul
0 < x, T < x iken sup{x_} nin var olmasidir.

Ornek 2.38 [20]

i. C={x={x}: !m X, = 0} uzayi noktasal siralamayla bir Dedekind Tam Riesz

uzayidir.
ii. n-boyutlu reel sayilarin uzayr R" Dedekind Tam Riesz uzayidir.
Tanim 2.39 [21]
i. A bir E Riesz uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

O halde A ile Uretilen ideal, E,,
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En={X€E:3x,%,...Xx,eAve LleR,, | < /12”:|xi|}
i=1

seklinde ifade edilir.

ii. Ozel olarak, bir x € E ile uretilen ideal
E,={yeE: 31>0, |y| < A|x}
olarak tanimlanir.
E, seklinde bir ideal temel ideal olarak adlandirilir.
iii. Bir E Riesz uzayinda bir A idealiile Uretilen band
B,={xeE: x,}c=A, 0= x, T|x}
seklinde bir vektor alt uzayidir.

iv. Bir X e E vektoriyle Uretilen band
B, :{ye E:|y|/\n|x|T|y|}
olarak tanimlanir.

B, seklindeki her band temel band olarak adlandirilir.

2.6 Pozitif Lineer Operatorler

Tanim 2.40 [18]

i. EveF (R wveyaC) ayniskaler cismi Gzerinde tanimli iki vektor uzayi olsun.

T:E—>F

donlsimi her X,y € E ve a, f € R skalerleriigin

T(ax+py) =aT (X)+ BT (y)
esitligini sagliyorsa T donusimine bir lineer operator denir.

ii. Bir T operatori her 0 < x i¢in 0 < TXx oluyorsa T lineer operatoriine
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pozitif operator denir.

Not 2.41 Calismamizda kullandigimiz operatorler lineer operatorlerdir.

Tanim 2.42 [20]

i. BirV vektoruzayinda P:V —V operatorii P =P 6zelligini sagliyorsa
P operatoriine bir projeksiyon (izdiisiim) denir.
ii. Bir E Riesz uzayinda E =B@® B yi saglayan bir B bandina projeksiyon

bandi (izdiisiim bandi) denir.

iii. Bir E Riesz uzayinda B bir projeksiyon band oldugunda
E Riesz uzayi, E=B® B seklinde ifade edilir.
Her x € E vektérii x, € B ve x, € BY igin
X=X +X,
seklinde tek gosterime sahiptir.
iv. P,:E — E projeksiyonu P, (X) = x, formiluyle ifade edilir.
P, seklinde bir projeksiyona sira projeksiyonu ya da band projeksiyonu denir.

v. Eger bir Riesz uzayinda her band bir projeksiyon bandi ise bu uzay projeksiyon
6zelligine sahiptir denir.

vi. Eger bir Riesz uzayinda her temel band bir projeksiyon bandi ise bu uzay
temel projeksiyon ozelligine sahiptir denir.

vii. Dedekind Tam Riesz uzayi temel projeksiyon 6zelligine sahiptir.

viii. Dedekind o -Tamlik 6zelligi ile projeksiyon 6zelligi birbirinden bagimsizdir
ancak Dedekind o -Tamlik, projeksiyon 6zelligi ile temel projeksiyon 6zelligine
sahiptir.

ix. Bir E Riesz uzayinda T : E — E operat6rii igin
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| , E Uzerinde birim operatér olmak tzere 0 < T < | 6zelligini sagliyorsa

T operatoriine sira projeksiyon denir.

X. Bir E Riesz uzayinda X ile tretilen B, temel bandi bir projeksiyon bandi ise

X e bir projeksiyon vektori (izdiisiim vektori) denir.

xi. Bir X projeksiyon vektori icin B, bandi tzerindeki sira projeksiyonu P, ile

ifade edilir.

Onerme 2.43 [21] Dedekind o -Tam Riesz uzayinda her temel band bir projeksiyon

bandidir.
Tanim 2.44 [21]

i. Bir E Riesz uzayinda bir e >0 vektoéri icin e ile iretilen band

B, = E vyisagliyorsa veya her X e E, igin XxAne T X oluyorsa

e >0 vektoriine zayif sira birim denir.

ii. Her 0 < x e E vektori onunla Uretilen bandda zayif sira birimdir.

iii. Bir e >0 vektori Arsimed Riesz uzayinda zayif sira birim olmasi icin gerek ve
yeter kosul X L e iken Xx=0 olmasidir.

iv. Bir E Riesz uzayinda E, = E olacak sekilde bir e € E varsa

e ye giiglii sira birim ya da sadece sira birim denir.

Ornek 2.45 [21] Bir K kompakt Hausdorff uzayi igin 1., K uzerinde sabit bir
fonksiyonu olsun. 1., reel degerli surekli tim fonksiyonlarin uzayi olan C(K) uzayi
icin bir sira birimdir.

Tanim 2.46 [21] E ve F iki Riesz uzayi olmak Gizere T : E — F operatori

E nin sira sinirh alt kimelerini F nin sira sinirh alt kiimelerine yonlendiriyorsa

T ye sira sinirli operator denir.

E den F ye tim sira sinirli lineer operatorler L, (E, F) ve
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E den E ye tim sira sinirli lineer operatorler L, (E) olarak gosterilir.
Tanim 2.47 [21] E ve F iki Riesz uzayi olmak Gzere T : E — F bir operatér olsun.

i. Eger E de x,——0 iken F de Tx,——>0 oluyorsa T vye sira sirekli

operator denir.

ii. Eger E de X, ——0 iken F de Tx,——0 oluyorsa T ye o -sira sirekli

operator denir.
Onerme 2.48 [21] E ve F iki Riesz uzayi olmak {izere
T :E — F bir pozitif operatoriin sira strekli olmasi icin gerek ve yeter kosul

E de x, 4 0 iken F de Tx, {0 olmasidr.

Yada E de 0 < x, T x iken F de Tx, T Tx olmasidir.

Onerme 2.49 [21] Sira siirekli bir lineer operatér sira sinirhdir.

Teorem 2.50 [21] F bir Dedekind Tam Riesz uzayi olmak tGzere T : E — F sira sinirli

bir operator olsun. Asagidaki iddialar denktir:
1. T sira surekli bir operatordr.

2. Eger E de x, 4 0 ise F de Tx, ——0 dir.

w

Eger E de x, L 0 ise F de inf{Tx,}=0 dr.

4. T ve T sirasurekli operatorlerdir.

(9}

. |T| sira surekli operatordiir.

2.7 Riesz Homomorfizmasi ve Ozellikleri
Tanim 2.51 [21,24]

i. E ve F iki Riesz uzayiolmak tizere T : E — F operatori X,y € E igin

T(xvy)=T(X)vT(y)

oluyorsa T ye bir 6rgii homomorfizmasi ya da Riesz homomorfizmasi denir.
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ii. Her T :E — F Riesz homomorfizmasi pozitiftir.
Her xe E, icin F de T(X)=T(xv0)=T(X)vT(0)=[T(x)] = 0 dir.

Teorem 2.52 [21] E ve F iki Riesz uzayl olmak lizere T:E — F operatori igin

asagidaki ifadeler denktir.

i. T bir6rgi homomorfizmasidir.

ii. Her xeE icin T(x")=(Tx)" dir.

iii. Her X,y e E icin T(XAY)=T(X)AT(y) dir.

iv. E de xAy=0ise F de T(X)AT(y)=0 dur.

v. Her xeE igin T()X) =[T(x)| dir.
ispat : [21]
i=ii: T bir 6rgl homomorfizmasi ise her X € E igin
T(xv0)=T(X)vTO)=T(X)v0O=T(x")=(Tx)" dir.
=i TXAY)=T(X=X=Y))=TX)-T(X=Yy) =T(X)—(Tx=Ty)" =TXATy.
iii=iv: Eger XxAy=0ise T(X)AT(Y)=T(XAYy)=T(0)=0 dir.
iv=>v: X" AX =0 alinarak:
TO)| =T () =T =TX)VT(X)=T(X)AT(x)

TOY=TX)vT(X)=T(X")+T(x)=T(x" +x)=T(X) bulunur.
V=i T(X\/y)=T(%(x+y+|x—y|))=%[I’(x)+T(y)+T|x—y|]

= %U(X) +T(y) +|T (x) —T(y)|] =T(X)vT(y) bulunur.

Ornek 2.53 [21] Her sira projeksiyonu sira siirekli 6rgii homomorfizmasidir.
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Tanim 2.54 [21] Birebir olan &rgi (latis) homomorfizmasina Riesz ya da Orgii
izomorfizmasi denir. iki Riesz uzayl izomorfik ise Riesz uzayr bakimindan ayni

dustnulebilir.

2.8 Lineer fonksiyoneller

Tanim 2.55 [19]
i. E birvektor uzayi ve K reel veya kompleks sayilarin cismi olsun.
f : E — K lineer operatoriine lineer fonksiyonel denir.
ii. E birsirali vektor uzayi olsun.
Bir f :E — R lineer fonksiyoneli her x e E, i¢in f(X) >= 0 oluyorsa
f ye pozitif lineer fonksiyonel denir.

iii. f lineer fonksiyoneli E nin sira sinirh alt kiimelerini R nin sira sinirli alt

kiimelerine goturiyorsa f ye sira sinirh lineer fonksiyonel denir.

iv. E Uzerindeki tim sira sinirh lineer fonksiyonellerin vektér uzayr E~ ile

gosterilir ve buna E nin sira duali denir. E™ =L, (E, R) ile ifade edilir.

v. R bir Dedekind Tam Riesz uzayl oldugundan E~ bir Dedekind Tam Riesz

uzayidir.
vi. f,geE icin f = g ise her xe E, igin f(x) > g(x) dir.

Ozellik 2.56 [19] E bir Riesz uzayi ve E~, E nin sira duali olmak lizere f,geE"~

olsun. Bir xe E, i¢in

=

fr(x)=sup{f(y):0=<y=<x}

N

f-(x)=sup{~f(y):0=<xy=x}

w

| F]O) =sup{ f (y)]:|y| = x}

H

- [fval(¥) =sup{f(y)+9(2):y,z€E,, y+z=x}
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5. [fAgl(x)=inf{f(y)+9(2):y,z€E,, y+z=x}
ifadeleri saglanir.
Tanim 2.57 [19,20] E bir Riesz uzayi (vektor 6rglisi) olsun.

Her x =0 igin f(x)# 0 olacak sekilde bir f € E™ varsa
E™ ne E nin noktalarini ayristinr denir. “(E™) ={0} seklinde gosterilir.

Onerme 2.58 [19] E~, E nin noktalarini ayristirmasi icin gerek ve yeter kosul her

0=<xeE igin f(x)=0 olacak sekilde bir 0< f € E™ bulunmasidir.

Teorem 2.59 [19] Eger E™, E nin noktalarini ayristiriyor ise her X € E vektoriinin

X > 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul her 0 < f € E™ igin f(x) > 0 olmasidir.
Onerme 2.60 [19]
i. Bir E Riesz uzayi Gzerindeki pozitif lineer fonksiyonelin sira stirekli olmasi igin
gerek ve yeter kosul E de X, 40 iken f(x,) 4 0 olmasidir.
ii. Bir pozitif lineer fonksiyonelin o -sira stirekli olmasi icin gerek ve yeter
kosul X, 4 0 olacak sekilde her {x,} dizisinin R de f(x,) 40 olmasidir.
Tanim 2.61 [19] TUm sira slirekli lineer fonksiyonellerin vektor uzayi
L. (E,R) seklinde gosterilirken E tizerindeki tim sira strekli lineer fonksiyonellerin
vektor uzayl E, seklinde gosterilir.
Teorem 2.62 [19,20] Eger E bir Riesz uzayiise E™ de bir Riesz uzayidir.
Bu teoremden E™ tim sira sinirli lineer fonksiyonellerin Riesz uzayidir.
E ninikincisiraduali E™, E™ nin dualidir.
Yani, (E7)  =E™ dir.

Tanim 2.63 [19] Bir E Riesz uzayinda her X E igin E™ Gzerinde X sira sinirli lineer

fonksiyoneli f e E™ igin
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X(f)=1f(x)

seklinde tanimlanir.
Onerme 2.64 [19] E™ de f, 4 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul her xe E, icin
X(f,)="f,(x) 4 0 olmasidr.
Yani, her xe E i¢in E~ de sira strekli bir lineer fonksiyonel tanimlanabilir.
Tanim 2.65 [20] E bir Riesz uzayi olmak lizere

J:x—>X
E den E™ e bir pozitif operatori

J(x) =X
olarak tanimlanabilir. Bu X — X operatoriine E den E™ e bir kanonik gomme denir.
Teorem 2.66 [19] Eger E~ E nin noktalarini ayristiriyorsa X — X kanonik gdémmesi
birebirdir. Bu nedenle E nin kanonik goriintlisit E™ icinde tanimlanabilir ve ayni

zamanda E™ nin bir Riesz alt uzayi olarak dustinulebilir.

Onerme 2.67 [19] E bir Riesz uzayl olmak lizere X — X kanonik gdmmesi sonlu

infimumu ve supremumu korur.

ispat: [19] xe E ve 0 < f € E™ olsun.
(X)"(f)=sup{X(9):geE",0=<g=< f}
—sup{g(x):g €E7,0< g < f}= f(x") = (")), yani,
X' = ()" du.

Tanim 2.68 [21] E (zerindeki tim lineer fonksiyonellerin vektér uzayi E,E nin

cebirsel dualidir.

i. E,F ikivektor uzayiolmak lizere T : E — F operatorinin cebirsel eslenigi
veya transpozesi T :F~ —E™ her f e F~ ve X E icin
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[T7£10) = f(Tx)
seklinde tanimlanir. Dual gosterimi
<T*f,x>=<f,Tx>
olarak da yazilabilir.
ii. Eger S:F — E bir diger operatorve a € R ise
(S+T) =S " +T ve (aT) =aT ' dr.
ili. T:E — F ikisirali vektor uzayi arasinda sira sinirli bir operator ise
T :F —>E dir
iv. Eger A, E nin bir sira sinirh alt kiimesive f e F~ ise
[T f]1(A) = f(T(A) oldugundan [T f](A), R nin sinirli alt kiimesidir.
Boylece T f € E™ dir.

v. T in F~ ekisitlamasina T nin sira eslenigi denir ve T seklinde gosterilir.

Her f e F~ ve Xe E icin T :F~ — E~ operatérii
<T'f,X>=<f,TX> saglar.
vi. T pozitifise T  de pozitiftir ve ‘T‘ < |T| dir.

T<[T

, —T 5|T| den T < [T

, =T < [T| boylece [T'|=(T)v(-T) < [T| dr.
vii. Eger T operatorisirasinirh T e (E,F) ise T, T e L, (F~,E") sira sinirhdir.
viii. Eger T operatériisirasinirh Tel, (E,F)ise T, T eL (F7,E") sira sureklidir.

D, F™ nin D 0 olacak sekilde asagi yonlenmis bir alt kiimesi oldugunda

E de keyfi bir x € E, igin

{((T'H)(x): f DY ={F(T%): f D} L0 dr.
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2.9 Normlu Uzaylarda Lineer Operatorler

Tanim 2.69[16]
i. E bir K cismi Gzerinde bir vektor uzayi olsun.
l:E—>R, x—|x|

tanimh donlisimu asagidaki kosullari saglarsa

E Gzerinde bir norm adi verilir.
1. Her xeE igin |x|>0,
2. xeE ve |[x|=0&<x=0,
3. Her xeE ve aeK, icin [lax|=|a|X|
4. Her x,yeE icin |x+y|<|x|+|y| (ticgen esitsizligi).
Bu durumda (E,||) iftine bir normlu vektér uzayr denir.

ii. Uzerinde norm tanimlanmis bir uzaya normlu bir uzay adi verilir.

J, R Uzerinde bir norm

Ornek 2.70 E=R olsun. xeR icin ||x|=|x| tanimu ile |

belirtir.

Ornek 2.71 [16] Yakinsak dizilerin uzayr ¢ ve sifira yakinsayan dizilerin uzayi Cy

asagidaki tanimlanan norma goére birer normlu uzaylardir. X =(x,) € ¢ (veyac,) i¢in
[ =sup, x|

Tanim 2.72 [16] (E,|[) normlu bir uzay olsun. f:N—E tanimli fonksiyonuna E

icinde bir dizi adi verilir. (f(n)) =(x,) ile gosterilir.
Tanim 2.73 [16] (E,||.||) normlu bir uzay ve (X,), E icinde bir dizi olsun.

limx, =xeE < Verilen her £>0 igin bir n,(¢)eN sayisi vardir ki nxn,

oldugunda |x, —X| < & saglanir. Bunu saglayan bir diziye yakinsak bir dizi denir.
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Tanim 2.74 [16]
i. (E,|]) normlu bir uzay ve (x,), E iginde bir dizi olsun.
Verilen her &£>0 igin bir ny=n,(¢) eN bulundugunda her n,m=n, icgin
%, — .|| < & oluyorsa (x,) dizisine E iginde bir Cauchy dizisi denir.
ii. Eger E icinde her Cauchy dizisi E deki norma gore yakinsak ise
E uzayina bir Banach uzayi veya Tam uzay denir.

Onerme 2.75 [16] Bir normlu E uzayinin Banach uzayi olmasi icin gerek ve yeter

kosul X, € E ve verilen her £>0 igin bir n,=n,(g) eN sayisi bulunabilir ki her

n,m=n, icin |x, —x,[| <& esitsizliginin saglanmasidir
Ornek 2.76 [16] [0,1] lzerinde tanimli reel degerli siirekli tiim fonksiyonlarin uzayi
C[0,1] uzay1 f €CJ[0,1] igin
[ £]]=5UPsegon | (X)
normuna gore bir Banach uzayidir.

Ornek 2.77 [16] Sinirli dizilerin uzayr (_ (zerindeki supremum normuna gore bir
Banach uzayidir, yani, x=(X,) € (_ igin
[ = sup, [x,|.
Ornek 2.78 [16] Yakinsak dizilerin uzayi ¢ ve sifira yakinsayan dizilerin uzayi Cy
asagidaki tanimlanan norma gore birer Banach uzaylaridir. X =(X,) €c (veyac,) icin
[/ =supq |,
Tanim 2.79 [16,25]
i. E,F normluuzaylar, T:E — F lineer bir operator ve x, € E olsun.

Verilen her &>0icin bir §>0 sayisi vardir dyle ki [x—X,| <& oldugunda

||TX—TXO||<€ olacak sekilde &(¢) sayisi var ise T lineer operatoriine X, da

sureklidir denir.
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ii. E,F normluuzaylarve T :E — F lineer bir operator olsun.
Her x € E icin [TX| < M||x| esitsizligini saglayan bir M >0 sayisi varsa

T operatoriine sinirli operator denir.

Tanim 2.80 [16] E, F normlu uzaylar ve T :E — F sinirh bir lineer bir operator

olsun. O zaman T nin operatér normu |T|| asagidaki birbirine denk esitliklerle verilir.
i [T =sup {[Tx|: x| <1}
i, [[T]|=sup {IT]: || =1}

iii. ||T||:sup{M: x#0,xeE}

X
iv. [T[=inf {M>0:|Tx|<M|x] }
Tanimindan her x e E icin |[T|| <|[T||||x| esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.81 [16] E,F normlu uzaylar ve T:E — F lineer bir operatdr olsun.
Asagidakiler denktir.

i. T, X, dasureklidir.

ii. T, heryerde sireklidir.

iii. T, sinrhidir.

Tanim 2.82 [16] (E,||.||) normlu uzayinda tanimh tim surekli lineer fonksiyonellerin

uzayina E nin topolojik duali denir ve E ile gosterilir.

2.9.1 Normlu Uzaylarda Lineer Operatoriin Eslenigi

Tanim 2.83 [16] E, F normlu uzaylarve T : E — F lineer sinirh bir operator olsun.
O zaman T operatoriiniin eslenigi T, g € F igin

T:F>E
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Tg=gT

seklinde tanimlanir.

Ozellik 2.84 [16]

E,F normlu uzaylar ve T:E—F lineer sinirli bir operatér olsun.

g,heF ve xeE igin

T (g+h)(x) = (g +h)(Tx) = g(Tx) + h(Tx) = (T g +T h)(x) (2.1)
oldugundan T toplamayi korur.

acK, f eF ve xeE igin

T (af)(X)=(af)TX)=af (Tx)=aT f(X) (2.2)
olmasi T  niin carpmayi korudugunu gésterir.

Boylece (2.1) ve (2.2)’ den T lineer bir operatérdiir.

E, F normlu uzaylarve T : E — F lineer sinirh bir operator olsun.

geF ve xeE icin |g(Tx)|<|g|||TX| esitsizliginden T'g € E" oldugu goriilir.
E,F,G normlu uzaylarve T e L(E,F) ve S € L(F,G) oldugunda asagidaki
ozellikler dogrudur.

(ST) =TS,

(T+S) =T +S,

aeKicgin (aT) =aT

T nintersivarve E, F Banach uzaylari olsun.

Ozaman (T )™ =T ve (T =(T) " du.

Onerme 2.85 [19] E bir normlu uzay ve E nin norm topolojiye gdére duali

E =L(E,R) bir Banach uzayidir.

f,geE, aeKve xeE igin
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(f+g)X)=F)+g(x) , (@f)X)=af(x) dir.

It]= SUBy<

f (X)| seklinde ifade edilir.

Tanim 2.86 E Banach uzayinin norm topolojiye gére ikinci duali olan E =(E)

uzayina E uzayinin ikinci duali denir.

Onerme 2.87 [19] E Banach uzayinin norm topolojiye gére ikinci duali olan E™ uzayi

bir Banach uzayidir.

Ozellik 2.88 [16]

E bir normlu uzay olmak iizere X e E olsun. f € E igin

X:E »C

X(f)=f(x)
tanimini yapalim. f,g e E igin
X(f+9)=(f +9)(¥) = f(x)+9(x) =X(f)+X(g) (2.3)
ac K ve f eE igin
Xaf)=(af)(X)=af(X)=aX(f) dr. (2.4)
(2.3) ve (2.4) den X bir lineer fonksiyoneldir.

feE igin

)?(f)|:|f(x)|£||f||||x|| oldugundan X bir surekli lineer

fonksiyoneldir. Yani X € E  dir.

||f||£1 Uzerinden supremum alinirsa ||)?||S||x|| bulunur.

J:E—>E,x—>J(X)=X iletanimli déniisim lineerdir.

Bunu gorelim: X,y € E ve o €K igin

J(X+y) = (X+y)=&+§=I(x)+(y)

J(ax) =ax=af =ad(X)
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(x+y)(F) = f(x+y) = £ 00+ F(y) =(F)+9(F) = R+ 9)(F)

aAX(f) = f(ax)=af(xX) =aX(f) bulunur.

Teorem 2.89 [16] Her normlu E uzayr E ikinci dualinin bir alt uzayina izometrik

olarak izomorftur.
Tanim 2.90 [24]
i. A bir vektor uzayi olmak tzere (X, y) — Xy ¢arpimiile
her X,y,z€ A ve a €K igin
1. (y)z=x(yz) ve (ax)y=x(ay)=a(xy)
2. X(y+2)=xy+xz ve (X+Yy)z=Xz+Yyz
Ozelliklerini sagliyorsa A vekt6r uzayina cebir denir.
ii. Her xe A igin Xe =ex =X olacak sekilde A nin bir & birim elemani mevcut
ise A vektor uzayina bir birimli cebir denir.
iii. Bir A cebiri X,y e A igin
% | <|Xllly| esitsizligini saglayan norm altinda bir Banach uzayi ise
A ya Banach cebiri denir.
Ornek 2.91 K Kompakt Hausdorff uzayi olmak tizere C(K) bir Banach cebiridir.
Tanim 2.92 [21]
i. E bir Banach uzayi olsun. {Xa}, E Banach uzayinda bir net olsun.
Eger her X € E igin X (x,) = X () ise {x } dizisi X vektériine zayif yakinsar
denir.
ii. E Uzerindeki zayif topoloji o(E,E), W ile gésterilir. w:=c(E,E) dir.

w o(EE)
iii. E Gzerindeki zayif yakinsama X, — X veya X, — X seklinde gosterilir.
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Tanim 2.93 [21]
i. E Banach uzayinin E dualinde {f_} bir net olsun.
Eger her X E icin f_ (x) > f(x) ise {f } dizisi bir f € E vektériine
zayif* yakinsiyor denir.
ii. E Uzerindeki zayif* topoloji o(E,E) W’ ile gosterilir. W :=c(E,E)’ dir.

iii. E Uzerindeki zayif* yakinsama ise

w U(EI,E)
f,—> f veya f, — f seklinde gésterilir.

iv. E’de f, > f olmasiher FeE icin F(f )— F(f) demektir.
Teorem 2.94 [Goldstein, 21] Eger E bir normlu uzay ise, E nin kapali birim yuvari
U, U de o(E,E)-yogun dur. Bunedenle E, E" de o(E ,E)-yogundur.

Tanim 2.95 [26] E bir vektor uzayi ve E*, E nin cebirsel duali olsun. E, E™ In
lineer alt uzayi olsun. E nin bos olmayan bir A alt kiimesi icin A nin annihilatori

A =(pecE :¢(f)=0, f € A) seklinde tanimlanir.

2.10 Riesz Cebirleri
Tanim 2.96 [21,26]
i. A bir Riesz uzayi ve birlesme 6zelligine sahip cebir olsun.

0<x,yeAigin xy>0,(

x-y| < [||y|) oluyorsa

A ya bir Riesz cebiri (Orgii cebiri) denir.
ii. Bir A Rieszcebiriher 0 < X,y € A i¢in Xy =yx ise A ya degismelidir denir.
iii. A bir Riesz cebiri olmak lzere her 0 < z € A igin

XAY=0 iken xzAy=12XAYy=0 oluyorsa

A vya bir f-cebiri denir.

32



2.10.1 F-Cebirlerinin Temel Ozellikleri
Ozellik 2.97 [26] Bir A f-cebirinin bazi temel dzellikleri sunlardir:
1. Bir pozitif eleman ile garpimi Riesz homomorfizmasidir.
Bir ue A, ve her X,y € A igin
U(XAY) = (ux) A(uy) ve (XA y)u=(xu)A(yu),
u(xvy)=(ux)v(uy) ve (xv y)u=(xu)v(yu) dir.
2. BirueA ve xeAigin ux” =(ux)" ve Xx'u=(xu)" dir.
3. Her X,y e Aicin |xy|=[x|y| dir.
4. Eger X,y,ZzeAve xLyise zx Ly ve xz Ly dir.
5. Eger X,ye Aigin X Ly ise xy=0 dir.
6. Her xe A igin x'x” =x"x" =0 dir.
Tanim 2.98 [26]
i. Bir A f-cebiriher x,y € A igin
XA'Y =0 oldugunda xy =0 oluyorsa A ya hemen hemen f-cebiri denir.
ii. Bir A Riesz cebirinde x? =0 iken x =0 oluyorsa
A ya yari-asal f-cebiri denir.
Onerme 2.99 [29] Her birimli f-cebiri yari asal f-cebiridir.

Onerme 2.100 [21,26] A bir yari-asal f-cebiri ise

her X,y € A igin X L y olmasiigin gerek ve yeter kosul xy =0 olmasidir.
Onerme 2.101 [26] Herhangi bir f-cebiri hemen hemen f-cebiridir.
ispat: A bir f-cebiriolsun. X,y € Aicin XAy =0 ise (xyY)Ay=0 dir.

(xy) A(xy) =xy =0 dan A bir hemen hemen f-cebiridir.
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Ornek 2.102 [21] Tim E den E ye sira sinirh lineer operatérlerin uzayi L, (E) bir

Arsimed Riesz uzayidir fakat degismeli degildir. L, (E) bir Riesz cebiridir fakat f-cebiri
degildir.

2.11 Arens Garpimi [12,27]

Tanim 2.103 [12,27] A bir normlu cebir, A, A nin dual Banach uzayi (A tzerindeki

butiin siirekli fonksiyonellerin uzayl) ve A", A nin ikinci dual uzayi olsun.
Bir o: A— A kanonik izometrik lineer fonksiyonu her ac A ve f € A igin
o(a@)(f) = f(a) seklinde tanimlansin.

A" Uzerindeki Arens ¢arpimini iic adimda soyle tanimlanir.

1. Bir acA ve feA igin A niin elemanlari f, ve f seklinde tanimlanir.

f € A veher be A igin,

f,(b) = f(ab) ve af (b) = f (ba) (2.5)
2. feAveFeA igin A’ ninelemanlari f ve f_olarak tanimlanir.

f(a)=F(f,) ve fo(a)=F(f) (2.6)
3. Bir F,Ge A icin A nin elemanlari FG ve F -G olarak tanimlanir.

FG(f)=F(f) ve FG(f)=G(f,) (2.7)

2.12 Degismez Alt Uzay Kavrami

Tanim 2.104 [24]

i. Bir E Banach uzayi tGzerinde T : E — E sinirl bir lineer operatér ve

V de E nin bir alt uzayi olsun.
Eger T(V) <V ise V ye T -degismezyada V ye T altinda degismez denir.

ii. L(E), E den E e sirekli lineer operatérlerin uzayi olsun.
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Eger A L(E) nin bir alt cebiri iken V, A daki her operator altinda degismez

kaliyorsa E nin V alt uzayina A -degismez denir.

Her AeAigin A(V)cV dir.

2.13 Cebir Homomorfizmasi
Tanim 2.105 [28]

i. A ve B birK cismi iizerinde iki cebir olmak iizere
her k eK ve X,y € A icin ¢: A—> B fonksiyonu
1. #(kx) =kg(x)
2. Pp(x+Yy)=¢(x)+¢(y)
3. p(xy) =p(X)g(y)

ozelliklerini saghyorsa ¢ ya cebir homomorfizmasi denir.

ii. ¢ birebir 6rten bir homomorfizma ise izomorfizmadir.

iii. Eger A ve B bir K cismi tizerinde iki birimli cebir iken
¢ A— B fonksiyonu A nin birimini B nin birimine goturiyorsa ¢ ya birimli
cebir homomorfizmasi denir.

Teorem 2.106 [29] A bir birimli-Arsimed f-cebiri ve B bir Arsimed yari asal f-cebiri

olsun. T : A— B her sira sinirli cebir homomorfizmasi Riesz homomorfizmasidir.
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BOLUM 3

BANACH ORGULERININ MERKEZi

Bu bolimde ortomorfizma kavrami verilecek ve ortomorfizmalarin 6zel bir alt kimesi

olan merkez lzerindeki pozitif operatorler Banach o6rgisiinde incelenecektir.

3.1 Banach Orgiileri
Tanim 3.1 [21]

i. E bir normlu Riesz uzayi olsun. Eger X,y € E igin

< 1y] ken ] < y] ise
E deki norma bir Riesz norm veya Lattice norm denir.

ii. Riesz normla donatilmis herhangi bir Riesz uzayina normlu Riesz uzayi denir.

ili. Tam normlu Riesz uzayina Banach o6rgiisii (Banach lattice) denir
Ornek 3.2 [19] K bir Kompakt Hausdorff uzayi olsun. K {izerindeki siirekli reel
degerli tim fonksiyonlarin Banach uzayi, C(K), her t e K igin
f < g< f(t) < g(t)siralamasina gére (C(K), <) bir Banach orgisudiir.
Ornek 3.3 [19] C, dizi uzayi bir Dedekind Tam Banach 6rgusudiir.

Onerme 3.4 [19] Bir E normlu Riesz uzayinda asagidakiler iddialar saglanir.
i. Lattice (orgi) islemleri stireklidir.

ii. E, pozitif konisi kapalidir.
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ii. Her artan yakinsak (x,)” < E dizisiigin lim__,_ X, =sup{x, :neN} dir.
ispat: [19]
i. N—ooiken X, =X ve Yy, — Y olsun. Her ne N igin
X0 A Yy = XAY] = X A Y =X AYFX AY=XAY] <Y, = Y] F]X — X
|| attice norm oldugundan ||x, Ay, —=xA Y| < ||y, = Y| +[%, = X| ve
%, Ay, =XxAYy[—0 dir.
ii. Her neN icin X, e E, ve n—>o0 iken X, = X E olsun.
n—oo iken X, =X, vO—>xv0ve x=xv0eE, drr.

X =X olsun.

n—oo °'n

iii. (X,._,)” c E artan yakinsak bir dizi ve lim

Her ne N i¢in ve her m>n i¢in X, —X, € E, oldugundan x—X > 0 dr.

X, =< U =< X olacak sekilde ueE olsun. n—>o iken X, =X AU—>XAU=U

oldugundan u=x dir..
Onerme 3.5 [19]
1. Her Dedekind o -Tam Riesz uzayi ve normlu Riesz uzayi Arsimeddir.

2. Her Dedekind Tam Riesz uzayi Dedekind o -Tam dir.
Onerme 3.6 [19] Eger E bir Banach o6rgusii ise E = E~ dir.
Tanim 3.7 [25] Bir E Riesz uzayinin bir D alt kiimesi icin

f,eD(n=12,..) ve f——f iken
f € D ise D alt kiimesine sira kapali denir.
Tanim 3.8 [25] Bir E normlu Riesz uzayinin bir D alt kiimesi icin
f,eD (n=12,,.) ve ||f - fn|| — 0 iken

f € D ise D alt kimesine norm kapali denir.
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Teorem 3.9 [26] Bir Banach 6rglisiinde her sira kapali kime norm kapalidir.

3.2 Ortomorfizmalar

Tanim 3.10 [21] Bir E Arsimed Riesz uzayinda (T : E — E) operatéri igin

her B bandi T(B) — B isagliyorsa T operatériine band koruyan operator denir.
E den E ye tiim band koruyan operatorleri S(E) ile ifade edebiliriz.

Teorem 3.11 [21] Bir E Arsimed Riesz uzayinda T : E — E operatori icin asagidaki

ifadeler denktir:
i. T bir band koruyan operatordiir.
ii. X LyicinTx Ly dir.
iii. B, = {y eE:|ly|anx T |y|} X ile Uretilen temel band olsun.
Her x € E i¢in Txe B, dir.
Tanim 3.12 [19] E, F iki Riesz uzayi olmak lzere her X,y € E igin
XLy = TxLTy

ise T ye ayriklhigi koruyan operator denir.

Not 3.13 [19] Tim band koruyan operatoérler ayrikligi koruyan operatérlerdir.

Tanim 3.14 [21]

i.  Sira sinirli band koruyan operatdre ortomorfizma denir.

ii. Bir E Riesz uzayinda tim ortomorfizmalarin kiimesi Orth(E) ile gosterilir.
iii. Tum E den E ye sira sinirli operatérlerin uzayr L, (E) olmak lizere
Orth(E) , L, (E) nin bir vektor alt uzayidir.
Orth(E) ={T e L,(E): x Ly=Tx L y} dir.
iv. Tum E den E vye sira sinirli operatorlerin uzay L, (E),

E den E ye band koruyan operatérler S(E) olsun. Orth(E) kiimesi,
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Orth(E) =S(E)nL,(E)
seklinde ifade edilebilir.

Onerme 3.15 [21]

i. Bir E Arsimed Riesz uzayinda bir T pozitif operatérinin ortomorfizma

olmasi igin gerek ve yeter kosul E de XA y=0 iken TXAy=0 olmasidir.

ii. Bir E Arsimed Riesz uzayinda bir T sira sinirli operatoriin ortomorfizma

olmasi igin gerek ve yeter kosul her X,y € E igin X L y iken TXx Ly olmasidir.

3.3 Ortomorfizmalarin Temel Ozellikleri

1. E bir Arsimed Riesz uzayi olmak Uzere ortomorfizmalar lzerindeki siralamayi

E den E ye sira sinirli operatérlerin uzayr L, (E) den almistir.

Yani her xe E, i¢in T X < T,X oldugunda T, < T, dir.
2. Orth(E) sirali bir vektor uzayidir.

Eger L,(E) de 0 < T, < T, ve T, € Orth(E) ise T, € Orth(E) dir.
3. E bir Dedekind Tam Riesz uzayi ise L, (E) de Dedekind Tam Riesz uzayidir.
4. Bir E Arsimed Riesz uzayinda x€ E_ igin T"x=sup{Ty:0 < y < x} dir.

5. Bir T operatoriiniin ortomorfizma olmasi icin gerek ve yeter kosul |T|

operatorinin ortomorfizma olmasidir.

o

E bir Arsimed Riesz uzayi olsun. Orth(E) carpim yapisini L, (E) den alr,
yani, her xe E ve T, T, e Orth(E) i¢in (T,T,)x =T,(T,x) dir.

Teorem 3.16 [21] E bir Arsimed Riesz uzayi ise sirali vektér uzayr Orth(E) bir

Arsimed Riesz uzayidir.

Her xe E, ve T,, T, € Orth(E) igin
(T vT)x =) v (TyX),

(T AT)x=(Tx) A(T,X).
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Ozellikle her x € E, ve T e Orth(E) igin
TH)x=Tx)", (T )x=(Tx)" ve [T|x=[Tx|.

Teorem 3.17 [21] E bir Arsimed Riesz uzayi olsun. Orth(E) deki ¢arpim yapisindan

Orth(E) uzayi birim operatori birim elemani olan bir Arsimed f-cebiridir.

ispat:[21] Orth(E) birim operatérii birim elemani olan bir Riesz cebiridir. Orth(E)
nin bir f-cebiri oldugunu gostermek icin T, AT, =0 olacak sekilde T,T,, T, € Orth(E),
alalim. TT AT, =0 ve TT AT, =0 oldugunu gostermek icin bir xe E, alindiginda

TXATX=(T,AT,)x=0 dan (TT, AT,)x=0 dir.

ikincisiigin 0 < T,TXAT,X < {T,(Tx v X)}A{LT, (Tx Vv X)}= (T, AT,)(TXVv X) =0 dir.
Her x e E, igin (T,T)XAT,x=0 dir. xeE, icin (T,T AT,)x=0 oldugundan

TT AT, =0 dr.

Ozellik 3.18 [21]
i. Bir E Rieszuzayinda | : E — E birim operatorii ortomorfizmadir.

ii. E Riesz uzayl lzerine her ortomorfizma iki pozitif ortomorfizmanin farki

olarak yazilabilir.

ili. | birim operatori Orth(E) igin zayif sira birimdir.
Yani, T €Orth(E) i¢cin TAl =0 ise, xe E, icin T(X) AXx=(T A1)(X)=0 dir.
Béylece her x € E, igin T(x) e B, "B ={0} dir. T =0 bulunur.
Teorem 3.19 [19] Bir E Riesz uzayinda T : E — E bir ortomorfizmaise T
operatdriiniin eslenigi T operatérii T :E — E  ye bir ortomorfizmadir.

Orth(E) den Orth(E) ne T — T operatorii bir lattice homomorfizmasidir.
Her T € Orth(E) icin ‘T‘ =|T|' dir.

Teorem 3.20 (Wickstead, [19]) E, E Riesz uzayinin noktalarini ayristirirken
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T :E — E sira sinirli operatoriiniin ortomorfizma olmasi igin gerek ve yeter kosul T
operatoriiniin eslenigi T  operatoriinin T :E — E  ne bir ortomorfizma olmasidir.
Tanim 3.21 [19] E bir Arsimed f-cebiri olsun.
Her xe E ve (ueE)igin u—T, fonksiyonu E den Orth(E) e
T,(X)=u-x
olarak tanimlanir.
Teorem 3.22 (Zaanen, [19]) E bir birimli Arsimed f-cebiri olsun.
u—T, fonksiyonu (T, (x) =u-X)
E den Orth(E) e bir 6rten f-izomorfizmasidir. Orth(E) = E dir.

Ozellikle her Arsimed Riesz uzayl E igin Orth(Orth(E)) = Orth(E) dir.

3.3 Merkezil Operatorler
Tanim 3.23 [15,16]

i. Bir E Riesz uzayinda her x e E igin

[Tx| < A|x| olacak sekilde bir A >0 skaleri bulunabiliyorsa

T : E — E operatoriine merkezil operatér denir.

ii. Tim merkezil operatérlerin kimesi Z(E) ile gosterilir.

iii. Z(E)<Orth(E) <L, (E) dir.

iv. Z(E) reguler operatérler uzayr L, (E) de idealdir.
Teorem 3.24 [25,30] E bir Riesz uzayi ise Z(E) de Riesz uzayidir.
Her xe E, ve S,T € Z(E) igin
(SvT)(X)=S(X)vT(X) ve (SAT)(X)=S(X)AT(X).

Her x € E icin [T|(X) =[T (x)|=[T(X)| dir.
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Onerme 3.25 [26] Bir E Riesz uzayinda Z(E) hemen hemen f-cebiridir.
ispat: S,T € Z(E) olsun. S,T =0 ve her xe E_ igin

Tx < A4 X olacak sekilde 4, >0,

Sx < A, X olacak sekilde A, >0 vardir.

max{4,4,} =4 ve SAT =0 olsun.

0 < (ST)x=S5(Tx) < S(A4X) = 43X,

0 < (ST)x=S(Tx) < A,Tx

0 < (ST)X < ASXAALTX < A(SXATX)=A(S AT)x=0 olur.

ST =0 dir.

Onerme 3.26 [12] E ve L Riesz uzaylari olmak iizere

w(T)=T olarak tanimlanan

v L (E.L) - L (L, E)

pozitif operatori sira sureklidir.

3.3.1 Dual Uzayin Merkezindeki Pozitif Operatorler

Teorem 3.27 [25] Bir E Riesz uzayinda Z(E') E nin dualinin merkezi olmak {izere

Z(E') deki 6rgii operatérleriher S, T e Z(E) ve her f eE_ igin

(SVvT)f=STfvTf ve(SAT)f=STAT T dir.

ispat: Eger S, T €Z(E) igin ‘T",S'VT',S'/\T' merkezil operatérler oldugu

gosterilmelidir.

Her f € E icin ‘T'f‘ < A|f| olacak sekilde 2 >0 vardir.

Bir he E, igin ‘T"hzsupmgh ‘T'f‘ = supy;., 4| f|=4h, T"eZ(E') dir.

S VvT ,S AT’ nin Z(E) e ait oldugu géstermek igin
42



S'vT'=%(S'+T'+‘T'—S") (3.1)

S'AT :%(S'+T'—‘T'—S") (3.2)
(3.1) ve (3.2) latis islemleri kullanilir.
S,T €Z(E) olsun.
Eger gah=0ise gATh=0ve SgATh=0 dir.

Bu durumda Sg+Th=SgvTh dir.

Her f € E, igin
(S'vT)f =sup{Sg+Th:gah=0 ve g+h="f }
:sup{ SgvTh:gah=0 ve g+h=f }
<SfvTf.
(SvT)f =S fvT f
oldugundan (SvT)f=SfvT f’dr.
Her f € E, igin

(S AT) :%(S'+T'—S'VT')f
:%(S'f +Tf-STvTf)=S AT
0<S -S AT €Z(E)ve0<T -S AT €Z(E)
oldugundan (S =S AT)A(M =S AT)=0’dr.
Her f € E, igin
0=[(S'=S AT)A(T =S AT)|f

Z[S'f—(S AT)FIALT f —(S AT)f]
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—(S =S AT)F AT =S AT)f
=S fATf—(SAT)f
veya (SATYF)=SfATf dr.
Teorem 3.28 [26] E bir Arsimed Riesz uzayi olsun.
i. Eger 7€ Z(E) ise # €Z(E) dir.(x , 7 nin eslenigidir)
ii. Eger E, E nin noktalarini ayristiriyorsa 7 € Z(E) ise 7 € Z(E) dir.
iii. Eger 7 €Orth(E) ise 7 €Orth(E) dir.

iv. Eger E, E nin noktalarini ayristiriyorsa 7 € Orth(E') ise 7 € Orth(E) dir.

3.3.2 Banach Orgiilerinde Merkezil Operatorler

Onerme 3.29 [30] Bir E Banach érgiisiinde Z(E) bir Banach cebiridir.
ispat: E bir Banach 6rgiisi olsun. Her S,T € Z(E) igin

[sTi=IsllT] dir.

)= sup,

Tx| = sup,

<L qa ||| =[] den

(| = supy
T < [IT]| elde edilir.
Teorem 3.30 [21] E bir Banach oOrglisi olmak utzere T:E — E operatori igin
asagidaki iddialar denktir.

1. T bir merkezil operatordiir.

2. T bir ortomorfizmadir.

3. T bir band koruyan operatordir.
Bu teoremden dolayi E bir Banach 6rgiisii oldugundan

Z(E) =0rth(E) =S(E)

yazilir.
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Onerme 3.31 [30] Bir E Banach érgiisiinde Z(E), E den E ye sinirli lineer
operatorlerin uzayl L, (E) nin kapali bir alt kimesidir.
ispat: [30] E bir Banach érgusii olsun. Z(E), L, (E) nin bir alt kiimesidir.
L, (E) de T, > T olacak sekilde T, € Z(E) alalim. E de |X|/\|y| =0 olsun.
Her ne N i¢in T, band koruyan oldugundan |X|/\|Tn y| =0 olur ve orgi
operasyonlarinin siirekliliginden n — ooiken |X| A[Ty| =0 dir. Sonug olarak
T bir band koruyan operator ve T € Z(E) dir
Onerme 3.32 [12] E bir Banach érgiisii olsun. E', E uzayinin noktalarini ayristirsin.
Her 7z € Z(E) igin :Z(E) > Z(E) fonksiyonu y(z) =7 olarak tanimlansin.
Bdylece y bir birebir cebir homomorfizmasi ve Riesz homomorfizmasidir.
Onerme 3.33 [17] E bir Banach érgiisii, Z(E), E nin ideal merkezive Z(E), E nin
dualinin merkezi olmak iizere, T € Z(E) iken T € Z(E) dir.
ispat: T €eZ(E) ve xe E_ igin —Ax < Tx < AX olacak sekilde A >0 vardr.
Her xeE, ve f €E, igin
AT (X) <f(MX)=(T f)(x) < Af(X) dan
—Af <Tf <Af ,T €Z(E)
0 <TeZ(E) olsun.
T,=T Anl,(n=12,...) olacak sekilde bir {T,} dizisi alinsin.
TANITT ve E de T, TT oldugundan E de T, TT olur. T € Z(E) dir.

Teorem 3.34 [30] Bir E Banach orgiisiinde T :E — E her merkezil operatoér temel

ideal koruyandir. Yani her x e E, igin T(E,) c E, dir.
ispat: [30] Bir E Banach érgiisiinde T : E — E bir operatér olsun.
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Her x € E igin [Tx| < A|X| olacak sekilde A >0 vardir.

Bir ue E, alalimve y e E, olsun.

Tanimindan |y| < au olacak sekilde bir a >0 skaleri secelim.
[Ty| < A]y| < au oldugundan Ty € E, ve T(E,) < E, dir.

Yani T, tim temel ideali degismez birakir.

Teorem 3.35 [24] E bir Dedekind Tam Banach orgust ise B(l), | ile Uretilen band

olmak tzere Z(E) =B, dur.

Onerme 3.36 [21] Bir E Banach orgiisiinde her merkezil operatdr tim band

projeksiyonlarla degismelidir.

ispat: [21] Bir E Banach érgiisiinde T : E — E bir merkezil operatér ve

P:E — E bir band projeksiyon olsun.

P(E) =B bir projeksiyon band oldugundan B®B® =E dir.

T bir band koruyan operatér oldugundan T(B) = B ve T(B?) — B’ dir.

Bir xeE icin x=y®z ,yeB,ze B¢ yazabiliriz.

Ty eB ve Tz B olur.

Her X € Eigin

(MTP)x=T(Px) =Ty =P(Ty) =P(Ty)+ P(Tz) = P(Ty +Tz) = P(Tx) = (PT)x dir.
Sonug olarak TP = PT dir.

Onerme 3.37 [17,32] Bir E Banach érgiisiindeki T operatériinin Z(E) de olmasi

icin gerek ve yeter kosul T nin E deki her kapali ideali degismez birakmasidir.

Onerme 3.38 [17,32] Bir E Dedekind Tam Banach orgiisiindeki T operatériiniin
Z(E) de olmasi igin gerek ve yeter kosul T nin E deki her bandi degismez

birakmasidir.
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Bu onermeden E bir Dedekind Tam Banach o6rgisi iken E Uzerindeki T

operatoriinin Z(E) de olmasiigin gerek ve yeter kosul T nin E Uzerindeki her band

projeksiyonu ile degismeli olmasidir.
Sonug 3.39 [16,17] Tim band projeksiyonlari Z(E) nin elemanidir.
Onerme 3.40 [21] E bir Dedekind Tam Banach &rgiisii ise T operatériiniin Z(E) de

olmasi icin gerek ve yeter kosul T nin Z(E) deki tim operatorlerle degismeli

olmasidir.

Sonu¢ 3.41 [17] E bir Banach orgusii iken E Dedekind Tam Banach 6rgiisii
oldugundan E  deki bir T operatériinii Z(E) de olmasi icin gerek ve yeter kosul T
nin E" deki her bandi degismez birakmasidir.

Onerme 3.42 [17] E bir Banach érgiisii iken E {zerindeki T operatériinin Z(E) de

olmasi igin gerek ve yeter kosul T operatériinii eslenigi olan T operatériiniin Z(E)

de olmasidir.
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BOLUM 4

BANACH F-MODULLERiINiIN MERKEZi

Bu boélimde modil kavrami verilmistir. Banach orgller Uzerinde f-modil yapisi
kullanilarak Banach orglisiinin merkezi lzerinde cahsiimistir. Calismamizda bir A

Arsimed f-cebiri icin E, A Uzerinde bir Banach f-modul temsil etmektedir. L(E), E

den E vye siirekli lineer operatérlerive E', E nin sira dualini gdstermektedir.

4.1 Modil Kavrami

Tanim 4.1 [28]

i. Bir bostan farkli H kimesi Uzerinde toplama ve c¢arpma tanimlanarak

asagidaki ozellikler saglanirsa H ye bir halka denir.

1. (H,+) bir degismeli gruptur.

2. Her a,b,ceH ic¢in (ab)c =a(bc) dir.

3. Her a,b,ceH igin a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc dir.
ii. Her a,beH icin ab=Dba saglaniyorsa H halkasina degismeli halka denir.
ili. Eger H halkasinda her ae H icin a-1, =1, -a olacak sekilde 1, € H varsa

H halkasina birimli halka denir.
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Tanim 4.2 [28]
i. A birdegismeli grup ve H bir birimli halka olsun.
Eger G :HxA->A, (a,x)>a-x
6,:AxH > A, (x,a)>X-a

seklinde tanimlanan fonksiyonlari her a,be H ve X,y € A igin

1. a-(x+y)=a-x+a-y, (x+y)-a=x-a+y-a,
2. (a+b)-x=a-x+b-x X-(a+b)=x-a+x-b,
3. (a-b)-x=a-(b-x) x-(a-b)y=(x-a)-b

ozelliklerini sagliyorsa A ya bir sag (sol) H -modiil denir.

ii. Eger H bir 1, birim elemanina sahip ve her X € A i¢in
1, -x=X(x-1, =X)ise A ya birimli H modiil denir.

Not 4.3 Eger H degismeli ise her sol H-modil A, aeH ve xe A i¢cin x-a=a-X

seklinde tanimlanarak sag H -modiil yapisiyla verilebilir.
Aksi belirtilmedikce bir H degismeli halka Gzerinde her H -modiil A, hem sag modil

hem de sol modiil varsayilabilir.

4.2 Riesz Cebirinin ikinci Duali Uzerindeki Arens Carpimi
Teorem 4.4 [12,13] A bir Riesz cebiri olsun.

F.GeA icin F-GeA ve |F-G| < |F|[G]| dir.

Yani, A" Arens carpimina gore Riesz cebiridir.

1. HeraeA, feA icin f-aeA olacak sekilde |f -a] < |f|-|a] (4.1)
2. Her FeA, feAign F-f eA olacak sekilde |F - f| < |F|-|f] (4.2)
3. Her F,GeA icin F-Ge A olacak sekilde |F-G| < |F|-|G| (4.3)
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0 <F,Ge A oldugunda F-G e A oldugundan A" bir Riesz cebiridir.

Ozellik 4.5 [12,13] A bir Riesz cebiriiken A de D, 0 azalan bir net olsun.

Her ae A, igin D_-al 0 dur.

(4.3) den G sira surekli oldugundan her 0<a e A icin

G(D.-a)y 0=(G-D,)(@) oldugundan A de G-D, {0 dir.

(4.3) den F nin sira strekli olmasini kullanarak

(F-G)(D,)=F(G-D,)40 dr.

Tanim 4.6 [10-13]

A bir Arsimed f-cebiri olsun ve A" A nin noktalarini ayristirsin.
T eOrth(A) iken eslenigi T her ac A ve f € A igin

(T f)(@) = f(Ta)
seklinde tanimlanir. Buradan T e Orth(A) dir.
Bir a€ A icin 7, : A— A fonksiyonu her b € A igin

(f-a)b) = f(a-b) = f(r,(b)=(z, F)(b)

oldugundan 7z, € Orth(A) dir.
Eger A bir birimli Arsimed f-cebiri ise bir F € A" ve her f € A igin

Ve lA > A
fonksiyonu (4.2) den v (f)=F - f seklinde tanimlanir.
Buradan v, € Orth(A) dir.
Banach érgiisiinde A" = A™ oldugundan Orth(A)=Z(A") dir.
7 € Z(A) igin 0 < 7. < Al olacak sekilde 1 >0 vardir.

abeA, feAveF,GeA icin f-acA,G-feA,F-GeA olmak lizere
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o (f-a)(b)="f(ab) (4.4)

o (F-f)a)=F(f-a) (4.5)

e (F-G)(f)=F(G-f) (4.6)
tanimlansin.

e f-(ab)=(f-a)-b (4.7)

e (F-f)-a=F-(f-a) (4.8)

e (F-G)-f=F-(G-f) (4.9)

Her F,G,H e A igin (F-G)-H=F-(G-H) oldugundan A" Arens carpimina gore

bir birlesmeli cebirdir.
vi.  Bir A Arsimed f-cebiri A" icine gémiilebilir.
vii. Her acAigin F, e A elemaniher f €A igin
F,(f)= f(a) seklinde tanimlanir.
viii. Her ae A icin o: A— A’ fonksiyonu
o(a) =F seklinde birebir 6rten cebir homomorfizmasidir.
ix. abeAigina -b =(ab)
X. €, A ninbirim elemaniise o(e) =€ olacak sekilde e de A" niin birim
elemanidir.
xi. e, A ninbirimsel elemaniise her f e A igcin e - f = f dir.
xii. Eger A degismeliiseher ac Ave feA icin F-f=f-a dr.

xiii. Her be A igin

(F-f)(b) = F(f-b)=(f-b)(@) = f(ba) = f(ab) = (f -a)(b) dr.
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Tanim 4.7 [26] A A nin noktalarini ayristiriyorsa
"(A)={aeA:f(a)=0 her f e A}={0} du.

A birimli Arsimed f-cebirive A, A nin noktalarini ayristiriyorsa,

o:A— A fonksiyonu o(a) =F tanimi ile birebir Riesz homomorfizmasidir.

o(A), A" de sira yogundur. Yani A" de o(A)! ={0}" dur.

Onerme 4.8 [12,13] A bir birimli Arsimed f-cebiri olsun. (A) , A de tim sira sirekli
lineer fonksiyonellerin koleksiyonunu gostermek lizere

A =(A). dir.

4.3 Banach F-Modiil

Tanim 4.9 [33-35]

i. A bir birimli Arsimed f-cebiri ve E de Banach 6rgisi olsun.
AxE —>E

(a, f) > a- f surekli fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa
1. Her a,be A f eE,a-(bf)=(a-b)f
2. Eger0<acAO0O<feEisea-f >0
3. Eger f,geE i¢cin E de f 1. g ikenher ae A igin af 1 g

E ye A lizerinde bir f-modiil denir.

ii. A vy bir Banach Arsimed f-cebiri aldigimizda E, A Ulzerinde bir Banach f-

modiil olarak adlandirilir. Aksi sdéylenmedikge A Banach Arsimed f-cebiri

alinacaktir.
Tanim 4.10 [17,36] E, A Uzerinde bir Banach f-modil olsun.
m:A—L(E)

sinirh birimli cebir homomorfizmasi tanimlayalim.
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Bu homomorfizmanin Arens genislemesi f e E ve ac A igin a- f olarak

m:A —L(E) dir.

Onerme 4.11 [17,36] E, A Uzerinde bir Banach f-modiil olsun.

f-modil 6zelliginden ac Avef € E igin

m(a)(f)=a-f ise m(a) e Z(E) olur.

ispat: Yani E bir Banach 6rgiisii oldugundan E de f,g eE igin
f Lgiken E de m(@)f =a-f L g olur.

m(a) band koruyan oldugundan m(a) € Z(E) dir.

Tanim 4.12 [17] E, A lzerinde bir Banach f-modul olsun.

AxE > E
(a,f)—>a-f
bu durumda asagidaki dontstimleri tanimlayabiliriz.
1. ExE — A doéniisimiu f €E, f €E ,aeA icin
(f,f)—>(f-f)a: (f-f)a="f(af)
2. A'xE —E doniisimiu feE, f eE,FeA igin
(F,f)—>(Ff)f:(FF)f =F(ff)
Tanim 4.13 [17,36] A" bir Arsimed f-cebiri ve E Banach 6rgisii oldugundan
E Arens carpimi yardimiyla A" {izerinde bir f-moduld(ir.
A xE —E donusumi f €E, f €eE,F e A icin
(F,f)—>(Ff)f:(FF)f =F(ff)
1. Her F,GeA ve f €E igin F(Gf )=(FG)f

2. 0<FeAveO0<f ecE iken0O<F-f
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3. f LgeE ikenherFeAicin F-f Lg €E dr.

4.4 m:A—L(E) Sinirh Birimli Cebir Homomorfizmasi
m:A— L(E)

sinirli birimli cebir homomorfizmasinin Arens genislemesi
m:A - L(E)

olsun.

1. AxE — E donusimi her ae A, f €E igin
(a,f)—>a-f: af =m(a)f,

2. ExE — A donusimiiher f eE, f €E ,aeA igin
(f,f)—>(f-fa: (f-f)a=f(af),

3. A'xE —E dénisimiher f eE, f €eE,FeA igin
(F,f)—>(Ff)f:(FF)f =F(ff),
seklinde tanimlanir.

Tanim 4.14 [17,36] E, A (zerinde bir Banach f- modiil oldugunda
m :A — L(E) fonksiyonu
m(F)(f)=F-f

seklinde tanimlanan bir cebir ve Riesz homomorfizmasidir.

Bunu goérmek icin F AG =0 olsun. Her f € E igin

m(F-G)f =(F-G)f =F-(G-f)=m"(F)-Gf =m'(F)-m (G)-f
oldugundan m" bir cebir homomorfizmasidir.

Buradan her f €E igin

m'(F)f Am'(G)f =Ff AGF =(FAG)f =0 olur.
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m" bir Riesz homomorfizmasidir.

Her a e A icin m(a) € L(E) olmasi igin gerek ve yeter kosul m"(a) € L(E) olmasidir.

Teorem 4.15 [17,36] E, A izerinde bir Banach f-modiil ise m": A" — L(E) birimli

sinirh cebir homomorfizmasi icin m"(A") = Z(E') dir.
ispat: Bir a< A’ icin 1 giiglii birim olmak lizere 1e Ac A’ icin

|| < A1 olacak sekilde bir 2>0 vardir. |m"(a)|<m"(fa]) < AI

oldugundan m (A) < Z(E) dir.

Sonug 4.16 [36] m : A" — L(E) birimli sinirli cebir homomorfizmasi
M (E)(f)=F-f

seklinde tanimlandigindan m'(F) e Z(E) dir.

Teorem 4.17 [17,36] E A {Uzerinde bir Banach f-modil ve m: A— L(E) sinirh

birimli cebir homomorfizmasi olsun. Asagidaki durumlar var olsun:

1. E nin her kapali A—degismez alt uzayi ideal olsun.

2. Z(E)=m'(A)

3. Z(E)c mw (w zayif operator topolojidir)
1< 2 = 3 gerektirmeleri saglanir.
ispat:
1=2:Bir Fe A" =Aicin m"(F)=T olacak sekilde T em"(A") olsun.
{a}— F olacak sekilde {a,}, A dabiragolsun. f €eE ve F e A igin
A xE - E
a, - f >F-f

ma,)f ->m (F)f =Tf
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m'(a,)em (A)cZ(E) oldugundan T € Z(E) ve m (A") = Z(E') dir.

|, E nin kapali A-degismez alt uzay! ideal oldugunda B de E niin w" —kapah

A -degismez alt uzayi olsun.

Z(E) deki herhangi bir T operatérii E deki her bandi degismez birakir.

Yani her B E igin T(B) = B dir.

A A’ lizerinde sira yogun oldugundan (2.94) den ve m" in siirekliliginden B, E nin

A’ -degismez alt uzayidir. Arens carpiminin A ya genislemesinden E de bir T
operatériinin m (A") de olmasi icin gerek ve yeter kosul T nin E  nin herbir w'-

kapali A-degismez alt uzayi degismez birakmasidir.

Boylece Z(E)=m"(A") dir.

2=1:Z(E)=m"(A") kabul edelim.

F, E nin kapali A-degismez alt uzayive F° E nin annihilatorii olsun.
F°, E nin w —kapali A-degismez alt uzayi olur.

Bir e A" i¢in a, — & olacak sekilde a, € A vardir.

m'(a,)f e F" = &f e F* buradan m" (A)(F')c F’ olur.

Hipotezi kullanirsak,

Z(E)(F°)cF° olur.

Ac A ve F'cE icin F°, E nin W -kapali A-degismez alt uzayi olur.
E Dedekind Tam oldugundan E nin Z(E')-degismez alt uzayi idealdir.
F°, E deideal oldugundan dualitiden F, E de ideal olur.

2=3:

T € Z(E) ise —AX < TX < AX olacaksekilde bir A >0 vardir.

X € E igin
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—Af(x) < F(TX)=(T f)x < Af(x) olur.
TeZ(E)=T eZ(E)=m"(A")=m"(A) dr.
a,eAigcinm(a,)>T iken

(m(a,)) >T

m(a,) >T

m(a,) € m(A) boylece T e mw, Z(E)c MW dir.
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BOLUM 5

F-ORTOMORFIZMALAR UZERINDE GENISLETILMiS SONUCLAR

5.1 Giris

Bu boélimde A bir birimli f-cebiri L, M Riesz uzaylarive L,M A Uzerinde iki f-modiil
olmak tizere L nin ikinci sira duali L' nin A nin ikinci sira duali A" Gzerinde bir f-

moddil oldugu gosterilmistir. Ayrica topolojik olarak dolu olma kavrami ikinci sira

dualde tanimlanmistir.

Ayni zamanda T, L den M vye bir f-ortomorfizmasi oldugunda T nin ikinci eslenigi T~

nin L den M ne bir f-ortomorfizmasi oldugu gosterilmistir.

Bu bollimde her Riesz uzayini sira dualinin ayristirdig1 kabul edilmistir.

5.2 F-Modiilleri
Tanim 5.2 [14] A bir birimli f-cebiri ve L bir Riesz uzayi olsun.

Her ae A ve Xe L icin

AxL—>L
(a,x) >a-x

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa L Riesz uzayina A birimli f-cebiri lizerinde

58



f-modil denir.

1. Her xelL igcine-x=Xx ve L, A lzerinde moduldir. (e A nin birim
elemanidir)

2. Herae A ve xel, igin a-xelL, dir.

3. Her x,yeL i¢gin X Ly oldugunda her a€ A igin a-x Ly dir.
Tanim 5.3 [14,37] A bir birimli f-cebiri ve L bir Riesz uzayi olsun.
Her xelL, f eL,ae A igin
AxL —>L
(a,f)—a-f:a-f(x)="f(a-x)
fonksiyonu ile L Riesz uzayr A birimli f-cebiri iizerinde f-modiildiir.
Onerme 5.4 [14,37] Eger L Riesz uzayi A birimli bir f-cebiri Gizerinde f-modiil ise
her f eL ve ae A icin
p: A—Orth(L)
fonksiyonu p@=r, , =, (f)=a-f seklindetanimlanir.
p bir birimli cebir ve Riesz homomorfizmasidir. Aksine;
p:A—Orth(L)
fonksiyonu her f e ve ae A icin
AxL > L
(a, f)—a-f=p@)(f)

tanimiile L Riesz uzayi A birimli f-cebiri tzerinde f-modiildiir.

Tanim 5.5 [14,38] L bir Riesz uzayi ve A bir birimli f-cebiri tGizerinde f-moddl olsun.

1. Her xel, feL,aeA icin
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LxL > A
x,f)y—>x-f , xf(a)="f(a-x)

2. Her xel, felL,FeA

A xL >L

(F,fy>F-f , F-f(x)=F(x.f)
3. Herfel_',FeA",fAeL"

AxL —>L

(F, Yy F-f)f)=f(F-f)

donusimleriile birlikte

4. Her xel, fel,acA igin
AxL —>L
(a,f)y—a-f , af(x)="f(a-x)

5. HeraeA f el, fel

L'xL—>A
(F.O-v; v @=f@f)

doénistmlerini tanimlayabiliriz.
Teorem 5.6 [14,37] L bir Riesz uzayi, A bir birimli f-cebiri lizerinde f-modiil olsun.
Her f el icin u:A—Orth(L) , u(a)f =a-f.
Her f el icin v: A" >O0rth(L) , o.(f)=F-f oldugunda
u ve v, U(A) cOrth(L) ve v(A") cOrth(L') olacak sekilde pozitif operatérlerdir.
Ayni zamanda birimli cebir ve Riesz homomorfizmasidir.

ispat: [14,37] U ve v pozitif operatérlerdir.
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p:A—Orth(L)
a-p@)=z,
her f eL igin 7, (f)=a-f ve
k :Orth(L) — Orth(L)
r >kt =1
her 7' € Orth(L) igin 7' € Orth(L') olarak tanimlayalim.
p bir birimli cebir ve Riesz homomorfizmasidir. (Pagter ve Huijsmans [29]).
k fonksiyonu L de birimsel fonksiyon olmak tizere k(1 )=1" dir.
Orth(L) degismeli oldugundan her 7,7z, € Orth(L) igin
k(mym,) = (mm,) = m, 71, = 7y =K (7, )K(,)
k bir cebir homomorfizmasidir ve Riesz homomorfizmasidir.
acA fel vefel ign,
u@(f)(f)=a-f(f)=f(@ )=z () =7"(F)(f) =K p)@)f)

elde ederiz.

k Ve p cebir homomorfizmasi oldugundan,

u(a-b) = (k- p)(@-b) =k(p(a-b)) =k(p(a)- p(b)) =k(p(a))-k(p(b))
= (ke p)(@)- (ke p)(b) =u(a)-u(b),

U bir cebir homomorfizmasidir.

Bir ac A icin 4, A" de a nin bir gdriinti olsun. f e ve f eL icin
v(H=a-f(f)=aly )= )@="f(@ f)=a f(f)=u@f(f)
buradan v, € Orth(L')’ diir.

I(A), A" de A ile iretilen ideal ve 0 < F € I (A) olsun. Bu nedenle 0 < F < 4 olacak
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sekilde bir a € A vardir.
v:A —O0rth(L) pozitifiken 0 < v < v, ise v, €Orth(L) drr.
I1(A) da G, T F olacak sekilde bir G, alalim. 0 < v, ;€ A iken
her f eL, ve f el icin
G, (v, ) F(, ),
G,of(f)TFof(f),
G,of TFof,
Us, TUF dir.
vs, €Orth(L) ve Orth(L') band oldugundan v, €Orth(L') dir.
Her F e A" igin
v:A —0rth(L)
fonksiyonu v(F)=u.
seklinde tanimlansin.
Her f eL ve f el icin,
(F-G)- F)(f)=(F-G)(f- f)=F(G-)-f)=(F (G- F))(F)
Buradan her F,G € A" i¢in v =v; ‘v, oldugundan v bir cebir homomorfizmasidir.
A de FAG=0 olsun. 0 zaman F-G =0 iken Orth(A") de
V(F-G)=uv;-v; =0 dir.
Diger yandan Orth(A") birimli bu nedenle yari asal f-cebiri oldugundan

V(F)Av(G)=0 dir. v bir ayrikhigl koruyandir ve (Pagter ve Huijsmans [29]) dan bir

Riesz homomorfizmasidir.
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Sonug 5.7 [14,37]
(Teorem 5.6)’ nin bir sonucu olarak L, A" f-cebiri Gizerinde bir f-moduldir.

Teorem 5.8 [14,37] A bir f-cebiri olmak Gzere L, A (zerinde bir f-modil olsun.
A" Arens carpimina gore f-cebir oldugundan L Riesz uzayr A {zerinde bir

f-moduldur.
Her feL, fel,FeA icin
AxL —>L
(F, f)y>(F-f)(f)=f(F-f)
fonksiyonu asagidaki sartlari saglar.
1. Her F,GeA', f,§el icin,
F-(G-f)=(F-G)f
2. 0<FeA ,0<fel ,F-f=0
3. Eger L de f L§ise L de F-f Lg dir.
Onceki teoremden E, A’ de birim elemanve f eL iken E-f = f saglayan bir

L Riesz uzayl A" tizerinde bir f-moduildiir.

5.3 Bir Riesz Cebirinin ikinci Duali Uzerinde Topolojik Dolu Olmasi

A

Tanim 5.9 [14,37] L, A" uzerinde birimli f-modiil iken 0 < § < f saglayan L de
keyfi f ve vektorleriicin o(L,L) de a,-f — g olacak sekilde A" de 0 <a, < E
saglayan bir {a_} netivarsa L f-modili A" (izerinde topolojik olarak doludur denir.
Teorem 5.10 [14,37] Eger L, A izerinde bir f-modiil ise A" f-modili A" ne gore
topolojik olarak doludur.

ispat:[14,37] 0<g~< f olacak sekilde f,§eA olsun. p fonksiyonu ile

7 €0rth(A") alirsak,
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0 < F < E iken p(F)=r olacak sekilde F e A" vardir. Yani, p(F)(f)=F-f =¢.
A, A" de |o|(A’, A) yogun oldugundan [21], A de 0 < a, < e iken a, — F olacak
sekilde bir {a,} agi vardir.
Boylece a, - f >F-f ve o(A,A) dea,-f -4 dur.
Ornek 5.11 [14,37] L bir Riesz uzayi olsun. Her #e Z(L)", f eL’, f L igin,
Z(L)'xL -»L
# )= @G- )(f)=f(# 1)
fonksiyonu L niin Z(L)" izerinde f-modiil oldugunu gésterir.
Béylece Orth(L) < L, (L,L;Z(L)) <=L, (L) drr.
Ornek 5.12 [14,37] L bir Riesz uzayi olsun. Her #€Z(L)', xeL, f €L igin,
Z(L)' xL > L
(2 1) = (5 £)X) = f (7-%)
fonksiyonu L niin Z(L) uzerinde f-modiil oldugunu gésterir.
Béylece Orth(L) < L, (L,L;Z(L)) = L,(L) dur.

Teorem 5.13 [14,37] L, A Uzerinde bir f-moddil olsun. Keyfi bir f €L icin
S(f)={w, ;:feL]}

kiimesi A de sira idealdir.

ispat: [14,37] S(f), A nin alt uzayi oldugu asikar oldugundan S(f) in Riesz alt uzays
oldugunu gbdsterecegiz. Bunu géstermek icin w eS(f) icin w" €A oldugunu

gostermeliyiz.

B ., A de " ile Uiretilen band ve
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P:A— BW
BW+ Uzerinde bir band projeksiyonu olsun.

P, €Z(A) ve A" =O0rth(A) (Pagter, Huijsmans [12]) oldugundan her he A icin

P,(h) =ve (h)=F-h saglayan F € A" vardir.

Yani, F-w =P, (y)=y" dr.

Bu nedenle F -y € S(f) oldugunu gostermek yeterlidir.

Bir f eL igin weS(f) ise y=y, ; dr

Keyfi a,b e A igin

v, -al) =y, (@b)=y, (b-a)=f((-a)-f)=f(b-(a f))=w,, ;(b) dr.
Bir F e A icin

Fy, (@=F(,;-a)=F(y,,;)=Fef@a-f)=y,_.(a) dr.

Buradan F'nyf e S(f) dir.

S(f) in sira ideal oldugunu géstermek icin e A" ve bir f e L icin

0= u=xy, . olsun. A Dedekind Tam oldugu icin 7(y, ;)= p saglayan

7 €O0rth(A)=A" vardir.
Yani, bir G € A’ igin v, =7 dir. Bu nedenle
7[(1//”) :,u:UG(t//f'f) =G W, =W, . eldeedilir.
Tanim 5.14 [14,37] L, A uzerinde bir f-modiil olsun. Bir f €L icin
S(f)z{y/” f e L'}

kiimesinin (A", A) topolojisine gore kapanisina f nin destek kiimesi denir ve

supp(f) seklinde gosterilir.
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Teorem 5.15 [14,38] L, A izerinde bir f-modiil olsun. f,g € L igin
supp(f) ~supp(g) = {0}
olmasi icin gerek ve yeter kosul f 1 g olmasidir.

ispat: [14,38] supp(f) Nsupp(g) = {0} olsun.

A Dedekind Tam oldugundan supp(f) ve supp(g) birer projeksiyon bandidir.

Bu nedenle supp(f) L supp(g) dir.

f el olsun.
Vi Ly =l Al =0, w0 =0 dan

f(|f|A|g|)=O ve |f|A|g|=0 bulunur.
f L g olsun.
LxL — A fonksiyonunu

(f, f) —> . . pozitif olarak tanimlayalim.

Wi i= W\f\,mj l//\f\,‘f‘

viel ’

V9.6= Yila= Yigiva’

‘l//f,f‘/\“//g,@‘f Vi/ivel ™Y allipel ~ ¥ eall g =0dr.
Bu nedenle her f,§ e L icin v, . Ly, dr.

O halde S(f)_LS(g) ve supp(f) supp(g) ={0} bulunur.

5.4 F-Ortomorfizmasi

Tanim 5.16 [14,37,38] L ve M, A uzerinde f-modilve T € L, (L,M) olsun.

Her xe L igin S(TX) = S(X) ise T ye bir f-ortomorfizmasi denir.
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Tum f-ortomorfizmalarin koleksiyonunu Orth(L, M; A) ile gosteririz.
Teorem 5.17 [14,38] L ve M A {lizerinde topolojik dolu olan f-modiil olsun.
1. Eger T €Orth(L,M;A) ise T €Orth(M',L;A’) olur.

2. Eger T €Orth(M,L;A) ise T €Orth(L,M";A") dir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde bir f-cebiri alinarak ikinci sira duali Gzerinde tanimh moduller Uzerinde
cahisilmigtir. Bu konu f-cebiri yerine d-cebiri, hemen hemen f-cebiri alinarak da

incelenebilir. Buradan elde edilen neticeler arastirilabilir.
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