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OZET

Bu galismada kiibik spline fonksiyonlarai kullanilarak
hiperbolik kismi tiirevli denklemlerin niimerik ¢&ziimil i¢in
bir algoritma uygulanmaya ¢aligsilmistir. Ayni denklemlerin
sonlu fark y8ntemleri ile niimerik ¢&ziimleri ve kiilbik spline
fonksiyonlari kullanilarak yapilan niimerik c¢&ziimlerinde hata
analizleri yapilmistar.

Calisma iki b&llimden olusmustur. Birinci b&liimde -
spline fonksiyonlari ve bilhassa kiibik spline fonksiyonlari
bzetlenmigtir.

tkinci b&liimde, baslangi¢ ve sinir kosullari fonksi-
yonlar olarak verilmis, genel hiperbolik kismi tiirevli denk-
lemde bir dogrultuda kiibik spline fonksiyonlari kullanilarak

niimerik ¢&zlim yolu olusturulmaya c¢alisilmistir. Bunun ig¢in,

2 2
9 5— = alx,t) S ‘é‘ s Dlnt) o2

9t 9 X 9 X

* olxyt)n

0Sx<L, t>0

denkleminde, egitligin sol tarafinda t'ye gbre tiirev ic¢in

sonlu fark gésterilimi, sag tarafta ise kiibik spline fonk-
siyonlari kullanilmistir.

Olusturulan niimerik ¢&ziim yolunda islem sirasi ve
hata analizi ile, sonlu fark semasinin ve sonlu farklar icin
hata analizinin &zetleri de bu b&liim kapsamindadair.

Ayni b&liimde sabit katsayili bir hiperbolik denklem
icin niimerik uygulama ve bilgisayar programi ile cesitli
adim uzunluklari i¢in ¢iktilar verilmistir.
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Her iki y&6ntem kargilastirildiginda,

19 ESp ve ESF ile g&sterilen kesme hatalarinin ayni oldugu,

2, Her iki y6ntemde de ¢&ziimlerin elde edilmesi sirasinda

yapilan iglem sayisinin hemen hemen ayni oldugu,

Her iki y6ntemde de katsayi matrisi {iclil band matris

olan denklem sistemlerinin ¢&ziilmesinin gerektigi,

H? Bilgisayar islem zamanlarainin biiylik farklilik g&ster-
medigi,

5? Kiibik spline fonksiyonlarinin kullanilmasinda sonlu
farklarin kullanilmasina gdre ayrica bir interpolasyon
islemine gerek kalmadan ara noktalarda fonksiyon de-
gerlerinin bulunmasinin miimkiin oldugu ve bunun uygu-
lamaciya kolaylik saglayacaga,

saptanmistair.



In thic ti es s in 1 S
of hyperbolic partial diffe an 1 vt
by using cubic spline functions. In the 1m 1
of the same equations with finite difference method:
those with cubic spline functions, error analysis have been

carried out.

The thesis consists of two parts. In the first part,
spline functions, particularly cubic spline functions have
been summarized.

In the second part, initial and boundary conditions
haye been given as functions, and a method of numerical
solutions has been tried to form by using cubic spline
functions on a certain direction in general hyperbolic
partial derivative equations. In the equation for this,

82u = a(x,t) 82u + b(x,t) & Fogh c(x,t)u
b bl b
2 £2 3 x2 3 x

RS L, T2>0

finite difference representation for the derivative according
to t on the left side of the equation and cubic spline functions
on the right side have been used.

The order of procedures and error analysis in the
method of numerical solution “together with the summaries
for the finite difference diagram and error analysis for
finite differences have been included in this chapter.



In the same chapter, numerical application for a
hyperbolic equation with constant coefficient and a computer
program have been given together with outputs for various
step lengths.

When each method has been compared, it has been
determined:

1. That, the turuncation errors shown by %ﬂ> and ESF

are the same order,

2. That, in both methods seem equally viable terms
of obtaining solution,

3. That, in both methods, require the evaluation of
a tridiagonal system of equations,

4. That, computer process times have not shown
important difference,

5. That, in the use of cubic spline functions, it
is possible to find the function values in
intermadiate points without resorting to an

interpolation process and that this will provide.

v



[. SPLINE FONKSTYONLARI (SPLINE FUNCTIONS)
1.1. SPLINE FONKSIYONU (SPLINE FUNCTION) NEDIR?

Spline fonksiyonlari, parc¢a parca (piecewise) veya
polinom tipli fonksiyonlaran bir sainifidir. Polinomlardan
biraz daha az baglayici olarak slreklilik sartini saglarlar.
Bu nedenle polinomlarin genel bir gekli olarak tanimlanabi-
lirler. Spline fonksiyonlarinin adi, milhendislikte kullani-
lan ve "spline" denilen bir mekanik aletten gelmektedir.

Bu alet diizglin bir efri ¢izebilmek i¢in teknik ressamlar
tarafindan kullanilir. Aletin esasi, ¢izilecek egrinin iga-
retlenmig belirli noktalardan gecmesini saglamak ig¢in kul-
lanilan ¢elik veya plastik bir serittir.

[a,b] araliginda x degiskeni ile gdsterilen, a=x
Xl,...., xn = b dizisi ve bunlara karsilik gelen bagimli
degisken degerleri bir Y vektdril icinde Y: Yos Yyv==s ¥,
olarak verilsin. S(x) ile g8sterilen m'ci dereceden bir
Spline fonksiyonu (spline function), asagidaki iki sarta
saglayan ve reel [a,b] araliginda belirlenmis bir fonksiyon-
dur.

1. Her [xi, xi+1] alt araliginda S(x) fonksiyonu m'eci
ya da daha dz dereceden bir polinomdur. Burada i=0(1l)n de-

gerlerini alair ve e e, W e olabilir.

2. S(x) fonksiyonu ve bunun (m-1)'ci mertebeye kadar
tiirevleri la,bl araliginda siireklidir.

Acik olarak goriildiigd gibi ikinci kosul, secgilen
Spline fonksiyonunun diigiim noktalarinda siirekliligi sagla-
masi ig¢indir.



Tek dereceden yani k > 0 A k € N* olmak izere (2k~1)ei
dereceden bir Spline fonksiyonu, [a,b] sonlu araligi disinda,
(-2,a) ve (b,+*) araliklarinda (k-1)'ci dereceden bir polino-
ma indirgenebilirse, bdyle Spline fonksiyona "tabii Spline
fonksiyonu" denir. Bu tiir fonksiyonlar SN(x) geklinde semboli-

ze edilirler.

Spline polinomunun derecesi m = 0 ise ikinci kosul is-
lemez ve Spline fonksiyonu adim fonksiyonu (step function) ha-
lini alir. Sayet m = 1 ise, Spline fonksiyonu bir kirik cizgi

ailesi olur. S(x) Spline fonksiyonu genellikle [x; z;] ve

-1

[xi, X:+.) gibi iki komsu aralikta farkli polinomlar olarak

it
verilmistir. Cok &zel durumlarda S(%X) Spline fonksiyonu [z,b]
araliginin tamaminda bir tek polinom olarak verilebilir. Bas-
ka bir deyimle Spline fonksiyonu, adim fonksiyonunun m'inci

mertebeden belirsiz integrali gibi tanimlanabilir.

S(x) Spline fonksiyonu, [a,b] araliginin u¢c noktalarin-
da,

s¢Pl¢a ) = 5P w7 p = 0(1)(m-1) (1.1)

bagintisini sagliyorsa bu tir Spline fonksiyonlarina periyodik
Spline fonksiyonlari denir. Spline fonksiyonlari ic¢cin, cesitli
kaynaklarda birbirinden biraz farkli sayilabilecek tanimlara
rastlanmaktadir. Birincisi D.J. Fyte (1964), Bickley, Schoen-
berg (1964) tarafindan 6nerilen ve genel sekli

B

S(x) = p(x) + T d. (x-x.)™ 1.2)
i=0 A

olan Spline fonksiyonudur. Burada i her bir alt aralifain bas-
lama noktasinan indisidir. X, = ave X = b alinmstir. P(x)

(m=-1)'eci ya da daha az dereceden polinomlar ciimlesinin bir
elemanidair.



; m-1

seklindedir. [xo, xl] araliginda m'ci dereceden Spline fonk-

siyonu,
= m-1 ” m
S(x) = a, + al(x-xo) * 6@ am_l(x-xo) + do(x x,)

a.w

olur. Daha sonraki her [x;, xi+1] i = 1(1)(n-1) alt aralaga
icin d; (x-xi)m terimi ilave edilerek [a,b] araliginin tama-
minda gecerli olabilecek Spline fonksiyonu Denk. 1.2) deki gi-
bi yapilabilir. Bu tiir uygulamada m tane a, i=0(1)(m-1) ve

n tane d; 1i=0(1)(n-1) olmak lizere m +n tane bilinmeyen
mevceuttur. Bilinmeyen bu katsayilar, Spline fonksiyonunun

varligi tanimi ve sinir kosullari yardimiyla belirlenir.

Derecesi m olan S(x) Spline fonksiyonu i¢in bir baska
tanim Gerald (1970) tarafindan verilmistir. Buna gdre her
(x5, X;,7] alt araliginda farkli olan Spline fonksiyonlari,

N =3
St = acy * ali(x-xi) + a2i(x-xi) # wiwe

o+ a )m"l

m
(x—xi + ami(x-xi) (1.5

(m-1)1i
gibi diiglinlilmiistlir. Burada bilinmeyen asi j = 001)m katsa-

yilara asagldéki sekilde bulunurlar.

Once her bir [x;, x;,7] alt araliBinin uc noktalari
igin S(x;) ve S(x;49) yazilir. Denk. 1.5 ile verilen S(x)'in

(m-1)'ci mertebeye kadar tiirevleri alinarak Xsy X5, noktala-

3
rinda bu tilirevler degerlendirilir. S(x) fonksiyonunun (m-1)'ci
mertebeden tlrevleri M; i = 0(1)n ile gdsterilirler. Bdylece

aji [ = 0(1)m, i = 0(1)n] katsayilari, Mi'ler cinsinden ifa-

de edilirler. Sonra komsu iki alt araligin ortak diifiim nokta-



larinda S(x) fonksiyonlarinin birinci mertebeden tilirevleri-
nin yani bu noktadaki tegetlerinin egimlerinin ayni olmasa

kosulu ile elde edilen ve katsayi matrisi tic k&segenli band
0(1)n deger-
katsayilari belirlenir.

matris olan denklem sistemi c¢&zililerek M, i
leri ve bunlara bagli olarak da aji
fkinei tanima bagli kalinarak, F.R. Loscalzo ve T.D.
Talbot tarafindan y' = f(x,y) seklindeki diferansiyel
denklemlerin baslangi¢ deger problemi olarak sayisal ¢&zlim-
leri i¢in ®nerilen Spline fonksiyonlar da Taylor Seri agini-

mina benzer. Diferansiyel denklem
| £f(x,y) - f(x,y*)| <L | y=-y¥* a<x<b»bD

Lipschitz kosulunu sagliyorsa, y(a) = y, baslangic degeri
ile, y(x) diferansiyel denkleminin bir c¢&ziimii vardir. n,me:N+
ve n > m olmak lizere, h = (b-a)/n olacak sekilde, m'ci dere-
ceden S(x) Spline fonksiyonlari, X = a + h, a + 2h, ....
a + (n-1)h dugilim noktalari oldugunda ilk [a,a + h] alt
araligi icin

9

SLX) ™ y(a) # y*(a)(X=-&) + "5, ¥ TﬁgTTT ym“]‘(a)(x-—a)m-1
+ = b (x=a)" 1.6)

-

seklinde tanimlanir. Burada bo katsayisi bilinmeyendir. Ancak
bux = a + h i¢in, y' = f(x,y) diferansiyel denkleminin Spline
fonksiyonunca saglanmasi kosulundan,

§'(a + h) = f(a + h, S(a + h)) a.?n

bagintisi ile kolayca bulunur. lsleme devam edilerek k'cai
alt aralik icin



m= |1
S(x) = 2 -j-Lr 3('J)l-l + (J=1)h| [x=-Ca - )

=0
+ v [x - ta+ (=DWI™ by _y (1.8)
seklinde Spline fonksiyonu yazilir.
S'(a *+ kh) = f(a * kh, S(a * kh)) (1.9)

bagintisa ile bk—l katsayilarai daha sonra da her bir [xi,xi+1]
alt aralipgil igin Spline fonksiyonunun son gekli belirlenmis
olur. Ahlberg, Nilson, Walsh'in &nerdigi bir baska sekilde

belirlenen Spline fonksiyonlarai da vardair. Buna gtre, M. =

i
(m"l) - - 1 = -
S (xi+1) ve h, X3417%y 1 0(1)(n=1) olmak ilizere
her bir [xi, xi+l] alt aralaigi ic¢in
(m-1) _ *ie1™ X ol iy
S (x) = Mi [—T] s Mi"’l [-—lr-] (1.10)

olarak alanir. Denk. 1.10 m'ci dereceden bir Spline fonksiyo-
nunun (m=1)'ci mertebeden tiirevinin lineer olmasi varsayimi
ile yazilmigtir. Denk. 1.10%un m-1 kez belirsiz integralinin
alinmasi ile her lxi, Xi+1] alt aralaiginda

m
(xi’1 - X) (x-xi)

-1
S(x) = (-1)™* M, * My TR *
v E (m=-1)"! hi i+1 m=1 'hi

m-1 m-2
* CX + C, boemen ¥ Glang (1.11)

bulunur. Buradaki Cl’ C2, s Taid Cm_1 integrasyon sabitleri,
[xi, xi+1] alt arallklarl?lﬁlgclarl olan X; ve Xi.4q diigiimle~-
rinde S(x), 8'(X)y vvu 5 80 (x)'lerin, ¢dzim fonksiyonu

f(x) ve tllrevlerine egit olmasi kosullarindan elde edilen
(m=1) tane bapginti yardimi ile bulunur. Bu tilr g&steriligle



Mi'leri bilinmeyen olarak bulunduran bir denklem sistemi ile
karsilasilir. Katsayi matrisi ticll band matris olan bu sis~
temin ¢dziimi ile Mi'ler bulunur. B&ylece [xi’xi41] alt ara-
liklarinin her biri i¢in S(x) Spline fonksiyonlari belirlern~

mis olur.

Spline fonksiyonlari c¢ok eski bir gecmige sahip olma-
larina ragmen ancak 1960'lardan sonra birgok procblemin sayi-
sal ¢8zlimlerinin bulunmasinda basari ile kullanilmislardir.
Bu problemlerden biri de hiperbolik denklemlerin sayisal ¢d-
ziimleri olabilir.

1.2. KUBiK SPLINE FONKSiYONU

Spline fonksiyonlarinin uygulamalarda kullanilmasinda
bazi glicliikler vardir. S(x) Spline polinomunun derecesi art-
tikca islemler karmasiklasir, problemin boyutu bilylir. Bu ne-
denlerle genelde k = 2 olmak lizere, liclincli dereceden inter-
polasyon fonksiyonlari,yani kilbik spline fonksiyonlarinmin
kullanilmasi distlinliliir.

Kiibik Spline fonksiyonlarinin elde edilisleri icin de
cesitli y6ntemler kullanilir.

1.2.1. Momentler Yardimi ile Elde Edilisgi

Kiibik Spline fonksiyonlarinin bu y&ntemle elde edili-
sinde, genel olarak (a,b) araliginin her [xi, xi+1] alt ara-
liginda S(x) ile gd&sterilen 8yle bir fonksiyon aranmir ki,
bu fonksiyonun kendisi, birinci ve ikinci tlirevleri (a,b)
araliginin tamaminda silirekli olsun. B8yle bir Spline fonksi-
yon her alt aralikta bir kubik ile cakisir ve S(xi) - ¥3
i = 0(1)n saglanir.



Kisim 1.1 de verilen f{iclinci tanima gére S(x)'in ikin-
ci tlirevlerini yani 8"(x4) i = 0(1)n degerlerini M; ile gds-
tererek ve kilbik polinomun ikinci tiirevinin lineer olmasi ne-
deniyle [x;_q, %;,7] alt araligir icin S(x) kubik spline fonk-
siyonunun ikinci tiirevi

S"(x) = M;_ 77,y I M (1.12)

3 hi 1 hi

seklinde yazilir. Burada h; = x. - x, ; alinmigtir. Bu denk-
lemle verilen S"(x) ifadesinin ardarda integrasyonu ile S(x)

Spline fonksiyonu elde edilir.

Denk. 1.12 bir kez integre edilerek

: (x;=%) (x-x;_4)
S (X) = "Mi_l —'2}1—. + Mi —Th:—— + Cl - (1-13)
i i
bulunur. Burada Cy integrasyon sabitidir. Bu yeni denklem
tekrar integre edilirse

3
(x;-x) (x-x; _4)

S(x) = Mi'l Thi——— *Hi —GE;—— + Clx + C2 (1.14)

elde edilir. [xi—l’ xi] alt arelnigina karsilik gelen ;.1 Ve
y; degerlerinin Yici - S(xi_l) ve.y.. = S(xi) kosulunun sag-
lamasi varsayimindan

2
h
= " 8 -
Yier Mg TG 353G i=1(1)n (1.15)
h2
yi =My F +C % ¥ € i=1(1)n (1.18)

gibi iki denklem elde ediliy. Demk. 1.15 ve Denk. 1.16 nin
ortak c¢dziimiinden integrasyon sabitleri ¢, ve C,
Vi = ¥ia "
Cl = ——F‘T——‘ - (“i - Ri‘l) T (1.17)



C - sl (Xi Mi_l-xi_lMi) — (1018)

olarak bulunur. Integrasyon sabitlerinin bu degerleri Denk.
1.12 ve Denk. 1.13'de yerine konarak

(xi-x)2 (-x—xi_l)2
S'(x)m=M, , ———— + My ———== ¢
2h 2h
y Vi M. - M._
s i-1 1 -1 4, (1.19)
h 6 4

(x.jx)a (x xi-l)3 M. 4 hi
S(x) = Ml 1 i+ Mi + (yl_l- )
6hi Ghi 6
2
X.=X M. hi X=%X; _1
( ) -» (yi— )( ) (1.20)
. 6 5 S
i - 3

kiibik spline fonksiyonu elde edilir. Denk. 1.20'de bilinme-
yen olarak Mi i=0(1)n kalmistir. Bu Mi'lerin bulunmasi icin
[xi_l, xi] ve [xi, xi*l] komsu araliklarinin ortak diUgilm
noktalarindaki tilirev ifadeleri

h. . ¥ = ¥
Sf(x; XY a2 M,  +—2 s+ 1 171 (1.21)
6 3 hy
b PE. V. - ¥
Etix ) w T SR gy g SOML_ 4 (1.22)
3 6 h

i+l



yazilir. Burada hi=xi-xi_l ve h1+1 = Xe - %y olarak

lanilmistar.

S'(Xi") - S'(Xi"‘)

varsayimindan Denk. 1.21 ve Denk. 1.22 yardimiyla

aisd 1*——hi M, + o Vi-l
e 3 % h.
o it
I i 1 NN i v Yiel ~ Vi
i " i+l
3 6 o

elde edilir. Yukaridaki esitlik yeniden diizenlenecek

hy A ] Bieg
Mgy v ool gt I-deferiegy o
o 3 6
y - ¥ y ¥yed
A=t i_ i -“i-1 i=1(1)(n-1)
h1+1 hi
seklinde veya
h.
a. = 1+1 , B.=l-a
Fiakg h. 1 1
-5k e

tanimi ile yeniden

B. M. +2Mi+aiM

i i-1 LS

kul~

(1.2

(S
N

(1.2%)

(1.25)

(1.26)
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h.

ek hia
olarak yazilir. Her [xi—l’ xi] alt aralipl icin yazilan bu

sekildeki denklemler Mi degerlerine baglidir. Denk. 1.27 nin

sag tarafinmi i=1(1)(n-1) i¢in

[y o1=Ys) £ hsq] - [lygmys AR
d;=6 il ~ 2 Al L2l = (1.28)
hy

*hja

olarak ifade edilip ayni denklem i=1(1)(n-1) ic¢in

By Mg_p *+ 2My * oy My = dy (1.29)

seklinde yazilir. i=0 ve i=n durumlari icin uc kosullarinin

verilisine gdre farklai d_ ve dn' degerleri elde edilir.
Tabii spline fonksiyonlarinda m=3 olmasi durumunda
her bir [x;_;» xi] alt araliginda kiibik spline fonksiyonla=

r1 asapida aciklandigi gibi bulunur.

3(x) fonksiyonunun (=%, a), (b, +=) araliginda lineer

olmasi varsayimindan

Sh AP« FRMEY's U (1.30)

veya

Mo =M =0 €1.31)
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olurki, bu durumda kiibik spline fonksiyonu tabii spline fonk-
siyon olur. O zaman Denk. 1.27 ile M, bilinmeyenleri ig¢in

asagidaki gibi bir denklem sistemi elde edilir.

i 1T i T
9 o Bain 0 0 0 Ml dl
32 2 az . o 0 0 0 M2 d2
0 33 o 0 0 0 M3 d3
St o . : . ; = (1.32)
B0 0l 7% W Ao, d_,
& 0 0...8_, 2 ‘o JIM, d_s
L 0 0 0 . . . 0 Bn—l 2 J L Mrl-l‘ | dn-l_
Bu denklem sisteminin c¢&ziimili ile Mi 'ler bulunur.
Bulunan Mi degerleri Denk. 1.20'de yerine konarak her [xi-l’

xi] alt araligi i¢in (a, b) araligir boyunca kiibik spline
fonksiyonlari bulunmus olur.

1.2.2. Kiilbik Spline Fonksiyonlarinin Diiglim Nok-
talarindaki Birinci Mertebeden Tiirevlerin
. Kullanilmasiyla Ifade Ediligi

Teorem 1.1. X;5 i=0(1)n n>2 diglm noktalari bu nok-
talara karsilik gelen degerleri verilsin. 0 zaman dyle
bir S (x) kilbik spline fonk51yonu vardar ki,

sV(x;) =y i=0(1)n (1.33)

bagintisi saglanar.
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Ispat: SN(x) 'in polinom parcalari asagidaki gibi _

yazilir.
P3,D(X) = Cl,O + C2,0 (x—xo), -w<k<xo
P, (x)=C, « + C, .(x-x;) C, :(x-x;)° +
o B 1 e 2,14 i L P 1
+ Cu,i(x-xi)a, X3 < x < X549 i=0(1)n-1 (1.34)
P3,n(X) = Cl,n + C2,n (x-xn) X S x <+
ve
P3,i-1(xi) = P3,i (Xi) = i=0(1)n (1.35)

olmasi istenir. Eger,

= 1 = 1 P
m; P3,i-1(xi) P3,i (xi) i=0(1)n (1.36)

olarak bilinirse o zaman P ; Ppolinomlarinin katsayilara
kolayca bulunabilir.

Ci:6=Ys Cy i =3 i=0(1)n ¢E.373
C2’0==‘mo C2,i = m, i=0(1)n (1.38)
CB,i ve Cu,i katsayilara da,
1
Faa Byaq) = ¥yuq0F Py o Axied) = By A1% 0%
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sartlari ile belirlenir. Bx, = hy = x,=%; 4 i=1(1)n ic¢in,
2
; A = y. .40
C1,1+C2;i h'+C3,1 hl 4 Cu,l hl Yis1 (1 )
C., .#42C, . h, + 3C, . h> = m, (1.41)
2 gl b U R« Hs1 31 i+l
bagintilarina denktir. Denk. 1.40 ve Denk. 1lH#l C3 i Ve Cu i
b L
ig¢in Yis Yiape Myo My4q 'e gdre c¢bziillirse,
= - 5 =, . .’ Y vuz
hy Cs,i 3f[xi, xi+1] 2m1 m,q i=1(1)(n-1) (1 )
2
= - U
h.l Cu,i 2f[xi, xi+1] + omo+m. o (1.43)
bulunur. Burada,
Yie1 = Y3
. . - .uy)
4 [xl, x1+l] ~ (1
2

arrs

Henliz bilinmeyen olarak bulunan m,
hesaplanir.

JEETIROE Y i F

3,i 141 1i=0(1)(n-1)

kogullari,

i=0 icin 0’(:3,1
i =1 icin C3,1 * 30 Cu,1 "03,2
i=2 dgin %Cy , % 3h, C, , =Cy 4
i=n-2  icin C3,n-2"3Pn-2 Cu4, n-2"C3,n-2
i=n-1 icin C3,n—1*3hn-1 C“.n—l. .

'"ler asagidaki gibi

(1.%35)

(1.%8)



- LI -

denklemleri ile verilen bagintilara denktir. Denk. 1.46 ile

verilen denklem sisteminde, C ve Cu i icin Denk. 1.42 ve

3,1 5
Denk. 1.43 ile verilmis degerler yerine konursa,

2 m, + my = 3f[xo, xl]

m.+ h

* 2 Ixyyy%x5 41 mg* hy g

i Ti-1

= 3f [xi-l’ xiJ hi + 3f [xi, xi+1] h.

(1.47)
i=1(1)(n-1)

mo_q* Zmn = 3f [xn_l, xn]

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem, m, i=0(1)n'lere gdre
katsayir matrisi lic k&segenli band matris olan lineer bir
sistemdir. Denk. 1.47 ile verilen bu sistemin her zaman bir
tek ¢&6zlimil vardir. Bdylece m, i=0(1)n bilinirken Cl,i’ C2,i’
C3,i’ Cu,i i=0(1)n Denk. 1.37, Denk. 1.38, Denk. 1.40 ve
Denk. 141 ile belirlenmis olur. Bdylece teoremde ispat edil-
mis olur.

141755 ile verilen
alt aralik uzunluklara hi = h olarak alinir. BSyle olunca
Denk. 1.u4u,

Genelde yapilan iglemlerde h, = x

Yis17Yi
h

4 [xi, X (1.48)

i+1l=

seklini alir. Denk. 1.47'den

i
mg ¢t By *;_ [yl ¥ yo]

m.

i-1

3 1= -
+umi+mi+l--—h— - FeE. v; _1] i=1(1)n-1 (1.%9)



i
mn-l b 2mn h [yn yn-l]

seklinde bir sisteme déniisiir. C, ., k=1(1)4, i=1(1l)n katsa-

k,1
yilarinin bulunusu farkli uzunluklu alt araliklarin kulla-

nilmasi halinde oldugu gibidir.

1.2.3. Kilbik Spline Fonksiyonlari ile Interpolas-
yonda Hata

Kiibik spline fonksiyonlari ile yapilan interpolasyon-
da hata, diger interpolasyon y&ntemlerindeki hatalarin aras-
tirilmasindan farkli degildir.

o, Xo’ Xysesey X 5 D 2 1 verilmis ise genel interpo-
lasyon formiild
f(a) = Bof(xo) 4 Blf(xl)+...+an(xn)+E[f:a] (1.50)

olsun. Bu formiil n, ci ya da daha az dereceden polinomlar
igin tam olarak dogrudur. Spline fonksiyonlari ile interpo-
lasyonda E[f:a] ile gd&sterilen hata asagidaki teorem yardi-
miyla belirlenebilir.

Teorem 1.2. n alt aralik sayisi, m 'de interpolasyon
polinomunun derecesi olmak iizere, 1<n<n esitsizlii saglan-
diginda, sadece m, o, Xs i=0(1)n 'e bagli 8yle bir Km(t)
fonksiyonu vardir ki; f(x), W™
rina ait oldugunda,

[Mm; a,b] fonksiyon sinifla-

b

E [f:a] =af Km(t) f(m)

(t)dt (1.81)

olur. Ayraca Km(t),
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x>t ise (x-t)?t

3.
(x-t), | x<t ise 0

seklinde tanimlanir.

Ispat: Bir Mm sabiti ic¢cin, f(x) € Wt [ Mm; a, b] ol-

dugu diislinlilstin. 0 zaman f(x) fonksiyonu,

m-1

Q,_,(x)= fa)+(x-a) £ 1) ays, ., oAxma) Telm-1) 0y (3,53a)
- (m=-1)"
1 b m-1 _(m)
Rm(x) = — i i (x-t) £ (t)dat (1.53b)
(m-1)"! a

olmak tUlizere

f(x)==Qm_l(x) + Rm(x)

seklinde Taylor serisine ac¢ilabilir. E[f:a] bir lineer fonk-
siyonel oldugundan,

E[f:a] = E [Q,_;*R ;0]

=E[Q, ;3] EI[R sa]

elde edilir. Ancak f(x) (m-1) 'ci veya daha az dereceden bir

polinom oldugunda, interpolasyon tam olacagindan,
E[Q_130] =0
dir. Bu da,

E[f;a]=”E[Rm;a] (1.54)
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olmasini gerektirir. O zaman,

b
E[R sa]= ——— J (a-£)™ 1™ (gyar -
m
(m-1)! a
n b
L &8de loie Pene1) 4000S (x.-t)™1e(m) 4yae
(m=1)! i=1 'M71)»1 s

olur. Yukaradaki bagintidaki integraller birlestirilirse

b
E [R :a] = —2 S {ta-t)™1
- (m-1)! a
(1.55)
- g P (a)(x -t)m_l } f(m)(t)dt
i=1‘m—l’i i L

elde edilir. Burada Prpe1 (m-1), dereceden tabii spline poli-
nomudur. Bundan sonra,

n
L fe-)™-Z P (adx -0l Lse)

K ()=
m Cm=1) juy M1,1

yapilabilir. Denk. 1.54, Denk. 1.55 ve Denk. 1.56 bilestiril-
diginde Denk. *1.51 bulunur.

Denk 1.50 ye g®6re tabii kiibik ara interpolasyon fonk-
siyonlari i¢in, Teorem 1.2 ile f(x), WZ[MZ:a,b] fonksiyon-
lary sinifina ait olmak ilizere,

2 (2)
E [f:a]l= [ Kz(t) f (t)dt
a

olacak sekilde bir Kz(t) Peano fonksiyonu bulunabilir. Burada
[a,b], a, Xqs XpeooX 'leri igceren kiiclik bir aralaktir.
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1sim<n, f(x), W™ [Mm:a,b] fonksiyonlari sinifinain bir

fonksiyonu,

b
e = [ |K (t)]dt
mo m

ve [a,b] de x ig¢in lf(m)(x)|< Mm oldugunda

b b
IS f(x)dx I< [ | £(x)I dx
a a

egitsizliginin bir uygulamasi olarak,

R (m)
|E[f:a] = | S Km(t) f (t)dt |
a

b (o)
<J LK (DIl £ M)l dat
a

b

<a{ LK (£ M dt

b
Mmaf I Km(t)l dt

[
=

yani

LE[f:a]l< e M
m m

ile spline fonksiyonlaranda hata iist sinir: bulumabilir.

(1.57a)
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2. HIPERBOLIK KISMI TOREVL! DENKLEMLERIN KOBIK SPLINE
FONKSTYONLARI KULLANILARAK NOMERIK CUZOMO ICIN BIR
YAKLASIM

2.1. 6 I RIS

Kismi tlirevli denklemler uygulamali bilimlerde cokca
karsilasilan ve genelde analitik ¢8ziimlerinin bulunmasi glic
olan ya da analitik ¢&zlme imk&n vermeyen gliclli problemler-
dir. Cogu kez analitik ¢dzimin mevcut olmasi da uygulayica
igin bir anlam ifade etmeyebilir.

Uygulamaci i¢in miimerik ¢8ziim dnceliklidir. Nimerik
¢8zlimlerde de en az hata ve en kisa islem zamani g&z&niinde
bulundurulmaktadir. Iste bu iki unsurun olabilmesi i¢in bil-
gisayarlarin gelismesine paralel olarak ¢esitli niimerik c¢&-
zim ySntemleri gelistirilmektedir.

Bu bdliimde hiperbolik kismi tiirevli denklemlerin ni-
merik c¢dzilimlerinde spline fonksiyonlaranin bir kullanilas
sekli tanimlanacak ve hata analizi yapilacaktir.

Calismada, baslangi¢ ve sinir kosullari tanimlanan
hiperbolik kismi tlirevli denklemin sabit katsayilivya da degis-
ken katsayili olmasi hallerinde spline fonksiyonlari ikinci
taraftaki x 'e gdre tilirevler ig¢in kullanilmistir..Zamana

gore tilrevler ig¢in sonlu fark yaklasimi uygulanilmasi diisii-
nilmistiir.

U(x, t) fonksiyonunun,

2 2
i—% = a(x,t) 3 g + bilx.t) A

It 9 x 9 X

+ c(x,t)u

0=sx<l, t>0
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hiperbolik kismi tirevli denkleminin sabit katsayili hali
igan gcalaisma yapilacaktair. Daha sonra defiigken katsayili
hal i¢in bir genelleme yapilabilir,

2.2. SABIT KATSAYILI HAL

a=al(x,t)=St, b=b(x,t)=St, c=c(x,t)=St

durumunu ele alalim. U(x,t) fonksiyonu

2 2
R] d u du
ﬁ.u_ =a__.2 + b—— +Cu U<x<2,, t>0 (2:1)
Ix 9 X 9 X

hiperbolik kismi tlirevli denklemini,
u(p,t) =fi(t), u(l,t) = fz(t) (2.2)

sinir kosullarai ve

du(x,0)

wx,0) = gl(x) s
9t

= gy(x) (2.3)

baslangi¢ kosullara saglasin.

Yukaridaki sinir kosullarini daha genel olarak

9 u

al(t) u(o ,t)+a2(t) g
x

(0,t) =f,(t)

9 u

a,(t) ulf,t)+ au(t) (L,t)-.fz(t)

9 X

gibi vyazmak da miimkiindiir. Burada al(t), az(t), aa(t), a“(t),
£00), fz(t), gl(x) ve gz(x) bilinen fonksiyonlardir.
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Denk. 2.1 de zamana gore tilirev i¢in sonlu fark yak-
lasimlari, x 'e gdre tilirevler i¢in de kfilbik spline fonksi-

yonlara kullanilairsa (ih, jk) ag noktasinda

Ty -2U. .+ Us .
1,)-1 1,1 1,]%1 o + +
k2 a Mij bmij cuij

U

yazilir.

0<6<1l ve sifira yakin bir sabit olmak kosuluyla ve

- =
e(ui,j_l 2ui,j'Fui,j+l) 0

~ =~
e(mi’j_l o ZMi,j +Mi,j+1) o O

olabilecegi varsayimi da kullanilarak bu terimler yukaridaki

denklemin ikinci yanina eklenirse

Yi,3-17%9 3 Y Y490

k2

)+

= - *6M. .
a{eMi,j—f(l Ze)Mi,j OM;_,3+1

.

+ biomg 5 +(1=20)m; +om; o0} +

i+l

i,j+1
i=0(1)N, =1, 2, ..., Nh=f

olur. Burada m. . = S!(x.) M. .=8S%(x, N
: A g TR 1.3 Sj(xl) ve ul’:l ler de
J. zaman c¢izgisinde Sj(x) 'ler tarafindan enterpole edilen

kiibik spline fonksiyonunu g&sterirler.



Ahllberg, Nilson ve Walsh [1] den j. zaman igin
[xi-l’ xi] araliginda

(xi—x)3 (x-xi-l)3
S.(x)=M_. , , ——— *M. —
J l‘l;] 8h l‘j 6h
2 (xi‘X)

M

2
- .—h ———m— P - "l- .
K e ST L e ™ W T

M 5

(X‘X~ )
L i=1(1)N (2.5)
h

yazilir. Buradan,

= ' = h - h ui'.‘lli-uilj ‘
mi,j Sj(xi+l) -_—_Mi,j — Mi+1,j » (2.6)
3 6 h
i=0(1)(N=1)
= = h _b__ u . =] =
B3 ) n T Myt Mgyt el _dodad (9,9)
h
i=1(1)N

seklinde yazilabilen birinci tllrevlerin diiiim noktalarinda
slirekli olmasi kosulu Mi 'ler i¢in asafidaki bagintaya

s3]
cikarir.
: =20, *U, 2
I S T S S5 * BT S Y| .= i-1,] Jdad dtl,]
6 i-1,3 3 1s] 6 1tl,] hz
i=1(1)N-1 (2.8)

Benzer yaklasimlar (j-1) ci ve (j+1) ci zamanlarda da
elde edilebilir. Denk. 2.6 ve Denk. 2.7'nin uygun bigimde

kullanilmasi ile m, 3 'ler arasinda da asapidaki bagantaya
b
bulabiliriz.
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> a2 2 1 Yie1,97"i-1,9

» - . . e . o. (219)
ml‘lsJ 3 1,] 6 m1+1’3

2h

i=1(1)(N=-1)

Ayni bagintilar (j-1) ve (j*1), zamanlar i¢inde ben-

zer sekilde yagzilar.

Denk. 2.4, Mi 3 ve m, 3 'leri Denk. 2.6, Denk. 2.7,
b ]
Denk. 2.8 ve Denk 2.9 bagaintilarini (j-1) ci ve (j+1l) ci

zamanlar ig¢in kullanip, sonu¢ bagintisinda

r = k/h

. 2 2
Bl = Bar - 3brk + ck
82 = 3ar~2 - ck2

ve

2 2

83 Bar2 + 3brk” + ck

kullanarak yok ettigimizde,

(1-8,8)u; _ 1 4L+, 0)u,

1,5+ 3.1+l (1-836)u

i+1,j+l=

={248,(1-20)} u;_; .+4 {2-8,(1-26)} u, . +

E:) is3 (2.10)

{2+8,(1-28)} u,,

1’j-(1-6 ,e)ui_

p (1-839)ui i=1(1)(N-1)

*h, 3=l

seklindeki bir bagintiya déniistiirilir.
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F.G. Ragget, P.D. Wilson [19] da kiibik spline fonksi-
yonlari ile hiperbolik kismi tilirevli denklemin niimerik ¢&-
zimil i¢in yukaraidakine benzer bir algoritma tammlamaktadir-
lar. Ancak Denk. 2.4 deki m. . 'lerin hesaplanmasi daha ka-

b
risik birtakim islemleri gerektirmektedir.

Yukarida formiilasyonu verilen y&ntem i¢in ilk iki
adimda x bileseni dogrultusundaki ¢&zilimler i¢cin de sonlu
fark yaklasimlarainin kullanilmasina gerek duyulacaktir. Bu-

na gbre nimerik islem sirasini asagida verebiliriz.
2.2.1. Sabit Katsayili Hal I¢in Niimerik Iglem Sirasi

1.Adim: M. ve m. i=0(1)N 'lerin hesabai
i,o i,o

Denk. 2.3 de verilen baslangi¢ kosulu Denk. 2.8 de

j=0 ic¢in kullanilirsa

gl(xi_l)-Zgl(xi)+gl(xi+l)

s i +—M., + —M. =
6 =140 3 1,0 ¢ 1tl0o h2
i=1(1) (N-1) §2 k)
olur. Bylece N+1 bilinmeyen iceren N-1 tane denklemden olus-

mus ve katsayi matrisi ligldl band matris olan bir denklem -
sistemi bulunur. Ayrica Denk. 2.4 de 6=0 ve j=0 koyup Denk.

2.3 de tilirev icin verilen kosulda merkez  fark formiild kul-
lanilairsa

2 . 2
k“aM, bmg ) =2 [£;0)-£1(0)-kg,(p)]-ck £, (0)  (2.12)

b

ve

=
k (aMN 0+bm

. 2
, N,o) =2 [£,00=F,(0)-kg,(2)]=ckf,(0) (2.,13)



bulunur: 'Penk. 2.6 1le

gl(h)—gl(O)

ST TR . 5 pads (2.14)
0,0 3 050 6 O h
ve Denk. (2.7)ile de
g, (L)-g_(x )
o sDy P oy P 1 N-i (2.15)
N,o 3 N,o 6 N-1,0 h
bulunur.

Demilics'2.1Y, Denk> 2.17/"Denk, “2.¥3.*Denk. 2.1Y4 ve
' - . s =
M, o da dahil olmak iizere Mi,o’ i=0(1)N

ile birlikte N+3 bilinmeyenden olusan bir lineer sistem olus-

Denk. 215 m ve m
O,

turur. Bu denklem sistemi ¢&zildiiglinde yukarida belirtilen

bilinmeyenler elde edilir.

m i=1(1)(N-1) 'lerin hesabi i¢in Denk. '2.6 ve
)
Denk. 2.7'nin ortalamasi alinarak bulunan

s s .
v/ % =_h (M y + itlejria-1,]

: =M. . 2.16
1,] 1. wl o] 3tl,) 2h ( 4

i=1(1)(N-1)

bagintisi j=0 i¢in kullanilir.

Bbylece belirlenen s i=0(1)N 'ler yardimi ile t=0
. . , - - - -

yani j=0 'da herhangi noktada kiibik spline fonksiyonlari ile

¢6zlim Denk. 2.5 bagintisi kullanilarak herhangl noktalarda

bulunabilir.

2.Adim: t=k aninda (j=1) ki niUmerik c¢&ziimlerin bulun-
masi;
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Bunun i¢cin &nce Denk. 2.10 da j=0 koyup, Denk. 2.3
deki tilirev icin baslangi¢ kosullari da bir merkezi fark yak-
lasimi olarak kullanilir. Buradan N-1 denklemden olusan asa-

gidaki denklem sistemi‘c¢ikar.

2(1—819)ui_1,l+8(l+826)ui’l 2(1—636)ui+l’1 =

L

{2+8,(1-20)} g, (x; ;)+4{2-8,(1-20)} g, (x;)

+{2+B3(1-26)} gl(xi+1)+2k(l-819) gZ(Xi—l) +

+8k(l+829) gz(xi)+2k(l—836) gz(xi+ )

1 £2.17)

i=1(1)(N=-1)

uo,1=fl(k) ve u =f2(k) alinirsa Denk. 2.17 ile ve-

N,1
rilen sistem katsayi matrisi liclii band matris olan bir lineer

denklem sistemi olarak kolayca ¢&ziillir ve t=k yani j=1 'de
u; 4 i=1(1)N-1 'ler bulunur.
x

3.Adims M. ve m. i=0(1)N 'lerin hesabi M. ve
< 5l ity 1. 1,0

mi,o '"larin hesabinda oldugu gibi yine Denk. 2.3 deki bas-
lingi¢ kosulu Denk. 2.8 .de bu kez j=1 i¢in kullanilir. N+1
bilinmeyen iceren N-1 denklemden olusmus

1y g Sera, =“i-1,1'2f",1+“i+1,1
6 " B A - 3 W 6 i*l,l hz

(2.18)

i=1(1)N-1

sistemi bulunur.
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band matris olan Lineer denklem sistemi olusur. Bu sistem

e .
cbzllerek ui,j+l ler bulunur.

5.Adim: mi,j—l’ mi,j’ Mi,j-l’ Mi,j’ ui,j—l’ 1,3

bilinen degerleri kullanilarak Denk. 2.4 ile

u

ve ui,j+1
. - g O
lemden olusan bir sistem bulunur. Bu sistemde 2(N+1) bilin-

bilinmeyenlerini igeren i=0(1)N N+1 denk-

meyen mevcuttur. Denk. 2.6'da i=0 ve Denk. 2.7 de i=N ali-
narak iki denklem daha elde edilir. Geriye kalan N-1 tane
denklem de Denk. 2.167da (j=1). zaman ig¢inde bulunur. Bdy-
1,441 'ler Denk. 2.5%de
RTe i=0(1)N 'ler bulunur. Ve d&r-
diincli adima ddnilerek igslem siirdiiriliir.

lece tamamlanan sistem c&ziiliir. M

kullanilarak S.. . (x.)=u
4 e

2.3. SONLU FARK YAKLASIMLARI KULLANILARAK NUMERIK €0OzUM

Denk. 2.1, ile verilen ve Denk. 2.2 sinir, Denk. 2.3
baslangic¢c kosullarini igeren kismi tiirevli hiperbolik denk-
lemin sonlu farklar kullanilarak yaklasik ¢&ziim icin genel
ifade, Nh=%, a0 olmak kosulu ile

P4
ui,j—l Zui,j+ui’j+£=ar {aCu 2u )

SR TSy g gy gy

;

# (l—2u)(ui_ 2u }

.—2u

1,3 )+a(u-l_1

1,374, oF01° V1,501 w1 340

v
e R {a(u.

+ : -
2 Tl el

u

)+(l-20t)(ui )

- O TR +1,37i-1,3

+a ta.

i+1,j+41°¢

2
i—l,j+1)}+0k {aui,j_l+(l—2a)ui

2

+(1-20)u; . @ } i=0(1)N,j=1,2... (2.23)

,3 MUi, g+l

gibidir. Burada r=—E— 'dar.
h
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a=0 olmasi halinde en yakin sonlu fark ifadesi bulu-

nur.

Bu tii aklasimda, u_ ., u,. .
u Dy S$1m s O,]’ N,j

leri Denk. 2.2 sinir kosullari kullanilarak, u. ve u.
i,0 1,1

ctzlimleri de Denk. 2.3 ile secilen sinir kosullari kullani-

j=0, 1, 2,... c¢8zlim-

larak belirlenir. Daha sonraki zamanlar ic¢in ui,j+1 cozlim—
leri Wy 4l Ve ug o 'ler bilindigine gdre Denk. 2.23 ile
olusturulacak ve katsayi matrisi {iclii band matris olan Lineer
denklem sisteminin ¢&ziimii ile bulunurlar. Tanimlanan b&lgede

ayni tiir islemler tekrarlanir.
2.4, HATA ANALIZi

Denk. 2.10 ile verilmis ve (j-1), j, (§#1). ci zaman-
lari igeren iic seviyeli sema i¢cin kesme hatasi, Denk. 2.10
un her bir terimi i¢in (ih, jk) ag noktasi civarinda Taylor
seri agcilimi kullanilmak suretiyle bulunabilir.

Kismi tilirevlier t(zaman) 'ye gdre alindiklarindan bu-
lunacak hata ¢ift mertebedendir. 0 zaman Denk. 2.1 x"e gire
kismi tilirevler alinmak suretiyle bu amac icin kullamilabi-
lir. B8ylece sabit katsayili hal icin, spline fonksiyomlawra
ile niimerik c¢@zilimde kesme hatasi

2.2

Esp=k2h2[c r f(0)u + 2bcr2f(e)—a—u— +
Ix

2
+ (r2(2ac+b2)F(0)-ck0/6)2 B«

3x2
+{2abr’£(8)-bck26/6} 9“3 +
3 x

ax



- 3ds -

1
Lt

olur. Burada f(6)= (l-ckze)—e alinmistir.

Herhangi zamandakl ag noktalarinda u degerleri bilin-
mektedir. Bu degerler tilirevler ig¢in sonlu fark yaklagimlari
kullanilmak suretiyle herhangi bir ap noktasinda kesme hata-
sinin hesabinda kullanilir. B&lgenin sinirlara yakin nokta-
laranda ileri ya da geriye fark formillleri i¢ noktalarinda
ise merkezi fark formiillerai kullanilir. Ornegin,

.
(:xE )i,j o :ﬁr (ui+2,j-uui+1,j+6ui,j-uui-1,j+u172,j)
(2.25)
ve
33u 4
(—3)., . = (u 3u ) (2.28)

503,35 T 503 Yie2,i7 00,5700, 5Y-2,3

Denk. 2.24 ile verilen kesme hatasi ifadesinin f(8)=0 secil-

mek suretiyle basitlestirilmesi diisilinlilebilir. Bunun icin de
©'nin

£00)= -2 (1-ck?0)-8

12
dan 6= s ?;7 gibi sec¢ilmesi gerekir.
(12+ck”)

Genellikle, daha yliksek mertebeden tiirevler de, u'
nin x'e gdre tiirevleri ihmal edilebilir. O zaman kesme ha-
tasi 0(k2h2) mertebesinden 0(k'h?) mertebesine indirgenir.

Ayni sabit katsayili kismi tiirevli denklemin sonlu
farklar kullanilarak niimerik c¢&ziimiinde Eor ile gBsterecefi-
miz kesme hatasi



- 3% =

ESF=k2}12[czr2f(0L) ut2bere(a) L +r2(2ac+bE(a)

9 X
¥4 2 Bos 0 2 2
.+ {2abr“f(a)- —} 3 + { arfla) -
9 X 6 9 X
a3
e § ‘; oo ] (2.27)
1i2 9 X

seklinde verilir. Buradaki f(a) Denk. 2.19Ydaki f(a) 'dar.

Gériildiigli gibi, Denk. 2.24 1le kiibik spline fonksiyon-
lari ig¢in verilenle kesme hatasi, Denk. 2.27 ile verilen 0
ve a parametreleri esit seg¢ildiginde ve ayni sayida terim
alindiginda aynidair.

Genelde ESD ve ESF kesme hatalari ayni mertebedendir.

2.5. DEGISKEN KATSAYILI HAL

Bu halde ¢&ziim b8lgesinin biitlin noktalarinda a(x,t)x=0
olmak kosulu ile

a2

9 X

9 u

+e(x,t)u (2.28)

T s -y P DR PV R
- 9 X 9 X J X

gibi bir diferansiyel denklemin niimerik ¢&ziimiinl yapmak ge-
rekir. Formilasyon ve sonugclarin analizi sabit katsayila
hale g&re c¢ok daha karmasiktir.

Ancak Kisim 2.2'de tanimlanan teknikler kullanilmak
suretiyle Denk. 2.10 da verilene benzer bagintilar degigken

katsayili hal i¢inde bulunabilir. Bu baginti (ih, jk) nok-
tasinda,



piiea iy iRy S0t e e g

ls] P 1,] 1,]
Y = 6 - . . = 6 +

1,] Yla:l 813] Xla' Ylsﬂ Bla]

J (2.29)
dai ;

B = 3rk (—=21_ + b, )

1,7 dx 1,]

olmak lizere,

(d

I PSR T PSR SR NS PSR AL E IR PR R AP R TS DT
+(¢ifl,j+1-oxi,j+l)ui+1,j+1={?¢i-l,j+kzci-l,j (l-29)‘l"i,j
ui_l,j+u{2¢i,.+k22i,j-3(1—2e)yi,j}ui,j +
+{2¢i+l,j+K22i+l,j+(1—26)xi,j}ui+L,j
R I g RN 0, SR Y 0 By
-1 Ju

i+1,3-1"%%5,5-1""%441,5-1 i=1(1)(N-1) (2.30)
yapilabilir. Degigken katsayili hal i¢in niimerik c¢&zlimde

islem sirasi, sabit katsayili hal icin Kisim 2.3'de verile-

ne benzer gekildedir. Ancak kesme hatasi ile ilgili bagin-
tilarin olusturulabilmesi sabit katsayili hal ic¢in verilen-
lerden cok daha karmasiktir. Clinkii degisken katsayili halde
katsayi fonksiyonlarinin da herhangi mertebeden tilirevlerainin
alinmasini gerektirmektedir.



2.6. NUMERIK UYGULAMA

Bu kisimda matematiksel fizigin cesitli alanlarain-

da olusan, O&rneginj; kuantum mekaniginde Cl 1sik hizi,
= MCl/h gZ2<31)

h: Plank sabiti/2m, M partikulun kiitlesi u(x,t) dalga

fonksiyonu olmak ilizere

2 i
— —3- 2. - pPu (2.32)
Cl at X
gibi olugan ya da titregen tel igin elasite sabiti, T ge-

rilme, p: Telin bir uzunlugunun kiitlesi, VO 11k hiz oldugun-

da hareket denklemi olarak,

SRR NS LT (2.33)
Tlo t° Gx°
seklinde
ut0,t)=0 , u(L,t) =0 (2.34)

sinir kosullari ve

ulx,0)=0, 2% (x,0) =v_ (2.35)
3t

baslangi¢c kogsullari ile olusan hiperbolik denkleminin

X

X=T, t = Clt/J?, 5 M- CIU/(VOQ:) (2.36)

dénilisiimler: yapilmak suretiyle elde edilen Denk. 2.39 boyut-

1 (1yL vex=o0.0126
12 2

suz halinin niimerik c&ziimleri 6=



P S
(0.0L25)0.1 igin bir kez spline fonksiyonlari kullanilarak
bir kezde sonlu fark semalari ile yapilmisgybunun ig¢in bil-
gisayar giktilari verilmisgtir.

Boyutsuz denklem;

u(0,t) = 0, u(l,t) =0 (2.37)

sinir kosullari ve

ulx,0) = 0, 2% (x,0) = 1 (2.38)
dt
baslangi¢c kosullari ile A2=£/p olmak lizere
M R 7
et (2.39)
at d X
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SONUC

Hiperbolik kismi tlirevli denklemlerin sinir ve bas-
langi¢ deger fonksiyonlarinin verilmesi halinde bir dogrul-
tuda kiibik spline fonksiyonlari diger dogrultuda sonlu fark
g8sterilimi uygulanarak yapilacak niimerik c¢&ziimlerinin, son-
lu fark yd6ntemleri ile yapilacak niimerik c¢&zlimlerinden hata
mertebesi, islem zamani ve karsilasilan denklem sistemleri
yonlinden farklilik g&stermedigi ancak kiibik spline fonksi-
yonlarinin kullanilmasi halinde ag (i1zgara) noktalari disin-
daki herhangi noktalarda da ¢&zilimlerin bir interpolasyon
islemine gerek kalmadan kolayca bulunabilecegi sonucuna va-
rilmrstir.

Bu g¢alismanin devami olarak ayni kismi tilirevli denk-
leme her iki dogrultuda da kiibik spline fonksiyonlari uygu-
lanabilir mi?8Uygulanirsa nasil bir sonuca varilir? Sorula-

rinin cevaplari arastirilabilir.



10.

- 58 -

KAYNAKLAR

Ahlberg J.H., E.N. Nilson, J.L. Walsh; THE THEORY OF
SPLINES AND THEIR APPLICATIONS, Academic Press,
1967, Cilt 38, 284 Sa.

Albasiny E.L., Haskins W.D.j; CUBIC SPLINE SOLUTIONS TO
TWO-POINT BAUNDARY VALUE PROBLEMS, Computer
Journal, 1969, Cilt 12, ss. 151-153.

Bickley W.G., PIECEWISE CUBIC INTERPOLATION AND TWO POINT
BOUNDARY VALUE PROBLEMS, Computer Journal, 1968,
ss. 206-209.

Birkof G. and Grabedian; LOCAL SPLINE APPROXIMATION BY
MOMENTS, J. Mat. Mech., 16, 1967, ss. 987-990.

Blue J.L., SPLINE FUNCTIOQONS METHODS FOR NONLINEAR
BOUNDARY VALUE PROBLEMS, Comm. ACM, Haziran 1966
Cilt 12, No. 6. ss. 327-330.

Cox M.G., CURVE FITTING WITH PIECEWISE POLIYNOMIALS J.
Inst. Maths. Appl., 1971, Cilt 8, ss. 36=52.

Fyfe D.J., THE USE OF CUBIC SPLINE IN THE SOLUTION ON
TWO POINT BOUNDARY VALUE PROBLEMS, The Computer
Journal, Cilt 2, ss. 188-192.

Fox L., NUMERICAL SQLUTION OF ORDINARY AND PARTIAL
DIFFERANTIAL EQUATIONS, Oxford, 1962.

Fawzy T., SPLINE FUNCTIONS AND THE CAUCHY PROBLEMS II,

(Approximate solution of the differantial equation

y"=f(x,y,yl) with spline functions).

Froberg C.E., INTROCUCTION TO NUMERICAL ANALYSIS , Addison
Wesley Pub. Company, 197u4.



11.

12.

13.

1lu,

15.

16,

5 e

18,

1%,

20,

o~ B0 -

Greville T.N.E.; THEORY AND APPLICATIONS OF SPLINE
FUNCTIONS, Academic Press, 1969, 222 Sa.

Greville T.N.E, SPLINE FUNCTIONS, INTERPOLATION AND
NUMERICAL QUADRATURE, Math. Meth. for Digital
Comp. Vol. 2, 1968, ss. 156-167.

Guenther R.E.y NUMERICAL SOLUTION OF A FREE BOUNDARY
VALUE PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATIONS, App.
Analysis, 1974, Vol. 4, ss. 39-62.

Gunter H.M., INITIAL VALUE METHODS FOR BOUNDARY VALUE
PROBLEMS, Academic Press, 1973.

Hairer E., UNCONDITIONALY STABLE EXPLICIT METHODS FOR
PARABOLIC EQUATIONS, Num. Math. 1980, ss. 1-12.

Jerome J.W. and Varga R.S.,; GENERALIZATIONS OF SPLINE
FUNCTIONS AND APPLICATIONS TO NONLINEAR BQUNDARY
VALUE AND EIGENVALUE PROBLEMS,

Mitchel A.R., COMPUTATIONAL METHODS IN PARTIAL DIFFE-
RANTIAL EQUATIONS, Wiley, Aberden, 1969.

Meis T., Marcowitz U., NUMERICAL SOLUTION OF PARTIAL
DIFFERANITIAL EQUATIONS, Springer-Verlag New-York
ig81, 541 Sa.

Ragget G.F. and Wilson P.D., A FULLY IMPLICIT FINITE
DIFFERENCE APPROXIMATION TO THE ONE-DIMENSIONAL
WAVE EQUATION USING CUBIC SPLINE TECHNIQUE, J.
Inst. Math. App., 1974, ss. 75-77.

Richtmyer R.D., TAYLOR STABILITY IN COMPRESSIBLE FLOW,



- £y -

21. Rice J.R., NUMERICAL METHODS, SOFTWARE AND ANALYSIS,
Mc.Graw-Hill, 1983, 483 Sa.

22. Rubin S.G., Khosla P.K., HIGHER-ORDER NUMERICAL SOLUTIONS
USING CUBIC SPLINES, Ajaa Journal,Vol. 14, 1976,
ss. 851-858.



- 62 -

OZGECMIS

1943 yilinda Haskdy'de dogan Behi¢ CAGAL, ilk ve or-
ta 8grenimini Bursa'da tamamladi. 1962 yilinda 1.0. Fen Fa-
kiiltesi Matematik-Fizik B&liimiine ve istanbul Yiiksek Ugretmen
Okuluna kaydoldu. 1968 Subat dSneminde her iki yliksek &gre-
tim kurumunuda bitirdi. 1 Nisan 1968 - 7 Afustos 1968 ta-
rihleri arasinda Savastepe Ugretmen Okulunda Matematik Ug-
retmenligi yapti. 17 Agustos 1968'de Elazig D.M.M. Akademi-
sine Matematik asistanligina naklen atandi. 1973 yilinda
Yeterlikli Asistan oldu. Kasaim 1975'de I.D.M.M. Akademisi
Temel Bilimler Fakiiltesi Matematik B&1liimli asistanligina nak-
len atanda. 1978'de Docent oldu.

Halen Yildiz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Uy-
gulamalili Matematik Anabilim dalinda ¢alismaktadir. Evli ve
bir cocukludur.



b 9 89000 »

LT




