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ONSOZ

Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii'ne bagli Matematik anabilim dalinda
hazirlanan bu doktora tezi sekiz boliimden meydana gelmektedir.

Birinci boliim giris boliimii olup, basit anlamda ¢alismanin konusunu 6zetlemekte, amag ve
yonteme 151k tutmaktadir. ikinci béliim, farkli tiirdeki kesirli diferensiyel denklemlerin ve
tezde kullanilan kesirli tiirev tamimlarinin temel kavramlarini, teoremlerini ve ¢calismamizda
kullanilan niimerik yontemlerin altyapisini olusturan tanimlar1 ve 6n bilgileri ele almaktadir.
Ugiincii boliim ise Adomian ayristirma yontemini ele almaktadir. Dordiincii boliim
genellestirilmis diferensiyel doniisiim yonteminin temel islemlerini ve teoremlerini, besinci
boliim varyasyonel iterasyon yonteminin temel kavramlarin1 ve teoremlerini, altinci boliim
ise, calismamizin asil amaci olan, farkl tiirdeki kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
uygun olup olmadigimi arastirmak istedigimiz ¢ok degiskenli Padé yaklasiminin temel
kavramlarin1 ve teoremlerini ele almaktadir. Yedinci boliim, bu tezin asil amacinin
uygulamalar iizerinde gosterildigi, Adomian ayristirma, varyasyonel iterasyon ve
genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemlerinin, ayr1 ayri ¢ok degiskenli Padé yaklasimi
ile karsilastirilmalarini ele almaktadir. Son olarak, sekizinci boliimde ise, bir dnceki boliimde
yapilan uygulamalar gz oniinde tutularak yapilan karsilastirmalara ait, sonug ve tartisma yer
almaktadir.

Bu ¢alisma esnasinda katkilarini esirgemeyen Yildiz Teknik Universitesi, Matematik boliimii
dgretim iiyesi danmismanim Yrd. Dog. Dr. Nuran GUZEL’e, Fatih Universitesi 6gretim iiyesi
es danmismanim Prof. Dr. Mustafa BAYRAM’a ve manevi yardimlarini higbir zaman
esirgemeyen agabeyim Prof. Dr. Abdiilmecit TURUT’a ve ¢alismam siiresince bana destek
olan esime sonsuz tesekkiirlerimle. ..

Veyis TURUT
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OZET

Bu tezde, kesirli diferensiyel denklemlerin nlimerik ¢oziimleri ele alinmistir. Cok degiskenli
Padé yaklasiminin etkinligi niimerik olarak, lineer ve nonlineer kesirli diferensiyel denklemler
lizerinde incelenmistir. Cilinkii bu c¢alismanin asil amaci, lineer ve nonlineer kesirli
diferensiyel denklemler i¢in ¢ok degiskenli Padé yaklasimi kullanilarak yaklasik ¢oziimler
bulmaktir. Adomian ayristirma, genellestirilmis diferensiyel doniisiim ve varyasyonel
iterasyon yontemleriyle elde edilen sonuglar ile ¢ok degiskenli Padé yaklasimindan elde
edilen sonuglar karsilastirilmasi, ¢ok degiskenli Padé yakalsiminin son derece etkili ve
uyumlu oldugunu ortaya koymaktadir. Calismamizda kullanilan kesirli tiirevler i¢in, Caputo
kesirli tlirev tanimi temel alinmustir.

Anahtar kelimeler: Cok degiskenli Pad¢ yaklasimi, kesirli diferensiyel denklem, Zaman-
kesirli Fisher denklemi, Zaman-kesirli Fitzhugh—Nagumo denklemi, Zaman-kesirli reaksiyon-
diflizyon denklemi, Caputo kesirli tiirevi.



ABSTRACT

In this thesis, numerical solutions of the differential equations of fractional order are
considered. Numerical illustrations that include linear and nonlinear differential equations of
fractional order are investigated to show efficiency of multivariate Padé approximation.
Because, the fundamental goal of this work has been to construct an approximate solutions for
linear and nonlinear differential equations of fractional order by using multivariate padé
approximation. Comparison of the results obtained by the variational iteration method,
Adomian’s decomposition method, generalized differential transform method with those
obtained by multivariate Padé approximation reveals that multivariate Padé approximation is
very effective and convenient. The fractional derivatives are described in the Caputo sense.

Keywords: Multivariate padé approximation; Fractional differential equation, Time-
fractional Fisher equation, Time-fractional Fitzhugh—Nagumo equation, Time-fractional
reaction-diffusion equation, Caputo fractional derivative.
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1. GIRIS

L’Hospital tarafindan Leibniz’e, tiirev operatoriiniin kesirli olmasinin anlaminin soruldugu
mektupla (Ross, 1977) matematik literatiiriine giren kesirli diferensiyel denklemler,
giiniimiizde pek ¢ok alanda kendini gdstermektedir. Matematik, fizik ve kimya yaygin olarak
kullanildig: alanlar olmasinin yaninda, viskoelastisite problemlerinde (Blair, 1947), elektrik

devrelerinde (Podlubny, 1999), biyolojide (Anastasio, 1999), ve kontrol teorisinde de

(Oustaloup, 1991) kesirli diferensiyel denklemlere rastlanmaktadir.

Adomian ayristirma, varyasyonel iterasyon gibi hem tamsayi tlirevli hemde kesirli tiirevli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan niimerik yoOntemlerden baska, &zellikle
kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bazi yontemler gelistirilmistir. Bunlar arasinda,
Momani, Odibat ve Ertiirk tarafindan gelistirilen genellestirilmis diferensiyel doniisiim
(Odibat, Momani , 2008a; Momani, Odibat, 2008; Momani, vd., 2007) ve Arikoglu ve Ozkol
tarafindan gelistirilen kesirli diferensiyel doniisiim yonteminden bahsedilebilir (Arikoglu ve
Ozkol, 2007). Adomian ayristirma, varyasyonel iterasyon, genellestirilmis diferensiyel
doniisiim yontemlerinin kesirli diferensiyel denklemler {izerindeki uygulamalar: literatiirde
yeterince mevcuttur ve bu yontemlerle yapilan c¢aligmalarin dogrulugu ve etkinligi
gosterilmistir (Odibat ve Momani, 2008b; Momani, 2005; Ertiirk, vd., 2008; Odibat, vd.,
2008; Odibat ve Momani, 2006; Odibat ve Momani, 2008a; Momani ve Odibat, 2008;
Momani, vd., 2007; Momani ve Odibat, 2007; Odibat ve Momani, 2008c; Rida , vd., 2010;
Odibat ve Momani, 2009).

Henri Eugéne Padé’nin doktora ¢aligmasiyla literatiire giren, Euclid algoritmas: ve siirekli
kesirler temel alinarak gelistirilen (Brezinski, 1991), J.S.R. Chisholm ile baslayip (Chisholm,
1973), Levin ile devam eden (Levin, 1976) ve Cuyt tarafindan teorisi ve kavramlar1 daha da
sistemli hale getirilen (Cuyt, 1983) Padé¢ yaklasiminin tek degiskenlisi icin, yeterli derecede
tamsay1 tiirevli diferensiyel denklemler {izerine ¢alisma olmasina ragmen, kesirli diferensiyel
denklemler i¢in oldukga siirlidir (Momani ve Qaralleh, 2007; Momani ve Shawagfeh, 2006).
Cok degiskenli Padé yaklagimi i¢in aynisini sdylemek miimkiin degildir. Tamsay1 tiirevli
diferensiyel denklemler iizerine yapilan ¢alismalar ¢ok sinirli olmasina ragmen (Turut, vd.,
2010), kesirli diferensiyel denklemler {izerine hemen hemen hicbir calisma olmadigi

sOylenebilir.

Bu yiizden, bu ¢aligmada ¢ok degiskenli Padé yaklasiminin kesirli diferensiyel denklemler

lizerine uygulanabilecegi amaci hedeflenmis ve bunun i¢in, yukarida bahsedilen Adomian



ayristirma, varyasyonel iterasyon ve genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemleriyle elde
edilen ¢oziimler ile ¢ok degiskenli Padé yaklagimiyla bulunan ¢éziimlerin karsilastiriimasi
yapilmigtir. Karsilagtirmalar i¢in, icerik acisindan son derece zengin oldugunu

sOyleyebilecegimiz farkli siniftaki kesirli diferensiyel denklemler 6zellikle segilmistir.

Adomian ayristirma yontemi ve ¢ok degiskenli Padé yaklasiminin karsilastiriimasinda non-
lineer zaman-kesirli diferensiyel denklemler, genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemi
ve ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin karsilastirilmasinda zaman-kesirli reaksiyon-difiizyon
denklemleri, varyasyonel iterasyon yontemi ve ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin
karsilastirilmasinda ise non-lineer zaman kesirli hiperbolik ve lineer zaman kesirli Klein-

Gordon zaman-kesirli difererensiyel denklemler secilmistir.

Son yillarda, kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimlerinde Riemann-
Liouville tiirev operatorii yerine, Caputo anlaminda tanimlanan tiirev operatorii daha ¢ok
tercih edilmektedir. Bunun sebebi, baslangi¢ kosullarini igeren kesirli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimii i¢in Caputo tlirev taniminin daha kullanish olmasidir. Calismamizda da
baslangic kosullarini igeren kesirli diferensiyel denklemler tercih edildiginden, Caputo

anlaminda tanimlanan tiirev operatorii kullanilmustir.

Tamsay1 tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oéziimiinde, Padé yaklasiminin kullanigliligi ve
etkinligi bilinmektedir. Bu ¢alismayla da, kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde, ¢ok
degiskenli Padé yaklasiminin kullanishligi ve etkinligi, farkli smiflara giren kesirli

diferensiyel denklemler {izerindeki uygulamalardan elde edilen sonuglarla gosterilmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER
Bu boliim, calismamizda kullanilan tanim ve teoremleri icermektedeir.

Tanmm 2.1: m. dereceden bir

f(x)=ax"+ax""'+..+a, x+a, (2.1)
polinomunu g6z oniine alalim. Bu polinomun sifira esit olmasiyla elde edilen
f(X)=ax"+ax"" +..+a, x+a, =0 (2.2)

seklinde ki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina, f(x)=0 denkleminin
derecesi denir. f(x) polinomunda f(x,)=0 denklemini saglayan x, ye denklemin kokii

denir (Celik, 2002).

Tanmm 2.2: ¢,,b € R ve x,’lerde degiskenler olmak tizere,

X, +c,x, +...+c,x, =b (2.3)
seklinde ki bir ifadeye lineer denklem denir.

a;,b, € R ve x, bilinmeyenler olmak tizere,

a,x,+a,x, +..+a,x, =b

ay X, +ay,X, +...+a,, x, =b,

(2.4)
a,x +a,x,+..+a, x =b
seklinde ki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir. Burada
A - [alj ]n1xn (2.5)
matrisine sistemin katsayilar matrisi ve
b, X
b X
B=|2| , x=|" (2.6)
bVl le

matrislerine de, sirasi ile sistemin ikinci yani ve bilinmeyenler matrisi denir.



a4, dp a, b,
a,, a, -+ a, : b
21 22 2 : 2
[4:B]= |@ = @ 0 @.7)
am 1 am 2 amn : bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lineer denklem sistemini, matrisle Ax =B seklinde gosterebiliriz. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi iizerinde yapilan elementer satir

islemleri, sistemin ¢oziimiinii degistirmez. Yani;

i) Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

ii) Herhangi bir denklemin her iki yani sifirdan farkli bir skalerle ¢arpilirsa,
iii) Herhangi bir denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle carpildiktan

sonra bagka bir denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢éziimleri ayn1 kalir.Bu sebepten,
[A:B] genigletilmis katsayilar matrisini eselon forma getirerek ¢oziimler bulunabilir. Bu
metotla sistemi ¢ozmeye Gaus-Jordan yok etme ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon
forma getirerek ¢c6zmeye de Gauss-Jordan indirgeme adi verilir (Turut, 2007).

Tamm 2.3: A nxn tipinde bir matris olsun. Eger |A| #(0ise A matrisine (tersi mevcut ise)

non-singiiler (regiiler) matris,

A| =0ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singiiler (regiiler

olmayan) matris denir (Turut, 2007).

Tanim 2.4: A, n. mertebeden bir regiiler matris (|A|¢O) ise Ax=B lineer denklem

sisteminin tek ¢6zimii var ve bu ¢6ziim

x=A"'B (2.8)
esitligi ile verilir. Burada anlatilmak istenen,

a,x,+a,x, +..+a,x,=b

ay X, +ayX, +...+a, x, =b, 2.9)

a,x, +a,x,+..+a, x =b,

nn-n

lineer denklem sisteminin ¢dziimii; A, 4 matrisinin determinant1 olmak iizere,



b a, a, a, b, a, a, 4ap b,
b, a a a, b a a a b
b 2 - U, 20 Dy o by, 21 2 - Y
Ax, = ,Ax, = oo, Ax, = (2.10)
bn aZ n ann anl bn arm anl an 2 bn

w=h o AN AN (2.11)

olarak degerleri bulunur. Lineer Ax =B denklemini ¢6zmek ic¢in uygulanan bu kurala

Cramer Kurali denir (Celik, 2002).

(n)

Tamm 2.5: Y™ +p, ,(x)y" ™" +--+ p(0)y + p,(x)y = r(x) (2.12)

seklindeki denklemlere lineer diferensiyel denklem denir. Goriildigli gibi esitligin sag

tarafindaki r ve sol tarafta ki p, p, . p,, katsayillart x degiskenine baghdir. r(x)=0,

olmasit durumunda (2.12) denklemi homojen, r(x) =0 olmast durumunda ise (2.12)

denklemi homojen olmayan denklem olarak adlandirilir (Kreyszig, 2006).

Tanmm 2.6: R", n—boyutlu reel Euclid uzay,UcR, m>1 ve F fonksiyonu;

F:R" xR x--xR"xRxU >R ve u:U >R bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,
F(Dmu(x),D'"_lu(x),~-~,Du(x),u(x),x) =0, (x € U) (2.13)

seklinde ifade edilen bir denkleme, m. mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklem denir.
Bu denklemin ¢6ziimii, oU, U’ nun smir1 olmak iizere, belirli sinir kosullarini saglayan
fonksiyonlar arasindan (2.13) denklemini saglayan tim #’ larin bulunmasi olarak

tanimlanabilir (Evans, 1998).

Tamm 2.7: F fonksiyonu, F:R"" xR x---xR"xR'xU >R’ ve u:U ->R’,

u= (ul,uz,. . .,uﬁ) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,
F(D’"u(x),D’”’lu(x),---,Du(x),u(x),x) =0, (x € U) (2.14)

denklem sistemine, m. mertebeden kismi tiirevli diferensiyel denklem sistemi denir (Evans,

1998).



Tanim 2.8: & tane x,,x,,...,x, bagimsiz degiskeni, n>1 olmak lizere, sirastyla j, j,,..., Jj,
degiskenlerine sahip F,F,,...,F, bilinmeyen fonksiyonlarini ve smirli sayida bilinen

fonksiyon igeren A4, ve A, terimlerinin arasindaki,
A4 =4, (2.15)

seklindeki iliskiye fonksiyonel denklem denir (Aczél, 1966).

Ornek 2.1: Asagidaki denklemler, fonksiyonel denklemlere 6rnek olarak verilebilir:

@) f(x+y)=f()f(») (2.16)
(b) f(x)" = f(x+)f(x=) (2.17)
(c) F(xz,yz)=z"F(x,y), (k = sabit) (2.18)
(d) F[G(x,y),z]=H[J(x,2),K(»,2)] (2.19)

Tamm 2.10: p denklemlerin sayisim1 ve n sistemdeki fonksiyonlarin sayisini géstermek
lizere, n>1 tane bilinmeyen fonksiyonu iceren p=>2 tane fonksiyonel denklemin

olusturdugu sisteme, fonksiyonel denklem sistemi denir (Aczél, 1966).

Ornek 2.2: Asagidaki denklemler, fonksiyonel denklem sistemine 6rnek olarak verilebilir:

F(x,+y,x%+Y,,...x, +yn)=Fl(xl,x2)...,xn)+Fl(yl,y2,...,yn),
) E(x,+y,%,+Y,,...X, +yn)=Fz(x1,x2,...,xn)+Fz(y1,y2,...,yn),

(2.20)
F:1(x1 +y1’x2 +y2""xn +yn) :Ez(xl"XZ,""xn)+F;1(yl’y2,""yn)'
(b) F;/(xoz) = F;,(x,y)Flj(y,z)+Ez(x,y)sz(y,z)+---+En(x,y)FW(y,z) (221)
(i,j=12,...n)

Tamm 2.12: f fonksiyonu reel degerli bir fonksiyon olsun;

1) a noktasini iceren herhangi bir acik aralikta, f fonksiyonunun a noktasinda tiirevi varsa

J'(@) =lim

h—0

fla+ h; —f(a) (2.22)

seklinde ifade edilir ve f, a noktasinda diferensiyellenebilirdir denir.



i1) f fonksiyonunun acik araliktaki herhangi bir noktada tiirevi varsa, f fonksiyonu

diferensiyellenebilirdir denir (Wade, 2000).

Tamm 2.13: Eger f(x) fonksiyonunun x =c de her mertebeden tiirevi varsa ,

DGO S S A CO S (2.23)

@)= 1@+ @)=+ L7 ,
. n.

serisine f(x) fonksiyonunun x, =c' deki Taylor serisi denir. Eger c¢=0alinirsa bu seriye

f(x) fonksiyonunun Maclauren serisi ad1 verilir (Celik, 2002).

Tanim 2.14: i =1,2...,n olmak iizere, negatif olmayan ¢, tamsayilari icin,
a=(a,....a,) (2.24)
bi¢iminde ifade edilen vektor multiindex olarak tanimlanir. Verilen bir @ multiindexi i¢in

a‘a‘u(x)

Dau(x) = o4 o a,
Ox,"Oxy* -+~ 0Ox, "

(2.25)

seklinde tanimlanir. Ayrica, k>0, keZ igin, k. mertebeden biitiin kismi tiirevli

diferensiyel denklemlerin ailesi,

a| =a,+a, +--+a, olmak lizere,

D*u(x) = {D“u(x):|a| =k} (2.26)
biciminde ifade edilir ( Evans, 1998).

Tamim 2.15: |x — x| <r olmak iizere,

f@)=2 filx=—x) (2.27)

olacak sekilde, bir »>0 ve { fk} sabitleri varsa, f:R" —> R bi¢iminde tanimlanan f
fonksiyonuna x, civarinda analitik fonksiyon denir. Eger f* fonksiyonu x, civarinda analitik

ise, f fonksiyonuna C” smifindandir veya C” diferensiyellenebilirdir denir. (2.27)

ifadesinde f, sabitleri, k!=k !k, !---k, ! olmak lizere,

_ Dkf(xo)
i == (2.28)



bi¢iminde hesaplanabilir ( Evans, 1998).

Tamm 2.16: /=(a,b)cR iizerinde tamml u:/—R analitik fonksiyonu dikkate

alindiginda, {U (xo,k)} kiimesine u(x) fonksiyonunun x=x, noktasindaki spektrumu

o0
k=0

denir (Kiris, 2007).

Tanmm 2.17: [ = (a,b) c R tizerinde tanimh u: 7 — R analitik fonksiyonunun {U (xo,k)}::0

spektrum ayrisimina diferensiyel doniisiim denir. Burada wu(x) orijinal fonksiyon,

{U (x5 k)}:: , fonksiyonu ise déniismiis fonksiyon olarak tanimlanir (Kiris, 2007).

Tanmm 2.18: x >0 icin,
I'(x)= j: et dt (2.29)

biciminde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Bell, 1968). (2.29) ifadesi sadece

x>0 i¢in tanimlidir.

Teorem 2.1: T'(1) =1 dir.

Ispat 2.1: (2.29) tanimindan,

()= j: et \dt = j: eldt =—¢”| =1 (2.30)

Bulunur (Bell, 1968).

Teorem 2.2: x >0 olmak iizere, I'(x+1) = xI'(x) olur.

Ispat 2.2: (2.29) tanimindan,
T(x+1)= j: e 't dt 2.31)

(2.31) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,

0

I'(x+1)= [(—e_’ )t”‘} - Iow(—e_’)xtx_ldt =0+ xjow e't"'dt = xI'(x) (2.32)

0
olarak elde edilir (Bell, 1968).

Teorem 2.3: x >0 tam say1 olmak iizere, I'(x+1) = x! olur.



Ispat 2.3: Teorem 2.2 den, I'(x+1)=xT'(x) oldugunu biliyoruz. Teorem 2.2’yi tekrar

kullanirsak,

F'x+)=x(x-DI(x-1) (2.33)
bulunur. Teorem 2.2’yi tekrar kullanirsak,

Fx+)=x(x-DH(x-2)['(x-2) =x(x-D)(x-2)'(x-2)(x-3)...3.2.1.T°(1) (2.34)
=x!1I'(1) = x! (2.35)

olarak elde edilir (Bell, 1968). Gamma fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir:
(Andrews, Askey ve Roy, 2000):

2) FGJ =z (2.36)
b) T(p)[(1- p) :ﬁ, (0<p<l) (2.37)
o) T(m) =D <oy (2.38)

Tanim 2.19: ¢° istel fonksiyonunun kuvvet serilerinin genellestirilmesi sonucu elde edilen,

E (2)= ZO Tk D) (2.39)

fonksiyonu Mittag-Leffler fonksiyonu olarak tanimlanir (Benghorbal, 2004). « =1 igin,

0

E(z)= ZF(kH) e (2.40)

elde edilir. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

z)= 2.41
E, 5(2) Zolr(ak+ﬂ) (2.41)
bi¢iminde tammlanir. =2, B =1 ve z <> —zi¢in,
o (-#)
E,(-#)=3 cos: (2.42)
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ifadesi elde edilir (Benghorbal, 2004).
2.1 Kesirli Integraller ve Kesirli Tiirevler

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli ve birbiriyle uyusmayan bir ¢ok tanim
literatiirde mevcuttur. Fakat literatiir incelediginde, bu tanimlarin aslinda Riemann-Liouville
tiirev taniminin  genellestirilmis sekli ve varyantlar1 yada belirli sartlar altinda Riemann-
Liouville tlirev tanimi ile baglantili oldugu goriiliir. Bu tanimlar arasindaki temel fark ele
alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve segilen yardimci parametrelerdir (Li, 2003). Kesirli
tiirev tanimlar1 arasinda en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville tiirev tanimidir. Calismamizda
baslangi¢ kosullarini i¢eren kesirli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii esas alindigindan, bu tip
problemler i¢in daha kullanishh olan Caputo tlrev tanimi kullanilmistir. Caputo tiirev
taniminda, Riemann-Liouville tiirev tanimindan yararlanildig: i¢in 6nce Riemann-Liouville

integral ve tlirev tanimlari verilip, daha sonra Caputo tiirev tanim1 verilecektir.
2.1.1 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri ve Kesirli Integralleri

Baz1 kaynaklarda, Riemann-Liouville integral ve tlirev tanimlar1 ve teoremleri detayli bir
sekilde verilmistir (Kilbas, vd., 2006; Oldham, vd., 1974; Ross ve Miller, 1993). Biz sadece

calismamizda kullanacagimiz tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 2.20: x>0 ve f(x) fonksiyonu igin f,(x)e C[0,0) olmak iizere f(x)=x"f,(x)
olacak sekilde bir p >« , (a € R) reel sayisi varsa, f(x) reel fonksiyonuna C,’ dadir denir.

Eger meN ve " eC, ise, bu taktirde f(x) reel fonksiyonuna C;'’ dadir denir ( Odibat ve

Shawagfeh, 2007).

Tamm 2.21: a >0 icin, . mertebeden (« > 0) Riemann-Liouville integral operatorii,

Qﬁf)@):Fé5ju—ry*fuyk,x>a (2.43)

(J2f )= 1. (2.44)

bi¢iminde tanimlanir. feC,, a,f>0, a=0 ve y>-1 olmak lizere, Riemann-Liouville

integral operatoriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

a) (L2 S ) @)= (7 f ) () (2.45)
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b) (JoTLf) () =(J2TL f)(x) (2.46)
¢) I =D ey (2.47)
Ia+y+1)

Tanim 2.22: Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii, 4. bolimde (4.10)’da verildigi gibi

a>0,aeR, x>a ve m—1<a<m igin,

bigimindedir.

d” 1 J AQR

DN =t e

2.1.2 Caputo Kesirli Tiirevleri

Caputo tiirev tanim1 detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda verilmistir
(Caputo, 1967; Kilbas, vd., 2006). Bu yiizden, sadece ¢alismamizda kullanacagimiz 6zellikler

verilecektir.

Tanmm 2.23: m—-1<a<m, meN, x>0, feC” olmak ilizere, f(x) fonksiyonunun o .

mertebeden (& > 0) Caputo tiirev tanima,

a m—-a ym 1 I m—-a-1 prm
(DS f) ) =(; Df)(x)zmg(x—t) f ()t (2.48)

bi¢ciminde tanimlanir. Ayrica m—-1<a<m, meN ve feC., a>-1 olmak iizere, Caputo

a

tiirev tanimina ait,
a) (DLJLS)(x) = f(x) (2.49)

m-1 (x_a)k

b) (JIDIf) )= S ()= 2 S M@

a>0 (2.50)

ozellikleride verilebilir.

Tanim 2.25: m tamsayist « ’dan biiylik en kiiclik tamsay1 yada « ’ya esit olmak iizere, « .

mertebeden (& > 0 ) Caputo zaman-kesirli tiirev operatori,

Y ;f(t—r)’"’a"%i’r)dr,for m—-1<a<m
0 u(x,t) _ F(m—a) 0 or (251)

or* 0"u(x,t)
ot"

Dfu(x,t) =

, for a=meN.
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bi¢giminde tanimlanir.
2.1.3 Kesirli Diferensiyel Denklemler

Bu boliimde, kesirli diferensiyel denklemler, kesirli diferensiyel denklemlerin tanimlari ,

varlik ve teklik teoremleri verilecektir. Sonuglarla ilgili ispatlar verilmeyecektir, ispatlar

Podlubny tarafindan detayli olarak verilmistir (Podlubny, 1999). Aksi belirtilmedik¢e, D“

Caputo tlirev operatoriinii temsil etmektedir.

Tanmm 2.26: Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini iceren denklemlere kesirli
diferensiyel denklem denir. Yani, kesirli diferensiyel denklemler, tam sayi tiirevleri yerine,

kesirli tiirevlere sahip olan diferensiyel denklemlerdir (Benghorbal, 2004).
Ornek 2.3: Asagidaki gibi
xD'"? y(x) = D*” y(x) - y(x) = sin(x) (2.52)

biciminde verilen (2.52) denklemi bir kesirli diferensiyel denklemdir. Kesirli diferensiyel

denklemler asagidaki gibi siniflandirilabilir:

a) Adi kesirli diferensiyel denklemler. Ornegin,

D" y(x)+5y*(x)=3 (2.53)
D" y(t)+D"*x(t) =t (2.54)
D y(x)+ D" y(x)-2y(x) =0 (2.55)

denklemleri adi kesirli diferensiyel denklemlerdir (Podlubny, 1999).

b) Kismi kesirli diferensiyel denklemler. Ornegin,

2 azu(xa t)

D" u(x,t)=A
;- u(x,1) P

(2.56)

denklemi bir kismi kesirli diferensiyel denklemdir (Podlubny, 1999).

Bagka bir siniflandirma ise, lineerlilige ya da non-lineerlilige gore yapilan siniflandirma

tiirtidiir. Bir kesirli diferensiyel denklem eger;
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a,(x)D™ y(x)+a, ,(X)D™ y(x) +--+a, (x) D y(x) + a4, (x) y(x) = [ (x) (2.57)

bigiminde ise lineer kesirli diferensiyel denklem olarak adlandirilir. (2.57) denkleminde; D“,

(i =1,2,...,n) kesirli diferensiyel operatoriidiir ve lineerdir. Dikkat edilirse, lineer kesirli

diferensiyel denklemlerin iki 6zelligi goze carpmaktadir:

1) Bagimli degisken y ve y ’nin kesirli tiirevleri birinci derecedendir. Yani, y bagiml

degiskenini iceren her terimin kuvveti 1’dir.
i1) Her terimin katsayis1 yalniz x bagimsiz degiskenine baglidir (Benghorbal, 2004).

Buna gore, lineer olmayan bir kesirli diferensiyel denklem non-lineer kesirli diferensiyel

denklem olarak adlandirilir. Yukaridaki tanimlardan hareketle;

D y(x)+ y(x)=e" (2.58)
D*y(x)+ D" y(x) = y(x) =0 (2.59)
denklemleri lineerdir. Fakat;

D*Py(x) = y*(x) (2.60)
YERD2y(x) + DY y(x) = x° (2.61)
denklemleri nonlineerdir (Benghorbal, 2004).

Tamm 2.27: Kesirli diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebedeki tiireve denklemin

mertebesi denir. Ornegin,

y(x)D"y(x)+(D* p(x))* = (x +1)° (2.62)
denklemi bir % mertebeden nonlineer adi diferensiyel denklemdir (Benghorbal, 2004).

Tamim 2.28: 0< g, <q, <---<g, ve baslangig kosullar1, y*'(a)=y,, k=1,2,.. .fqn 1 -1

n

olmak tizere,
D" y(0)+ 3, (D y(x) + 4, (D)) = /() (263)

bicimindeki  kesirli diferensiyel denklemin ¢oziimii baslangic-deger problemi  olarak
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adlandirilir (Benghorbal, 2004). Baglangig-deger problemi géz oniine alindiginda asagidaki ti¢
temel soru ortaya ¢ikmaktadir:

1) Problemin bir ¢6ziimii var midir?
i1) Eger bir ¢6zlim varsa tek midir?

ii1) Varolan ¢ozlim siirekli olarak parametrelere mi yoksa baslangi¢ kosularina mi baglidir?

Ik iki sorunun cevabi asagidaki teoremler tarafindan verilmistir. ilk teorem (2.63)

denkleminin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini ispatlamaktadir. Diger teorem ise,

D" y(x)=f(x,¥), (2.64)
y(k)(a):yk, k=1,2,...,(qn —1—|. (2.65)
seklindeki daha genel kesirli diferensiyel denklemlerle ilgilidir (Benghorbal, 2004).

Teorem 2.4: Eger f(x)eL,(a,b), ve a, (j=12,...,n), [a,b] kapali araliginda siirekli
fonksiyonlar ise, (2.63)-(2.64) baslangi¢-deger probleminin tek bir y(x)e L, (a,b) ¢dzimii
vardir (Benghorbal, 2004).

Aciklama 2.1: f(x) € L (a,b) ifadesi, jb| f (x)| dx <, (a <x<b< oo) ifadesine denktir.

Teorem 2.5: D, R’’ nin bir alt kiimesi ve f(x,y) fonksiyonuda y’ ye gore Lipschitz

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Yani,

, oyle ki,

|f(x,y)— f(x,2)|< A|y-z fx, )| <M <o V(x,y)eD. (2.66)

Bu durumda G < D bolgesinde (2.64)-(2.65) probleminin siirekli ve bir tek y(x) ¢oziimii
vardir (Benghorbal, 2004).
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3. ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMI

Adomian ayristirma yontemi (Adomian, 1992, 1994) literatiirde problemlerin seri ¢oziimleri
icin en ¢ok basvurulan yontemlerden biri olarak goriilmektedir. Adomian ayrigtirma yontemi
(AAY), farkh tiirdeki lineer ve non-lineer diferensiyel ve integral denklemlerin analitik ve

yaklagik ¢oziimleri i¢in kullanilmigtir.

Adomian ayristirma yontemi, lineer olmayan

F(x,u(x))=0 (3.1)
denklemini
L(u(x))+ N(u(x)) =0 (3.2)

olacak sekilde iki bilesene ayristirma mantigina dayalidir (Allan, 2007). (3.2) denkleminde L

ve N sirastyla F ’nin lineer ve non-lineer kisimlaridir. L operatorii, L ters doniisiimii elde

edilebilen bir operatordiir. (3.3) denklemi L(u(x)) i¢in ¢oziiliirse

L(u(x)) = =N (u(x)) (3.3)

elde edilir. L™ ters operatérii (3.3) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa
u=~L"(N(u))+p(x) 3.4

denklemi elde edilir. ¢(x) , L(¢p)=0 sartin1 saglayan integrasyon sabitidir. u ¢Oziimiiniin

u(x) =Y, () (3.5)

n=0

seklinde elde edilecegi kabul edilirse, N(u) non-lineer terimi 4, Adomian polinomlarinin

terimlerini igeren
Nw)=Y 4, (3.6)
n=0

seri formatinda yazilabilir. 4, Adomian polinomlari,

A _Ld iy > A'u, (3.7)
ndi'| \= o
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yada
Ay = N(u),
A4 = ulN'(uO),
. 1 ]
A, =u,N (u0)+5u12N (1), (3.8)

\ ; 1
A, =u,N (u,) +uu, N (u0)+§ul3N (1),

' 1 " 1 " 1 iv
A, =uN (”0)+(”1u3+5u§)N (”0)+§”12”2N (”o)"‘ﬂ”;‘N( (uy)-

seklinde ifade edilir. (3.5) ve (3.6) denklemlerini, (3.4) denkleminde yerine yazarsak,

Zw:un =p(x)—L" (iAnj (3.9

n=0

elde edilir. Bu durumda, (3.5) denkleminde verilen ¢6ziimiin u,,u,,u,,u;,... terimleri

u, = @(x)
)’ nZO} (3.10)

seklindeki iterasyon formiilii elde edilir.

Ornek 3.1

u(0)=4, u'(0)=B8B. (3.11)
baslangi¢ kosullari ile verilen

eu’ +xu=0 (3.12)

diferensiyel denklemini (Boyce ve DiPirima, 1997) Adomian ayristirma yontemi (AAY) ile
¢Ozelim. (3.2) denklemi kullanilirsa, (3.12) denklemi

L u=-xe*u (3.13)
seklinde operator formunda yazilabilir. Burada L_

d2

W= (3.14)

seklinde 2. mertebeden diferensiyel operatdr olarak tanimlanir. Buna gore L ters opratorii
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L= I.ji(.)dxdx

olarak verilir. L ters operatorii (3.12) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa,

u(x)= A+ Bx— L (xe " *u).

elde edilir. (3.5) denklemi (3.16) denkleminin her iki tarafinda yerine yazilirsa,

iun (x)=A+Bx—L_ (xe_xiun (x)]

n=0
elde edilir. Adomian ayristirma yontemine gore
u,(x)= A+ Bx,

u”‘” (x) = _L)_olc (xe_x z un (X)J ] nz 0
n=0

iterayon formdilii elde edilir (Wazwaz, 1998). Buna gore,

u,(x)= A+ Bx,

u(x)=-L, (xe”‘uo) =-L, (Ai (—nlv)” X"+ B
n=0 .

S
I Ms
[=)
|
—_
p—
=
=
3
[38)
~

_ S (_1)’1 n+3 - (_1)’1 n+4
_AZ; (n+3)n+2)n! +B,,Z=(;(n+4)(n+3)n!x

¢Ozlimii elde edilir (Wazwaz, 1998).

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Ornek 3.2

Baglangig ve sinir sartlari ,

u(0,0)= f,(t), >0,
Mﬂ‘z(ﬂ, 120, (3.21)
ox

u(x,0)=s(x), O<x<l,
olarak verilen

0°u
ox“

2
:ZT?+‘2—1:+g(t), t20, 0<a<2, (3.22)

2

formatindaki uzay-kesirli telegraph denklemini ele alalim. L, =Z—? kesirli tlirev operatort,
¢

D! =
ox”

ters tlirev operatorii olarak tanimlanirsa; (3.22) denklemi operator formunda

Caputo’ya gore a mertebeli tiirevi ve J* da D! Caputo tiirev operatdriiniin

Diu=Lu+u, +u+g(t) (3.23)

seklinde ifade edilebilir (Momani, 2005). (3.23) denkleminin her iki tarafina J“ Riemann-

Liouville kesirli integral operatorii uygulanirsa,
u(x,t) =u(0,)+xu (0,)+J“ [Ltu +u, +u+ g(t)]. (3.24)

elde edilir. Adomian ayristirma yontemine gore u(x,t) icin seri ¢oziimii,

u(x,t) = iun (x,1) (3.25)

olarak verilir. (3.25) denklemini (3.24) denkleminin her iki tarafinda yerine yazarsak,

iun (x,8) =u(0,2)+ xu _(0,¢)+J“ {Lt (i u, (x,t)j + (i u,(x, t)j + iun (x,t)+ g(t)}. (3.26)

n=0 n=0 n=0

elde edilir. (3.21) baslangi¢ kosullarini (3.26) denkleminde yerine yazip, baslangi¢ kosullarina

ve g(t) kaynak fonksiyonuna gore u,, terimini ve iterasyon formiliini
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Uy = fi(O)+xf,(O)+J7g(1)
u,, =J [Ltun +(u, )t +u, + g(t)].

olarak elde ederiz. Yukarida verilenlere gore, baslangi¢ ve sinir kosullari

u(0,t)y=t, t>0,
ou(0,t)

ox
u(x,0)=x>, 0<x<lI,

0, ¢=20,

seklinde verilen

o 2
a”:a_lzua_”_xz—tﬂ, t20, 0<a<2,
ox* ot~ ot

(3.27)

(3.28)

(3.29)

homojen olmayan zaman-kesirli telegraph denklemini ele alalim. (3.27) iterasyon formiiliine

gore u(x,t) seri ¢oziimiiniin ilk terimleri

2+a a
Uy = 1+ T (= )= — =2 (—f)—
[(a+3) T(a+1)
a 2a 242
u1=J“[Ltu0+(u0) +u0]=(1+t) r 7 __2x ,
f T(a+l) TQa+l) CQa+3)
2a 3a 3a+2
uy = I Lo+ (), 414, | = Q) o = (14 1) o~ 2
T (2a+1) FGa+1) TGa+l)

olarak elde edilir. Buna gore u(x,?) seri ¢oziimii

2x2+a xa xa x2a
+(1-1) +(1+1) —t —e
T(a+3) T(a+1) Ta+1) TQRa+l)

u(x,t)=t-

olarak elde edilir (Momani, 2005).

(3.30)

(3.31)

Ornek 3.1 ve ornek 3.2 den goriildiigii gibi, seri ¢oziimiine ait terimlerin bulunmasi igin

Adomian ayristirma yontemi uygulandiginda, normal diferensiyel denklem ve kesirli

diferensiyel denklemde kullanilan tlirev operatorleri ve ters tlirev operatorlerinin sadece tiirii

degismektedir. Yani, farkli olarak, kesirli diferensiyel denklemler icin kesirli tiirev ve ters

kesirli tiirev operatorii uygulanirken, normal diferensiyel denklemler i¢in ise normal tlirev ve

ters tlirev operatorii uygulanmaktadir.
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Adomian ayristirma yontemi, Wazwaz ve El-Sayed tarafindan daha kullanigh bir hale
getirilmistir. (Wazwaz, 2000; Wazwaz ve El-Sayed, 2001). Ayristirma yontemi ile elde edilen
seri ¢Ozlimleri, ¢ok hizli bir sekilde yakinsamaktadirlar. Bu yontemle elde edilen seri
¢Oziimlerinin yakinsakligi, Adomian ve Cherruault tarafindan arastirllmistir (Cherruault,
1989; Cherruault ve Adomian, 1993). Daha sonraki calismalarinda, Abbaoui ve Cherruault,
bu yontemle elde edilen seri ¢oziimlerinin yakinsakliklar i¢in yeni yaklagimlar dnermislerdir

(Abbaoui ve Cherruault, 1996).
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4. GENELLESTIRILMIS DIFERENSIYEL DONUSUM YONTEMI

Genellestirilmis diferensiyel doniisim metodu (GDDM), Diferensiyel doniisim metodu
(DDM), genellestirilmis Taylor formiilii ve Caputo tiirev tanim1 temel alinarak gelistirilmistir.
Caputo tirev tamimi ile ilgili bilgiler, tanimlar ve teoremler boliimiinde, 2.boliimde,
verilmigtir. Bu boliimde diferensiyel donilisim metodu (DDM) ve genellestirilmis Taylor
formiili ile ilgili tanimlar ve teoremlerden yararlanarak, genellestirilmis diferensiyel doniisiim

metodunun temel tanim ve teoremleri verilecektir.
4.1 Diferensiyel Doniisiim yontemi

Diferensiyel doniisiim metodu (DDM) ilk kez Zhou tarafindan elektirik devre analizinde
ortaya c¢ikan lineer ve nonlineer baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinde kullanilmistir (Zhou,

1986).
4.1.1 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii asagidaki sekilde tanimlanir;

Y(k) :%[%} 4.1)

(4.1) denkleminde y(x) asil(orijinal) fonksiyon,Y(k)da T — fonksiyonuolarak adlandirilan
dontisiim fonksiyonudur (Ayaz, 2004).

Y (k) 'nin diferensiyel ters dontisiimii,

Y0 = YAV (k) 42)

olarak tanimlanir.(4.1) ve (4.2) denklemlerinden
= x| d y(x
yx) = Z—{L“} (43)
x=0

elde edilir.(4.3) denklemi, diferensiyel donilisiimiin (transform) Taylor serisi agilimindan
tiiretildigi diistincesini akla getirmektedir. Fakat bu metot sembolik olarak tlirevleri
hesaplamamaktadir. Bununla beraber, hesaplamalar i¢in gerekli tiirevler, asagidaki ¢izelge 4.1
de goriildiigli gibi asil (orijinal) fonksiyonlarin doniisiim denklemleri olarak tarif edilen bir

iteratif yontemle hesaplanirlar (Ayaz, 2004).
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Cizelge 4. 1 Bir boyutlu diferensiyel doniisiim (transform) metodunun temel islemleri

Asil (Orijinal) fonksiyon Déniisiim (transform) fonksiyonu
P(x) = u(x) £ v(x) Y(k) =U(k) £V (k)

y(x) = ew(x) Y(k)=cW (k)

y(x) = dw/ dx Y(k) = (k + )W (k +1)
y(x)=d'w/dx’ Y(k) = (k+1D)(k+2)--(k+ )W (k + ))
y(x) =u(x)v(x) Y(k) = z’;ou(r)y(k —7)

4.1.2 iki Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yéntemi

w(x,y) asil(orijinal) fonksiyon olmak iizere,

k+h

W (k) = | M) (44)
k'nl|  ox"oy" |,

seklinde tanimlanan W (k,h) fonksiyonuna doniisiim (transform) fonksiyonu denir. W (k,h)

T — fonksiyonu olarak adlandirilir. W (k,h) *1in diferensiyel ters doniisiimii ise,

w(x,y)= iiW(k,h)xkyh (4.5)

k=0 h=0

olarak tanimlanir.(4.4) ve (4.5) denklemlerinden

Shell. a]HhW(X ») k_h
w(x,y)= : X 4.6
(x.) kZ:(;hZ:O: k!h![ 8xk6yh 00 Y (46)

denklemi elde edilir (Ayaz, 2003). iki boyutlu diferensiyel doniisiime (transform) ait temel

islemler ¢izelge 4.2 de gosterilmistir.
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Cizelge 4. 2 iki boyutlu diferensiyel doniisiim (transform) metodunun temel islemleri

Asil (Orijinal) fonksiyon

Doéniistim (transform) fonksiyonu

w(x,y) =u(x,y) £v(x,y)

W (k,h)=U(k,h) £V (k,h)

w(x,y) = cu(x, y)

(c: sabit)

W (k,h) = cU(k,h)

Wz y) = 2482

W (k,h) = (k + 1)Uk +1,h)

Ox
w(x,y) = 2400 W (k.h) = (h+ DU (k,h+1)
oy
0" u(x,y) Wk, h) = (k + D)k +2)--(k +r)(h+1)(h+2)--(h+5)xU(k +r,h+35)
w(x,y) = Tays

w(x,y) =u(x, y)v(x,y)

Wk, h) = iﬁU(r,h —sW(k-r,s)

_ mon 1 k= k=
w(x,y)=x"y W(k,h)zﬁ(k—m,h—n)={0’ " move k;tn,
, m ve n,
6 s 6 ; k h
w(x, y) =) 2L 2) OV ) W) =YY (r+ Dk —r DU+ Lh=s)V (k-7 +1,5)

ox ox

r=0 s=0

ou(x,y) ov(x,y)

w(x, y) =) o o

W(k,h):ii(s+l)(h—s+1)U(r,h—s+1)V(k—r,s+1)

r=0 s=0

() 20 V()

W(k,h):izh:(k—r+1)(h—s+1)U(k—r+1,s)V(r,h—s+1)

Ox Gy r=0 s=0
= k k-r h h-s
W(X, y) - u(xn y)v(x,y)w(x, y) W(k,h) — ZZZZU(F’}? —5— p)V(t,S)Q(k —r— t,p)
r=0 t=0 s=0 p=0
wmwﬂme@%imgﬁﬂ W)=Y 3> Skt DU s p) <V (LA =r =+ Lp)
X X r=0 t=0 s=0 p=0
62w(x, ¥) k_ k-r h_ h-s
w(x, y) :)u(x,y)v(x,y)T w(k,h) = ZZZ(k—V—t+2)(k—r—t+l)U(r,h—s—p) <V (t,$)Q(k—r—t+2,p)
X r=0 =0 s=0 p=

4.2 Genellestirilmis Taylor formiilii

Klasik Taylor formiilii bir cok matematik¢i tarafindan genellestirilmistir. Riemann tarafindan

0 hm+)‘

facmy=Y

e L(m+r+1)

")),
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seklinde verilmistir (Hardy, 1945). J"" , m+r mertebeli Riemann-Liouville kesirli integral

operatoriidiir. Riemann-Liouville kesirli integral operatoriiniin tanimi 2. boliimde verilmistir.

Watanabe tarafindan ise, m<a, x>x,>a ve

a+n pya+k 1 't _ p\ya-m=1 ya-m-1
&W=U;IL)@HFF;:5£@ £ (DI (e, (4.8)
olmak tizere
- (x — Xy )Mk Sk
f)=Y ——2 (D" f)x)+R,, 4.9)

INa+k+1)

m=—m

seklinde genellestirilmistir (Watanabe, 1931). 135“” a+n mertebeli Riemann-Liouville

kesirli tiirev operatoriidiir. Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii, « >0, aeR, x>a ve

m—1<a <m igin,

d" 1 I 1)

PO = Fom—ay ey

(4.10)

a

seklinde tanimlanir. Son dénemde, Truilljo, Rivero ve Bonilla tarafindan, « € [0,1] olmak
tizere belirli kosullar altinda f* fonksiyonu i¢in Taylor formiilii,

_ (D E)

_N\(@+Da
“TiTash (x—a)"™M”, a<&<x, (4.11)

R (x,a)

¢, =T(@)|(x-a) D" f(x) (@),  Vj=0,...n (4.12)
olmak iizere,

2 cj(x_a)(ﬁ—l)a—l
S0 L G

+R,(x,a) (4.13)

seklinde verilmistir (Truilljo, vd., 1999). Burada D"* =D“-D"---D“ olarak tamimlanir.

Yukarida verilen (4.7), (4.9) ve (4.13) genellestirilmis Taylor formiillerinde Riemann-
Liouville kesirli tiirev operatorii kullanilmistir. Odibat ve Shawagfeh tarafindan 2. boliimde

verilen Caputo tlirev tanimi ve asagidaki teoremler kullanilarak olusturulmustur (Odibat ve

Shawagfeh, 2007).
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Teorem 4.1: (Genellestirilmis ortalama deger teoremi) O0<a <1 igin f (x)eC[a,b] ve

D¢ f(x) e C(a,b] alnrsa,

F()= (@) + = (DL X&) (v-a' (4.14)
@)

olur. Burada a <& <x ve Vxe (a,b] dir (Odibat ve Shawagfeh, 2007).

Ispat 4.1: (2.43) ve (2.48) den
NI T PRI
iD= s j (x =) (D f)(t)dt (4.15)

elde edilir. Integral ortalama deger teoremi kullanilirsa 0 < & < x igin,

V2D 1)) = s (DL PO e, (4.16)
1 (24 _ (24
TG GIE (4.17)

elde edilir. Diger taraftan (2.50) den,
(D7 [)(x)=f(x)- f(a) (4.18)

elde edilir. Yani, (4.17) ve (4.18) den, (4.14) elde edilir (Odibat ve Shawagfeh, 2007).
Gorildiigii gibi, a =1 igin, genellestirilmis ortalama deger teoreminden klasik ortalama deger

teoremi elde edilir

Teorem 4.2: 0<a <1 i¢in, D f(x),D{""* f(x) € C(a,b] olsun. Bu durumda,

(x_a)na

(DL Y= D 0 = et (D a) (4.19)
elde edilir. D' =D?-D?---D? dir.
Ispat 4.2: (2.45) ifadesi kullanilirsa,
(127D [)(x) = (S DYV f)(x) = T (D" f)(x) = (gD f)(x) (4.20)

=J, (D" 1)) = (S 7 DD, 1)(x)) (4.21)
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=J.2((D;" f)@a)) (4.22)
(2.47) ifadesi kullanilirsa; = M((D:“ () (4.23)
I'(na+1)

elde edilir.

Teorem 4.3: (Genellestirilmis Taylor formiili) 0<a <1 ve D! f(x)eC(a,b]olsun,

k=0,1,...,n+1 igin,

(D" 1))

(x a)’“ D@
fx)= Z D f)(a)+ Nt Dat])

(x—a)"h” (4.24)

olur, Vxe(a,b] , a<&<x ve D' =D*.D"-.-D” dir.

Ispat 4.3: (4.19) ifadesinden,

a

3D =D f)5) =3 0 ) @25)

elde edilir. Yani,

1 =D 1) = 3 S ) (426)

olur. Integral ortalama deger teoremi uygulanirsa,

(D)) = ml (x=0)" (D f)(0)de (4.27)

(D(n+1)af)(§) J'( _p)ha gy

(4.28)
“T((niha+)?

COTOE o

“Tridasy ©79 (4.29)

(4.26) ve (4.29) ifadelerinden, (4.24) elde edilir (Odibat ve Shawagfeh, 2007). « =1 igin,

(4.24) Caputo genellestirilmis Taylor formiilii, klasik Taylor formiiliine doniisiir.
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Zg ‘f SO N@ (4.30)

Genellestirilmis Taylor serileri igin R yakinsaklik yarigapt f(x) fonksiyonuna ve a’ ya

baghdir ve,

h | r(na( n 1) . (Dén+1)af)(a)|
n—)oo‘r((n +1)a + 1) (Danaf)(a) ‘

R=|x-a (4.31)

olarak verilir. (4.24) Caputo genellestirilmis Taylor formiilii, (4.10) ve (4.13) Riemann-
Liouville genellestirilmis Taylor formiilleriyle kiyaslandiginda, Riemann-Liouville Taylor

formiilleri  f(x) fonksiyonu i¢in daha ¢ok sart gerektirmektedir. Caputo genellestirilmis

Taylor formiiliinde, katsayilarin daha basit ve hesaplanmasinin da daha kolay oldugu
goriilebilir. Ayrica son zamanlarda, Caputo kesirli tiirev taniminin bir ¢ok fizik ve
miihendislik problemlerinde, Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimindan daha c¢ok
kullanildig1 goriilmektedir (Gorenflo ve Mainardi, 1997). Ciinkii problemin formiilasyonunda

baslangi¢ ve sinir kosullarinin da dahil edilmesine izin vermektedir.
4.3 Genellestirilmis Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Konunun daha iyi anlasilmasi icin, bir boyutlu genellestirilmis diferensiyel doniisiim
metodunun teoremleri ve temel islemleri verildikten sonra, iki boyutlu genellestirilmis

diferensiyel doniisiim metodunun teoremleri ve temel islemleri verilecektir.
4.3.1 Bir Boyutlu Genellestirilmis Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Tek degiskenli f(x) fonksiyonunun k. mertebeden tiirevinin genellestirilmis diferensiyel

doniigiimii, 0 < o <1 olmak iizere,

1 o\
Fa(k>=m[(0xn) f(x)on (4.32)

olarak tanimlanir (Ertiirk, Momani ve Odibat, 2008). D'* = D*-D?...D% (k defa) seklinde

tanimlanir. £ (k) ’nin diferensiyel ters doniisiimii

£ =Y (k) (x—x,)™ 433)

seklinde tanimlanir. (4.32) ifadesindeki F, (k) (4.33) ifadesinde yerine yazilip
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(4.24) genellestirilmis Taylor formiilii kullanilirsa,

ak (x—x,
> FL (b, Zr(hﬂﬁ ) f ) = £ (4.34)

elde edilir. Yani, (4.32) genellestirilmis diferensiyel doniisiim ifadesinin ters doniigiimii (4.33)

ifadesidir. (4.34) ifadesi kullanilirsa, f(x) fonksiyonunun yaklasik degeri sinirli seri

formatinda
£ = 3 F, (e =) (439)

seklinde ifade edilebilir. « =1 olmasi durumunda (4.32) genellestirilmis diferensiyel
doniisiim ifadesinden, klasik diferensiyel doniisiim ifadesinin elde edilecegi goriilebilir.
(4.32) ve (4.33) tanimlar1 temel alinarak tek boyutlu genellestirilmis diferensiyel doniisiimiin

temel Ozellikleri asagida verilmistir (Odibat, Momani ve Ertiirk, 2008).
Teorem 4.4: Eger f(x)=g(x)th(x) ise; F (k)=G, (k) H (k) olur.

Teorem 4.5: Eger f(x)=ag(x) ise; F, (k)=aG,(k)olur.

Teorem 4.6: Eger f(x)=g(x)h(x) ise; F (k)= Z G,()H ,(k—1) olur.

=0 &«

Ispat 4.6: (4.33) tanimindan
()= G, (k) (x—x)™ x D H, (k)(x—x,)™,
k=0 k=0

=(G,(0)+G,((x—x,)" + G, (2)x=x, ) +++)(H,(0)+ H, (D)(x = x,)" + H,,(2)(x = x,)*" +---)

=G, (0)H,(0)+(G,(0H,(1) +G,(DH,(0)) (x - x,))* +(G,(0)H,(2) + G, () H,, (1)
+G,(2)H, (0)) (x—x,)*

0

=22 G, (DH (k=) (x~x,)",

k=0 [=0

genellestirilmis diferensiyel doniigiimiin tanimindan,

=Zk:Ga(l)Ha(k—l)-
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elde edilir (Odibat, vd., 2008).

INak+1)+1)

Teorem 4.7: Eger f(x)=D%g(x) ise; F (k)=
ger f(x)=D; g(x) o (k) Tkt )

G, (k+1) olur.

Ispat 4.7: (4.32) tanimindan,

1 _

:F(Tﬂ)_(l};) Diig(ﬂ}

£, (k)

-
CT(ak+1)L

B INak+a+1) o \FH!
" T(ak+ D (ak +a+1) [(DXO ) e (x)}

(p1)" Pisto)

X=X

_Ta(k+D+1)

Tk D) G, (k+1).

I, k=0
Teorem 4.8: Eger f(x) = (x—x,)" ise; F, (k) =8(k —n) olur. 5(k)= {1 £ 20"
, #

Ispat 4.8: (4.33) tanimindan, f(x)=(x—x,)" ifadesi,

F()= Y 80k =)

seklinde yazilabilir. (4.32) ters diferensiyel dontigiim ifadesi kullanilirsa,
F (k)=06(k—n) elde edilir (Odibat, vd., 2008).

A>-1  icin  f(x)=x"'g(x) ve O<a<l igin g(x) fonksiyonu da

g(x)= zw “(x—x,)" genellestirilmis  Taylor ag¢ilimma sahip oldugunda, f(x)

a
n=0 1

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa;

(a) f<A+1ve a keyfi bir deger
(b) f=A+1 ve y keyfibir deger, a, =0, k=0,1,....m—1 ve m—1<fB<m.

Bu durumda, genellestirilmis diferensiyel doniisiim
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1 o\
F0 = (02) 0] (4.36)

olur. (4.36) ifadesi, f. dereceden (£ >1) kesirli tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimii

i¢in ¢ok yararli olan asagidaki sonuca ulagmamizi saglar (Odibat, vd., 2008).

Teorem 4.9: Eger f(x)=D"g(x), m-1<f<m ve g(x) (4.8) ispatinda ki sartlar

sagliyorsa,

_TI(ak+p+1)

Fa®) T(atk +1)

G, (k+p/a) (4.37)

olur (Odibat, Momani ve Ertiirk, 2008).

Ispat 4.9: (4.36) ifadesinden,

F, (k) ! [D“D’g(x)] , D/D/f(x)=D]” f(x) oldugundan

" T(ak+1)

1

" T(ak+1) D8]

X=X,

B ['(ak+p+1)
" T(ak+D)(ak+B+1)

[D*Te)]

_T(ak+pB+1)
" T(ak+1)

G, (k+p/a).
Ornek 4.1: D*y(x)=y*(x)+1, 0<a <1, 0<x<l1, (4.38)
non-lineer kesirli diferensiyel denklemi

1(0)=0 (4.39)

baslangi¢ sartiyla verilmis olsun (Odibat, 2008). (4.6) ve (4.7) teoremlerini kullanarak,
genellestirilmis diferensiyel doniisiim (4.38) diferensiyel denkleminin her iki tarafina

uygulanirsa, (4.38) diferensiyel denklemi,

[(ak+ [ +1) R B
ek Y, (k+1)= ; Y, (DY, (k—1)+5(k) (4.40)
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Ya(k+1):F(ak+,B+1){

@k 4D DYDY, (k-1)+ 5(/«)} (4.41)

=0
denklemine doniisiir. (4.39) baslangi¢ kosulunun genellestirilmis diferensiyel doniisiimii
Y (0)=0 (4.42)

olarak verilir. (4.41) rekiirens formiilii ve (4.42) doniistiiriilmiis baslangic kosulu kullanilirsa
genellestirilmis diferensiyel doniisiim ¢6ziimiine ait ilk terimlerin bir kismi1 agagidaki gibi elde

edilir.

1
C(a+1)’

Y, (0)=0, ¥,()=

1 TQRa+l)
C(a+1) TGa+1)’

Y, (2)=0,Y,3)=

2 TQa+1)T@a+l)

= ) = TGa 1) TG+ 1)

Y.(6)=0., Y.(7) = {4F(2a +D)T@Aa+1) TQa+1) } T'(6a +1)

IF'Ga+1) TGa+) TBa+1)’ | T(a+)'T(Ta+1)
(4.38) denklemine ait y(x) ¢ozimii

1 " 1 TQa+l) 2 TQRa+)T@a+l) ,
X7+ X+ - X
C(a+1) F(a+1)° TGa+1) T'(a+1)° T@a+1) I'Sa+1)
N ArQRa+1)T'(4a+1) TRa+1) I'6a+1) gz
IFGa+1) TGa+1) T'Ga+1)’ | T(a+1)'T(7a+1)

y(x)=

olarak elde edilir (Odibat, vd., 2008).
4.3.2 iki Boyutlu Genellestirilmis Diferensiyel Doniisiim Yontemi

Bir onceki boliimde gosterildigi gibi, bir boyutlu genellestirilmis diferensiyel doniisim
metodu, bir boyutlu diferensiyel doniisiim metodunun ve genellestirilmis Taylor formiili
temel alinarak gelistirilmistir. Ayn1 sekilde iki boyutlu genellestirilmis diferensiyel doniisiim
(transform) metodu da, iki boyutlu diferensiyel donilisiim metodu ve genellestirilmis Taylor

formiilii temel alinarak gelistirilmistir (Odibat ve Momani, 2008a).

Iki degiskenli u(x,y) fonksiyonunun, u(x,y)= f(x)g(y) olacak sekilde, tek degiskenli iki
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fonksiyonun carpimi seklinde ifade edilebilecegini kabul edelim. Iki boyutlu diferensiyel

dontisiimiin temel islemleri temel olarak alinirsa u(x, y) fonksiyonu, 0 <a ve f <1 olmak

lizere;

u(x,y) = Y E(0)(x—x%,)"Y G, (W) - y,)"”

=3, =) = 3)”, @43)

olarak ifade edilebilir. U, ,(k,h)=F, (k)G4(h), u(x,y) fonksiyonunun spektrumu olarak

adlandirilir. u(x, y) fonksiyonunun genellestirilmis iki boyutlu diferensiyel dontigiimii

1 o \K h
U“’ﬁ(k°h):1“(ak+l)l“(,6’h+l) [(D’%) (Di) ux.y )lxo,yo) (4.44)

seklinde verilir. (D )= D -Dy ---Dg (k defa) seklinde ifade edilir. Bu ¢aliymada, kiigiik
harfle gosterilen u(x,y) orijinal fonksiyonu, biyiik harfle gosterilen U, ,(k,h) doniistim

(transformed) fonksiyonunu temsil etmektedir. & =1 ve f =1 olmasi durumunda, (4.43) ve

(4.44) genellestirilmis iki boyutlu diferensiyel doniisiim tanimlarindan, klasik iki boyutlu
diferensiyel doniisiim tanimlarinin elde edilecegi agiktir. (4.43) ve (4.44) genellestirilmis iki
boyutlu diferensiyel doniisiim tanimlar1 temel alinirsa, agagidaki sonuglar elde edilir (Momani

ve Odibat, 2008).

Teorem 4.10: U, ,(k,h), V, z(k,h) ve W, ,(k,h) swasiyla u(x,y), v(x,y) ve w(x,y)

fonksiyonlarinin diferensiyel doniisiimleri olsun. Buna gore,

a) Eger u(x,y) =v(x,y) T w(x,y) ise U, ,(k,h) =V, ;(k,h) W, ,(k,h) olur.

b) Eger u(x,y) =av(x,y), aeR ise, U, ,(k,h)=aV, ,(k,h) olur.

¢) Bger u(x,y) =v(x, »)w(x,y) ise, U, ,(k,1)= > 3" V, (r,h=sW, ,(k~r,s) olur.
d) Eger u(x,y)=(x-x,)" (x—x,)" ise, U, z(k,h)=356(k—n)6(h—m) olur.

Teorem 4.11: Eger 0 <a <1 i¢in u(x,y) = D v(x,y) ise,
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INa(k+1)+1)

U (kh)=
s (1) [(ak +1)

V, s(k+1,h) (4.45)

olur.

Ispat 4.11: (4.43) tanimindan,

1 N h
Ves &l = m DR Bk 1) [(on) () Doy )} ’

(x0,%0)

1 o \KH h
" T(ak+ DBk +1) [(D’%) CORCS )lxo,yof

_ Ia(k+1)+1) N h
" T(ak +D)T(Bk+D(a(k +1)+1) [(D“‘O ) (Dﬁ ) vy )lw) ’

MACICLDLDTIEY
T(ak+1)
Elde edilir.

Teorem 4.12: Eger u(x,y)= f(x)g(y), A>—li¢in f(x)=x"h(x) ve h(x)fonksiyonuda

h(x)= z a,(x—x,)" genellestirilmis Taylor serisine sahip ve
k=0

(a) f<A+1ve a keyfi bir deger
(b) f=2A+1 ve y keyfibirdeger, a, =0, k=0,1,....m—-1 ve m—-1<fB<m.

ise, (4.44) genellestirilmis diferensiyel doniisiim ifadesi asagidaki gibi olur,

_ 1 ak (8!
Ve p k)= C(ak +D)I(Bh+1) [on (D%) ue.y )lxo,m' (4.46)

Yukaridaki teoremlerden ¢ikan sonuglar temel alinarak, genellestirilmis iki boyutlu

diferensiyel doniisiimiin temel iglemleri asagida cizelge 4.3 te verilmistir.
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Cizelge 4. 3 Genellestirilmis iki boyutlu diferensiyel doniistim metodunun temel islemleri

Orijinal (as1l) fonksiyon

Doniistim (transformation) fonksiyonu

u(x,y) =v(x,y) £w(x, y)

Upp (ks ) =V, g (k. )T W, 5 (K, h)

u(x,y) = Av(x, y)

U, ,(k,h)= AV, ,(k, )

u(x,y)=D;v(x,) Ua'ﬁ(k,h):%nﬂ(kﬂ,h) 0<a<l
a

u(x, y) = D} v(x, y) Ua,/,(k,h):%m(k,hﬂ) 0<p<1

u(x, y) = DD/ v(x, y) U, (k= "@EDEDPRDID Gy iy 0<aps
’ T(ak + )T (Bh+1) :

u(x,y) = DL v(x, ) U o=@kt 1<yl
wp(ksh) Tk 1) wpk+tylah)  m-l<y<

_ 5

u(x,y) = D} D, v(x,y) Uaﬁ(k,h)zF(ak+7+1)F(,6’h+5+l) V,sk+yla,h+5/p)

’ C(ak +DO(Bh+1) ’

u(x,y)=(x- xo)ka (x _xo)hﬁ

U, ,(k,h) = 5(k—n)S(h—m)

u(x, y) = v(x, y)w(x, y)

U, ,(k,h)= zf=02f=0 V, y(rsh= )W, ,(k—r,s)

u(x,y) =v(x, y)w(x, y)q(x,y)

U, pleh)y= S S, y(rsh=s = pW, 5(t,5)Q, ,(k=r—t,p)

Ornek 4.2: u(x,0) = cos(x)

baslangi¢ sarttyla verilen

a 2

ot”

u(x,t):%u(x,t), O<a<l,t>0

(4.47)

zaman-kesirli diferensiyel difiizyon denklemini gz 6niine alalim (Momani, vd., 2007). u(x,?)

fonksiyonunun, tek degiskenli iki fonksiyonun carpimi olarak ifade edilebilecegini kabul

edelim. £ =1 almarak, ¢izelge 4.3 teki temel islemler kullanilirsa, (4.48) kesirli diferensiyel

denklemi,

T(a(h+1)+1)
T(ah+1)

sekline dontistir.

U,,(k,h+1)=(k+1)(k+2)U, (k+2,h)

(4.49)

(4.48)
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Cizelge 4.4 U, (k,h) terimlerinin (4.50) rekiirens formiiliine gore niimerik degerleri.

U,,(0.h) | U, (LK) | U, Q2.0 U, Gh) | U, (4h)
U, ,(k,0) 1 0 -1 0 1
2! 41
U, (k1) 1 0 1 0 1
T(a+1) 2 (e +1) A (a+1)
U, (k.2) 1 0 1 0 1
rQ2a+1) 20 Qa+1) AT Qa+1)
U, ,(k.3) | 0 1 0 1
TGa+1) 20 Ga +1) AT Ga +1)
U, (k.4) 1 0 | 0 1
T(4a+1) 20 (4 +1) AT (4o +1)
Yani;
U, (e a1y =FADEEDI@RAD s g (4.50)
’ Fla(h+1)+1) ’

rekiirens bagintisi elde edilir. (4.47) baslangi¢ sartinin genellestirilmis iki boyutlu diferensiyel

doniistimii,

U, (k,0)= %cos(ﬂkﬂ).

(4.51)

olarak verilir. (4.50) rekiirens bagintis1 ve (4.51) baslangi¢ sarti kullanilirsa, U, (k,h) ilk

terimlerinin bazilari, yukarida ¢izelge 4.4 te goriildii gibi, hesaplanabilir.

Buna gore, gore (4.48) kesirli diferensiyel denkleminin u(x,?) ¢6ziimii

1

oa

2a

1

3a

u(x,t)= {1 -

tr+
INa+1) I'Ca+1)

" TGa+)

+
T(4a +1)

t4a+...]
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_l+ 1 ta_ 1 2a 1 3a _;lAa +
21 2I0(a+1)  2ITQ2a+1) 2FGBa+1l)  2IT(4a+1)
1 1 a 1 2a 1 3a 1 4o
+ —- t*+ 1 — £+ AR
41 4T(a+1)  4TQa+1) MTGBa+1)  4T(4a+1)

~ @ i (_l)kx2k
—;Ea( t )—(2k)!

=E_(—t")cos(x) (4.52)

olarak elde edilir (Momani, vd., 2007). (4.52) denklemi (4.48) kesirli diferensiyel

denkleminin tam ¢oziimiidir. £ (z) Mittag-Leffler fonksiyonudur ve 2.bolimde tanimi

verilmistir (Tanim 2.19).
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5. VARYASYONEL iTERASYON YONTEMIi

1978 yilinda Inokuti, Sekine ve Mura tarafindan kuantum mekaniginde non-lineer
problemlerin ¢6ziimii i¢in genel Lagrange ¢arpan1 yontemi gelistirilmistir (Inokuti, vd., 1978).
Daha sonra J.H. He tarafindan genel Lagrange carpani yontemi temel alinarak varyasyonel

iterasyon yontemi gelistirilmistir (He, 1997).
5.1 Varyasyonel iterasyon Yénteminin Temel kavramlar

Varyasonel iterasyon yontemine gegmeden Once, bu yontemin temel kavramlar1 olan, genel
Lagrange carpani, stasyoner (stationary) sartlar, sinirli (restricted) varyasyon orneklerle

verilecektir.
5.1.1 Genel Lagrange Carpam

Lagrange carpani optimizasyon problemlerinde ve varyasyonlar hesabinda en ¢ok kullanilan

kavramlardan biridir. Lagrange carpani kavramini anlamak igin,
f(x)=0, xeR (5.1)

cebirsel denklemini goz oniine alalim (He, 2007). Eger x, (5.1) denkleminin yaklasik kokii

ise

S(x,)#0 (5.2)
seklinde yazilabilir. Dogrulugunu gelistirmek i¢in asagidaki diizeltme (correction) denklemini
yazabiliriz:

X0 =X, +AS(x,) (5.3)

A, (5.3) denkleminde Lagrange carpanidir ve

dxn +1
dx

n

-0 (5.4)

denklemi ile belirlenebilir. (5.4) denklemi de ¢ok iyi bilinen

S —% (5.5)
x"l

Newton iterasyon formiiliinii hatirlatir.
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Diizeltme fonksiyonunu elde etmek igin c¢esitli yaklasimlar kullanilabilir. x, i¢in diizeltme

fonksiyonu,
X0 =X, +Ag(x,) f(x,) (5.6)

seklinde yazilabilir. g(x) (5.6) denkleminde yardimct fonksiyondur. Carpanin

belirlenmesinden sonra genel bir iterasyon formiilii

e eIk 57
T () () + 8 () f ()

olarak elde edilir. Yardimct fonksiyonun degeri, tiim iterasyon adimlar1 boyunca sifir yada

X,

kiigtik bir deger olmamalidir, |g(x, )| >1. g(x,)=e“"

olarak secilirse, (5.7) iterayon formiilii

o =x —— %) (5.8)
T fix)—af(x,)

olur (He, 2007). (5.8) iterasyon formiilii f'(x,) kii¢iik oldugu zaman, ¢ok etkili olmaktadir.

Genel Lagrange yontemi kullanilarak bagka iterayon formiilleri elde edilebilir. Aym sekilde
(5.1) denkleminin yerine, diferensiyel bir denklem yazilirsa, (5.3) ifadesine benzer bir

diizeltme (correctional) fonksiyoneli elde edilebilir.
5.1.2 Stasyoner (Stationary) sartlar

Varyasyonlar hesabinin en temel problemi

J=[ (3, x)dx+g,(x)y

X

ey ~ & ()Y (5.9)

X=X

fonksiyonelinin maximum yada minimum degeri i¢in bir y = f(x) fonksiyonu bulmaktir

(He, 2003). (5.9) fonksiyonelinin ekstremum sart1 (stasyoner sart) ,

5T=5 j F(3,;x)dx+ g,(x)5y (5.10)

Rl

oy, ~8:(X)0y

X=X

= [6F ()i x)dx + g, (x)5y

X

ey, ~&(X)0y (5.11)

X=X
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{—5 +—§y}abc+g1 —g25 . (5.12)
=.[{d—F5 dr d }d)ﬁrgl —g25y B (5.13)
L lay dy' dx =0
aF da(ar\]. dfd
= — | — ||y +— oy |rdx+ -g,0 5.14
o s sfoofonmon, o
= d—F—i d—F oy rdx+ dFﬁy +g0y| _ —g,0)| _ (5.15)
Ly dx ') | dy' . o o
=0
gerektirir. Yukaridaki iligskiden, keyfi oy degeri i¢in,
aF _d[dF =0, (5.16)
dy dx\dy
ve asagidaki siir sartlar elde edilir;
dF dF
— ()-8 (x)=0, —(x,)—g,(x,)=0. (5.17)
dy dy

(5.16) denklemi, FEuler-Lagrange diferensiyel denklemi yada Euler denklemi olarak
adlandirilir. (5.17) denklemleri ise, dogal sinir degerleri olarak bilinir (He, 2003).

5.1.3 Simirh (Restricted) Varyasyon

Sinirlt (restricted) varyasyonun varyasyonel iterasyon yonteminde nasil kullanildigini

gostermek i¢in

x> =3x+2=0. (5.18)
cebisel denklemini gbz oniine alalim. (5.18) denklemini,

X-x-3x+2=0 (5.19)

seklinde tekrar yazalim. X burada sinirli (restricted) degisken olarak adlandirilir. Baglangicta

tahmini bir deger olarak alinir ve kabul edilir. (5.19) denkleminden x ¢oziiliirse,
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ye—2 (5.20)
3—-Xx

elde edilir. Iterasyon formunda ifade edilirse

X, = (5.21)

elde edilir. Cizelge 5.1° den de goriilecegi gibi iy1 bir tahmin i¢in, bu yontem gayet etkilidir.

Cizelge 5. 1 Denklem (5.21) ile Newton iterasyon formiiliiniin karsilastirilmasi

Iterasyon Denklem (5.21) Newton Iterasyon formiilii

0 0.5 0.5

1 0.8 0.875
2 0.909 0.987
3 0.956 0.999
4 0.978 1.000
5 0.989 1.000
6 0.994 1.000
7 0.997 1.000
8 0.998 1.000
9 0.999 1.000

Varyasyonel iterasyon yonteminde, baslangic tahmini daima muhtemel bilinmeyen bir
parametre olarak secilir, tek iterasyonda yiiksek derecede dogruluga sahip bir ¢dziime

ulagilabilir (He, 2007).

Varyasyonel iterasyon yonteminin temel kavramlarin1 izah ettikten sonra, varyasyonel

iterasyon tekniginin temel amacini géstermek icin,
Llu(®)]+ N[u()] = g(2) (5.22)

genel non-lineer sistemi goz oniine alalim. (5.22) non-lineer sisteminde L lineer bir operatdr,

N non-lineer bir operatdr ve g(t)’ de stirekli bir fonksiyondur. Varyasyonel iterasyon

yonteminin temel amaci (5.2) sistemi i¢in,
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u, (H=u, )+ j./?, {Lun (s)+Nu, (s)— g(s)} ds (5.23)

diizeltme fonksiyoneli olusturmaktir. (5.23) diizeltme fonksiyonelinde, A, varyasyonel

teorisiyle belirlenen Lagrange ¢arpani, u,, n. yaklasik ¢oziim ve oi, =0 olmak lizere

n?’

u, ise, smurh (restiricted) varyasyonu gostermektedir (He, 2007). Lineer problemlerin

¢cozlimiinde, Lagrange ¢arpaninin belirlenmesine bagl olarak, tam ¢6ziim tek bir iterasyon

adimiyla elde edilebilir.

Ornek 5.1: Asagida baslangig kosuluyla beraber verilen

u'=2xu=0, u(0)=1. (5.24)
diferensiyel denklemini varyasyonel iterasyon yontemiyle ¢ozelim (Wazwaz, 2009).

Diizeltme (correctional) fonksiyoneli (5.24) denklemi i¢in,
u,, (x)=u,(x)+ jixl(t) {u; (t)—2tu, (t)} dt, n>0. (5.25)
0
olarak verilir. (5.25) denkleminin her iki tarafinin varyasyonunu alirsak,
ou,, (x)=ou,(x)+ 5[.[. A {u; (t)—2tu, (t)} dtj (5.26)
0

elde dilir. ou, =0 (smirh varyasyon) olmasi gerektiginden, yani 2¢6u, = 0 oldugundan,

ou,,,(x)=0ou,(x)+o Uﬂu; (1ydS } (5.27)
0
elde edilir. (5.27) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,

S, = Su, + 5, (x) - 5[ Au, (t)at (5.28)
0

=501+ 2| _ Ju, =8 Au, ()dt (5.29)
0

elde edilir. u,,, ’in ekstremum sartindan dolay1, du,,, =0 olacagindan, yani, (5.29) ifadesinin

n+l

sol tarafi sifir olur, bundan dolay1 (5.29) ifadesinin sag tarafi da sifir olur. Bu da,
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(1+4]_)=0

5.30
M o (5.30)

t=x

olmasini gerektirir. Yani, 4 =—1 bulunur. Bu durumda (5.24) diferensiyel denklemi i¢in

diizeltme fonksiyoneli,
1, (%) =, ()= [ {u} () = 20, ()} dt (5.31)
0

olarak elde edilir. u, =1 alinabileceginden, asagidaki yaklagimlar elde edilir:

u, (x) =u,(x) —j{u(')(t) — 2tu0(t)} dt =1+x7,
u, (x) =u,(x) —jj{ul'(t)—Ztul(t)} dt =1+x° +2i!x4,

uy(x) = uz(x)—_([{u;(t)—%uz(t)} dt=1+x" +%x4 +%x6, (5.32)

j— _ I ’ _ _ 2 l 4 l 6 l 8
1, (x) = 1, (x) _([{u3(t) Dtuy(t)ydt =1+ X + TRRETRRTEE
u, (x)=1+x +lx4 +iX6 +ix8 +-~-+lx2"

2! 3! 4! n!

u(x)=limu, (x) (5.33)
ifadesi ile,
u(x)=e" (5.34)
tam ¢Oziimii elde edilir (Wazwaz, 2009).
Ornek 5.2 (Momani ve Odibat, 2007)
x(0)=0, y(0)=1 (5.35)

baslangi¢ kosullariyla verilen,

D% x(t)=x(t)+ y(¢)
D% y(t) = —x(t) + y(?)

Lineer kesirli diferensiyel denklemler sistemini varyasyonel iterasyon yontemiyle ¢ozelim.

(5.36)
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Varyasyonel iterasyon yontemine gore (5.36) sistemi i¢in diizeltme fonksiyoneli,

x“%ﬂ:xW0+Ajﬂyw%ﬂ—x%ﬂ—yqﬂ%h
! (5.37)
YO =y O+ 4 [{DV () + 5 () -y (D)) de

olarak verilir. &ii, =0 (simrli varyasyon) olmasi gerektiginden ve Sx*"' =0, &)y =0

olacagindan, asagidaki stasyoner sartlar olusur:

(1+4]_)=0 @+@L):o

) (5.38)
ﬂ"’ =t :0 2’2'

7=t

(5.38) stasyoner sartlarina gore, Lagrange ¢arpanlar1 4, =—1 ve A, =—1 bulnur. Bu durumda,
t
() =5t ()= [{Dx (1) - (1) -y (1)} de

0

, (5.39)
YO =y 0= [{Dey (@) +x (1) -y (0)} dr

diizeltme fonksiyonelleri elde edilir. x° =0 ve »° =1 olarak alimirsa, asagidaki yaklasimlar
X'(6)=x"(t) —I{D“‘ X(1)=x"(2) =y (2)} dr =t
0

V(O =3O~ [{D°) (@) +x" ()= (D)} dr =1+1

¥ (1) = xl(t)—Q{D"“xl(f)—xl(f)—yl(f)} dr=20+0 - r(3_;¢1)
V() =y (t)—.([{D“Zy’ () +x'(1) =)\ (o)} dr =1+2 - rG _;2)
tz_al t3_al t3—2a] 13—“2

3
Y0 =3t+30 + -3 - - -
3 TIG-q) T@-a) I'4-2a) T'(4-a,)

tZ—az t3—az t3—2a2 t3—a,

- + +
IrG-a,) I'd-ca,) I'd-2a,) I'd-«,)

3

y3(t)=1+3t—%—3

elde edilir. Varyasyonel iterasyon yonteminin etkinligi ve yakinsakligi {izerine yapilan cesitli
calismalar ve analizler, yontemin son derece etkili ve istenen ¢6ziime ¢ok fazla bir hesaplama
gerektirmeden ulastirdigi konusunda birbirini desteklemektedir. (Tatari ve Dehghan, 2007;
Odibat, 2010; Salkuyeh, 2008)
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6. COK DEGISKENLIi PADE YAKLASIMI

Cok degiskenli Padé yaklasimi, tek degiskenli Padé yaklagimi temel alinarak elde edildigi
icin, tek degiskenli Padé yaklasiminin temel tanimlar1 ve teoremleri verildikten sonra ¢ok

degiskenli Padé yaklagimina gecilecektir.

6.1 Tek Degiskenli Padé Yaklasim

f fonksiyonu  f(x)=c,+cx+c,x’+-+ yani;
f)=2ex'" (¢ #0) (6.1)
i=0

seklinde bir kuvvet serisiyle temsil edilsin. Bu durumda bu kuvvet serisinin Padé yaklasimi

a,+ax+---+a, x"
by+bx+---+bx"

[m/n] = (6.2)

seklinde bir rasyonel fonksiyondur (polinomlarin orani). Paymn derecesi m, paydanin
derecesi n dir. (6.2) de m+1 tane payin katsayis1 ve n+1 tane de paydanin katsayis1 vardir.

Burada (6.2)’nin paydasinin tanimsiz olmamasi i¢in b, =1 alimmmalidir. Bu se¢imle (6.2)’nin
paymin  m+1 tane bagimsiz katsayisi ve paydasinin #n tane bagimsiz katsayist olur. Tiim

yaklasimda m+n+1 tane bilinmeyen katsay1 vardir. [m/ n] , (6.1)’deki kuvvet serisinin ilk

m+n+1 terimine karsilik gelir ( Baker ve Grave-Morris, 1996). (6.1)’deki
Lx, x>, x"™" (6.3)

m+n dereceli kuvvet serisine karsilik gelen Padé yaklagimini

S a+ax+-+a x”
D oxt =—— n— + O(x"") (6.4)
= by+bx+---+bx

seklinde yazabiliriz. (6.4) denkleminde i¢ler dislar ¢arpimi yapilirsa
(by +bx+-+bx")c, +cx+-+)=a, +ax+--+a,x" +O(x""") (6.5)

elde edilir. (6.5) denklemindeki ~ x”*',x"*?,---,x™*" katsayilarinin esitliginden
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bncm—)z+l + bn—lcm—n+2 +et bOCm+l = 0
.bncm—n+2 + bn—lcm—n+3 Tt bocm+2 = O (66)
bncm + bn—lchrl teeet bOCm+n = 0

sistemi elde edilir. b, =1 oldugu i¢in, (6.6) denklemi 7 tane lineer denklemden olusur.

Yani;
m—n+1 Cm—n+2 cm—n+3 .“ cm bn cm+1
Cm—n+2 Cm—n+3 cm—n+4 Cm+1 n—1 cm+2
cm—n+2 Cm—n+4 Cm—n+5 cm+2 bn—2 == Cm+3 (67)
L Cm Cm+1 cm+2 cm+n—1 AL bl n _cm+n a

olur. Buradan b, katsayilar: bulunur. Diger yandan (6.4) denkleminden payin

katsayilari olan a,,a,, --,a, katsayilari 1,x ,x*,---,x" terimlerin katsayilarinim esitliginden

a,=c,

a, =c, +bc,

a,=c,+bc +byc, (6.8)
min(m,n)

am = Cm + blcm—l

olarak  bulunur. Bdylece (6.6) ve (6.8) denklemlerindeki a ve b katsayilari, Padé
yaklasiminin pay ve paydasimi olusturacak terimlerin katsayilart olarak tanimlanir.
Dolayistyla, bu terimlerden elde edilen denklemlere Padé denklemleri denir. Padé
yaklagimimin hesaplanmasinda goriilecektir ki, (6.6) ve (6.8) de elde edildigi gibi Padé

denklemleri katsayilar hesaplanmadan,

m ) m—=1 ) m—n ) 1 n
Z cx' xz cx' oo X" Z cx' x *
=0 i=0 i=0 C C e C

m+1 m m+l-n
X) = 6.9
p(X) = cm+1 Cm h Cm+]—n ’ q( ) . . ( )
cm+n cm+n—1 t cm
cm+n cm+n—l .“ cm
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denklemleriyle de elde edilebilir . Bu denklemler yardimiyla x™™ y. dereceden Zcixi
i=0
kuvvet serisine karsilik gelen [m/n] Pad¢  yaklasimi olusturulur.Yani verilen

o0
f(x)= ZCix’ kuvvet serisini keyfi dereceden Maclaurin serisine doniistiirerek, bu serinin
i=0

keyfi Padé yaklagimi (serisi) olusturulur.(Bundan sonra pve ¢’ niin kesin polinomsal

dereceleri O ile,seri igerisindeki dereceleri @ ile gosterilecektir)

Yani bir f(x) fonksiyonu i¢in [m/ n] ; (x) Padé yaklasimi problemi; Padé¢ yaklasiminda pay

ve payda polinomlari olan
p(x)=>ax"  ve gq(x)=> bx (6.10)
i=0 i=0

polinomlarini bulmayi igerir. Yani,

m

p)=> ax
[m/n], (x)=—"5— (6.11)
4(x)=2 b

olur. (6.4) ifadesinde, yapilan i¢ler dislar ¢arpimiyla elde edilen (6.6) ve (6.8) denklemlerinde

[m/ n] , (x) bulunurken ;

o(p)<m
o(g)<n (6.12)
o(fg—p)>m+n+l

durumu s6z konusudur.
Teorem 6.1: Eger p.,q, ve p,,q, polinomlart (6.12) durumunu saglarsa bu durumda

P14, = p,-q, olur.

Ispat 6.1: p.q,—p,q, ifadesi (fg,-p,)q,—(fq,—p,)q, seklinde de yazlabilir. (6.12)

durumundan
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w(fql—p1)2m+n+l

oldugundan
w(ﬁ]z _pz) 2m+n+l

Buradan @(p,.q, — p,.q,) 2m+n+1 elde edilir. Fakat (p g, — p,q,)(x) polinomunun
derecesi en fazla m+nolacagindan, p,.q,—p,.q, olur.
Teorem 6.1°in bir sonucu olarak, p,/q, ve p,/q, rasyonel ifadeleri birbirine denktir.

Calismamizda simdiye kadar sadece orijin merkezli kuvvet serileri i¢cin Padé yaklagiminin
tanimi1 verdik. Orjin merkezli olmayan ve herhangi bir nokta merkez alinarak Padé

yaklagimi tanimlanabilir. Asagidaki sekilde tanimlanan;
f@)=2clx=x) (¢, #0) (6.13)
i=0

kompleks uzayda x, merkezli bir kuvvet serisi olsun. Bu kuvvet serisi i¢in (m,n) dereceli

Padé yaklasimini bulmak miimkiindiir. Orjin merkezli kuvvet serilerinde kullandigimiz

yontemler burada da aynen gegerlidir. Buna gore;
p(x):Zai(x—xO)i ve q(x):Zbi(x—xo)i (6.14)
i=0 i=0
seklinde ifade edilir.ve

(fa-p)x)= Y d(x—x,) (6.15)

izm+n+1

ifadesinden (6.6) ve (6.8) denklem sistemindekine benzer lineer denklem sistemleri elde

edilir ve ayni sekilde ¢oziiliir. Ayrica (6.12)’deki durum burada da aynen gegerlidir.

Teorem 6.2: r (x) rasyonel fonksiyonu bir f fonksiyonuna ait (m,n) dereceli Padé

m,n

yaklagimi olmak iizere; her negatif olmayan m,n sayist i¢in f fonksiyonuna ait tek bir

(m,n) dereceli r, ,(x) Padé yaklagimi vardir.

6.2 Padé Yaklasiminin Hesaplanmasi
Pad¢ yaklasiminin hesaplanmasinda literatiirde farkli algoritmalar kullanilmaktadir. Biz
calismamizda en yaygin ve kullanigh olan determinant formiillerini kullandik. Simdide bu

yontem tizerinde duralim.



48

fx)= ic,xi (6.16)

serisiyle temsil edilen fonksiyonun (m,n) dereceli Padé yaklagimini

(X) — po(x)

6.17
qy(x) ( )

m,n

olarak tanimlarsak,

» iaixi
o)=Y ex' =L ) _ = (6.18)
i=0 (]o (x) Zbixi

ifadesinin igler dislar carpimiyla olusan denklem sistemi ve bu sistemdeki katsayilar

determinant yontemiyle bulunabilir.

f(x)=>cx' (6.19)
i=0

I¢in,

k
F(x)=Ycx', k=0
i=0

(6.20)
F(x)=0 , k<0
yazilabilir.
Teorem 6.3: Eger bir f fonksiyonu i¢in (m,n) dereceli Padé yaklagimi
cm . cm+l—n
e v 1CO R S (6.21)
’ qy(x) ’
cm+n—1 cm
olarak ifade ediliyor ve D =det D, , # 0 ise;
F (x) xF, (x) - Xx"F_ (%) 1 x - X
1| ¢ 1lc,.,

xX)=— m+ ) X)=— mt 6.22

P =7 : D,. %(¥) =7 : D,. (6.22)

Coin m+n
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olur.

Ispat 6.3: D#0 oldugundan, yukaridaki (6.6) denklem sisteminde b, =1 alindiginda bu

homojen (6.6) denklem sisteminin tek ¢éziimii oldugu goriilmiisti. Ayni sekilde asagidaki

homojen denklem sistemi de asikar olmayan (nontrivial) ¢éziime sahiptir.

(1—gy(x)) b, +xb, +x*b, +---+x"b, =0

c b =0

bO +Cmb1 +“.+Cm+1—n n (623)

m+1

b,+c,,, b +--+cb =0

cm+n m+n—1

Boylece katsayilar matrisinin determinant1 sifira esittir. Yani;

l-q,(x) x - X'
C C o C
"l e E1 (6.24)
cm+n Cm+n—l cm

Ayn1 zamanda ¢,(x) i¢in bir denklem ifadesinin de oldugunu gostermis oluruz.

Eger f(x)g,(x) ifadesini g6z Oniine alirsak;

S o (x) - X f(x)
1 cm+1 Cm cm+1—n
f(x)qo(x)—B : S - (6.25)

c

m+n cm+n—1 m

ifadesi elde edilir . p,(x) polinomu f(x)g,(x) serilerindeki m den kiiciik yada m’ye esit
dereceye sahip tiim terimleri icerdiginden (6.25) ifadesinde p,(x)’in determinant formatini
elde ederiz. Bu da ispatimiz1 tamamlar.

Determinant algoritmasi bir ¢ok ekleme ve ¢arpim islemlerini ihtiva ettiinden m ve n ’nin

kiiciik degerlerini hesaplamada daha kullanilighdir.

Ornek 6.1: f(x)=+/x+1 fonksiyonunu verilsin. f(x)=+/x+1 fonksiyonunun 6.dereceden

Taylor agilimi,
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Pé(x):lJrlx—lszri)f— > xt+ ! x’ - ! x®
2 8 16 128 256 1024

(6.26)

seklindedir. (6.26) kuvvet serisinin (4,2) dereceli Padé yaklasimi (6.9) determinant

denklemleri yardimiyla,
1+§x+2x2 +116x3 —3;4)64
T4 (x)= (6.27)
I+ -x+—x°

olarak hesaplanir. f(x)=+x+1 fonksiyonu, P,(x) kuvvet serisi ve (4,2) dereceli Padé

yaklagimina ait grafik sekil 6.1 de gosterilmistir.

E:]nml

L [4.2] Padé yaklasam

Sekil 4. 1 f(x)=+x+1 fonksiyonu, F,(x) kuvvet serisi ve F,(x) kuvvet serisine ait 7,,(x)

Pad¢ yaklasiminin grafikleri.
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6.3 Cok Degiskenli Padé Yaklasimi

Calismamuzi iki degiskenli fonksiyonlarla sinirlayacagiz. Ciinkii ikiden fazla degiskene

sahip fonksiyonlar i¢in genellestirme yapilabilecegi agiktir.

fx,y)= i c;x'y’

(6.28)
i,j=0
Taylor serisiyle temsil edilen ¢ift degiskenli f'(x,y) fonksiyonunu géz oniine alalim.
f(x)= ZCixi fonksiyonu i¢in tek degiskenli Padé¢ yaklagiminin;
i=0
m ) m—1 ) m—n )
Z cx' xz cx' x" z cx' 1 x e X
i=0 i=0 i=0
c + cm Cm+ —n
pE=| ¢ G, Coin |+ q)=[T € ! (6.29)
Cm+n Cm+n—l cm
Cm+n cm+n—l Cm

denklemleriyle verildigini biliyoruz.

p(x)ve g(x) ifadelerinde ; ’inci satir1 x’*' ile ¢arptiktan sonra, p(x)ve g(x)ifadelerindeki

j’inci siitunu x’"’e bélelim.(j=2,..,n+1).Bu pay ve paydanin x™ ile g¢arpimiyla

sonuglanir. Gerekli islemler yapilirsa;

m ) ) m—n )
2cx 2cx Qe
i=0 i=0 i=0
m+1 m m+l-n
cm+lx me cm+1—nx
m+n m+n—1 m
(x)  |CpunX CinaX c,X
P _ Lo i m . (D=detD_ #0) (6.30)
1 1 1 "
m+1 m m+l-n
cm+1x me cm+l—nx
m+n m+n—1 m
cm+nx cm+n—1x “. me

elde edilir.
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Yukaridaki determinant dogrudan ¢ift degiskenli f(x,y) fonksiyonu i¢in yazilabilir. Yani

k
ch.xi toplaminin yerine f(x, y) fonksiyonunun £ ’inci dereceden Taylor ag¢iliminin kismi
i=0

toplamlar1 yazildiginda, ¢, x* ifadesi f(x,y) fonksiyonuna ait k ’inci dereceden tiim terimleri

igerir. Burada cift degiskenli cl.jxi y’ teriminin derecesi i+ j ’dir denilir.

Eger,
m o m—1 o m—n
o/ by 1,J
2 Xy D ey 2 €X'y
i+j=0 i+j=0 i+ j=0
i .j i .j i_j
IRECND SR I SR
g q y
p(x,y)= i+ j=m+1 i+ j=m i+ j=m+l-n (6.31)
i3y i "
2 X'y 2 Xy 2 X'y
i+j=m+n i+j=m+n—1 i+j=m
iy S iy
PINCES D IR S 2 Xy
i+j=m+1 i+j=m i+j=m+l-n
q(x,y) = (6.32)

iy o iy
2 exy 2 ey 2 <y

i+j=m+n i+ j=m+n-1 i+j=m

olarak tanimlarsak, p(x,y) ve g(x,y)’ nin formlarmin asagidaki sekilde oldugunu gérmek

kolaydir.
px,y)= > ax'y’

i+ j=mn

mn+n o (633)
q(x,y)= > bx'y’

i+ j=mn

Burada (6.33) ifadeleri i¢in asagidaki (6.34) durumu s6z konusudur.
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a(p)=mn

o(p)<mn+m

w(q) > mn (6.34)
o(gq)<mn+n

o[(fg-p)(x,»)]

Tek degiskenli Padé yaklagimlarinda (6.12) durumuyla kiyaslandiginda p ve ¢ ’niin
dereceleri, p,q ’niin mertebesi (Padé yaklasiminin derecesi) ve fg— p ’nin derecesinin mn

kadar kaydig1 goriilmektedir. Fakat Padé yaklasiminin indirgenemez formu elde edildiginde

bunun kayboldugu goriilecektir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)

Teorem 4.1:Eger p(x,y) ve g(x,y) (6.31) ve (6.32) ile verilirse;

(Jg=p)x, )= D, dx'y' olur

i+ j2mn+m+n+l

Ispat 4.1: Eger;

A4.(x,y)= szmmk ax'y’ (k=0,...,m) (6.35)

B.(x,y)=), b x'y’ (k=0,...,n) (6.36)
KXY i+j=mntk y AR

C,(x,y)= ZHFW ¢, x'y’ (k=0,1,2,...) (6.37)

olarak ifade edilirse (fg—p)(x,y) = Z dijxi ¥’ igin asagidaki yazilabilir (Cuyt, 1983):

i+ j>mn+m+n+l

Co(x,»)B,(x,y) = 4y(x, )

:Cl(x, VB, (x,y)+ Co(x,¥) B (x,y) = 4/(x, ) 638)
C,(x,»)By(x,y)+--+C,_,(x,)B,(x,y) = 4,(x,y)

Cm+1(xa y)BO(xa y) + Cm+1—n(x> y)Bn ()C, y) = 0

: (6.39)
Cm+n(x9y)BO(x=y) +-t Cm(xay)Bn(x:y) =0

Burada £ <0 i¢in C, =0 dir. Bu notasyonlara gore;

m

p(x,y)= ZAk (x,y) ve gq(x,y)= sz (x,y) olarak da ifade edilebilir.
k=0

k=0
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Cm(xay) Cm+1—n(x’y)
By =| : (6.40)

Cm+n—l ('x’ y) Cm (‘xﬂ y)

olarak secip, Cramer kuralimi uygulayarak B, (x,y) i¢in yukaridaki homojen denklem
sistemini ¢Ozdiikten sonra, yukaridaki denklem sistemlerinde 4, (x,y) ’de yerine yazarsak;
(6.31) ve (6.32) determinantlarini, yani; p(x,y) ve ¢(x,y) ifadelerini elde ederiz. (6.31) ve
(6.32) de verilen p(x,y) ve g¢(x,y) (6.34) i¢in bir ¢dziim olusturur. Buda ispatimizi

tamamlar.

Burada p(x,y) ve ¢(x,y) ifadelerine ¢cok degiskenli Padé denklemleri denir. Ve

(1) =22 (2,7) (6.41)

9

ifadesine de f(x,y) fonksiyonunun (m,n) dereceli indirgenemez Pad¢é yaklasimi denir.

Teorem 4.2: Her m ve n sayisiigin, f(x,y) fonksiyonunun tek bir tane (m,n)dereceli ¢ok

degiskenli Padé yaklagimi vardir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)

Yukaridaki tanimdan sonra, ¢ok degiskenli Padé yaklasimi i¢in asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

+sin(xy) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyona ait seri agilimi

Ornek 4.1: f(x,y)=1+0 lx

2i+l

i (x)
=1+ 100" + 6.42
Z 4 g‘( )(2 +1)! (642)
=1+10x+101xy +1000xy” +--- (6.43)

seklinde olur. m =1=nolarak alinirsa; yani m ve n ’nin dereceleri 1 olarak alinirsa; p(x,y)

ve q(x,y), (6.31) ve (6.32) Padé denklemleri kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

( )—1+10x M ox 410027 —101 (6.44)
PRI = 101xy 10x - * ad '

,y) = =10x-101 6.45
q(x,y) ‘lley Loy = 10¥ 101wy (6.45)
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elde edilir. Buna gore;

10x+100x* —101x
Ly = . (6.46)
q 10x—-101xy
elde edilir. Bu ifadenin indirgenemez formu,
1+10x—-10.1y
rn(x,y)=——— 6.47
1,1( ») 1-10.1y ( )

seklinde bulunur. Goriildiigii gibi indirgenemez formu elde ettigimizde, mn =1 kadar artan
derece de kaybolmaktadir. Fakat bu her zaman olmayabilir. Asagidaki ornekte bu agikca

goriilmektedir. Sunu da hemen belirtelim ki bu elde ettigimiz sonucu etkilemez.

Ornek 4.2: m=1 ve n=2 alinrsa;(6.34)’ii saglayan (6.31) ve (6.32) Padé denklemlerini
kullanarak p(x,y) ve g(x,y);

1+10x 1 0
p(x,y)=| 101xy 10x 1| =100x*-101xy+1000x> —2020x>y +1000x)> (6.48)
1000xy> 101xy 10x

1 1 1
q(x,y)=| 101xy 10x 1 |=100x* —=101xy +1010x>y —1000xy> +201x>y" (6.49)
1000xy° 101xy 10x

bulunur. Buradan,

100x” —101xy +1000x° —2020x>y +1000x)>

p
=(x,y)= 6.50
q( Y) 100x* —101xy +1010x°y —1000xy” +201x°y° ( )
bulunur. £()c, y) ifadesinin indirgenemez formu ise ;
q
x—10.1y+10x* —20.2xy +10y°
(%) = - oy 6.51)

x—1.01y+10.1xy —10y*> +2.01xy>

olarak bulunur (Cuyt, 1987).
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7. UYGULAMALAR

Bu bolim, ii¢ alt bolimden olugmaktadir. Birinci alt bolimde, Adomian ayristirma yontemi
ile ¢ok degiskenli Padé yaklasimi karsilagtirilacaktir. Bu karsilastirma, non-lineer kesirli
diferensiyel denklemler iizerinde yapilacaktir. Her iki non-lineer kesirli diferensiyel denklem
once Adomian ayrigtirma yontemi ile ¢oziildiikten sonra, elde edilen seri ¢oziimlerinin Padé
yaklasimlar1 alinip, ¢oziimlerin sonuglar1 niimerik olarak karsilastirilacaktir. ikinci alt
boliimde, genellestirilmis diferensiyel donilisiim yontemi ile ¢ok degiskenli Padé yaklagimi
karsilastirilacaktir.  Bu  karsilastirma, zaman-kesirli  reksiyon-diflizyon diferensiyel
denklemleri iizerinde yapilacaktir. Her kesirli diferensiyel denklem Once genellestirilmis
diferensiyel doniisiim yontemi ile ¢oziildiikten sonra, elde edilen seri ¢oziimlerinin Padé
yaklasimlar1 alinip, ¢oziimlerin sonuglari niimerik olarak karsilastirilacaktir. Ugiincii alt
boéliimde, varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢ok degiskenli Padé yaklagimi karsilastirilacaktir.
Bu karsilagtirma, non-lineer hiperbolik zaman kesirli ve lineer kesirli Klein-Gordon
diferensiyel denklemleri iizerinde yapilacaktir. Her kesirli diferensiyel denklem &nce
varyasyonel iterasyon yoOntemi ile c¢oziildiikten sonra, elde edilen seri ¢Oziimlerinin Padé

yaklagimlar1 alinip, ¢6ziimlerin sonuclar1 niimerik olarak karsilastirilacaktir.
7.1 Adomian Ayristirma Yontemi (AAY) ve Cok Degiskenli Padé Yaklasimi (CPY)

Adomian ayrigtirma yontemi (AAY) ve ¢ok degiskenli Padé¢ yaklasimmnin (CPY)

karsilastirilmasi iki uygulama tlizerinde gosterilecektir.
Uygulama 7.1.1
Diu(x,t)= f(u,u_u_)+g(x,t), m-1<a<m, (7.1)

bicimindeki non-lineer kesirli diferensiyel denkleme Adomian ayristirma yonteminin

uygulanmasi i¢in, (7.1) kesirli diferensiyel denkleminin,
Dlu(x,t)+ Lu(x,t)+ Nu(x,t) = g(x,t), x>0, (7.2)

biciminde operatoér formunda ifade edilmelidir (Odibat ve Momani, 2008c). (7.1)’ de L, .

mertebeden kiiciik kesirli tlirevleri iceren lineer bir operatér, N, «. mertebeden kiigiik

a

kesirli tlirevleri igeren nonlineer bir operatdr, g kaynak fonksiyonu ve D; = Y ise «o.
t

mertebeden Caputo kesirli tiirevini temsil etmektedir. D; operatoriiniin tersi olan J

operatorii (7.2) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa,
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m—1 Ak k
u(x,t)= ZTZ()C,O*)%+J“g(x,t)—J“ [Lu(x,t)+Nu(x,t)]. (7.3)
k=0 :

elde edilir. Adomian ayristirma yontemi, u(x,¢) ¢dzimiiniin

u(e )=, (x,0), (7.4)

n=0

seklinde sonsuz terimli seriye ve (7.3) denklemindeki nonlineer fonksiyonun da

Nu=3 4, (7.5)

n=0

bi¢iminde ayristirilmis olmasii gerektirmektedir. Bilindigi gibi 4, , Adomian polinomlari

olarak adlandirilmaktadir. (7.4) ve (7.5) serileri (7.3)’te yerlerine yazilirsa,

iun(x,t):mzl‘(’;%u (x, 0*)—+J“g(x t)— J”‘[ [iun(x,t)]wtifln}. (7.6)

n=0

elde edilir. (7.6) denkleminden iterasyon formiilii

1ot AR
uO(xat):Z_(xvo )F_'_J g(xot)

= or*
u (x,t) ==J“(Lu, + 4,),

u,(x,t)==J“(Lu, + 4,), (7.7)

u,, (x,t)==J"(Lu,+A4)).

biciminde elde edilir (Odibat ve Momani, 2008b). Buna gore,

Dlu(x,t)+u(x,tu (x,t)=x+xt’, t>0, xeR, 0<a<l, (7.8)
non-lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi

u(x,0)=0. (7.9)

baslangi¢ sartryla verilsin. Adomian ayrigtirma yontemini kullanarak, (7.8) kesirli diferensiyel

denklemi ve (7.9) baslangic¢ sart1 (7.7)’de yerlerine yazilirsa,
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Y 5 ta 2ta+2
uy(x,t) =u(x,0)+J“(x+xt")=x ,

Ta+1) T(a+3) (7.10)

u,,(x,0)==J%4,), j=0,

rekiirens bagntisi elde edilir. 4;, non-lineer N =uu,_ fonksiyonu i¢in Adomian polinomlari

olarak adlandirilir. (7.10) rekiirens bagintisina gore, seri ¢oziimiiniin ilk terimlerinin bir kagi,

a a+2
uo(x,t)zx( ! 2 ]:

+
I'a+1) T'(ax+3)

FQa+1)r* 4T 2a +3)P*" Ar2a + 5P+
u, (x,t)=—x 5 + + 2 J (7.10)
MNa+)TGa+1l) T'(a+DI(a+3)I'Ga+3) T'(a+3)TGBa+5)
Sa Sa+6
() = 2 F(2a3+ DI @a+Dr 8F(2a3+ SC(4a +7)t |
INa+)'TBa+HI'Sa+1) T(a+1)’T@a+5T'Ga+7)
bi¢ciminde elde edilir. (7.4) seri ¢6ziimiiniin ilk {i¢ terimi,
a a+2 3a 3a+2
u(x.f) = x t N 2t B F(2a2+ Dt B AT Qo +3)t nl (7.11)
INa+l) T'(a+3) T(e+)TG@a+l) T'(e+DI(a+3)I'GCa+3)
olarak elde edilir (Odibat ve Momani, 2008b). & =11¢in (7.11) denklemi,
u(x,t)=xt+0.1x107°# —0.1333333333x¢’ (7.12)

olarak elde edilir. m=4 ve n=2 i¢in, (7.12) seri ¢Oziimiine ait ¢ok degiskenli Padé

denklemleri (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

xt+0.1x107°¢ xt xt

p(x,t)= 0 0.1x107°¢ 0 (7.13)

—0.1333333333x¢° 0 0.1x107°#
=0.1333333333x107"(¢* +0.7500000002 x 10~%)x’t’ (7.14)

1 1 1

g(x,t) = 0 0.1x107°¢ 0 (7.15)

—0.1333333333x¢° 0 0.1x107°#
=0.1333333333x107"°(¢> +0.7500000002 x 10~ ) x°¢° (7.16)

biciminde elde edilir. Bu durumda, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.8) non-lineer
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zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11) seri ¢éziimiiniin =1 igin elde

edilen (7.12) ¢6zlimiiniin, (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagimu,

(42] - (#* +0.7500000002 x 107" ) xt

- 7.17
() 2 +0.7500000002x10° (7.17)

olarak elde edilir. & =1 i¢in (7.8) zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin tam ¢éziimii
u(x,t)=xt (7.18)

olarak verilmektedir (Odibat ve Momani, 2008b). Buna gore, o =1 icin (7.8) zaman-kesirli
kismi diferensiyel denkleminin tam ¢6ziimiiniin, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak,
(7.8) non-lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin « =1 icin bulunan (7.12) seri
¢Oziimiinlin ve a =1 i¢in bulunan (7.12) seri ¢oziimiine ait (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli
Padé yaklasiminin grafikleri ve niimerik degerleri, asagidaki gibidir (Sekil 7.1, Sekil 7.2,
Sekil 7.3, Cizelge 7.1).

Sekil 7. 1 =1 ig¢in, (7.8) zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin tam ¢ézimii.
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Sekil 7. 2 AAY kullanilarak, (7.8) non-lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in

bulunan (7.11) seri ¢oziimiiniin, @ =1 i¢in elde edilen (7.12) ¢oziimii.

o
o
“_q,"
i

Sekil 7. 3 (AAY) kullanilarak, (7.8) kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11)

seri ¢cOziimiiniin & =1 igin elde edilen (7.12) ¢6zlimiiniin (4,2) mertebeli CPY.
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a =0.5 i¢in (7.11) denklemi,
u(x,t) =1.128379167xt"° —0.9577979850x¢'"* +0.6018022226x¢>> —0.7005608116xt>° (7.19)
olarak elde edilir. (7.19) denklemi i¢in "> = @ olarak alinirsa,
u(x,a) =1.128379167xa —0.9577979850xa’ +0.6018022226xa’ —0.7005608116xa’ (7.20)

elde edilir. m=6 ve n=2 igin, (7.20) seri ¢ozlimiine ait ¢cok degiskenli Padé denklemleri

(6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

11283167 —095797980’ +0.601802226" 1128301673 —~095707980a’ 1.1283P167xa—09579798507’

Hca)= 0 0601802226507 0
~070056081 166 0 06018022267
(7.21)
= —0.4907854507(1.2014642944* —1.231832347a° — 0.8326662354)x°a"" (7.22)
1 1 1
q(x,a) = 0 0.6018022226xa’ 0 (7.23)
~0.7005608116xa’ 0 0.6018022226xa’
= 0.4907854507(0.7379312378 +1.718058483a°)x’a" (7.24)

"2 alinirsa, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.8) non-

biciminde elde edilir. a=t¢
lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11) seri ¢oziimiiniin, & =0.5

icin elde edilen (7.19) ¢6zlimiiniin, (6,2) mertebeli ¢cok degiskenli Padé yaklagimu,

[6 2] . 201464294¢> —1.231832347¢ — O.8326662354)x\/;

= (7.25)
(0 0.7379312378+1.718058483¢

olarak elde edilir. Buna gore, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.8) non-lineer
zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin  =0.5 i¢in bulunan (7.19) seri ¢oziimiiniin ve
a=0.5 i¢in bulunan (7.19) seri ¢oziimiine ait (6,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé
yaklagiminin grafikleri ve niimerik degerleri asagidaki gibidir (Sekil 7.4, Sekil 7.5, Cizelge
7.1).
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Sekil 7. 4 (AAY) kullanilarak, (7.8) non-lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in

bulunan (7.11) seri ¢oziimiiniin, & = 0.5 i¢in elde edilen (7.19) ¢6zlimii.

Sekil 7. 5 AAY kullanilarak, (7.8) kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11) seri

¢Oziimiiniin o = 0.5 i¢in elde edilen (7.19) ¢coziimiiniin (6,2) mertebeli CPY.
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a =0.75 igin (7.11) denklemi,
u(x,t)=0.00007125345441xt"> +0.1764791440x 107 xt*> —0.1238343301x107"" xt**°
~0.2897967272x107" xt**° (7.26)
olarak elde edilir. (7.26) denklemi i¢in #"> = a olarak almirsa,

u(x,a)=0.00007125345441xa" +0.1764791440x107° xa"’ —0.1238343301x107"" xa™®

—-0.2897967272x107" xa* (7.27)
elde edilir.
A=0.00007125345441xa"* +0.1764791440 %107 xa" —0.1238343301x107"" xa™® (7.28)

almirsa, m=49 ve n=2 i¢in, (7.27) seri ¢oziimiine ait ¢ok degiskenli Padé denklemleri

(6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

A A A
p(x,a)=|-0.2897967272x10" xa* 0 0 (7.29)
0 -0.2897967272x10""xa® 0

=-0.8398214310x10""x’a'" (-0.00007125345441—-0.1764791440x107 a*

+0.1238343301x107"7a) (7.30)
1 1
q(x,a)=|-0.2897967272x107" xa* 0 0 (7.31)
0 —0.2897967272x10 " xa® 0
=0.8398214310x107 x*a™® (7.32)

bigiminde elde edilir. @ =¢"?alinirsa, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.8) non-

lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11) seri ¢Ozlimiiniin,

a =0.75 igin elde edilen (7.26) ¢oziimiiniin (49,2) mertebeli ¢cok degiskenli Padé¢ yaklagimi,
0.8308214310x10™ x°#'™'* (<0.00007125345441—0.1764791440x10° £ +0.1238343301 <1077 £°

)
02 - 7.33
[ Lx,o 0.8398214310x10% x*¢® (7:33)

olarak elde edilir. Buna gore, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.8) non-lineer
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zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin « =0.75 i¢in bulunan (7.26) seri ¢dziimiiniin ve
a=0.75 i¢in bulunan (7.26) seri ¢Oziimiine ait (49,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé

yaklagimimin grafikleri ve niimerik degerleri asagidaki gibidir (Sekil 7.6, Sekil 7.7, Cizelge
7.1).

Sekil 7. 6 (AAY) kullanilarak, (7.8) non-lineer zaman-kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in

bulunan (7.11) seri ¢oziimiiniin, « =0.75 i¢in elde edilen (7.26) ¢ozlimii.

Sekil 7. 7 AAY kullanilarak, (7.8) kesirli kismi diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.11) seri
¢Oziimiinlin = 0.5 i¢in elde edilen (7.26) ¢oziimiiniin (49,2) mertebeli CPY.



Cizelge 7.1 a=0.5, a=0.75, a=1.0 oldugunda, (7.8) kesirli diferensiyel denkleminin (AAY) ile elde edilen (7.11) seri ¢oziimiiniin ve (7.11)

seri ¢oziimiine ait (CPY) niimerik degerleri.

65

X t a=0.5 a=0.75 a=1.0

U gy Ucpy U gy Ucpy U gy Ucpy Ure
0.01 | 0.01 | 0.001118860666 | 0.001118859998 | 0.7125363089x10?! 0.7125363089 %10 0.00009999999987 | 0.0001000000000 | 0.0001
0.02 | 0.02 | 0.003138022015 | 0.003138007574 | 0.2579676158x107'® | 0.2579676148x10"® 0.0003999999915 | 0.0004000000000 | 0.0004
0.03 | 0.03 | 0.005716640278 | 0.005716554826 | 0.8097412617x10""" | 0.8097412644x10™"" | 0.0008999999028 | 0.0009000000000 | 0.0009
0.04 | 0.04 | 0.008727882362 | 0.008727584792 | 0.9339702880x107"° | 0.9339702881x107"* | 0.001599999454 0.001600000000 | 0.0016
0.05 | 0.05 | 0.01209607907 0.01209530419 0.6224118481x10™" | 0.6224118464x107" | 0.002499997917 0.002500000000 | 0.0025
0.06 | 0.06 | 0.01576873408 0.01576705530 0.2931772549x10™"* | 0.2931772552x107"* | 0.003599993779 0.003600000000 | 0.0036
0.07 | 0.07 | 0.01970633078 | 0.01970312778 | 0.1086905954x10™" | 0.1086905954x107" | 0.004899984313 0.004900000000 | 0.0049
0.08 | 0.08 | 0.02387754051 0.02387197301 0.3381735603x10™" | 0.3381735608x107" | 0.006399965047 0.006400000000 0.0064
0.09 | 0.09 | 0.02825661342 0.02824760190 0.9203528751x10™" | 0.9203528751x107" | 0.008099929141 0.008100000000 | 0.0081
0.1 |0.1 |0.03282181204 | 0.03280802591 0.2253790147 %1072 | 0.2253790145x107"> | 0.009999866667 0.010000000000 | 0.01
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Uygulama 7.1.2

, >0, xeR, l<a<2, (7.34)

Dzu(x,n——[ (1) 24 ’)j

non-lineer zaman-kesirli hiperbolik diferensiyel denklemi,
u(x,0)=x>, u,(x,0)=-2x" (7.35)

baslangi¢ sartiyla verilsin. Adomian ayrigtirma yontemini kullanarak, (7.34) kesirli

diferensiyel denklemi ve (7.35) baslangic¢ sart1 (7.7)’de yerlerine yazilirsa,

u, (x,8) =u(x,0)+tu (x,0) = x*(1-2t),

(x,t)=J“(4,),, j=0, (7.36)

]+l

rekiirens bagmntisi elde edilir. 4;, non-lineer N =uu,_ fonksiyonu i¢in Adomian polinomlari

olarak adlandirilir. (7.36) rekiirens bagintisina gore, seri ¢dziimiiniin ilk terimlerinin bir kaci,

uy(x,1) = x> (1-2¢),

5 ta 4ta+l 8ta+2
u,(x,t)=06x - + ,
INa+1l) T'(a+2) T'(x+3)
2a 2a+1 20+2 2a+1
u, (x,0) = 72 t 4¢ 8¢ 2l +2)t (7.37)
rQa+l) F(2a +2) F(2a +3) F(a +DI'Q2a +2)
2a+2 2a+3
Ty 8N (ax +3)t _ 16l (a+4) ’
IMNa+2)IrQ2a+3) I'(a+3)I'2a+4)
bi¢giminde elde edilir. (7.4) seri ¢6ziimiiniin ilk {i¢ terimi,
a a+l a+2 2a
ue) = (-2 +6x)| ——— M8 e[ L] (739
INa+l) T'(a+2) T'(a+3) ra+l)
olarak elde edilir (Odibat ve Momani, 2008b). & =2 i¢in (7.38) denklemi,
u(x,t) = x*(1-2¢) + 6x*(0.5000000000¢> — 0.6666666668¢> +0.3333333334¢*) (739)

+3.000000000x°¢"

olur. m=4 ve n=2 i¢in, (7.39) seri ¢oziimiine ait ¢ok degiskenli Padé denklemleri (6.31) ve
(6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,



67

x*(1-2¢) +3.000000000x° X(1-2¢) X
p(x,0)=|  —4.000000001x* 3.000000000x°’ —2x°t (7.40)
5.000000000x>¢* ~4.000000001x*#  3.000000000x>¢>
=-20.00000000¢* (0.28x10°#* —0.34x 10" — 0.04999999986) x* (7.41)
1 1 1
q(x,1) =|~4.000000001x°#  3.000000000x>¢> —2x°t (7.42)

5.000000000x°¢*  —4.000000001x°#  3.000000000x°¢*

=20.00000000¢*(0.0499999999 + 0.1000000001¢ + 0.0500000004¢* ) x* (7.43)

Bu durumda, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.34) non-lineer zaman-kesirli
diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.38) seri ¢oziimiiniin, o =2 i¢in elde edilen (7.39)

¢Ozlimiiniin, (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagima,

_1.000000000(0.28 x 1074 —0.34x107¢ —0.04999999986)x

[4, 2] = > (7.44)
(1) 0.0499999999 + 0.1000000001z + 0.0500000004¢
elde edilir. & =2 i¢in (7.34) zaman-kesirli kismi diferensiyel denkleminin tam ¢oziimii
X \2
u(x,t)=(——) (7.45)
t+1

olarak verilmektedir (Odibat ve Momani, 2008b). Buna gore, o =2 i¢in (7.34) zaman-kesirli
diferensiyel denkleminin tam ¢6ziimiiniin, Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak, (7.34)
zaman-kesirli diferensiyel denkleminin « =2 i¢in bulunan (7.39) seri ¢ozlimiiniin ve o =2

icin bulunan (7.39) seri ¢oziimiine ait (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklasiminin

grafikleri ve niimerik degerleri, asagidaki gibidir (Sekil 7.8, Sekil 7.9, Sekil 7.10, Cizelge
7.2).
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Sekil 7. 8 a =2 igin, (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin tam ¢éztimii.

L
e e o e e
meety,

%
:i:i‘:-it:i*""*}" Il e e
g i

oy

o o
o

A e

§ I T e
] gff-_-:fe.-t_-.-_

Sekil 7. 9 AAY kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.38)

seri ¢Ozlimiiniin, & =2 i¢in elde edilen (7.39) ¢6ziimii.
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Sekil 7. 10 (AAY) kullanilarak, (7.34) kesirli diferensiyel denklemi igin bulunan (7.38) seri

¢Ozlimiiniin « =2 ig¢in elde edilen (7.39) ¢6zlimiiniin (4,2) mertebeli CPY.
a =1.5 i¢in (7.38) denklemi,

u(x,t) = x> (1-2) + 6x(0.7522527782¢"° —1.203604445¢>° +0.68777396831>°)

(7.46)
+12.00000000x°#>°
olarak elde edilir. (7.46) denklemi i¢in #"> = @ olarak almirsa,
u(x,a) =x>(1-2a*)+6x>(0.7522527782a" —1.2036044454° +0.6877739683¢") (7.47)
+12.00000000x°a®
=x>—x"2a* +4.513516669xa’ —7.221626670x*a’ +4.126643810xa’ (7.48)

+12.00000000x°a°

elde edilir. m=7ve n=2 igin, (7.48) seri ¢Oziimiine ait cok degiskenli Padé denklemleri

(6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

¥ —x°2a" +4.513516609°a’ —7.2216266710°a X —x’2a’ +4.513516609x°a’ ¥ —x°2a" +4.513516669x°a’

px,a)= 12.00000000x° ~7.221626670:°d’ 0
4126643810’ 12.00000000x°c° —7.221626670xa
(7.49)
=49.51972572(8.235760151a° + 0.87918553 1a* +1.2534276364° (7.50)

+1.403426542a” +1.750000001a +1.053153890)x°a"
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1 1 1
q(x,a) =|12.00000000xa*  —7.221626670x°a’ 0 (7.51)
4.126643810x>a’  12.00000000x°a®  —7.221626670x’a

=49.51972572(1.053153890 +1.750000001a + 3.509734322a* )x*a"’ (7.52)

bigiminde elde edilir. a=1¢"*

alimirsa, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.34)
zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.38) seri ¢oziimiiniin, & =1.5 igin elde

edilen (7.46) ¢6ziimiiniin, (7,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagimu,

12 4087918553112 +1.2534276361" 2 +1.4034265421 +1.750000001 +1.053153890) >

1.053153890+ 1.750000001\ﬁ +3.509734322¢

(8235760151

7.2 =

(7.53)

elde edilir. Buna goére, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli
diferensiyel denkleminin « =1.5 i¢in bulunan (7.46) seri ¢oziimiiniin ve & =1.5 i¢in bulunan

(7.46) seri ¢oziimiine ait (7,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklasiminin grafikleri ve
nliimerik degerleri asagidaki gibidir (Sekil 7.11, Sekil 7.12, Cizelge 7.2).

0.1
0.048
LAy
.00

Sekil 7. 11 (AAY) kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan

(7.38) seri ¢oziimiiniin, & =1.5 i¢in bulunan (7.46) seri ¢oziimii.
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Sekil 7. 12 (AAY) kullanilarak, (7.34) kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.38) seri

¢Oziimiiniin & =1.5 i¢in elde edilen (7.46) ¢oziimiiniin (7,2) mertebeli CPY.

a =1.75 igin (7.38) denklemi,

u(x,t) = x*(1-2£) + 6x>(0.6217515726¢'7 —0.90436592407>™ +0.48232849277)

(7.54)
+6.189965715x°t
olarak elde edilir. (7.54) denklemi igin ¢"* = @ olarak alinirsa,
u(x,a)=x"(1-2a*)+6x°(0.6217515726a" —0.90436592404'" +0.48232849274") (7.55)
+6.189965715x°a"
= x> —2x"a* +3.730509436x°a’ —5.426195544x°a"" +2.893970956x°a"’ (7.56)

+6.189965715x%a"

elde edilir. m=15 ve n=2 icin, (7.56) seri ¢ozlimiine ait cok degiskenli Padé¢ denklemleri

(6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

P2 3086 50619552 P2 3 0065 55195 P2t 13 TS0 540619554
Hxd) 189965715 0 0
2G> 6189965715 0
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(757)
= -38.31567556x"a** (=1 +2a* —3.7305094364" +5.4261955444'") (7.58)
1 1 1
g(x,a) =6.189965715x"a" 0 0| =38.31567556x"a™ (7.59)

2.893970956x°a"”  6.189965715x’a™ 0

bigiminde elde edilir. a=¢"*alnirsa, Adomian ayristirma yontemi kullamlarak, (7.34)
zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan (7.38) seri ¢oziimiiniin, o =1.75 i¢in elde

edilen (7.54) ¢6ziimiiniin, (15,2) mertebeli ¢cok degiskenli Padé yaklagimu,

—38.31567556x"t7 (=142t —3.730509436¢""* +5.426195544+'"'*)
38.31567556x"t

[15,2](%0 = (7.60)
elde edilir. Buna gore, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli
diferensiyel denkleminin « =1.75 i¢in bulunan (7.54) seri ¢oziimiiniin ve a =1.75 igin

bulunan (7.54) seri ¢Oziimiine ait (15,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin

grafikleri ve nlimerik degerleri asagidaki gibidir (Sekil 7.13, Sekil 7.14, Cizelge 7.2).

Sekil 7. 13 (AAY) kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan

(7.38) seri ¢oziimiiniin, & =1.75 i¢in elde edilen (7.54) ¢6zimii
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Sekil 7. 14 (AAY) kullanilarak, (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in bulunan

(7.38) seri ¢ozlimiiniin, @ =1.75 i¢in elde edilen (7.54) ¢6zlimiiniin CPY.

(7.8) ve (7.34) zaman-kesirli diferensiyel denklemlerinin, Adomian ayrigtirma yontemi
(AAY) ile elde edilen seri ¢oziimiiniin farklt & degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlere ve farkli
o degerleri i¢in elde edilen ¢oziimlerin ¢ok degiskenli Padé yaklasimlarina (CPY) ait
grafiklerden (Sekil 7.1-14) ve niimerik degerlerden goriildiigii gibi (Cizelge 7.1-2), her iki
yontemden elde edilen sonuglar, tam ¢oziimlerle (TC) ¢ok iyi uyumluluk gostermektedirler.
Fakat, ¢ok degiskenli Padé yaklagimi (CPY), Adomian ayristirma yontemine (AAY) gore,
tam ¢Ozlimlerle daha uyumludur. Ayrica, (7.8) ve (7.34) kesirli diferensiyel denklemlerinde,
sirastyla, ¢ =0.5, ¢ =0.75 ve a=1.5, a=1.75 degerleri i¢in, her iki niimerik yaklagimda

birbirleriyle son derece uyumludur.
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Cizelge 7.2 a=1.5, a=1.75 , a =2.0 oldugunda, (7.34) kesirli diferensiyel denkleminin (AAY) ile elde edilen (7.38) seri ¢éziimiiniin ve (7.38)

seri ¢ozlimiine ait (CPY) niimerik degerleri.

X t a=1.5 a=1.75 a=20

U gy Ucpy U gy Ucpy U gy Ucpy Urc
0.01 { 0.01 | 0.00009844537131 | 0.00009844533110 | 0.00009811632420 | 0.00009811625316 | 0.00009802960500 | 0.00009802960486 | 0.00009802960494
0.02 | 0.02 | 0.0003889833219 | 0.0003889809228 | 0.0003855443171 | 0.0003855410232 0.0003844675200 | 0.0003844675123 | 0.0003844675125
0.03 | 0.03 | 0.0008664034309 | 0.0008663775704 | 0.0008529749012 | 0.0008529437792 0.0008483364450 | 0.0008483363176 | 0.0008483363182
0.04 | 0.04 | 0.001527388854 0.001527250241 0.001492265504 0.001492112228 0.001479290880 0.001479289940 0.001479289941
0.05 | 0.05 | 0.002370102454 0.002369595331 0.002296248891 0.002295720729 0.002267578126 0.002267573695 0.002267573696
0.06 | 0.06 | 0.003393997434 0.003392539471 0.003258613123 0.003257161294 0.003204002880 0.003203987182 0.003203987184
0.07 | 0.07 | 0.004599726730 0.004596176215 0.004373819216 0.004370404791 0.004279895445 0.004279849765 0.004279849769
0.08 | 0.08 | 0.005989109024 0.005981449991 0.005637043845 0.005629880400 0.005487083520 0.005486968446 0.005486968450
0.09 | 0.09 | 0.007565131844 0.007550068937 0.007044140677 0.007030367394 0.006817867605 0.006817607941 0.006817607945
0.1 | 0.1 |0.009331981000 0.009304436794 0.008591616573 0.008566895894 0.008265000000 0.008264462804 0.008264462810
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7.2 Genellestirilmis Diferensiyel Doniisiim Yontemi (GDDY) ve Cok Degiskenli Padé
Yaklasimi (CPY)

Genellestirilmis diferensiyel doniisiim Yontemi (GDDY) ve ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin
(CPY) karsilagtirllmast iki uygulama {izerinde gosterilecektir. Uygulamalar icin, zaman-
kesirli reaksiyon-difiizyon denklemleri kullanilacaktir; zaman-kesirli Fisher denklemi ve

zaman-kesirli Fitzhugh—Nagumo denklemi. Reaksiyon-difiizyon denklemleri genel olarak,

o0%u
ot”

2
=D2—”2‘+f(u), O<a<l, t>0, xe®R. (7.61)
X

biciminde ifade edilir. (7.61) zaman-kesirli diferensiyel denkleminde, D difiizyon katsayisini,

f(u) ise, reaksiyon kinetigini temsil eden non-lineer bir fonksiyondur.

Uygulama 7.2.1

(7.61) denkleminde f(u)=6u(l1—u) olarak alinirsa, baslangi¢ kosulu

1

M(X, 0) = m

(7.62)

olarak verilen, asagidaki (7.63) zaman-kesirli Fisher denklemi elde edilir (Rida, El-Sayed ve
Arafa, 2010).

Du=DXu+6u(l-u), 0<a<l, t>0, xeR, (7.63)

P =1 alinp, Cizelge 4.3’teki ilgili temel islemler kullanilip, genellestirilmis diferensiyel

dontisiim yontemi (7.63) denklemine uygulanirsa asagidaki sekilde coziiliir ve (Rida, vd.,

2010):

anI(k,h+1)=(k+1)(k+2)Ua1(k+2,h)+6UaI(k,h)—6ihZUal(r,h—s)Ual(k—r,s) (7.64)
e+l ’ ’ e ”
yani;

ah+1)+1)

U, (kh+1)= {(k+1)(k+2)UaJ(k+2,h)+6UaJ(k,h)—6kinaJ(r,h—s)Ua,l(k—r,s)} (7.65)

=0 s=0

(ah+1)

ifadeleri elde edilir. U, ,(k,h) doniigim fonksiyonunun, genellestirilmis ters doniistimii olan
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u(,y) =Y S U, b —2,) (v = y,)” (7.66)

k=0 h=0

ters dontigim fonksiyonu (7.62) baglangi¢ sartina uygulanirsa, U, ,(k,0), £=0,1,2,... ,

baslangi¢ doniisiim katsayilari ,

1 1 1 1 1
U, 0,00==, U, (1,0)=——, U, (2,0)0=—, U, ,(3,0)=—, U, (4,0) =—— 7.67
«1(0,0) 2 1(L0) 2 1(2,0) T 13,0) 23 1(4,0) % (7.67)

olarak elde edilir. Cizelge 4.3’teki verilen temel iglemler kullamlarak U, (k,%) igin bazi
degerler elde edilebilir. Biitiin U, (k,h) degerleri (7.66) ters doniisiim fonksiyonunda yerine

yazilip, gerekli islemler yapilirsa (7.62) ve(7.63) denklemlerinin seri ¢oziimleri asagidaki

sekilde elde edilir:

1 5 a 25 20 1 5 » 25 2a
u(x,t)=|—+ t“+ N B t + 4 |x
4 AT'(a+1) 82 +1) 4 8l(a+]) 82 +1)

1 5, 25 ., , (1 5, 25 v ;
+| —- t* - P4 | X+ —— t* - 24 | x
16 16I(a+1)  8T(a+1) 48 24T(a+1) 24T Qa+1)

{ L, 5 ., 45 za+..)x4 (7.68)

- 1+ t
96 96T (a+1)  384T(2a+1)

(7.68) seri ¢oziimii denklemi agagidaki sekilde de yazilabilir:

u(x,t) =(l—lx+ix3 —Lx4 +---j+(§—§x—ix2 —ix3 +ix4 +j !

(25 25 25 , 25 , 425 , j >
H—t—x——x X t—x + =
g8 8 8 24" 384 rQa+1)

a =1.0 degeri i¢in, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin tam ¢6ziimii,

1
u(x,t)=——m— 7.70
( ) (1+ex—5t)2 ( )
olarak verilmistedir (Rida, vd., 2010). (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin
genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin, a =1.0

degeri icin asagidaki kuvvet serisi,
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u(x,t) = 0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x> +0.02083333333x"
-0.01041666667x" +(1.250000000 — 0.6250000000x — 0.3125000000x" (7.71)
-0.2083333333x" +0.05208333333x*) + 0.5000000000(3.125000000
+3.125000000x —3.125000000x" —1.401666667x" +1.106770833x*)*

=0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x"
-0.01041666667x" +1.250000000¢ — 0.6250000000x¢ — 0.3125000000x"¢ (7.72)
—0.2083333333x°¢ +0.05208333333x" +1.562500000¢> +1.562500000x¢>

~1.562500000x°¢* —0.5208333335x"t* +0.5533854165x*+>

elde edilir.

A4=0.2500000000 — 0.2500000000x —0.06250000000x" +0.02083333333x"
~0.01041666667x* +1.250000000¢ — 0.6250000000x¢ —0.3125000000x°¢ (7.73)
—0.2083333333x°¢ +1.562500000¢> +1.562500000x> —1.562500000x°¢>

B =0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x’
+1.250000000¢ — 0.6250000000x¢ — 0.3125000000x°¢ +1.562500000¢° (7.74)
+1.562500000x¢°

C =0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x" (7.75)
+1.250000000¢ — 0.6250000000x¢ +1.562500000¢

olarak alinip, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim
yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin, & =1.0 degeri icin elde edilen (7.72) kuvvet
serisinin m =4 ve n=2 i¢in ¢ok degiskenli Pad¢ denklemleri, (6.31) ve (6.32) determinant

ifadeleri kullanilarak,

A B C
P51)=|005208333333x  —0. 083333357 —0.01041666667x" —0.2083333333x's —1.52300000¢F  0.02083333333x’ —0.3125000000x’7 +1.56250000007”
05533834165 005208333333t —0. 52083333357 ~001041666667x" —0.2083333333 7 —1.52500000xF

(7.76)
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= —0.5533854165x*(~0.0001225490198x°t — 0.03063725491¢°x*

+0.3082873774¢*x” +0.02037377449¢ x* +0.003604983663¢*x

+0.00004901960791x° —0.00001225490198x° —1.470588235¢*

—0.3676470590¢*x* +0.002757352939¢°x° — 0.04289215684¢° x°

+0.09803921566¢° x> —0.00016339869281x° —0.2573529412¢° x

+0.1608455885¢"x +0.0001225490196x"+* —0.0107230392 1x°¢*

—0.06318933824¢°x° —0.001914828416¢°x° +0.00004084967320x"¢ (7.77)
—0.002323325162x"* +0.0222120098 1x°+* —0.00002042483661x°¢’
—0.0006382761434x" +0.007531658495x"t* —0.4084967326 10" x”
+0.2042483663x107° x* —9.191176472¢° + 5.840226718¢°x* —9.334788603¢°x
—7.352941178¢° +4.049862133¢°x° —2.202052696¢° x> +1.953125001¢°x
+0.34983915441*x* +0.05895118467£x° +0.002024611930¢*x°

+0.0001021241832£x” —0.00004901960791x* —0.006587009808*x*
+0.02205882354¢°x +0.0014705882371x* —0.03431372552¢°x% —0.001960784315¢x°)

1 1 1
q(x,7)=|0.05208333333x"t —0.5208333335xF  —0.01041666667x" —0.2083333333x°% —1.562500000xF  0.02083333333x° —0.3125000000x°¢ +1.562500000x"
0.5533854165x'f" 0.05208333333xt —0.5208333335xf" ~0.01041666667x" —0.2083333333xt —1.562500000x°"

(7.78)

=0.5533854165x"(1.0294117641 x +5.8823529421* +0.091911764*x

—0.0019607843147°x" +0.0019607843147°x* +0.02083333333¢’x°

+0.015318627461%x* +0.11029411767°x° +2.052696079¢* x* (7.79)
+0.0078431372580 +0.1372549020£2x% +0.0098039215647°x>

—0.04901960807°x* +0.0001960784315x" +0.0009803921572x*)

bi¢iminde elde edilir. Buna gore, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis
diferensiyel donilisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin, & =1.0 degeri i¢in elde
edilen (7.72) kuvvet serisinin m =4 ve n =2, yani; (4,2)mertebeli cok degiskenli Padé

yaklagimi,
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[4, 2]()( 5= —(=0.0001225490198x°¢ —0.03063725491¢° x*

+0.30828737741*x* +0.02037377449¢°x* +0.0036049836631*x°
+0.00004901960791x° —0.00001225490198x° —1.470588235¢*
—0.3676470590¢*x* +0.002757352939/°x° — 0.04289215684+° x°
+0.09803921566¢°x* —0.0001633986928¢x° —0.2573529412¢° x
+0.1608455885¢*x +0.0001225490196x"+* —0.0107230392 1x°¢*
—0.06318933824¢°x° —0.001914828416°x° +0.00004084967320x"¢
—0.002323325162x"* +0.0222120098 1x°#* —0.00002042483661x°¢’
—0.0006382761434x"1* +0.007531658495xt* —0.4084967326x107 x”
+0.2042483663x107°x* —9.191176472° +5.840226718¢°x* —9.334788603¢°x
—7.352941178¢° +4.049862133¢°x° — 2.202052696¢° x* +1.953125001¢°x
+0.3498391544¢*x* +0.05895118467¢x° +0.002024611930¢*x°
+0.0001021241832£x” —0.00004901960791x* —0.006587009808*x*
+0.02205882354¢°x +0.001470588237tx* —0.03431372552¢°x*
—0.001960784315tx) /(1.029411764¢ x +5.882352942¢* +0.091911764¢*x
—0.001960784314¢*x” +0.001960784314¢°x* +0.02083333333¢°x°
+0.015318627461°x* +0.1102941176£°x +2.052696079¢* x
+0.007843137258%x” +0.1372549020¢°x” +0.009803921564¢° X
—0.04901960807°x* +0.0001960784315x" +0.0009803921572x")

(7.80)

olarak elde edilir. Buna gore, o =1.0 degeri i¢in, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin

tam c¢Oziimiinlin, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel

doniisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin, & =1.0 degeri i¢in elde edilen (7.72)

kuvvet serisinin ve (7.72) kuvvet serisinin ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin grafikleri Sekil

7.15, Sekil 7.16, Sekil 7.17°de, niimerik degerleri ise Cizelge 7.3’te verilmistir.
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Sekil 7. 15 a =1.0 degeri icin, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin tam ¢6ziimii

Sekil 7. 16 (7.63) Zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Oziimiinlin, o =1.0 degeri i¢in elde edilen (7.72) kuvvet serisi
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0.311

0.3

0.291

0.27 1

0261

0.25- ¢

Sekil 7. 17 (7.63) Zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Oziimiiniin, & =1.0 degeri icin elde edilen (7.72) kuvvet serisinin CPY.

(7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel donilisiim yontemiyle

elde edilen (7.69) seri ¢oziimii, & = 0.5 degeri i¢in,

u(x,t) = 0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x> +0.02083333333x’
—0.01041666667x* +1.128379167(1.250000000 — 0.6250000000x

—0.3125000000x> —0.2083333333x° +0.05208333333x* )"’ (7.81)
+(3.125000000 +3.125000000x —3.125000000x> —1.401666667x

+1.106770833x" )t

1/2

olur. ¢t~ =qa alinirsa (7.81) seri ¢oziimii,

u(x,t) = 0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x> + 0.02083333333x°
—0.01041666667x* +1.128379167(1.250000000 — 0.6250000000x

—0.3125000000x> —0.2083333333x> +0.05208333333x*)a (7.82)
+(3.125000000 +3.125000000x — 3.125000000x> —1.401666667 x>

+1.106770833x*)a
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=0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x” +0.02083333333x"
—0.01041666667x" +1.410473959a —0.7052369794ax —0.3526184897 ax
—0.235078993 1ax’ +0.05876974828ax" +3.125000000a +3.125000000a°x
—3.125000000a° x> —1.401666667a’x’ +1.1067708334"x*

(7.83)

olarak elde edilir. Ayrica

E =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x’
~0.01041666667x" +1.410473959a —0.7052369794ax — 0.3526184897 ax’ (7.84)
~0.235078993 1ax’ +3.125000000a° +3.125000000a>x —3.1250000004"x"

F =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x> + 0.02083333333x°

+1.410473959a — 0.7052369794ax — 0.3526184897ax* +3.1250000004° (7.85)
+3.125000000a>x

G =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x>

(7.86)
1+1.410473959a — 0.7052369794ax +3.12500000043

olarak alinirsa, (7.83) seri ¢oziimiine ait Padé denklemleri, (6.31) ve (6.32) determinant

ifadeleri kullanilarak,

E F G
Px,a)={0.05876974828ax* -1401666667°x"  -0.01041666667x" -0.235078993 1’ -3.1250000007  0.02083333333x -0.352618489 7" -0.3125000000c'x
1106770833’ x"* 0.05876974828ax:" -1.40166666 7 x° -0.01041666667x" -0.235078993 lax’ -3.125000000ax°

(7.87)

= —1.106770833x* (1.724963655a* x +0.0005533127043 lax*

+0.00002450980395x° —0.6127450986 % 10~ x° —0.2042483661x 10~ x”
+0.1021241831x107 x° +0.026212545694%x" —0.005445232711a°x*

~0.03677161152a%x* —0.0008296905640ax" —0.2074226410a’x

+0.000104497505a%x° +0.07657717919a’x* +0.06597794024* x* (7.88)
~0.12475546464°x* —1.014826625a"x* +0.1x 1072 x°a +0.10194383764°x’
~0.00006914088034ax° —2.941176471a* —36.76470589a° +23.36090687a’x’
~37.33915441a°x ~16.593811284" +9.2043796924°x* — 2.8304547884°x*

+5.4448443324°x +0.3449658071a*x* +0.070420232024°x° +0.001477816147a*x"
+0.00004609392028ax” —0.00002450980395x")
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1 1 1
q(x,a) =|0.05876974828ax* -1.401666667a"x"  -0.01041666667x" -0.235078993 1’ - 3.125000000a°x"  0.02083333333x” - 0.3526184897 ¢’ -0.3125000000a’ x
1.106770833x* 0.05876974828ax" -1401666667dx° 0.01041666667x" -0.2350789931ax¢’ - 3.125000000x*

(7.89)

=1.106770833x*(11.764705884" +0.003318762259ax’

+0.00009803921577x" +0.1470864461a”x” +0.023512152384%x°

0.01353735183a’x* +0.12445358454 x> +4.105392158a"x’ (7.90)
—0.4079311941a°x* +0.1838235284"x + 0.0005531270429ax*

+0.82969056344°x)

1/2
a=t

olarak elde edilir. alinirsa, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis

diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin & = 0.5degeri igin elde

edilen (7.81) kuvvet serisine ait (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagimu,

[4, 2](x = —(1.724963655¢t°x +0.0005533127043 1Wex* +0.00002450980395x°

—0.6127450986x107 x° —0.2042483661x107 x” +0.1021241831x107 x°*
+0.026212545694x° —0.00544523271 1tx* —0.036771611521x°

—0.0008296905640+/tx° —0.2074226410¢**x +0.0001044975052x°
+0.07657717919¢°x* +0.0659779402¢ x> —0.12475546461°*x

—1.014826625¢°x* +0.1x 1072 x°\/£ +0.1019438376¢* %>

—0.00006914088034+/1x° —2.941176471¢* —36.76470589¢°

+23.360906871°x* —37.33915441£x —16.59381128¢"'% +9.204379692¢'* x*
—2.830454788¢*x* +5.444844332"*x +0.3449658071¢*x* +0.07042023202¢*"*x°
+0.0014778161472x° +0.00004609392028+/1x” —0.00002450980395x*) /(11.764705881>
+0.003318762259/1x" +0.00009803921577x* +0.14708644611x> +0.023512152384°
0.01353735183¢x* +0.1244535845¢°x* +4.105392158¢* x> —0.40793119417**x*
+0.183823528¢%x +0.0005531270429/1x* +0.8296905634¢x)

(7.91)

olarak elde edilir. (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel
dontlisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin « =0.5 degeri icin edilen (7.81)
kuvvet serisinin ve (7.81) kuvvet serisine ait (4,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé
yaklagiminin grafikleri sekil 7. 18 ve sekil 7.19° de, niimerik degerler ise cizelge 7.3’te

verilmigtir.
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B
e

0.7
.65
0.6
.55
0.5

.45

Sekil 7. 18 (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Ozlimiiniin « = 0.5 degeri i¢in edilen (7.81) kuvvet serisi.

07
.65
06
.55
05

045

Sekil 7. 19 (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Oziimiiniin = 0.5 degeri i¢in edilen (7.81) kuvvet serisinin CPY.
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(7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle

elde edilen (7.69) seri ¢oziimii, o =0.75 degeri i¢in,

u(x, 1) = 0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x> +0.02083333333x°
~0.01041666667x* +1.088065252(1.250000000 — 0.6250000000x — 0.3 125000000
~0.2083333333x" +0.05208333333x")*™ +0.7522527782(3.125000000 + 3.125000000x
~3.125000000x> —1.401666667x° +1.106770833x* )7

(7.92)

=0.2500000000 —0.2500000000x —0.06250000000x" +0.02083333333x’

-0.01041666667x" +1.360081565¢"" —0.6800407825¢" " x —0.3400203912¢* " x* (7.93)
—0.22668002608" x> +0.05667006520¢"x* +2.350789932¢'* +2.350789932¢' *x
—2.350789932¢"*x* —0.7835966442¢' ' x* +0.8325714340¢*x*

1/4

olur. ' =a alinirsa (7.93) seri ¢ozlimii,

u(x,a) =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x’

—0.01041666667x* +1.360081565a" —0.6800407825a°x — 0.34002039124a° x* (7.94)
—0.22668002608a’x* +0.05667006520a° x* +2.3507899324° +2.3507899324°x

—2.350789932a°x” —0.78359664424°x> +0.8325714340a°x"

olur. Ayrica,

H =0.2500000000 — 0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x’
—0.01041666667x" +1.360081565a° —0.6800407825a"x —0.34002039124° x* (7.95)
-0.22668002608a°x’ +0.05667006520a’x*2.3507899324° +2.3507899324a°x

K =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x" + 0.02083333333x"
—0.01041666667x" +1.360081565a° —0.68004078254"x —0.34002039124°x? (7.96)
—0.226680026084"x’ +2.3507899324°

L =0.2500000000 —0.2500000000x — 0.06250000000x" +0.02083333333x’

(7.97)
~0.01041666667x" +1.360081565a° — 0.68004078254°x — 0.34002039124°x

alnirsa, (7.94) seri ¢oziimiine ait, m=7, n=2 i¢in Padé denklemleri, (6.31) ve (6.32)

determinant ifadeleri kullanilarak,

H K L
p(x,a) =] -2.3507899324°x  0.05667006520a’x" +2.3507899324°x  2.3507899324° —0.226680026084’x’
—0.78359664424°x —2.3507899324°x 0.05667006520a"x" +2.3507899324°x

(7.98)
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=1.842071102x(0.557039005494°x* +14.104739594'% — 0.94672343294°x°
—0.00001816058365x'° +0.00003632116729x° +0.0004358540080x°

—0.0004358540080x" +0.0001089635019x* +0.078347158684°x*

—0.036160227084°x* +1.5000000004° + 0.87500000024° x>

—0.99999999984°x —0.045200283864°x° + 2.0401223484° x> (7.99)
+18.806319454"x +0.00009879950004°x'* —5.1003058674°x*

+0.003877864144°x" —0.0018483604424°x* —0.0006463106887 4’ x°

+0.0053433358894°x —0.050546993194°x” +0.0297127611a°x°

—0.07855231035a°x" —1.416751630a°x* —1.360081565a°x + 8.1604893884° )a*

1 1 1
q(x,a) =| -2.3507899324°x>  0.05667006520a’x" +2.3507899324°x  2.3507899324° —0.226680026084 " x’
—0.78359664424°x’ —2.3507899324°x 0.05667006520a’x" +2.3507899324°x]

(7.100)

= 1.842071102x*(~0.14464090844°x" +0.1687477264a’x* +5.9999999984°

(7.101)
+1.9999999994°x +3.9999999994°x* + 0.00174341603 1x° +0.024106818064’x" )a

1/4

olarak elde edilir. ™" =a alinirsa, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis

diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.69) seri ¢ézlimiiniin & = 0.75 degeri icin elde

edilen (7.92) kuvvet serisine ait (7,2) mertebeli cok degiskenli Padé yaklagimu,

[7.2],,,, =(0.55703900549¢*x* +14.10473959¢" —0.9467234329¢"*x’

~0.00001816058365x"" +0.00003632116729x" +0.0004358540080x°
~0.0004358540080x" +0.0001089635019x" +0.07834715868¢"*x*
—0.03616022708¢"*x* +1.5000000007** + 0.8750000002¢*"*x*
—0.9999999998¢*%x —0.045200283867**x” +2.040122348¢”* x*
+18.80631945¢ x +0.00009879950007* *x'* —5.100305867"*x° (7.102)
+0.00387786414¢>*x* —0.001848360442¢*"*x* —0.0006463106887+"*x°
+0.005343335889¢*"*x7 —0.05054699319¢°x” +0.0297127611¢*x°
~0.07855231035¢*x° —1.416751630¢*x* —1.360081565¢""*x
+8.1604893881”'*) /(—0.1446409084+**x* + 0.1687477264¢"* x*
+5.9999999987* +1.9999999997*' % x +3.9999999997'* x>
+0.001743416031x° +0.02410681806¢° *x°)

olarak elde edilir. (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri
¢Oziimiinlin o =0.75 degeri icin edilen (7.92) kuvvet serisine ve (7.92) kuvvet serisine ait

(7,2) mertebeli ¢cok degiskenli Pad¢ yaklasiminin grafikleri sekil 7. 20 ve sekil 7.21° de,
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nliimerik degerler ise ¢izelge 7.3 te verilmistir.

0.4
D.38
0.36
0.34]
0.32

0.3

Sekil 7. 20 (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Oziimiinliin  =0.75 degeri icin edilen (7.92) kuvvet serisi.

04
038
0.36
oM
032

03

0.28
om

Sekil 7. 21 (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri

¢Oziimiiniin « =0.75 degeri i¢in edilen (7.92) kuvvet serisinin CPY.
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Cizelge 7. 3 «=0.5, a=0.75, a=1.0 oldugunda, (7.63) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.69) seri ¢oziimiiniin ve

(7.69) seri ¢ozliimiine ait (CPY) niimerik degerleri.

X t a=0.50 a=0.75 a=10
UGppy Ucpy UGppy Ucpy UGppy Ucpy Ure

0.01 | 0.01 | 0.4194042447 0.4194042447 0.2926737579 0.2926737582 0.2601012529 0.2601012532 0.2600986403
0.02 | 0.02 | 0.5062062188 0.5062062185 0.3234070082 0.3234070086 0.2704098802 0.2704098802 0.2703889140
0.03 | 0.03 | 0.5796147904 0.5796147915 0.3516746983 0.3516747025 0.2809328587 0.2809328609 0.2808618961
0.04 | 0.04 | 0.6462358324 0.6462358347 0.3787958658 0.3787958858 0.2916767275 0.2916767370 0.2915080826
0.05 | 0.05 | 0.7086276674 0.7086276723 0.4053118054 0.4053118748 0.3026475836 0.3026476112 0.3023174246
0.06 | 0.06 | 0.7680978547 0.7680978705 0.4315082304 0.4315084185 0.3138510763 0.3138511466 0.3132793692
0.07 | 0.07 | 0.8254176805 0.8254177184 0.4575570408 0.4575574788 0.3252924053 0.3252925577 0.3243829010
0.08 | 0.08 | 0.8810841195 0.8810842025 0.4835702540 0.4835711634 0.3369763157 0.3369766126 0.3356165892
0.09 | 0.09 | 0.9354369921 0.9354371578 0.5096247442 0.5096264889 0.3489070959 0.3489076324 0.3469686330
0.1 0.1 0.9887186126 0.9887189207 0.5357751408 0.5357782276 0.3610885742 0.3610894836 0.35842669144
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Uygulama 7.2.2

(7.61) denkleminde f'(u)=u(1—u)(u— ) olarak alinirsa, baslangi¢ kosulu

u(6,0) = ——— (7.103)
[1 + e_ﬁ]

olarak verilen, asagidaki (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denklemi elde edilir (Rida,
El-Sayed ve Arafa, 2010).

D'u=Du+u(l-u)u—p), x>0, O0<a<l, t>0, xe%R, (7.104)

Cizelge 4.3’teki ilgili temel islemler kullanilip, genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemi

(7.104) denklemine uygulanirsa asagidaki sekilde ¢oziiliir ve (Rida, vd., 2010):

%Um(lﬁ,hﬂ)=(k+1)(k+2)UaJ(k+2,h)—yU () + (14 p géUa,l(nh—s)Ua,l(k—r,s)
—Zko‘,kzozh;,ho a(rh=s=p)U, (t,)U, (k—r—t,p) (7.105)
yani;
Ua,,(k,h+1)=%{(k+1)(k+2)Ua,,(k+z,h)—yu L hy+ (14 p iozh;‘ U, (rh—=s)U,,(k—r,s)
—XEZZUal(r h—=s—pU, (t,)U, (k—r—t,p) (7.106)

r=0 t=0 s=0 p=0
ifadeleri elde edilir. U, ,(k,h) doniigim fonksiyonunun, genellestirilmis ters doniistimii olan

w6, 9) = S U, (k) — ) (v =y, )

k=0 h=0

(7.66) ters doniistim fonksiyonu (7.103) baglangi¢ sartina uygulamirsa, U, (k,0),

k=0,1,2,... , baslangi¢ donilisiim katsayilar1 ,

1 1 1
v,00=—, U, (10)=—F, U, (2,00=0,U,,3,0=-——, U, ,(40)=0. (7.107
«1(0,0) 5 «1(1,0) NG 1(2,0) 13.0) % 1(4,0) (7.107)
olarak elde edilir. Cizelge 4.3’teki verilen temel iglemler kullamlarak U, (k,%) i¢in bazi
degerler elde edilebilir. Biitiin U (k,h) degerleri (7.66) ters dontigiim fonksiyonunda yerine

yazilip, gerekli islemler yapilirsa (7.103) ve(7.104) denklemlerinin seri ¢oziimleri agsagidaki
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sekilde elde edilir:
2 2
u(x,t)=[1+ =2 ., (1=2p) t2a+_,,]+ I S () PV
2 8C(a+l)  8CQa+l) 42 322r 2 +1)

2 2
L YRR (e 7) SR PO S SRR (e 7%) S I (7.108)
640 (a+1) 64T 2 +1) 967/2 192422 +1)

2
" 1-2u o (1-2p) 2% |y
768 (ax +1) 7682 +1)

(7.108) seri ¢oziimii asagidaki sekilde de yazilabilir:

1 1 1 3 1 5 1_2/,1 1 1 2 1 4 17 6 ta
u(x,t)=|—— X— X+ Xt | F——| ———x + 4
2 427 9627 192042 2 C(a+1)

X — X - X
4 32 384 92160
2 2a
2 2 827 160 482 192 I2a+1)
a =1.0 vedegeri i¢in, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin tam ¢6ztimd,

u(x,t)= (7.110)

1 1-2
)
olarak verilmistir (Rida, vd., 2010). (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denklemi

genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢dziimiiniin,

a=1.0ve p=0.45 degeri icin agsagidaki kuvvet serisi elde edilir:

u(x,t) =0.5000000000 — 0.1767766952x —0.007365695635x° +0.0003682847818x’
+0.05000000000(0.2500000000 — 0.03125000000x> +0.002604166667x"
~0.0001844618056x° )¢ —0.001250000000(0.5000000000 — 0.08838834762x
~0.06250000000x” —0.01473139128x" +0.005208333333x*)¢*

(7.111)

=0.5000000000—0.1767766952x —0.007365695635x"

+0.0003682847818x° +0.01250000000¢ — 0.001562500000£x°

+0.0001302088884#x* —0.9223090280 x 10~ £° —0.0006250000000¢ (7.112)
+0.0001104854345¢”x +0.00007812500000¢*x° +0.00001841423910¢°x°
—0.6510416666x107°¢*x"
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ayrica,

M =0.5000000000—0.1767766952x —0.007365695635x°

+0.0003682847818x° +0.01250000000¢ — 0.0015625000008x (7.113)
+0.0001302088884£x* —0.0006250000000¢* +0.0001104854345¢x

+0.00007812500000¢°x* +0.00001841423910¢*x

N =0.5000000000—0.1767766952x —0.007365695635x"
+0.01250000000¢ —0.001562500000£x> —0.0006250000000¢ (7.114)
+0.0001104854345¢°x +0.00007812500000¢° x*

R =0.5000000000 —0.1767766952x —0.007365695635x"
+0.01250000000¢ — 0.001562500000£x:> — 0.00062500000007 (7.115)
+0.0001104854345¢%x

olarak almip, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin genellestirilmis
diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, o =1.0ve ux=0.45
degerleri icin elde edilen (7.112) kuvvet serisinin m =5 ve n=2 i¢in ¢ok degiskenli Padé

denklemleri, (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

M N R
P6t)=1-06510416666x10°Fx - 0.0003682847818x” +0.000130208884¢x* +0.00001841423910¢° 0.00007812500000¢’”
~0.9223090080x10°° -06510416666x10° ¢ 0.0003682847818x” +0.0001302088884x* +0.00001841423910¢x”

(7.116)

=0.6004616067x107'°x°(=399.3073584x" +1.529411773¢*x* —25.294117641x°

—49.91341983°x” +254.1176472¢*x* —254.1176470tx" +1129.411764x"

+7.058823529¢* +0.46568627481x* +798.61471741x> —8.8180375507¢x°

—6.705882349¢°x* —1.455882353¢ ' x* —0.2911764705¢*x* —0.2870021640¢*x

+0.01360294119¢*x* +28.284271241x° —0.1176470588¢°x° + 0.5407287154¢x (7.117)
+0.011438492087°x” +39.93073589¢°x — 0.4991341962¢* x +0.0004939348840¢° x*
+0.079166666741°x° +0.02066727542¢* x° +0.002683823532¢°x* +0.8318903301x°
+0.2010401634*x” —16.63780660x" —0.008823529412¢° +0.0008823529411¢°x
+0.0003119588732¢°x +0.1764705882¢° +0.001585790946¢°x* —0.005735294120¢° x*

—0.02495670995¢°x)
1 1 1
0c.f) =-06310416666x10° A 0.000362847R18x° +0.0001 302088844 +0.00001S41423910Px° 0.00007812500000F ¢
~09223000080x10°4¢ ~06510416666x10° 7 0.0003682847818° +0.00013020888%44x* +0.0000LS41423910°x

(7.118)
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=0.6004616067x107'""x°(14.11764706¢* +2.11764706¢’ x> +0.7058823527¢*x*

+508.2352942¢*x* +79.86147180¢°x +1.996536794¢* x +2258.823528x" (7.119)
+1597.229435x°t +39.93073587¢°x° +56.568542481x° +20.00000001¢° x*

+2.828427126£°x%)

bi¢ciminde elde edilir. Buna gore, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin
genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, & =1.0

ve u=0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.112) kuvvet serisinin, (5,2) mertebeli ¢ok
degiskenli Padé yaklasimu,

[5,2](X by = (=399.3073584x° +1.529411773¢°x* —25.294117641x° —49.91341983¢°x°

+254.1176472¢x* —254.1176470tx* +1129.411764x* +7.058823529¢*
+0.46568627481x" +798.61471741x" —8.8180375507¢°x° —6.705882349¢° x*
—1.455882353¢°x* —0.2911764705¢* x> —0.2870021640¢* x> +0.01360294119¢* x*
+28.284271241x° —0.1176470588¢*x® +0.5407287154¢° x> +0.01143849208¢’ x°
+39.93073589¢°x —0.4991341962¢* x + 0.0004939348840¢° x> +0.07916666674¢’ x°
+0.02066727542¢*x° +0.002683823532¢° x* +0.8318903301x° +0.2010401634¢°x” (7.120)
—16.63780660x" —0.008823529412¢° +0.00088235294117°x* +0.0003119588732¢°x
+0.1764705882¢° +0.001585790946¢° x* —0.005735294120¢° x*

—0.02495670995¢°x) /(14.11764706¢* +2.11764706¢° x> +0.7058823527¢*x*
+508.2352942¢%x” +79.86147180¢’ x +1.996536794¢* x + 2258.823528x*
+1597.229435xt +39.93073587¢x” + 56.56854248¢x” +20.0000000 17> x*
+2.828427126£°x7)

Buna gore, o =1.0 degeri i¢in, (7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin tam ¢6ziimiiniin,
(7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle
elde edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, ¢ =1.0 ve £ =0.45 degeri icin elde edilen (7.112)
kuvvet serisinin ve (7.112) kuvvet serisinin ¢ok degiskenli Padé yaklagiminin grafikleri Sekil

7.22, Sekil 7.23, Sekil 7.24’de, niimerik degerleri ise Cizelge 7.4 te verilmistir.
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Sekil 7. 22 a =1.0 degeri i¢in, (7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin tam ¢6zimii.

04999
04998 |
0.4997
04996 |
04995
04994
04993
04992

Sekil 7. 23 (7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.109) seri

¢Oziimiinlin, o =1.0 ve x =0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.112) kuvvet serisi.
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Sekil 7. 24 (7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin (GDDY) ile elde edilen (7.109) seri

¢Oziimiinlin, & =1.0 ve p =0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.112) kuvvet serisinin CPY.

(7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle

elde edilen (7.109) seri ¢oziimii, & =0.50 and u =0.45degerleri i¢in,

u(x,t) = 0.5000000000 — 0.1767766952x — 0.007365695635x° +0.0003682847818x”
+0.05641895835(0.2500000000 —0.03125000000x" + 0.002604166667x"
~0.0001844618056x°)t** —0.002500000000(0.5000000000 — 0.08838834762.x (7.121)
—0.06250000000x —0.01473139128x" +0.005208333333x" )¢

=0.5000000000 —0.1767766952x —0.007365695635x" +0.0003682847818x"
+0.01410473959:*° —0.001763092448¢"°x* +0.0001469243707¢*° x*
—0.00001040714293¢*°x* —0.001250000000¢ + 0.0002209708690¢x (7.122)
+0.0001562500000£x> +0.00003682847820%x” —0.000013020833331x*

olur. "> = almirsa (7.122) seri ¢oziimii,

u(x,a) = 0.5000000000 —0.1767766952x — 0.007365695635x" +0.0003682847818x"
+0.01410473959a — 0.001763092448ax” +0.0001469243707 ax*
-0.00001040714293ax® —0.001250000000a" +0.0002209708690a° x
+0.0001562500000a”x” +0.00003682847820a° x> —0.00001302083333a"x"

(7.123)
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olur. Ayrica,

S =0.5000000000 — 0.1767766952x —0.007365695635x° +0.0003682847818x°
+0.01410473959a —0.001763092448ax> + 0.0001469243707 ax* —0.001250000000a> (7.124)
+0.0002209708690a*x +0.0001562500000a° x> + 0.000036828478204°x°

T =0.5000000000 - 0.1767766952x —0.007365695635x +0.01410473959a

7.125
-0.001763092448ax" 0.001250000000a” +0.0002209708690a” x +0.0001562500000a” x* ( )

V =0.5000000000 - 0.1767766952x —0.007365695635x" +0.01410473959a

7.126
~0.001763092448ax> —0.001250000000a° +0.0002209708690ax ( )

(7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim
yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, a =0.50 ve x=0.45 degerleri igin elde
edilen (7.123) kuvvet serisinin m =5 ve n=2 i¢in ¢cok degiskenli Pad¢ denklemleri, (6.31)

ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak,

S T v
P06a)=-0000013020833337x"  Q000BER2BA7BISY +0.0001460243 707’ +0.0000BGRA7R x Q0001523000007 X
~0.000010407142983n’ -0.00001302083333 " QO00BER2ATBIRY -+H0.000146243 707 -+HO.0000BER2BATRNG X
(7.127)
=0.1355096735x107° x°(—176.9384663x" +500.4575575x" +14.14213562ax —0.104261991 1a*x°
—127.0588234ax" —12.64705882ax® +179.7418057a’x* —34.59022553a"x* —1.8649675284°x"*
+0.011438492084°x” +39.930735884°x —1.527651730a" x +0.54072871764°x* +12.51143889%4q"
+0.2328431370ax* +0.3686218050x" —7.372436097x" —5.430474480a°x* —7.98840079 7" x*
—1.386412603c’x* —0.41948565424" x> —0.47119212554" x* +0.02008511870a" x* +399.3073586ax’ (7.128)
+0.0011750953574a° x> +0.077162731554°x° +0.028008768654" x° +0.0053676470594 x*
+0.15360972864”x” —0.04991341984a"x —0.031278597374° +0.0031278597374° x*
+0.01147058823a°x* +0.35294117654° +0.003171581881a°x* —0.01147058823a°x%)
1 1 1
¢%,a)={~0000013020833337 " Q000BER2BA7BISY +0000MAA307car +0.0000BERBATR X Q0001525000007
~000001040714293’ ~000001302083333¢ 1 QO003ER2A47818Y +000014PB e’ +O0000BER2BA7RA X
(7.129)

=0.1355096735x10” x* (25.02287789d" +2.1 17647050’ +1.25114388%40" +359.48361 147
+79.86147175a x+3.538769329a" x+1000.915115x" +798.6147171x*a+35.38769327’x° (7.130)
128.28427125x°a+11.28379167ax" +2.8284271264°° )

biciminde elde edilir. Buna gore, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin
genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin,

a=0.50 ve u=0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.121) kuvvet serisinin, (5,2) mertebeli cok



96
degiskenli Padé yaklasimi,

[5.2],,, = (~176.9384663x" +500.4575575x" +14.14213562/1x"

~0.10426199111x° —127.0588234+/tx* —12.64705882+/1x° +179.74180571x>

—34.590225531x° —1.8649675281x* +0.011438492081*%x° +39.93073588" % x

—1.527651730¢*x + 0.5407287176" x> +12.511438894¢> +0.2328431370+/¢x*

+0.3686218050x" —7.372436097x —5.430474480tx° —7.988400797+"x* (7.131)
—1.386412603"x* —0.4194856542¢”x* —0.4711921255¢*x" +0.02008511870¢*x*
+399.3073586+/1x° +0.0011750953574 %" +0.07716273155¢*2x® +0.02800876865¢>x°
+0.005367647059¢"x* +0.1536097286tx" —0.04991341984+°>x —0.03127859737¢°
+0.003127859737¢x% +0.01147058823¢°*x* +0.3529411765¢”* +0.003171581881¢7*x°
—0.01147058823¢°x%)/(25.02287789¢> +2.11764705¢"*x* +1.2511438894+x* +359.48361141x’
+79.86147175¢*x +3.538769329¢°x +1000.915115x" + 798.6147171x° v/t +35.387693271x°
+28.28427125x°Jt +11.283791671x* +2.828427126¢° %)

olarak elde edilir. (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde
edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, & = 0.50 ve x=0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.121)

kuvvet serisinin ve (7.121) kuvvet serisine ait cok degiskenli Padé yaklagiminin grafikleri

sekil 7.25, sekil 7.26’te ve niimerik degerler ise ¢izelge 7.4’te verilmistir.

Sekil 7. 25 (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde edilen
(7.109) seri ¢oziimiiniin, & = 0.50 ve u=0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.121) kuvvet serisi
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0.5004 1

0.51N)2

1.5

Sekil 7. 26 (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde edilen
(7.109) seri ¢ozliimiinlin, & = 0.50 ve u=0.45 degerleri i¢in elde edilen (7.121) kuvvet

serisinin CPY.

(7.104) zaman-kesirli Fisher denkleminin genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle

elde edilen (7.109) seri ¢oziimii, & =0.75 and u =0.45degerleri igin,

u(x, ) = 0.5000000000 — 0.1767766952x —0.007365695635x° +0.0003682847818x°
+0.05440326260(0.2500000000 — 0.03125000000x° + 0.002604166667x*
~0.0001844618056x°)"7 —0.001880631946(0.5000000000 — 0.08838834762x
~0.06250000000x> —0.01473139128x" +0.005208333333x* )¢

(7.132)

=0.5000000000 —0.1767766952x —0.007365695635x° +0.0003682847818x°
+0.01360081565¢" —0.001700101956¢*x* +0.0001416751630¢" " x*
—0.00001003532405¢""x° —0.0009403159730¢*° +0.0001662259502¢"*x
+0.0001175394966¢"*x* +0.00002770432505¢' x> —0.9794958051x 107 x*

(7.133)

olarak elde edilir. ¢"* =4 alinirsa (7.133) seri ¢oziimii,

u(x,a) =0.5000000000 —0.1767766952x —0.007365695635x> +0.0003682847818x"
+0.013600815654" —0.0017001019564°x* +0.0001416751630a° x*
~0.000010035324054°x* —0.00094031597304° +0.00016622595024° x
+0.00011753949664°x> +0.00002770432505a°x” —0.9794958051x10° a°x*

(7.134)
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olur. Ayrica,

Y =0.5000000000 —0.1767766952x —0.007365695635x> +0.0003682847818x°
+0.013600815654° —0.001700101956a°x* +0.0001416751630a° x* —0.00094031597304° (7.135)
+0.0001662259502a°x +0.00011753949664° x*

Z =0.5000000000—0.1767766952x —0.007365695635x> + 0.0003682847818x°
+0.013600815654° —0.001700101956a°x* + 0.0001416751630a° x* —0.00094031597304° (7.136)
+0.0001662259502a°x

1 =0.5000000000—0.1767766952x —0.007365695635x" +0.0003682847818x

(7.137)
+0.013600815654° —0.0017001019564°x> — 0.00094031597304°

olarak almip, (7.134) seri ¢0zlimiiniin, m=8 ve n=2 i¢in (6.31) ve (6.32) determinant

ifadeleri kullanilarak Padé denklemleri,

Y V4 I

P5,a) =|0.000027 70432505 x" —0.00001008532406 %" 0.000117534966a’ 0000166259502’ x-+0.00014167516300 x'
~097ASNB1x10° a'’x* 0002770432305 —0.0000100B532405'x° 0.000117534966a'°
(7.138)

=-0.9794958051x107°x*(=0.00007257591929x° —0.514079428 10 x*
+0.2227383885x 107 x' +0.00002462745270a’x° +0.00011520638894° x
—0.3786552603x10° x" +0.2886689512x107° x° +0.00002565946232x’
—0.00003010597218a°x* +0.1477000393x10° ¢° 5—0 2263460486 x10° a’x*
+0.2840147227x10°a’x® +0.7826520955x10° &’ 04382354311x10‘8 ox®

—-0.1065755353x10%a’x* - 0. 1064464005x10‘5a9x3 +0.6782425517x107 (7.139)

-0.000012789064194° —0.1601429235x10™° a°x” +0.000044690289264° x

-0.00001370665784a’x® —0.3384074604x10°a’x* —0.1565304191x10°a’x’

+0.4788518010x107"a’x” +0.2181467984x10°a’x* +0.1782226356x107" a’x"°

+0.884194129x10°a" +0.1565760439x10° a'*x* = 0.6252196644 x10°a'*x

—0.0004701579863a°® —0.0001861042030a°x” +0.00041556487544°x)a®

1 1 1
¢(%,2) ={ 0000027 704325054" X’ —0.00001003532405'x° 0000117539660 0000166239500’ x-+0.00014167516304 X'
~09HSABIX10° ' 0002770432506’ —0.0000100BS324050 X° 00001 1753049660’ x°

(7.140)

=-0.9794958051x10° x*(0.00094031597224° — 0.00023041277784°x*
—0.0004986778508a°x + 0.0001451518386x° —0.00002125127444° x* (7.141)
—0.00005676836553a°x° +0.00001028158857x" +0.0001958991611a°x*)a’

biciminde elde edilir. Buna gore, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin
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genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemiyle elde edilen (7.109) seri ¢dzlimiiniin,

a=0.75 ve pu=0.45 degerleri icin elde edilen (7.132) kuvvet serisinin, (8,2) mertebeli cok

degiskenli Padé yaklagimu,

[8,2] ., ==—(-0.00007257591929x" —0.514079428 x 10" x" +0.2227383885x 10 " x""

+0.00002462745270¢**x° +0.0001152063889¢”*x* —0.3786552603 x10* x"*
+0.2886689512 %107 x” +0.00002565946232x” —0.00003010597218¢** x*
+0.1477000393x107° "2 x° —0.2263460486 x 10°£*"*x* +0.2840147227 x107°£*"*x°
+0.7826520955x 10 #**x" —0.4382354311x10+*x* —0.1065755353x107°¢""*x*
—0.1064464005x107°"*x* +0.6782425517 x107°+"*x — 0.00001278906419¢°"*
—0.1601429235x107°7*"*x” +0.00004469028926¢"*x* — 0.00001370665784¢** x° (7.142)
—0.3384074604x 107> x* —0.1565304191x10°°£*"*x” +0.4788518010x 107" ¢°"*x°
+0.2181467984x107°¢”*x* +0.1782226356 x 107 +**x'* +0.884194129x10°°¢’
+0.1565760439x107° £ x> —0.6252196644 x 107 £ x — 0.0004701579863¢*"*
—0.0001861042030¢**x* +0.0004155648754"%x)/(0.0009403159722¢*"*
—0.0002304127778**x* —0.00049867785087* > x + 0.0001451518386x°
—0.0000212512744**x* —0.00005676836553¢*"*x° + 0.00001028158857 x*
+0.00019589916117°%x%)

olarak elde edilir. (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde
edilen (7.109) seri ¢oziimiiniin, & =0.75 ve u =0.45 degerleri icin elde edilen (7.132) kuvvet
serisinin ve (7.132) kuvvet serisine ait ¢cok degiskenli Pad¢ yaklagiminin grafikleri sekil 7.27,

sekil 7.28°de ve niimerik degerler ise ¢izelge 7.4 te verilmistir.

(7.63) zaman-kesirli Fisher ve (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo  diferensiyel
denklemlerinin, genellestirilmis diferensiyel doniisiim yontemi (GDDY) ile elde edilen farkli
o degerlerine ait seri ¢oziimlere ve farkli @ degerleri i¢in elde edilen seri ¢ozlimlerin ¢ok
degiskenli Padé yaklasimlarma (CPY) ait grafiklerden (Sekil 7.15-7.28) ve niimerik
degerlerden goriildiigii gibi (Cizelge 7.3-7.4), her iki yontemden elde edilen sonuglar, tam

coztimlerle ve birbirleriyle son derece uyumludur.
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Sekil 7. 27 (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde edilen
: seri ¢ozlimiiniin, o =0.75 ve u=0. egerleri i¢in elde edilen (7. vvet serisi.
7.109) seri ¢oziimiinii 0.75 0.45 degerleri igin elde edilen (7.132) ku isi

Sekil 7. 28 (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde edilen
(7.109) seri ¢oziimiiniin, & =0.75 ve u=0.45 degerleri icin elde edilen (7.132) kuvvet

serisinin CPY.



Cizelge 7.3 a=0.5,
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(7.109) seri ¢oziimiiniin ve (7.109) seri ¢oziimiine ait (CPY) niimerik degerleri.

a=0.75, a=1.0 ve u=0.45 oldugunda, (7.104) zaman-kesirli Fitzhugh-Nagumo denkleminin (GDDY) ile elde edilen

X t a=0.50, £=0.45 a=0.75, u=0.45 a=10, y=045
Ucppy Ucpy UGppy Ucpy UGppy Ucpy Ure

0.001 | 0.001 | 0.5002680044 0.5002680043 0.4998996766 | 0.4998996769 | 0.4998357227 | 0.4998357226 | 0.4998107234
0.002 | 0.002 | 0.5002747302 0.5002747301 0.4997749909 0.4997749911 0.4996714440 0.4996714440 0.4996214466
0.003 | 0.003 | 0.5002384692 0.5002384695 0.4996438587 | 0.4996438587 | 0.4995071641 0.4995071642 | 0.4994321701
0.004 | 0.004 | 0.5001799565 0.5001799565 0.4995089812 0.4995089813 0.4993428826 0.4993428826 0.4992428939
0.005 | 0.005 | 0.5001072237 0.5001072235 0.4993715189 | 0.4993715192 | 0.4991785998 | 0.4991785991 0.4990536177
0.006 | 0.006 | 0.5000243897 0.5000243893 0.4992321101 0.4992321104 | 0.4990143154 | 0.4990143158 | 0.4988643418
0.007 | 0.007 | 0.4999339015 0.4999339013 0.4990911545 0.4990911544 | 0.4988500295 | 0.4988500293 0.4986750662
0.008 | 0.008 | 0.4998373530 0.4998373532 0.4989489244 | 0.4989489247 | 0.4986857419 | 0.4986857418 | 0.4984857911
0.009 | 0.009 | 0.4997358519 0.4997358518 0.4988056161 0.4988056163 | 0.4985214527 | 0.4985214532 | 0.4982965163
0.01 0.01 0.4996302043 0.4996302048 0.4986613772 | 0.4986613775 | 0.4983571616 | 0.4983571620 | 0.4981072420
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7.3 Varyasyonel iterasyon Yontemi (VIY) ve Cok Degiskenli Padé Yaklasimi (CPY)

Varyasyonel Iterasyon Yontemi (VIY) ve ¢ok degiskenli Padé yaklasgtminin (CPY)
karsilagtirilmas1 iki uygulama {iizerinde gosterilecektir. Homojen olmayan lineer Klein-
Gordon kesirli diferensiyel denklemi ve bir non-lineer zaman kesirli diferensiyel denklem
varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢oziliip ¢ok degiskenli Padé yaklasimi alindiktan sonra her

iki niimerik yontem karsilastirilacaktir.
Uygulama 7.3.1

f(x), g(x) ve g(x,t) stirekli fonksiyonlar1 ve a, (m—1<a <m) Caputo tiirev tanimina
gore « . mertebeden zaman-kesirli tiirevi ve R[x], x’e gore diferensiyel operatorii

gostermek lizere,

u(x,0)= f(x), O<a<l,

(7.143)
u(x,0) >0 , |x|—>o0,r>0,
ou(x,0)

u(x,0)= f(x), =g(x), l<a<2,

(x,0)= f(x) Py g(x) (7.144)
u(x,t) >0 |x|—)oo,t>0,
baslangi¢ ve sinir sartlariyla verilen,
0“u

v u(x,t)= R[x]u(x, H+q(x,t), t>0,xeR, (7.145)

formatindaki zaman-kesirli diferensiyel denklem i¢in diizeltme fonksiyonelinin ve iterasyon
formiiliiniin nasil olusturuldugunu gosterelim (Odibat ve Momani, 2009). 5. boliimde verilen
varyasyonel iterasyon yontemine gore, (7.145) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in

diizeltme fonksiyoneli,

a

t(l

u, (x,t)y=u, (x,t)+J" {ﬁ{s u,(x,1)—R [x]ﬂk (x,1) —q(x,t)ﬂ, (7.146)

=u,(x,1)+ ! j(t—r)ﬂ'lft(f)(aa uk(x,r)—R[x]ﬁk(x,r)—q(x,T)Jdr, (7.147)

XX ot

olarak verilir. J”, f. mertebeden ( 8=« +1—m),t ye gore Riemann-Liouville kesirli

integral operatdrii ve A ise, varyasyonel teorisine gore belirlenen Lagrange ¢arpanidir. Buna
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gore diizeltme fonksiyoneli yaklasik olarak,

m

u, (x,t)=u,(x,t)+ j{/i(r)[aé —u, (X,7) —R[x]ﬁk (x,7)—q(x, T)ﬂ dr. (7.148)
0 T

biciminde ifade edilebilir. Sinirli varyasyonlar, R[x]u non-lineer terimine uygulanacagindan,

Lagrange ¢arpani kolaylikla belirlenebilir. Fonksiyonel stasyoner i¢in, ou, =0 olacagindan,

m

ou,, (x,t)=ou,(x, t)+§f{/1(z')( 0 —u, (x,7)—q(x, z’)ﬂ (7.149)

olur. Bu durumda Lagrange carpanlari,
m=1 i¢in, 1 =-1, (7.150)
m=2 i¢in, A=7—1. (7.151)

olarak elde edilir. Dolayisiyla, (0 <a <1),m=1iginA=—-1ve (I<a <2), m=2 igin

A =1 —t Lagrange carpanlari, (7.147) diizeltme fonksiyonelinde yerlerine yazilirsa, sirasiyla;

8:1
= -J* 7.152
Uy (6,0 =1, (x,1) = J, [(% } (7.152)

uk+1(x7t) = uk(xat)+

@ _I)J(t ) (- t)( u,(x,7)— R[ ]uk(x,r)—q(x,r)jdr, (7.153)

tz

=u,(x, t)——j(t ) N (r— t)[ u (x,7)— R[ ]u,(x,r)—q(x,T)JdT. (7.154)

iterasyon formiilleri elde edilir. (7.152) ve (7.153) iterasyon formiillerinden,

u,  (x,t)=u,(x,t)—(a— l)J{aa: [x]uk(x,t)—q(x,t)}. (7.155)

iterasyon formiilii elde edilir. u, baslangic iterayonu, baslangi¢ ve sinir sartlarina gore
kolaylikla olusturulabilir. Yukarida verilen bilgilere gore (7.145) formatinda,

u(x,00=0, u,(x,0)=0. (7.156)

baslangi¢ kosullariyla verilen,
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o‘u ou

ot*  ox’

+u=6xt+(x’-6x)’, >0, xeR, l<a<2, (7.157)

homojen olmayan lineer Klein-Gordon kesirli diferensiyel denklemi verilsin. (7.155)
iterasyon formiiliine gore, (7.157) lineer Klein-Gordon kesirli diferensiyel denklemi i¢in
iterasyon formiilii,

o‘u ou

ot*  ox’

uk+](x,t):uk(x,t)—(a—l)Jf’{ +u—6x3t—(x3—6x)t3}. (7.158)

bi¢iminde verilir. (7.158) iterasyon formiiliine gore ve baslangi¢ sartlarina gore u, = 0 alinirsa,

a+l a+3
w (66 = (@—1)| 68—+ (' —6x) - |, (7.159)
INa+2) INa+4)
ta+l ta+3
u,(x,1) =6x’ ———+6(x’ —6x) ————
T(a+2) T(a+4)

(7.160)

~(a-1) {6@ 6x)r(2a+2)+6(x 12x)r(2a+4)}+ .

yaklagik  ¢oziimler elde edilir. (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin

o = 2 igin tam ¢0zimii,
u(x,t)=xt’ (7.161)

olarak verilmektedir (Odibat ve Momani, 2009). (7.160) ¢oziimii & =2 igin,

u(x,t)=xf +(x’ —6x) o1 +36x———36x or__ x3t——(x3—6x) ot SR (7.162)
re) O T®e) O TE® (6 r®)
=x't'-0.001190476190xt’ —0.01428571428xt’ (7.163)

olur. m=8 ve n=2 i¢in, (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak (7.163)

¢Oziimiiniin ¢ok degiskenli Padé denklemleri,

Xt —0.01428571428xt’ xt Xt
p(x,f) = 0 0.01428571428x7’ 0 (7.164)
—0.001190476190x°t’ 0 —0.01428571428xt’

=-0.00001700680271(x* —12.00000000x +0.1714285714¢*)x’¢" (7.165)
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1 1 1

q(x,t) = 0 ~0.01428571428x¢’ 0 (7.166)
~0.001190476190x° 0 ~0.01428571428x¢’

= —0.00001700680271(~12.00000000 + x* )x*¢'* (7.167)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). Bu durumda, (7.163) icin (8,2) mertebeli ¢ok
degiskenli Padé¢ yaklagimi (CPY),

_ (x"—12.00000000x" +0.1714285714¢")xt’
() —12.00000000 + x*

[8,2] (7.168)

(7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin o =2i¢in tam ¢Ozliimiiniin,
varyasyonel iterayon ydntemiyle (VIY) elde edilen (7.160) ¢dziimiiniin o =2 igin bulunan

(7.163) ¢oziimii ve (7.163) ¢oziimiiniin (8,2) mertebeli ¢cok degiskenli Pad¢ yaklagiminin
grafikleri sekil 7.29, sekil 7.30, sekil 7.31°da, niimerik degerleri ise ¢izelge 7.5’te verilmistir.

Sekil 7. 29 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin « = 2 igin tam ¢oziimii
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Sekil 7. 30 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen

2 i¢in bulunan (7.163) ¢6zimii

(7.160) ¢oziimiiniin «

Sekil 7. 31 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen

2 i¢in bulunan (7.163) ¢6zlimiiniin CPY.

(7.160) ¢oziimiiniin &



107

(7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY)
elde edilen (7.160) ¢oziimli & =1.5 igin,

u(x,t) =1.805406668x’t>* +0.1146289948(x’ — 6x)t** —0.06250000000(x’ — 6x)t*°

(7.169)

—0.002083333334(x° —12x)¢*

=1.805406668x’t>" +0.1146289948x°t** —0.6877739688x¢**

-0.06250000000xt*° +0.3750000000x¢*° —0.002083333334x°¢* (7.170)

+0.02500000001xz°*°
olur. ' =a alinirsa, (7.170) ¢oziimii,
u(x,a) =1.805406668x"a’ +0.1146289948x°a’ — 0.6877739688xa’
~0.06250000000x°a* + 0.3750000000xa* ——0.002083333334x’a" (7.171)
+0.02500000001xa"
olur. Ayrica,
K =1.805406668x’a’ +0.1146289948x"a’ —0.6877739688xa’ — 0.06250000000x" ¢ (7.172)
+0.3750000000xa" +0.02500000001xa' '
L =1.805406668x’a’ +0.1146289948x°a’ —0.6877739688xa’ (7.173)

—0.06250000000x°a" +0.3750000000xa"

M =1.805406668x’a’ —0.6877739688xa’ —0.06250000000x"a" +0.3750000000xa°  (7.174)

olarak alinip, (7.171) ¢6ziimii i¢in (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak m =13

ve n =2 i¢in Padé denklemleri,

K L M
p(x,a) = 0 0.02500000001xa"”  0.1146289948x"a’ (7.175)
~0.002083333334xa" 0 0.0250000000 1xa"

=-0.00005208333337(-1.805406668x*a’ —0.6877739692x"a’
+0.06250000000x"a® +0.3750000000x°a” —21.66488002x°a’ (7.176)
+8.253287626a° —4.5000000004° —0.3000000001a'*)x’a**

1 1 1
g(x,a) = 0 0.02500000001xa  0.1146289948x"a’ (7.177)
~0.002083333334x°a" 0 0.0250000000 1xa"
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4'585159790)x2a24
a3

=-0.00005208333337(~12.00000000 — x> + (7.178)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). a=¢"?alinirsa, (7.157) Klein-Gordon kesirli
diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY) elde edilen (7.160)
¢Oziimiiniin « =1.5 i¢in bulunan (7.169) ifadesinin(13,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé

yaklagimi,

[13, 2]()”) = (—1.805406668x'*"> —0.6877739692x"t"* +0.06250000000x‘¢*

+0.3750000000x°¢* —21.66488002x°¢""* +8.253287626¢"* — 4.500000000¢* (7.179)
4.585 159790)

—0.3000000001¢°)x /(—12.00000000 — x* +
Z11,5

biciminde elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). Buna gore, (7.157) Klein-Gordon kesirli
diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY) elde edilen (7.160)
¢Oziimiinlin & =1.5 i¢in bulunan (7.169) ifadesinin ve (7.169) ifadesinin (13, 2) mertebeli ¢ok
degiskenli Padé yaklasiminin grafikleri sekil 7.32 ve sekil 7.33’de, niimerik degerleri ise
cizelge 7.5°te verilmistir (Turut ve Giizel, 2010).

Sekil 7. 32 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) elde edilen (7.160)

¢Ozlimiiniin « =1.5 i¢in bulunan (7.169) ¢éziimii.
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Sekil 7. 33 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen
(7.160) serisinin & =1.5 i¢in bulunan (7.169) ¢6ziimiiniin CPY.

(7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY)
elde edilen (7.160) ¢oziimi « =1.75 igin,

u(x,t) =1.356548886x#>" +0.07615713042(x° — 6x)*™

7.180
—0.06447880955(x" — 6x)t** —0.001803603064(x” —12x)t"’ ( )
=1.356548886xt*" +0.07615713042x°t*" — 0.4569427825xt""
—0.06447880955x°t** +0.3868728573xt** —0.001803603064x°¢"* (7.181)
+0.02164323677 xt**
olur. "% = a alnirsa, (7.181) ¢oziimii,
u(x,a)=1.356548886x’a" +0.07615713042x’a"” —0.4569427825xa"
—0.06447880955xa" +0.3868728573xa" —0.001803603064x’a’* (7.182)
+0.02164323677xa™
olur. Ayrica,
N =1.356548886x’a' +0.07615713042x°a"” —0.4569427825xa" (7.183)

—0.06447880955x°a" +0.3868728573xa" +0.02164323677 xa™
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P =1.356548886x’a" +0.07615713042xa"” —0.4569427825xa"

(7.184)
~0.06447880955x’a" +0.3868728573xa'"

R =1.356548886xa" +0.07615713042x’a"” —0.4569427825xa"

(7.185)
~0.06447880955x°a" +0.3868728573xa"

olarak alinip, (7.182) ¢6ziimii i¢in (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri kullanilarak m =27

ve n =2 i¢in Pad¢é denklemleri,

N P R
p(x,a)= 0 0.02164323677xa™ 0 (7.186)
—-0.001803603064x’a™ 0 0.02164323677xa™

=0.00003903580815(1.356548886x" +0.07615713042x"a’
+0.4569427825x°a" —0.06447880955x"a’ —0.3868728573xa’ (7.187)
+16.27858663x” —5.4833133904" +4.642474288a’ +0.25971884124" )x*a®

1 1 1

q(x,a) = 0 0.02164323677xa™ 0 (7.188)
~0.001803603064xa* 0 0.02164323677xa™
=0.00003903580815(12.00000000 + x>)x*a™ (7.189)

Olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). a=¢"* alnirsa, (7.157) Klein-Gordon kesirli
diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY) elde edilen (7.160)

¢Ozlimiiniin & =1.75 i¢in bulunan (7.180) ¢oziimiiniin (27,2) mertebeli cok degiskenli Padé

yaklagimi,

[27,2](X )= ((1.356548886x" +0.07615713042x"1* +0.4569427825x°t

—0.06447880955x"t""* —0.3868728573x7t"* +16.27858663x> —5.483313390¢° (7.190)
+4.642474288¢""* +0.2597188412¢°"*)xt""* /(12.00000000 + x*)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). Buna gore, (7.157) Klein-Gordon kesirli
diferensiyel denkleminin varyasyonel iterayon yontemiyle (VIY) elde edilen (7.160)
¢Oziimiiniin « =1.75 icin bulunan (7.180) ¢oziimiiniin ve (7.180) ¢oziimiine ait (27,2)
mertebeli ¢cok degiskenli Padé yaklasiminin grafikleri, sekil 7.34, sekil 7.35’te ve niimerik

degerleri ise, ¢izelge 7.5’te verilmistir.
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Sekil 7. 34 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) elde edilen (7.160)

¢Ozlimiiniin  =1.75 i¢in bulunan (7.180) ¢6zlimii.

Sekil 7. 35 (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) elde edilen (7.160)

¢Oziimiinliin & =1.75 i¢in bulunan (7.180) ¢6zlimiiniin CPY.
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Cizelge 7.4 a=1.5,a=1.75, a =2.0 oldugunda, (7.157) Klein-Gordon kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) elde edilen (7.160) ¢dziimiiniin ve

(7.160) seri ¢oziimiine ait (CPY) nlimerik degerleri.

X t a=1.5 a=1.75 a=2.0

Uyjy Ucpy Uyjy Ucpy Uyjy Ucpy Urg
0.01 1 0.01'} 0.4867606662x107"" | 0.4867625260x10"" | 0.6713514104x10™"" | 0.6713514105x107"" | 0.9999985714x107"* | 0.9999985717x107"> | 0.1x10™"
0.02 1 0.02 1 0,1705755572%x10°° | 0.1705792441x10™" | 0.3281759859x107° | 0.3281759859x10~° | 0.6399963428x107" | 0.6399963427x107"" | 0.64x10™"
0.03 1 0.03 1 0.1381609983x1077 | 0.1381692273x107 | 0.3204055164x10°° | 0.3204055165x10° | 0.7289906264x10~ 0.7289906262x107° | 0.729x10”
0.04 1 0.04 1 06128672929x1077 | 0.6129422227x107 | 0.1616230193x107 | 0.1616230193x1077 | 0.4095906365x10™* 0.4095906364x10°° | 0.4096x107
0.0510.05 1 0.1952751831x10™° | 0.1953168894x10° | 0.5675792133x107 | 0.5675792134x107 | 0.156244184x107 0.156244184x107 0.15625x107
0.06 | 0.06 | (5044516999x10™° | 0.5046216523x10° | 0.1584901621x10™° | 0.1584901621x10° | 0.4665359983x107 0.4665359983x107 | 0.46656x107
0.07:1 0.07 1 0.1127182674x107 | 0.1127740978x10° | 0.3777857545x10™° | 0.3777857544x10° | 0.1176407612x10° | 0.1176407612x10° | 0.117649x10°°
0.08 1 0.08 1 02264536447x107 | 0.2266102644x107 | 0.8019718443x10° | 0.8019718443x10° | 0.2621200197x10"° 0.2621200198x10° | 0.262144x10™°
0.09 1 0.09 1 (04194040677 x107° | 0.4197934702x10° | 0.1558181826x107° | 0.1558181826x10~° 0.5313794632x10°° 0.5313794631x10°° | 0.531441x10°°
0.1 |01 0.7292939395x107° | 0.2823149542x107° | 0.2823149543x107° | 0.9998570239x10° | 0.9998570234x10° | 0.1x107°

0.7284137720x10
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Uygulama 7.3.2

a

Diu(x,t) = P (m—-1<a<m) Caputo tiirev tanimina gore « . mertebeden zaman-kesirli
tll

tirevi, m € N, f non-lineer bir fonksiyon ve g kaynak fonksiyonu olmak iizere,

u(x,0)=h(x), O<a<l,

(7.191)
u(x,)) >0 , |x|—>o0,r>0,
baslangi¢ ve sinir sartlariyla verilen,
Diu(x,t)= f(u,u_u_)+g(xt), m-1<a<m, (7.192)

formatindaki non-lineer zaman-kesirli diferensiyel denklem i¢in diizeltme fonksiyonelinin ve
iterasyon formiiliiniin nasil olusturuldugunu gosterelim (Odibat ve Momani, 2008b). 5.
boliimde verilen varyasyonel iterasyon yontemine gore, (7.192) non-lineer zaman-kesirli

diferensiyel denklemi i¢in diizeltme fonksiyoneli,

am
65171

U, (6, 0) =u, (x,f)+£/1(§)[ u, (x,6) = f (0, (@), (@,),) - g(x, S)Jdcf, (7.193)

A, varyasyonel teorisine gore belirlenen Lagrange carpani ve oJu, =0olmak iizere,

u,,(,), ,(u,), smirh varyasyonlardir. Buna gore, fonksiyonel stasyoner,

ou,  (x,t) =ou, (x,t)+ 5i A(&) [%uk (x,&)—g(x, 5)) dé&, (7.194)

durumundan, Lagrange ¢arpanlari,

m=1 i¢cin A=-1 ,

m=2 i¢cin A=&—t. (7.195)
olarak elde edilir. Yani, m =1 i¢in,

., () = u, (x,0) I( ai; u, (0,8~ £, (1,),.(),) g (%, r:)jdf. (7.196)
u,(x,t) = h(x). (7.197)

iterasyon formiilii ve u, baslangi¢ yaklasimi, m =2 i¢in ise,
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ad
o0&

uk+1(x9t) :uk(xat)—i_.:[(g_t)[ uk(x,gg)—f(u,‘,(u,‘)x,(uk)xx)—g(x,é‘)jdf. (7198)

u,(x,t) = h(x) +th(x). (7.199)

iterasyon formiilii ve u, baslangic yaklasimi elde edilir. Yukarida verilen bilgilere gore

(7.192) formatinda,
u(x,0)=x>,  u,(x,0)=-2x" (7.200)
baslangi¢ kosullariyla verilen,

ou(x,t)

—j, t>0, xeR, l<a<2, (7.201)
ox

« 0
Du(x,t) = —(u(x, t)
ox
(7.201) non-lineer hiperbolik zaman-kesirli diferensiyel denklemi verilsin. (7.198) iterasyon

formiiliine gore, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denklemi i¢in iterasyon formiilii,

aa
0&”

u/m(xat):uk(xat)_i'.:[(g_t)[ uk('x’g)_f(uk’(uk)x’(uk)xx)_g(x’g)jdg' (7202)

bigiminde verilir. u, = x* —2tx* olarak alinirsa, (7.202) iterasyon formiiliine gére,

uy(x,) = x*(1-2¢), (7.203)
u (x,t)=x>(1=2t+3¢> =48> +2t), (7.204)
u,(x,t)=x’(1-2¢+61 -8 +7t* — 61" + 174 1 — 192 t'+ 168 tg —%ﬁ +§t‘°)
30 42 56 72 90
+x*( 0 24 e 48 1), (7.205)

o+ -
'6-ao) Ir'é6-a) I'7-a)

yaklasik ¢oziimleri elde edilir. & =2 igin, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin tam

¢Ozlimi,
u(x, ) = (=)’ (7.206)
t+1

olarak verilmektedir. & =2 ¢in, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel

iterasyon yontemiyle elde edilen (7.205) ¢oziimii,
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u(x,t)=x*(1-2t+6 =8¢ +7t" —6¢" +5.8¢° —4.571428571¢" +3¢*

7.207
—1.333333333¢" +0.2666666667¢'") + x* (=3t* + 4.000000001#° — 2¢*) ( )

=x" =2xt+3x°t* —3.999999999x°t’ +5x°t* —6x°t" +5.8x°t°

7.208
—4.571428571x%t" +3x7t* —1.333333333x%" + 0.2666666667 x’t" ( )

Olur (Turut ve Giizel, 2010).

A=x>=2xt+3x°t* —3.999999999x°F* + 5x°t" —6x°t +5.8x°t° —4.571428571x*t" +3x*°
B=x"=2xt+3x*t* —=3.999999999x°¢ + 5x°t* —6x°t’ +5.8x°t° —4.571428571x*¢t’ (7.209)
C=x"-2xt+3x’t* —=3.999999999x°¢’ + 5x°t* —6x°t" +5.8x°t°

olarak alinirsa, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel iterasyon
yontemiyle elde edilen (7.205) ¢6ziimiiniin « =2 i¢in bulunan (7.207) ¢éziimiiniin m =10 ve

n = 2ig¢in ¢cok degiskenli Padé denklemleri, (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri yardimiyla,

A B C
p(x,t)=]-1.333333333x°¢’ 3x*t* —4.571428571x°t (7.210)
0.2666666667x*t"" —1.333333333x°¢ 3x°t?

=0.3555555555¢"°(4.70382656¢" —8.48265312¢" +14.20535725¢°

—-20.91071441¢ +17.81250006¢* —14.71428577¢ +11.61607147¢* (7.211)
—8.51785717¢+8.169642871)x"

1 1 1
q(x,t) =|-1.333333333x°¢° 3t ~4.571428571x° (7.212)
0.2666666667xt° —1.333333333x¢° 3t
=0.3555555555¢" (8.16964287 +7.82142857 1¢ + 2.749999997¢ ) x°* (7.213)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). Buna gore, (7.207) ¢6ziimii i¢in (10,2) mertebeli
cok degiskenli Padé¢ yaklasimu,

[10, 2] = (4.70382656¢" —8.48265312¢" +14.20535725¢°

(x,t
—20.91071441¢° +17.81250006¢* —14.71428577¢ +11.61607147¢* (7.214)
—8.51785717t +8.169642871)x” /(8.16964287 +7.821428571¢ + 2.749999997¢*)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin
o =2 i¢in tam ¢0zlimiiniin, varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen (7.205) ¢6zlimiiniin

a =2 i¢in bulunan (7.207) ¢oOziimiinin ve (7.207) ¢Ozliimiiniin (10,2) mertebeli ¢ok
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degiskenli Padé yaklagiminmin grafikleri sekil 7.36, sekil 7.37, sekil 7.38’de ve nilimerik

degerleri ise ¢izelge 7.6’da verilmistir.

AN
R e
e
A AR o
‘{\\i\\ X

Sekil 7. 36 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin o =2 i¢in tam ¢ézimii

Sekil 7. 37 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205)

¢Ozlimiiniin « =2 igin bulunan (7.207) ¢6ziimii.
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T = Ul
PR
-

Sekil 7. 38 a =2 i¢in bulunan (7.207) ¢oziimiiniin (10,2) mertebeli CPY.

a =1.50 ¢in, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel iterasyon
yontemiyle elde edilen (7.205) ¢6zliimii,

u(x,t) =x>(1-2t+6t> =8 +7t* —6¢> +5.8t° —4.571428571¢" + 3¢
—1.333333333¢° + 0.2666666667¢'") + x* (—1.805406668¢>°

(7.215)
+2.063321905¢°° —0.9170319581¢*)
=x> =2x7t+6x7t* —8x7 + Tx’t* —6x7t +5.8x°1t° —4.571428571x°t" +3x°¢°
—1.333333333x° +0.2666666667x°t'" —1.805406668x7t*" (7.226)
+2.063321905x%#*" —0.917031958 1x**°
olur. "'* = a alinirsa (7.226) ¢oziimii,
u(x,a)=x"-2xa’ +6x’a* -8x’a’ + 7x*a® —6x°a"’ +5.8x°a"
—4.571428571x%a" +3x’a'® —1.333333333x%a" + 0.2666666667 x°a™ (7.227)

—1.805406668xa’ +2.063321905x%*a” —0.9170319581x%a°

olur. Ayrica,
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D =x>-2x*a’ +6x’a" —8x*a’ +7x*a® - 6x%a" +5.8x*a"

—4.571428571xa" +3x’a'® —1.333333333x%a"® (7.228)
—1.805406668x’a’ +2.063321905x°a’ —0.9170319581x"a’

E=x>-2x"a’ +6x’a* —8x*a® +7x*a® - 6x*a" +5.8x*a"

—4.571428571x%a" +3x*a'® —1.805406668x*a’ (7.229)
+2.063321905x’a’ —0.9170319581x*a’

F =x>=2x2a* +6x*a" —8x*a® +7x*a® — 6x*a" +5.8x%a"

—4.571428571x%*a" +3x*a"® —1.805406668x*a’ (7.230)

+2.063321905x%a’ —0.9170319581x’a’

olarak alinip, (7.227) ¢ozlimiiniin, m =20 ve n=2ig¢in (6.31) ve (6.32) determinant ifadeleri
kullanildiginda ¢ok degiskenli Padé denklemleri,

D E F
p(x,a)= 0 —1.333333333x%" 0 (7.231)
0.2666666667x*a* 0 —1.333333333x%a"®

=—0.3555555555(2.5218378844° —8.5112028524’ +9.0270333364°
—10.428571424'° +17.057142854" —22.999999994'% + 22.99999999,'"°

(7.232)
~26.999999994" +33.999999984° —27.999999994" + 8.9999999964°
3.666666662a'" —4.999999998 +0.9170319584"")x°a’

1 1 1
q(x,a)= 0 —1.333333333x%a" 0 (7.233)
0.2666666667x*a™ 0 ~1.333333333x°a"*
=—0.3555555555(4.999999998 + a*)x*a’*® (7.234)

olarak elde edilir (Turut ve Giizel, 2010). Buna gore, a =¢"* almirsa, (7.215) ¢dziimii i¢in
(20,2) mertebeli ¢ok degiskenli Padé yaklagimi,

[20,2] = =—(2.521837884+""> —8.511202852¢"'* +9.027033336¢™

()
—10.42857142¢* +17.05714285¢t" —22.99999999¢° +22.99999999;°
—26.99999999¢* +33.99999998¢° —27.999999997% + 8.999999996¢
3.666666662¢° —4.999999998 + 0.917031958¢'"*)x* /(4.999999998 + ¢)

(7.235)

Olarak elde edilir. (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen
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(7.205) ¢oziimiiniin & =1.50 ¢in bulunan (7.215) ¢éziimiiniin ve (7.215) ¢dziimiine ait (CPY)
grafikler sekil 7.39, sekil 7.40°ta ve niimerik degerler ise ¢izelge 7.6’da verilmistir.

g1 01

Sekil 7. 39 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205)

¢Ozlimiiniin « =1.50 ¢in bulunan (7.215) ¢oziimii.

Sekil 7. 40 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205)

¢Ozlimiiniin « =1.50 ¢in bulunan (7.215) ¢6ziimiiniin CPY.
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a =1.75 igin, (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin varyasyonel iterasyon

yontemiyle elde edilen (7.205) ¢6ziimi,

u(x,t) =x>(1-2t+6¢> -8 +7t* —6t° +5.8¢°
—4.571428571¢" +3¢* —1.333333333¢" + 0.2666666667¢')
+x7(—2.3536269891°% +2.896771680¢ % —1.363186673¢**)

=x2 = 2x°t+6x7 17 —8x% > + 7x*tt —6x% +5.8x°1°
—4.571428571x°t" +3x%¢* —1.333333333x%° + 0.2666666667 x*t"°
—2.353626989x°t*% +2.896771680x%** —1.363186673x¢**

olur. t'* = a olarak alinirsa, (7.237) ¢oziimii,

u(x,a)=x"-2x"a* +6x’a’ —8x’a"” + 7x*a"° —6x°a* +5.8x°a™

—4.571428571x%a® +3x*a™ —1.333333333x%a® + 0.2666666667 x*a*°
—2.353626989xa’ +2.896771680x%a" —1.363186673x%a"’

olur. Ayrica,

G=x"-2x"a" +6x*a* —8x’a" +7x*a"® —6x*a™ +5.8x°a™ —4.571428571x*a™ +3x°a™

—1.333333333x’a™ —2.353626989x°a’ +2.896771680x"a" —1.363186673x°a'’

H=x>-2x"a" +6x°a* —=8x*a? +7x°a"® —6x°a™ +5.8x°a* —4.571428571x*a*®

+3x°a™ —1.333333333x7a™ —2.353626989x°a’ +2.896771680x°a" —1.363186673x°a'’

I=x"-2x*a* +6x*a® —8x*a"? + 7x*a"® — 6x*a™ +5.8x*a* —4.571428571x*a*®

+3x’a —2.353626989x°a’ +2.896771680x"a" —1.363186673x"a'’

olarak alinip, olarak alinip, (7.238) ¢Oziimiiniin, m =41 ve n=2i¢in (6.31) ve (6.32)

determinant ifadeleri kullanildiginda ¢ok degiskenli Padé denklemleri,

G H I
p(x,a) =0.2666666667x°a* 0 0
0 0.2666666667x°a® 0

=-0.07111111113x°a* (=14 2a* — 64" +8a"> = 7a'°
+6a™ —5.8a™ +4.571428571a™ —3a> +1.3333333334°°
+2.353626989a" —2.896771680a" +1.363186673a'")

(7.236)

(7.237)

(7.238)

(7.239)

(7.240)

(7.241)

(7.242)

(7.243)
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1 1 1
q(x,a) =|0.2666666667x°a* 0 0 (7.244)

0 0.2666666667x*a* 0
=0.07111111113x*a" (7.245)

olarak elde edilir. Buna gore, a =¢"* almirsa, (7.236) ¢dziimii igin (41,2) mertebeli cok

degiskenli Padé yaklasimu,

[41,2]  =-0.07111111113x°* (=142t —61* + 8 —7¢* +61° —5.8¢°

()
+4.571428571¢7 —3¢% +1.333333333¢° +2.353626989+°'* (7.246)
—2.896771680¢""* +1.363186673t17/4)/0.071 11111113x%*

olarak elde edilir. (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen
(7.205) ¢oziimiiniin « =1.75 ¢in bulunan (7.236) ¢oziimiiniin ve (7.236) ¢oziimiine ait (CPY)
grafikleri sekil 7.41, sekil 7.42°de ve nlimerik degerler ise ¢izelge 7.6’da verilmistir.

05 05

Sekil 7. 41 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205)

¢Oziimiinliin & =1.75 ¢in bulunan (7.236) ¢oziimii.
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b5 05

Sekil 7. 42 (7.201) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205)

¢Ozlimiiniin  =1.75 ¢in bulunan (7.236) ¢6ziimiine ait CPY.

(7.157) homojen olmayan lineer Klein-Gordon ve (7.201) non-lineer hiperbolik zaman-kesirli
diferensiyel denklemlerinin, varyasyonel iterasyon yontemi (VIY) ile elde edilen farkli o
degerlerine ait seri ¢oziimlere ve farkli « degerleri icin elde edilen seri ¢oziimlerin ¢ok
degiskenli Padé yaklasimlarma (CPY) ait grafiklerden (Sekil 7.29-7.42) ve niimerik
degerlerden goriildiigii gibi (Cizelge 7.5-7.6), her iki yontemden elde edilen sonuglar, tam

coziimlerle ve birbirleriyle son derece uyumludur (Turut ve Giizel, 2010).
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Cizelge 7.5 a=1.5,a=1.75, a =2.0 oldugunda, (7.201) ) zaman-kesirli diferensiyel denkleminin (VIY) ile elde edilen (7.205) ¢dziimiiniin ve
(7.205) seri ¢oziimiine ait (CPY) niimerik degerleri.

X t a=1.5 a=1.75 a=2.0

Uy Ucpy Uy Ucpy Uy Ucpy Ure
0.01 | 0.01 | 0.00009805742207 | 0.00009805742208 | 0.00009805185529 | 0.00009805185529 | 0.00009802960494 | 0.00009802960495 | 0.00009802960494
0.02 | 0.02 | 0.0003848949142 | 0.0003848949143 | 0.0003847966767 | 0.0003847966767 | 0.0003844675124 | 0.0003844675125 | 0.0003844675125
0.03 | 0.03 | 0.0008504258525 | 0.0008504258524 | 0.0008499060377 | 0.0008499060378 | 0.0008483363175 | 0.0008483363176 | 0.0008483363182
0.04 | 0.04 | 0.001485685664 0.001485685663 0.001484004096 0.001484004096 0.001479289934 0.001479289934 0.001479289941
0.05 | 0.05 | 0.002282722748 0.002282722747 0.002278566886 0.002278566886 0.002267573656 0.002267573655 0.002267573696
0.06 | 0.06 | 0.003234501119 0.003234501118 0.003225836632 0.003225836632 0.003203987014 0.003203987014 0.003203987184
0.07 | 0.07 | 0.004334811900 0.004334811899 0.004318746188 0.004318746188 0.004279849200 0.004279849200 0.004279849769
0.08 | 0.08 | 0.005578192194 0.005578192193 0.005550851279 0.005550851280 0.005486966839 0.005486966839 0.005486968450
0.09 | 0.09 | 0.006959850295 0.006959850295 0.006916269160 0.006916269160 0.006817603925 0.006817603924 0.006817607945
0.1 0.1 | 0.008475596550 0.008475596548 0.008409622712 0.008409622712 0.008264453717 0.008264453716 0.008264462810
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8. SONUC VE TARTISMA

“Kesirli diferensiyel denklemlerin niimerik ¢ézlimleri” isimli tezimizde kesirli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimiinde o6zellikle dogrulugu ve etkinligi ispatlanmis niimerik yontemlerin
Pad¢ yaklasimi ile karsilagtirllmasina Oonem verilmistir. Bu yiizden, ozellikle Adomian
ayristirma, genellestirilmis diferensiyel doniisim ve varyasyonel iterasyon yontemleri
secilmigtir. Literatiirde tek degiskenli Padé yaklasimmnin kesirli diferensiyel denklemler
tizerindeki sinirl uygulamalarina rastlanmasina ragmen (Momani ve Qaralleh, 2007; Momani ve
Shawagfeh, 2006), cok degiskenli Padé yaklagiminin kesirli diferensiyel denklemler iizerindeki
uygulamalarina hemen hemen hi¢ rastlanmamaktadir. Bundan dolayi, bu ¢alismanin temel hedefi
cok degiskenli Padé yaklasiminin kesirli diferensiyel denklemlere uygulanabilecegini gostermekti.
Calismamizin uygulamalar kismindaki sonuglardan da goriilecegi gibi bu hedefe basariyla
ulasilmistir. Dolayisiyla ¢alismamizin, literatiirdeki Onemli bir boslugu dolduracagina

inanmaktay1z.
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