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SIMGE LiSTESI
C(H)=C([a,b],H) , deserleriH Banach uzayinda olan ye,b] aralginda

C(H)
tanim[@ Lo m) = ma>|1¢([}H normunda tanimlanan dizgin fonksiyonlarin

a<t<b
olusturdusu Banach uzayi.
Coi(H) Cyy(H)=Cg([-1,0],H),0<a<1,

_ () [#t +1) - 4]
“¢|E‘J’,1([-1,01,H)_||¢||C([—1,O],H) _1<i"tj+e<0 7 :
normuyla verilef-1,0] aralgl Uzerinde tanimlanmiH uzayinda dger alan
dizgung(t) fonksiyonlari kimesinin tanimlanmasi ile elde exi&irhkli Holder

uzayl.
Coa(H)  Cgy(H)=Cg([0,1],H),0<a <1,
_ Q-0 +0)" gt +1) -4 )
¢ |k3’ll([0,l],H)_ ||¢||C([O,1],H) + O<ts<t+FT)<l e :
normuyla verilerf0,1] aralgl Uzerinde tanimlanmiH uzayinda dger alan
dizgung(t) fonksiyonlar kiimesinin tanimlanmasi ile elde edi&irlikli Holder

uzayl.
Ci(H) Coy(H)=Ci(-11],H),0<a <1,
ap VN0 = oWl

—1<t<t+7<0

I o lce,-rgm = lolleqrgm +

A=t @+0)" [P +1) -4 W),
+ sup m
O<t<t+7<1 T

normuyla verileri0,1] aralgl Uzerinde tanimlanmiH uzayinda dger alan

dizgung(t) fonksiyonlari kimesinin tanimlanmasi ile elde exi&irhkli Holder

uzayl.

C.(H) C(r,H)=C(ab], H),
[a,b], = {tx = kh,Na < k < Np,Naz = a,Npz = b} 'de

T N . -
tamml ©° =<{@ne a5 fonksiyonlar uzayinda ¢"OH(r) icin
| @ e an.. iy = le% Il @, I, normu ile verilen Banach uzayi.
C/(H)  C/(H)=Cg([-1,0],H),,0<a<],
(=k)*
SUp || @y — @y lle

ol cor.opemny = I @ oo +
o((=1.00.H) (~1.00=H) ~N<k<k+r<0
normuyla verilefi—1,0], aralgl Gzerinde tanimlanmi C”(H) Uzerinde dger

N
alan H-degerli ¢" =Pk, ag fonksiyonlari kimesinin tanimlanmasi ile elde

edilen airlikli HOlder uzay.

Cf(H) CI(H)=CJ,(0,1],,H),0<a<1],
r AT (k+r)7)" (N =k)*
19 |L551([0,11,,H)_”¢ ||C([0,111,H)+Ek<~:’£‘£N_1||¢k+r‘¢k||E rg

normuyla verilef0,1], aralgl Gzerinde tanimlanmiC/ (H) tzerinde dger alan




H-degerli ¢” ={g} v ag fonksiyonlari kimesinin tanimlanmasi ile elde exil

agirlikli Holder uzay!.
C/(H) C/(H)=Cg,(-11],,H),0<a<],

(—=k)*
|l @[l ce (o = "l o + sup || o, 0 lle —5—
Co1([-1,1]-,H) C([-1,1.,H) NekeKir<0 k+r k ro

k a -k a
+ sup ”¢k+r _¢k ||E (( +r)T:a(N )

I1<k<k+rsN-1

normuyla verilef-1,1], aralgl uzerinde tanimlanmiC’ (H) Gzerinde dger alan
H-degerli ¢" ={¢} n, @& fonksiyonlari kiimesinin tanimlanmasi ile elde edil
agirlikli Holder uzay:.

F{u} u fonksiyonunun Fourier dégiimi.

L{u} u fonksiyonunun Laplace dogiim.

Q {(% Xy, %) :Ox OR, 0<% <1 1<k<n} ile verilen agik birim kip.S, bu
klpun sinirlar veQ=QOS.

Q" {(% Xp.ry %) :Ox, OR,0< %, <0,1<k<n} ile verilen acgik kime.S", bu

kiimenin sinirlari veqQ " =Q* 0 S".
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OZET

Bu argtirmada,H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimh operatorli diferensiyel
denklemi i¢in ¢ok noktali lokal olmayan
—40 + Au(t) = g(t), (0<t < 1),

WO — Au(t) = f(t),(-1<t < 0),
(2.1)
u(l):éaiumi)w

-1 A, <A, <---<A <0

J
sinir dger problemin iyi konumlanngh g Z|ai|sl varsayimi keulu altinda cakilmistir.
i=1
Bu sinir dger probleminin iyi konumlanmgigl agirlikli Holder uzaylarinda dgrulugu
gOsterilmgtir.  Eliptik-parabolik denklemlerin lokal olmayaningr deser problemlerinin
¢6zUimu icin koersiv gtsizlikleri elde edilmgtir. Lokal olmayan sinir dger probleminin
yaklagik ¢6zumua icin birinci ve ikinci derecedeki yakigiaas: olan fark semalari
sunulmytur. Fark semalarinin da iyi konumlanghigi Holder uzaylarinda ortaya
konulmutur. Uygulamalarda lokal olmayan karma problemlegiaklasik ¢6zimu icin
olusturulan fark semalarinin ¢ozumlerinde kararhlik kestirimleri, nen hemen kararlilik
kestirimleri ve koersiv kararlilik kestirimleri eddedilmitir.

Bu farksemalarinin ¢bzimleri igin teorik ifadeleri sayidahey sonuglari ile desteklerytm.

Anahtar kelimeler: Lokal olmayan sinir dgr problemi, ¢cok noktall eliptik-parabolik
diferensiyel denklemleri, farlsemalari, kararlihk, koersiv kararlilik, birinci samaktan
dogruluk, ikinci basamaktan gouluk, iyi konumlanmglik.



ABSTRACT
In the present work, we consider the multipointlnoal boundary value problem

~2u0 4 Aut) = g(t), (O<t<1),

dt?

dléil) -Au(t) = f(t), (-1<t<0),

u(l):%aiu(/li)+¢'

-1< A <A,<.<A, =0

for the elliptic-parabolic equation in a Hilbertasie H with the self-adjoint positive definite

J
operator A under the assumption2|ai|sl. The well-posedness of this problem in Holder
i=1
spaces with a weight is established. The coerciigqualities for the solutions of the
boundary value problems for elliptic-parabolic etijpas are obtained. The first and second
order of accuracy difference schemes for approx@nsatiutions of this nonlocal boundary
value problem are presented. The well-posednesthasfe difference schemes in Hoélder
spaces is established. In applications, the stgbdimost coercivity inequalities, coercivity
inequalities for the solutions of difference schefoe the approximate solution of this
nonlocal boundary value problem for mixed equatiomobtained.

The theoretical statements for the solution of ¢heéference schemes are supported by the
results of numerical experiments.

Keywords: Nonlocal boundary value problem, multipoint ellgparabolic differential
equations, difference schemes, stability, coerstadility, first order accuracy, second order
accuracy, well-posedness.



1. GIRIS

Lokal olmayan problemler fizik, biyoloji, kimyaekoloji, mihendislik ve endustrinin g
surecglerinin - matematik modellemeleri icin bilinmayefonksiyonun sinir  dgerlerinin
belirlenmesinin olanaksiz olgu durumlarda yaygin olarak kullanilir. Kismi turediferensiyel
denklemler icin lokal olmayan sinir ger problemlerin teori ve sayisal ¢6zim metotlarcdk
argtirmaci tarafindan agariimaktadir. (bakiniz, [Agarwal, Bohner ve Shakimov, 2005],
[Ashyralyev, 2003], [Ashyralyev, 2006b], [Ashyralye 2007a], [Ashyralyev, 2007b],
[Ashyralyev, 2009], [Ashyralyev, Dural ve Sozen02) [Ashyralyev, Hanalyev ve Sobolevskii,
2001], [Ashyralyev, Karatay ve Sobolevskii, 2004Ashyralyev ve Sobolevskii, 2006],
[Ashyralyev ve Soltanov, 1998], [Chipot ve Lovag9¥], [Dautray ve Lions, 1988], [Dehghan,
2005a], [Dehghan, 2005b], [Ewing, Lazarov ve L&©00], [Gordeziani, Natalini ve Ricci,
2005], [Gulin, lonkin ve Morozova, 2001], [lonkinevMorozova, 2000], [Lagnese, 1972],
[Martin-Vaquero ve Vigo-Aguiar, 2009], [Pao, 1995Pao, 2001], [Sapagovas, 2008],
[Samarskii ve Bitsadze, 1969], [Shakhmurov, 2006]).

Bizim ilgi alanimiz lokal olmayan sinir gk kosulu ile ¢ok noktall eliptik-parabolik
diferensiyel ve fark problemlerin iyi konumlanghgini (well-posedness) cainaktir. Akgkanlar
mekangindeki bircok problemlerde (reaksiyon-difizyon dimkleri dinamikleri, modelleme
surecleri ve teorik gaz hidrodinamik uygulama peobleri), 1si akg, flzyon sireci ve der
fiziksel alanlarda karmiza eliptik-parabolik tipindeki diferensiyel ddaknler ¢ikmaktadir. Bu
turdeki denklemler icin lokal olmayan sinirgge problemlerin ¢6zim metotlari Gzerine birgok
argtirma yapilmgtir. (bakiniz, [Salahatdinov, 1974], [Drujaev, 137®&ragov, 1983], [Kroner
ve Rodrigues, 1985], [Karatopraklieva, 1991], [kt ve Hulshof, 1991], [Ashyralyev ve
Soltanov, 1994], [Bazarov ve Soltanov, 1995], [Asthyev ve Soltanov, 1995b], [Nakhushev,
1995], [Glazatov, 1998], [Diaz, Lerena,, Padiakl &akotoson, 2004], [Ashyralyev, 2006a]).

Lokal olmayan sinir koluyla ¢ok noktall eliptik-parabolik problemi Foeriserileri metodu,
Laplace dongiimi metodu, and Fourier dgiimi metoduyla ¢ozulebilinir. Bu tg¢ farkl analitik

metodu drneklerle acgiklayabiliriz.

Birincil olarak Fourier serileri metodu uygulasni ele alalim.



Ornek 1.1.Asagidaki cok noktali eliptik-parabolik problemi
24+ 2U = —tsinx, 0<t<1, O<x<r,
u "“ 4= (-2e" +1-t)sinx, - <t< 0, G X<,

u(Lx)=2u(-1x)+iu(-1 x)+ €' -¢-Le* +1)sinx, @1

u(0..x)=u(0. x),u(Q x)=u(Qx), Exs7,

u(t,0)=u(t,7)=0, - 1<t< 1.
lokal olmayan sinir kaulu icersinde ettt edelim.

(1.1) probleminin ¢6zimu icin Fourier serileri m@tnu kullaniriz.Problemi ¢ézmek icin

u(t, x) fonksiyonunuu(t,x) =v(t,x) +w(t,x) seklinde iki kisma ayiralingoyle ki
2 +24 =0, 0<t<1, O<x<7,

atZ

X+ =0, -1<t< 0, O<x<7,

V(LX) =2v(-1x) +4v(-2 x)+ €' - 1€ +1)sinx, (1.2)

v(0,,x)=v(0.,x) V(Q x)=V(0Q x) ,&x<7,

v(t,0)=v(t,7)=0, - Ist< 1

ve



%Jr%:—tsinx, O<t<1 kx<rm,

+ 8w = (-2¢™ +1-t)sinx ~ It < 0, G x<7T,

w(1,x) =4 w(-1,x) +1w(-

Nl

x), (L.3)

w(0,,x) =w(0,x) W(0 x)=w(Q x), &x<,

w(t,0)=w(t,7)=0,-1<t< 1

olarak yazilabilecg gorulur.

Oncelikle dgiskenleri ayirma yontemi ile problem (1.2)'nin ¢ézimiielde edegiz.
Degiskenlerine ayirma yontemi gejiace

v(t,X) =T(t)X(x)Z0

olarak kabul edelim.

-1<t<0 kosulunda iken, kismi turevleri alip (1.2) denklemingsgine yazarsak

TO, X0
Tt X(X)

denklemi elde ederiz ve bu denklemi diizergedizde

() - X"(x)

T(t)  X(x)

= a.4)

esitlikleri seklinde yazariz.

Boylece, biz (1.4) denkleminden ve (1.2)'deki skosullarindan



X"(x)=AX(x), X (0)=X(m)=0 (1.5)
denklemlerini elde ederiz.

Eger 120, ise o zaman (1.5) sinir ger probleminin sadece basit ¢ozum(x)=0 vardir.
A > 0 i¢in, bu probleminin ¢éziimlerd, =-k*, X, (x)=sinkx, k=1,2,-- olarak yazilabilir.

Bu nedenle, sinir ger probleminin basit olmayan ¢dzumleri
Ac=-Kk? andX, (x) = sirx k= 1,2;- (1.6)
seklindedir.
(1.4)’ te verilen birinci dereceden turevli denklem
T'(t)=-AT(t), A =-k*, k=1,2;- seklindedir.
Sonrasinda, busili ginin ¢6zimu

T, (t) = A", k=1,2;- seklindedir.
Boylece, v(t,x) = Y v, (t,x) = > A€ sinkx denklemini elde ederiz.
k=1 k=1

0 <t < 1 kogulunda problem (1.2)’yi benzer yontemle ele alaiziliBunu yapmak icin,
v(t, x) =T (t) X (x) # Oformunun bir ¢6zimu Onerilir.
Sonra, kismi turevlerini alip sonucu (1.2) denkilede yerine yerlgirerek

L(t) +—X"(X) =0
T® X

veya



(1)

T(®) X(X)

=/

esitliklerini elde ederiz.

Sinir kaullarini uygulayarak ve (1.7)%#li gini kullanarak

X"(x)=AX(x), X(0) =X (m)=0 olur.

@.7)

Bu ssitli gi onceki kisimda ¢oznstitk. Cozumu (1.6)'da verilngtir.

(1.7)'de sunulan ger denklemin ¢6zimu
T"(t) =-AT(t), A=-k? k=1,2;- seklindedir.
Bu ssitli gin ¢6zima
T (t) = (B +Ce™), k=1,2;-- seklinde yazabiliriz.

Bu nedenle,
V(t, X) = >V, (t,X) = Z(Bkekt + Cke‘k‘)sinkx
k=1 k=1

esitli gi oldugu goralar.

Lokal olmayan sinir kg@lunu ve t=0 iken v(t,x),

uygulayarak,
V(18)=3v(-1s)+1v(~3 )+ €7 -5 e +4)sim

v(0,,x)=v(0_,x),

v'(0,,x) =V (0. X)

V' (t,x) icin sureklilik ozelliklerini



denklem sistemini elde ederiz.

k #1 olsun. Buradan
Be +Ce*=1Ae™ +1Ae?
B, +C, = A,

k(B ~C\) = K*A

elde edip ¢ozumlegimizde, bitin k icink #1 sartinda
B, =C, = A =0 kosullarini elde ederiz.

Asagidaki denklem sistemini dk =1 durumunda iken

Be+tCel=1Aeg'+iAe  +(e!-5-1e

Nl=

+5),

nlo

B +C,= A,

B-C=A

1
l_e_ 10247 - . . .
yazilir ve C, =0, A =B, = =24 pilinmeyenleri bulunarak gozeriz.

e-3(et+e ?)

Boylece, (1.2)’nin ¢b6zimu

sinx elde edilir.

Ikincisi, (1.3)’n ¢ozUmu igin



w(t, x) = ka (t) sinkx eitli gini varsayalim.

k=1

0<t <1 kosulunda iken, denklemimize yestedigimizde,

Wi + Wi = D (Dy(t) — k2Dy(t)) sinkx = —tsinx
k=1

elde ederiz. Bunun sonrasinda

D, (t)-k’D(t) =0,k 21,

yazabilir ve ¢6zUmun ¢ikarmasini

D, (t) =C, coshkt + B, sintkt k# 1

D, (t) =C,cosht + B, sinft +t

elde ederiz.

Boylece,

W(t,X) = SV, (t,X) = 3 (G, costkt + B, sinlit )sikx
pe= k=2
+(C,cosht + B, sinli +t )sinx

esitli gini yazabiliriz.

-1<t<0 kogulunda oldgu zaman,



W, + W, :i(D[( (t)-K*D, (t))sinkx: (-2&" + 1-t ) sinx

k=1
esitli gini elde ederizBunu takip ederek,
D, (t) —k?Dy(t) =0,k # 1
ve D, (t) =D, (t) = (-2 +1~t)olur ve ¢ozdgiimiizde,
D, (t) = A€ +t, D, (t) = A€ k # 1 yazabiliriz.
Boylece,

w(t,X) = DV, (6, %) = Y A" sinkx+ (A€ +t+e™ - )sinx
k=1 k=2

sonucuna ukariz.

k #1durumunda lokal olmayan sinir sdunu, t=0 iken w(t,x), W (t,x) icin streklilik

ozelliklerini ve

w(L.s) = 3w(-15) +3w(-3 5).

w(0,,x)=w(0.,x), (1.8)

w (0, ,x)=w (0. X)

denklem sistemini kullanarak



B, sinhk +C, costk :E’Ake_kz +%A(e‘%k2

C = A,

kB, = kZA
denklem sistemini elde ederiz.

k =1durumunda (1.8) denklem sistemini kullanarak,

1 -

-1 —
—2+62 e

1
2

B,sinh1+C, cosht &1 Ae'- te'-e' }1 Ae

C =A,

B+1=A+1
elde ederiz ve kolayliklek #1durumundaB, =C, = A =0 olur.

k =1durumunda

81=A1_2’C1= AI:_(€L73—4+1

—lgl_lg2
e-le—le

¢cozimlerini elde ederiz.
Bdylece, (1.3)’Un ¢ozimi

¢

— )€ +t+e7)sinx
e-3(e +e?)

w(t,x) = ((-

olarak bulunur. En sonunda(t, x) vew (t, X) cdzumlerini

u(t,x) =v(t,x)+w(t,x)
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formulinde yerlgtirilerek
u(t,x) = (" +t)sinx elde ederiz.
Benzer mangi kullanarak, ¢cok boyutlu eliptik-parabolikidik icin asagidaki lokal olmayan

sinir dger probleminin ¢6zUmunu elde ederiz.
o2u(t, x)_'_zar au(t X) — g(t,X), X = (Xl' ,xn)DQ, O<t<T ,
20 4 Zq "“M— f(t,x), x= (%, % )0Q, -T<t<0,
u(0.x)=u(0.x),u(Q X)=u (0 x) .

J
U, ) = 2 au(A, )+ ().

>|ar <1, x0Q,
k=1

~T<A<A,<-<A, <0,

u(t,x) =0, xOS.

Burada Q,S,E:QUS ile  sinirlart  verilen n —boyutlu  Oklid  uzay

R"(0 <z, < 1,1 <k < n)'de birim agik kip vea, (x) (8 (x)2a>0,x0Q),p(z) (z € 5),

9(t,x) ¢ O[0,T], xOQ), f(t,x) ¢O[-T,0], xJQ) verilen dizgiin (smooth) fonksiyonlardir.

Bununla beraber, gekenlerine ayirma yontemi, yalnizca, denklemin tlatskyilarinin sabit

olmasi durumunda kullanilabilir. Oysaki fargemalari yontemi kismi turevli diferansiyel

denklemleri ¢6zmek icin, katsayilarirt’de veya uzay d#&skenlerinde bgmli oldugu

durumlarda da kullanilabilen etkigiiiyi bilinen bir yontemdir.
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Ornek 1.2. Eliptik parabolik problemi denklemleri icin karmagilemini

Tuy 2= (26t +t)e*, 0<t<1, O<x<o,

X+Ie=(l+t)e”, ~1<t< 0, O x<w

(LX) = 30(-10)+3u(~3 )+ € —3= 1 + 2

u(0,,x)=u(0x),u(Q x)=u (0 x), Gx<ow,

u(t,0)=t+e*, u (t,0=-¢+e"), - kt< 1

ele alalim.

Ik olarak 0 <t <1 icin bu problemi inceleyelim. Diferensiyel denklem
Ut + U = (271 +t)e™

her iki tarafinin da Laplace dogiimunt alirsak
L{ug} + L{ux} = L{(2e" + t)e™*}

veya

2e" +t
s+1

L{u(t,x)} +sL {u(t,x)} -su(t,0)-u,(t,0 =

elde ederiz.

Laplace dongimu yardimi ile ¢ozebilmemiz igib{u(t, ¥} =\t 9 olarak gosterelim.

Boylece,

(1.9)
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-t
Vi(t,s) + Sv(t,s) —s(t+e) +t+et = 2§+-5t

veya

—e'+s’(t+el)
s+1

v, (t,5) +s°v(t,s) = seklinde yazilabilir.

Tamamlayici (complementary) ¢6zim
v, (t,s) =¢ sinst +c, cost seklindedir.

Ozel (particular) ¢ozim icin

—t

v, (t,s)= olarak yazabilirizBoylece, problemimiz

t+e’

v(t,s) =¢ sinst +c, cosst + el

(2.10)
olur. -1<t < 0igin,
u, +u, =(1+t)e™ haline gelir.
Diferensiyel gitli gin Laplace déngiimu
L{ut) + L{ux} = L{(1 +t)e ™}

veya

(L{U('t,x)})t +s {u(t,x)} -su(t,0)-u,(t,0 _ 1+t

s+1

seklinde yazilir. O zaman bu problem
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2 _ _t t_ 1+t
vi(t,s) + sv(t,s) —s(t+e) +t+e <1

veya

—et+ 2+t
1-€ s(te)ol

v, (t,s) +sv(t,s) = e

ur.

Bunu ¢ozerek,

e t+e’
t — st
v(ts)=ce™ r

elde ederiz.

Lokal olmayan sinir kailunu, t=0 ikenu(t, x), u’(t,x) icin sureklilik 6zelliklerini ve

2

u(0,,x)=u(0_x),

u'(0,,x)=u’(0. )
denklem sistemini kullanarak

1 e 1
v(t.s)=3v(-18) +dv(-1 §)+ D,

v(0,,s)=v(0_,s),

v'(0,,s)=Vv(0_.s)

denklem sistemini buluruz.

u(Lx)=1u(-1x)+4u(-4 x)+ €' -g-1e' +1E,

(1.11)
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Bu kosullari uygulayarak ve (1.10), (1.11) kullanarak,

i et — 1 s _ 1é
C,Sins+c, coss++5-=5 € —L% )

s+l

1
1l e_1g247
(e7-5-382+%)

1
1 2 _ 1_g2
+E (CSe 2s+1 ) + I+s !

CZ = C3,

—_ 2
SC top =S C oy
denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistegizerek,

¢, =C, =, =0 yazabiliriz. O halde,

olur.

Buradan, ters Laplace dd&iimi uygulaninca

u(tx) =L {v(t.s)} =L'l{t;ez } =(t+e') l{i} =(t+el)e”

s+1

elde edilir.

Boylece, verilen lokal olmayan ger problem (1.9)’'un ¢6zUmu
u(t,x) = (" +t)e™ olur.
Cok boyutlu eliptik-parabolik gtlik icin asagidaki lokal olmayan sinir ger probleminin

¢6zUmunid benzer yontemi kullanarak bulabiliriz.
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92 u(l x) Zar 7] u(t X) — g(t,X),

T
x=(x1,---,xn)D§+, 0<t<T,
au(tx) ZaTau(tx)_f(t X)
x=(x1,---,xn)D§+, -T<t<0,

J J
u(T,x) = k%(J'ku(/1k,x)+¢(x), kZ:1|crk| <1,
-T<A <A, <---<A; <0,

u(0,,x)=u(0 x) 4 (0 x)=u(Q x), x0Q",

u(t,x)=0, %2 =0,r=12-n xOS'

Burada Q*,S", Q =Q'0S" ile siirlan  verilen n —boyutlu  Oklid  uzay
R"(0 <z, <o0,1 <k<n)de biim ack kip ve a(x) (a(x)=a>0,x0Q"),
p(r) (x0Q), g(t,x) t0[0T], x0Q ), f(t,x) ( o[-T,q], x0Q") verilen diizgiin (smooth)
fonksiyonlardir.

Bununla beraber, Laplace daiini metodu, yalnizca, denklemin tim katsayilarsaipit olmasi
durumunda kullanilabilir. Oysaki farkemalari yontemi kismi tirevli diferensiyel denkleml

cozmek icin, katsayilarint’de veya uzay déskenlerinde bgmli oldusu durumlarda da

kullanilabilen etkinlgi iyi bilinen bir yontemdir.

Son olarak, Fourier dogimi metodunun uygulamasini ele afaza
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Ornek 1.3.Eliptik-parabolik gitli gi icin lokal olmayan sinir dger problemini

Loy Pz (e +(e +)(AC -2,

ot?

0<t<l, —o<x<o0,

ou 4y % — (_e‘t +1+ (e_t +'[)(4X2 - Z)E_XZ )

ot X2

-1<t<0, —0<x<, (1.12)

(0, ) =u(0.x) (0 X)=u (0 x) |

inceleyelim.

F{u(t,x)} =v(t,s) olarak gosterelim. (1.12)'deki diferensiyaiitégin her iki tarafinin Fourier

donsiminid -1<t < Oigin alirsak,

v, (t,s)-sv(t,s) = F{ (et +1+ (€ +t)(4x° - 2)3‘*2} elde ederiz.
(€)= (4x? - 2™ oldugu icin,
F{ (42 - 2)e‘x2} = F{ e~ )"} = —st{e‘xz} (1.13)

denklem sistemini yazabiliriz.

Boylece,

v, (t,s)=sv(t,s) = (€™ +1+ (€ +1t)s° )F{e‘xz}
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elde eder ve ¢6zumlegmizde,
v(t,s) =ce™ +(e" +t)F{e‘X2} (1.14)
esitli gini yazabiliriz.

Problemimiz (1.12)'deki diferensiyelsidigin her iki tarafinin Fourier dogimi 0<t <1igin

alirsak, v, (t,s)-sv(t,s) = F{ €'+ (e +t)(4x* - 2))e‘x2} elde ederiz.

(1.13)'deki gitli gi kullanarak,

v, (t,5)=sv(t,s) = (" + (" +t)sZ)F{e'X2}

buluruz ve ¢ozimlegdimizde

v(t,s)=c,coshst +c, sintst+ € +t P;'{e‘xz} (1.15)
esitli gini yazabiliriz.

Lokal olmayan sinir kallarini ve

u(Lx)=3u(=1x)+3u(=3 x)+¢(x),

#(x)= (" ~4-1e +9e,

u(0,,x)=u(0..x),

u'(0,,x)=u'(0.,x)

denklem sistemini kullanarak,
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V(L8 =3v(-L8) +3v(~ 8)+ €7 -5-3¢ +4F[e] |

v(0,,s)=v(0.,s),

v(0,,s)=Vv(0_,s)
denklem sistemini elde ederiz.

Bu kosullari uygulayip ve (1.14) ve (1.15) kullagdnizda,
c,coshs+c, sints+ ¢+ JE{e‘XZ} =ce™ ¢+ H{e‘xz}
+el-g-1e? +—1)F{e‘x2} :

G, =¢C,

sc, + F{e‘xZ} =5’ + F{e‘xz}

buldugumuz denklem sistemi ¢ézunuglindec, =c, =c, =0 oldugu kolaylikla anlailir.
Boylece,

v(t,s)=(e" +t)F{e‘XZ} denklemine ulgiriz.

Sonug olarak, ters Fourier d@iinli uygulaninca, (1.12) probleminin

u(t,x) = (e* +t)e™ sonucunu elde ederiz.

Ayni yontemi kullanarak, ikinci dereceden c¢ok boyutlu étipparabolik eitlik icin lokal

olmayan sinir dger probleminin
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@+ L el ou=gt),

o piEom T OKL.oXD
n
O<t<T,x,r OR", |r Fr,+---+r,,

Wiy a2 —5u=f(t,x),

[rE2m | 9%t OX]
-T<t<O,x,rOR", |r Fr,+---+r,,

T<A <A << <0

u(T,x) = kéllcrku(/1k,x)+¢(x), é1|ak| <1,x0Q

¢Ozuiminu elde ederiz. Buradg(x) (a,(x) 2a>0,x0OR"), J yeterince buylk pozitif sabit bir
sayl olup g(t,x) (tO[0,T],xOR"), f(t,x) ¢O[-T,0 xOR") ve ¢(z)(xOR") verilen

dizgun (smooth) fonksiyonlardir.

Ote yandan, Fourier dogiimii metodu, yalnizca, denklemin tim katsayilarsabit olmasi
durumunda kullanilabilir. Temelde bilgisayarlagerceklatirilen ve sayisal metot olarak bilinen
fark metodunun bamli katsayilara sahip kismi diferensiyel problemmim c¢6ziminde en
faydali metot oldgu cok iyi bilinmektedir. Fakat sayisal metotlar@allanilan farkli fark
semalarinin  kararini  kanitlanmaya veya teorik olarak glolanmaya ihtiyact vardir.
[Ashyralyev ve Gercek, 2008], [Ashyralyev ve Gerc2R09] ve [Gercek, 2006]'dal Hilbert
uzayinda self-adjoint pozitif tanimli denklemleri ¢in lokal olmayan

—du Au(t) =g(t),(0<st<1),

dt?

dL(JjEt) = Au(t) = f(t),(-1<st < 0),

u@) =u(=)+u

sinir degger problemi ele alinmgtir. Bu sinir dger probleminin iyi konumlannghigi agirlikli

Holder uzaylarinda dgulugu ortaya konulmgtur. Eliptik—parabolik denklemlerin lokal olmayan
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sinir dger problemlerinin ¢6zUmu igin koersigitsizlikleri elde edilmstir. Lokal olmayan sinir
deser problemlerinin yakkak ¢6zUmu icgin birinci ve ikinci derecedeki yakigiaasi olan fark
semalari sunulmgiur. Bu fark semalarinin iyi konumlanmigr Holder uzaylarinda
kanitlanmgtir. Uygulamalarda eliptik-parabolik denklemlerimark semalarinin ¢ézimi igin
koersiv gitsizlikleri sgslanmstir. Eliptik-parabolik denklemler icin farkemalarinin Matlab ile
¢cozimleri elde edilngtir.

Bu calsmada ¢ok noktali eliptik-parabolik diferensiyel feek denklemlerin lokal olmayan sinir
deser problemleri caftimistir. Kisaca tezin bolumlerindeki icgriverelim. Tez 6 boliumden ve
bir ekten olgmaktadir.

Birinci bolum giris bolumadur.
ikinci Bolim’de H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimh operatorlii diferensiyel

denklemi icin ¢cok noktall lokal olmayan

—4u0 4 AY(t) = g(t), (0t < 1),

dt?

WO - Au(t) = f(t),(-1<t < 0),
(2.2)
u(1)=éaiU(/li)+¢

~1€ 4 <A, <<, <0

J

sinir dger problemin iyi konumlanngh g Z|a'i | <1 varsayimi keulu altinda ¢akilmistir.
i=1

Asagidaki sartlari sglayan u(t) fonksiyonu (2.1) probleminin ¢ozumaddr:

i. u(t) fonksiyonu (0,1] aralginda ikinci turevi surekli olan v§-1,1] aralginda turevi surekli

olan bir fonksiyondur. Arafin sinir noktalarindaki ttrevler, uygun tek tarafirevlier olarak
anlailr;
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ii. u(t) fonksiyonu, A operatdrinin tanim kimesinin elemanidir Yei(t) fonksiyonu[-1,1]

aralginda sureklidir;

iii. u(t) fonksiyonu, (2.1) denklemini ve bu denkleminindbklmayan sinir kalunu sglar.

Bu sekilde tanimlanan problem (2.1)'in bir ¢6zimu, bamdonraC(H) =C([-1,1],H) uzayinda

problem (2.1)'in bir ¢dzimu olarak atifta bulunaoak

Burada, C(H)=C([-1,1],H) [-11] aralginda tanimli H -degerli [|¢ |L_14,= Mmafs ()

—Ist<l H

normuna sahip butin surelgit) fonksiyonlarinin olgturdusu Banach uzayidir.

Simdi CJ,([-1,1],H),0<a <1 ile [-1,1] aralginda butin duzgin (smoothH -degerli,

D llet+17) — e+

o lczy-rum = l@lc-1,0m) +  SUP 7

—1<t<t+7<0

ey D[S+ -0,
sup -

O<t<t+r<l 4

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kimenin kapagi ile elde edilen Banach

uzayiniCy,([0,1],H),0<a < 1ile [0,1] aralginda butln duzgin (smootik) -degerli

s oy AT P+ T) -4,
sup -

|| ¢ ||C{)’Yl([O,l],H ): ||¢||C([O,l],H) O<tetarel T

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kimenin kapagi ile elde edilen Banach

uzayini ve CZ,([-1,0],H),0<a <1 ile [-1,0] aralginda bitin diizgiin (smooth) -degerli

()@t +7)-@(t) y
19 ke qrop )= 1l opy * SUP ” _ ||

=I<t<t+7r<0 T

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kiimenin kapasi ile elde edilen Banach

uzayini ifade edelim.
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Burada,C([a,b], H) [a b] aralginda tanimliH -degerli [|# |kqy 0= MaXd (),

ast<b
normuna sahip butun sureldi(t) fonksiyonlarinin olgturdusu Banach uzayidir.

Eger problem (2.1)'in herhangi g(t) JC([0,1],H), f({t)OJC([-1,0],H) ve ¢OD(A) igin

C(H)'de tek ¢cozimi varsa véM (o) ¢, f(t)ve g(t)'den ba&imsiz olmak tzere

”u"”C([O,l],H) +||u'||C([—l,0],H ) +||Au||C(H) =M (5)[||g”c<[o,1],H ) +|| f ”C([—l,O],H )+||A¢||H] !
koersiv gitsizligini sgzliyorsa, problem (2.1 (H) de iyi konumlanmgtir denir.

Problem (2.1)C(H)’'da iyi konumlanmg degildir [Ashyralyev, Soltanov, 1995]. (2.1) sinir
deger probleminin iyi konumlannghgl, [-1,1]'de H degerli butin dizgin (smooth)

fonksiyonlarinF(H) kati (certain) uzayinda ele alinarak ispat edilebi

F(H)'da bir u(t) fonksiyonu ger C(H)'da (1.1) probleminin bir ¢bzimu ise va'(t)
(tO[0,1]), u'(t)(tO[-1,1]) ve Au(t)(tO[-1,1]), F(H)’a aitse, (2.1) probleminin ¢ozUmudur

denir.

C(H) uzay! durumunda olgu gibi, eser M (J) ¢, f(t)ve g(t)'den ba&imsiz olmak lzere
”u"”F([o,l],H) +||u,||F([—l,0],H ) +||Au||F H) =M (5)[||g||F([O,1],H ) +|| f ||F (-1,01H )+||A¢||H] ! (2'14)
koersiv gitsizligi saglaniyorsa, biz (2.1) problent (H) 'ta iyi konumlanmstir deriz.

Eger biz F(H) Cg,(H)=Cg,([-11],H) (0<a <1 ’a ssit kurarsak, ana teoremimizi ispat
edebiliriz.

Lokal olmayan sinir dger (2.1) probleminin ¢cozimd igirsazidaki

. ~ o+ _
It ”03,1([0,11,LZ(Q)) I |k8([—1,0],L2(Q)D ”uHC%,l([—l,l],W%(Q)) (2.15)
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M (9)
: a(l- a)[” 9l qon,@y T Il ([—1,0],L2(§))j| +M(9)|¢

W; (Q)
koersiv gitsizligi sgzlanir. BuradaM (0) katsayisig, f(t)ve g(t)’den b&imsizdir.

Teorem 2.1. ¢0D(A) oldugunu varsayalimCg,(H) Halder uzayinda sinir ger problemi

(2.1) iyi konumlanmgtir ve gagidaki

1" /
||U ” C41([0,1],H) + ” u ” C&([-1,00,H) + ”Au”CM(H)

C§([-1,01,H) +||g

1
M) ol

o] *100,
koersiv gitsizligi saglanir. BuradaM (0) katsayisig, f(t)ve g(t)’den b&imsizdir.

Teorem 2.1'in iki uygulamasini ele alinacakilk olarak, ¢cok boyutlu eliptik-parabolik denklem

icin lokal olmayan sinir dgr problemi
-u, —(a(x)u,), +ou=g(t,x), 0<t<1, O<x< 1,
u, +(a(xu,), —ou= f(t,x), —1<t<0, O<x< 1,

u(t,0)=u(,1,u, ¢,0=u, t,1),- kt< 1,

J J (2.23)
u@X)=Taui )+ ¢ ), Slaj< 1,

-1< A, <A,<---<A, 20, 0sx< 1,

u(0+,x)=u(0-,x),u, (G- Xx) =u,(0-,x), O<x<1

ele alinmgtir.
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Burada, ger a(x)=a>0(x(0,1), g(t,x) (tO[0,1,x0[0,1]), f(t,x) (tO[-1,0],xO[0,1])
fonksiyonlari tanim kimelerinde duzgun (smooth) &e sabit>0 ise, bu durumda (2.23)

probleminin ¢6zUmu vardir ve tektir.

[0,1]'de tanimli karesi integrallenebilir fonksiyonlali[0,1] Hilbert uzayi ile ve sirasiyla

1 12
P =0l fl0
0
ve
1 1/2 1 1/2
2 1 2
H¢h W2[0,1] :”¢ L2[0,1]+{“¢X| dX}Zj +(I|¢xx| dxj
0 0

normlarina sahipA\,[0,1] ve W/[0,1] Hilbert uzaylarini tanimlayalim. Bu bizim (2.23arkna
problemini self-adjoint pozitif tanimlaA operatort ile H =L,[0,1] Hilbert uzayinda lokal

olmayan sinir dger problemi (2.1)’e dorgilirmemizi sglar.

Teorem 2.2.Lokal olmayan sinir dgr (2.23) probleminin ¢6zima icigagidaki

It llcgyo.mtzi0y +I Ut llese-r.oz00) +I U lleg o1,1.w20,1)

M(5)
< —a(l—a)[” 9 llcguqomzom +I fllcsrraom ]+ME0 oy

koersiv gitsizligi sgzlanir. BuradaM (0) katsayisif (t,x), g(t,x) ve ¢(x) 'den bg&msizdir.

Teorem 2.2'nin ispati, soyut Teorem 2.1 ve (2.28)blemini tarafindan okturulan uzay

operatdrinun simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, n -boyutlu R" Oklid uzayinda,Q =(0<x, <1,1<k < n) bir acik kiime veS bu

kiimenin siniri olsun dyle kQ =Q 0 S 'dir. [-1,1]xQ kiimesinde, ¢cok boyutlu eliptik-parabolik



25

denklem i¢in karma sinir ger problemi
U~ 2 (8 (U ), =9(tx), 0<t<1x0Q,

ut+erjl(aT(x)uxf)xf = f(t,x), —1<t<0,x0Q,

u(t,x)=0, xS, -1kt< 1,
(2.24)

u(L,x)= éaiu(ﬁi X))+ (X), é)l|ai <1,

~1< A <A, <<, <0,

u(0+,x)=u(0-,x), u, (G- x )=u, (G- x )xO Q

ele alinmgtir. Burada a (x) (x0Q), g(t,x) (t0(0,1), xO Q), ve f(t,x) (t0(-1,0),x0 Q)

fonksiyonlar tanim kiimelerinde diizgiin (smooth) ag€x) = a> 0.

Q’de tanimli karesi integrallenebilir fonksiyonlaaine

xeQ)

I o l@ - {j jlqo(x)|2dx1---dxn}

normuna sahip_z(ﬁ) Hilbert uzayi ve sirasiyla

1
2

|¢

WAQ) :||¢|||_2(§) +{j Jlrzzlvxf‘z Xman}
xQ

ve
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1

¢Xf‘2dxldxn} + {J. ‘LrZ::I
X0Q

" del---dxn}

=[e

L2h+{j”'x£9§1

¢xf§

W7 (Q)

normlarina sahiywzl(ﬁ), V\/j(ﬁ) Hilbert uzaylarini tanimlayalim.

Eger a (x), 9(t,x) ve f(t,x) fonksiyonlari tanim kiumelerinde dizgin (smootsg, ibu
durumda (2.24) probleminin ¢ézimi vardir ve tekBunun igin, (2.24) problemid Hilbert
uzayinda K= Lz(ﬁ)) self-adjoint pozitif tanimlA operatorlil (2.1) lokal olmayan sinir gee

problemine dongttirmemizi sglar.

Teorem 2.3.Lokal olmayan sinir dger (2.24) probleminin ¢6zimdi icigagidaki

I e Ileg,q0..0@) +l U legaao@n +I U les 1@y

M (9)
: a(l- a)[” 91k qon@y T Il ([—1,0],L2(§))j| +M(9)|¢

W; (Q)
koersiv gitsizligi sgzlanir. BuradaM (0) katsayisif (t,x), g(t,x) ve ¢(x) 'den bg&msizdir.

Teorem 2.3.’0n ispatl, soyut Teorem 2.1, (2.24)bfmi tarafindan okiurulan uzay

operatdrinin simetri Ozelliklerine vesagidaki L2(Q) uzayinda eliptik diferansiyel

probleminin ¢ozumu igin koersigigsizligi alinan teoreme dayanmaktadir.

Teorem 2.4.Eliptik diferensiyel probleminin

D (@ ®uy)x = o), X € Q,
r=1

ux)=0,xeS

¢bzimd igin
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U x

EM©ll@]]q

Zit ‘LZ(Q

r=

koersiv kestirimi sglanir [Sobolevskii, P. E., 1975].

Uctinci Bolim Bu bolimde, (2.1) sinir ger probleminin yakin ¢6zimi icin bu probleme

karsilik gelen

~77% (U —2U, +U, )+ Au, =g,

g =9(t), t, =kr, IsksN-1,

™ (u -ug)-Au, =f, fo=f(t ), (3.2)

te,=(k-1r, -(N-3)<k<0,

(&

Uy = 24U, P, W —Uy=Up—U,
=

birinci basamaktan dwouluklu farksemasi varsayim kalu altinda incelenngtir.

Bilindigi gibi, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimh diferensiyel operatorlt lokal

olmayan sinir dger probleminin bir dgskenli diskritizasyon (discretization) farkemalarini

argtirmak demek, H, Hilbert uzaylarindan 'ye (O< h< hD) gore duzgun self-adjoint pozitif
tanimli A, fark operatorlti ¢cok digskenli diskritizasyon farksemalarini argtirmak demektir.

Dolayisiyla bu ¢cagmada sadece bir gigkenli diskritizasyon farlsemalari incelenmektedir.

F.(H)=F(ahb],,H), [ab],={t =kh N,<k<N, N,7=8 N,7=8 'de taniml H-degerli
¢" ={¢)\, ~a fonksiyonlarinin lineer uzayl olsun.F (H) Uzerinde, kullanagamiz
C([a,bl,, H), C§,([-11],,H), C{.([-1,0],,H), ve CJ([0,1],,H) (0<a < 1) Banach uzaylarinin

normlari g@agidaki sekildedir:
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l (PTHC([a,b],,H) = max || (% ”H’

Na<k<Np
(k)
I oMl e - =1 "l + sup |l o, —op lE
C§1([-1,1]:,H) C(-1,1]+,H) Nekeker<0 k+r k ro
((k+r)o*(N-k)*
+ Sup ” (pk+r_(pk ”E ro y
1<k<k+r<N-1
(-k)*
o7l e = "l g + sup |l o — o llE ,
C3([-1,01,H) C([-1,0].,H) Nekekor<0 k+r k re
”(PT”cg‘l([o,l]ﬁH) = || (PT”(;([o,l]T,H)
((k+n7)“(N-k)*
+ Sup ” (pk+r_(pk ”E ro .
1<k<k+r<N-1

(1.21) lokal olmayan sinir ger problemiM (8) 7, g°, ¢ ve r’'dan b&imsiz olmak Uzere
U7 Dl ey S M@ e ooy ) 1197 e oy sy +1T @ 1 |
esitsizligini sasliyorsa, F([-1,1],,H )’de kararlidir denir.

Teorem 3.1.Lokal olmayan (3.1) sinir ger problemi C([-1,1],,H) normunda kararldir. Lokal

olmayan (3.1) sinir der problemi F([-1,1],,H)'de M(J) f’, 9", ¢, ve r’'dan ba&imsiz

olmak lzere

” {T_z(uk+l - 2uk + uk—l)} ?_1 ” F([0,1];,H)

-1 0 N-1
+ ” {T (uk - uk—l)}—N+1 ” F([-1,0];,H) + || {Auk}_N || F(-1,1]..H)
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MO Il grop ) + 119" e oy 1) + 11 AB Iy |
koersiv gitsizliklerini sgiliyorsa, koersiv kararlidir.

[-1,1]"de tanimli H -degerli siirekli fonksiyonlarinC([0, 1],H) uzayinda lokal olmayan sinir

deser problemi (3.1) sinirli olmayan genal pozitif operatord icin iyi konumlanmdesildir ve o

zaman (3.1) lokal olmayan sinir e fark probleminin iyi konumlanmhg C([-1,1);,H)

normundar >0’ a bagli olarak duzgun olarak ele alinmaz. Bu da

| ut | K(E) = | {772 (Usq —2Uk+uk—1)}?_l ||C([0,1]T,H)

-1 0 N-1
+ ” {T (uk - uk—l)}—N+1 ”C([—l,O]T,H) + || {Auk}_N || C((-1,1],H)

koersativ normunr - 0° a gittikce «’a meyletmesi anlamina gelir. (3.1) fark problemini

incelenmesi bu normun biyime mertebeskmimlarak elde edilmesine imkan verir.

Teorem 3.2.¢0D(A) ve f,0D(1 +7B) olsun. O zaman (3.1) fark problemi(d) f*, 97,9,

ve 7 ’'dan b&imsiz olmak tzere

U Nk, < M@ Ap [l + 11+ 7B)foll

(1 . .
+m|n{ln?,1+|ln||A||HﬁH|}[||f leqvop ) *11' “““””f’”’ﬂ

hemen hemen koersigitsizligine sahiptir.
Iyi konumlanmghk Cg,([-1,1],,H) de elde edilebilir.

Teorem 3.3 Teorem 3.2’'nin kabulleri gansin. O zaman (3.1) sinir g problemi
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Co1(-1, 1z, H) Hoider uzayinda iyi konumlangtir ve M(9) f7, g",¢ ve r’dan b&imsiz

olmak lzere

-2 _ N-1 N-1
” {T (uk+1 2uk+uk—l)}1 ”Cg,l([o,l],,H) + || {Auk}_N | 2 \([~1,1]+ H)

AT U= W)} o ggng < M@ A Ty + 10+ B)foll ]

M@ [ ¢: :
+a(1_a)[“f s .00, 119 ”cg,lqo,l],,H)J

koersiv gitsizligi salanir.

Uygulamada ilk olarak, ¢cok boyutlu eliptik-paraltolienklem igin, (2.24) lokal olmayan sinir
deser problemi ele alinacaktir. Burada (2.24) probtemiiskritizasyonu iki adimda incelenir.

Birinci adimda 6nce,
Qn ={x=x, = (hm, Thm,),m= (m,,00m,),

OS mr S Nh hI’NI' = 1’ r= 11"'in}1

Q,=0nnQ, S =0nnS

ag uzayl tanimlanir. Daha sonrada, (2.24) problemaftadan olgturulan A diferensiyel

operatorl yerine
u = —Z(ar (X)u” j (3.49)
r=1 X %, m

formaluyle tanimlanan AL fark operatoru alinir. Burad@n fark operatérinun yardimiyla

(2.21) lokal olmayan sinir ger problemi



31

_d2uh([,x) +A)](Uh(t,X)= gh(t’x), 0<t < 1,X|:|Qh y

dt?

du" (t,x) _ATuh(t,X) — fh(t,X),—1<t <0,x0Q,,

dt

(3.50)
J J —
u"(l,x):zlaiu“(/li X)+@" (%), §|ai|s 1x0Qn,

U"(0+,X) = U" (0= x) 250 = 4200y,

adi diferensiyel denklem sistemine détdidiltr.

Ikinci adimda ise, (3.50) problemi igin (3.1) fagmasi kullanilarak,

- uEﬂ(x)—zuEZ(x)wE_l(x) + AU (X) = 0" (%),
ar(x)=g"(t,x),t, =kr, Isk<N-1,Nr= 1x0Q, ,

h _h
Lo rUH(X) - Ai(uli]—l(x) = fkh(x)1

(3.52)
fo(¥) ="t x).t =(k-1)7, ~-N+1<k<-1x0Q, ,

U (9 = Sau, (09 + 4", x00n,

u" (%) —ul (%) =ul (x) —u"(x), XxOQn.
fark semasi elde edilir.

Sonuglarimizi formiile edebilmek igin,,, = L,(Qn), W2, =WX(Qn), W2 =W2(Qn) uzaylarini
tanitalim. Bu uzaylar S|ra5|yI§2h’da tanimli
1/2
2
—(Z |4 (%) nmﬂan ,
x0Qn

L©n)

o
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Pl =l | 2 Elen. Frm |

ve

lo

oL {gn o] g

normlarina sahig" (x) ={@( hm, (I’ m )} ag fonksiyonlarinin uzaylaridir.

Teorem 3.4.Eger r ve |h /i +[IB3-h’ yeterince kiiglk pozitif sayilar ise, bu durumas)

fark semasinin ¢c6zimda icirsagidaki

N-1
|| {UE}—N || C([-1,1]¢,L2n)

< h -1 h N-1 h :|
SV O IR S U 1 ¢ Al IO T LI T

—2/.:h h h N-1
| {7 (Uk+1 —2u + Uk—1>}1 I C([0,1]¢,Lan)

-1¢h _ 4 0 hy N-1 ||
+ ” {T (uk uk—l)}—N‘*'l ”C([—l,O]r.Lzh) + || {uk}—N C([-1,1].,W8,)

<M@)| 10"l + 7[5 1] o

1 |: hy 1 hy N-1 :|
+|nr+|h| I {5 ||C<[—1,01T,L2h>+” {97, ”cao,l]r.LZh) J

kararlihlk ve hemen hemen koersiv Kkestirimleri glaair. Burada, M (J)

katsayisi
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7,h, £ (x),-N+1<k< 0,9/(x),1sk<N-1 ve ¢"(x) 'den bgimsizdir.

Teorem 3.4'Un ispatl, soyut Teorem 3.1-Teorem 32 Af fark operatorinun simetri
Ozelliklerine, gagidaki L,, uzayindaki eliptik fark probleminin ¢6zimu iciodesiv gitsizligi

elde edilen teoreme ve

}s M In—~ (3.52)

. 1
min In—,l+‘|n 3
{ndaefmi A [f<m it

kestirime dayanmaktadir.

Teorem 3.5.Eliptik fark probleminin

Au"(x) =" (), x0Q,, (3.53)
u"(x) = 0,x € S,

¢bzimd igin

. h

Z:‘ (u )x;w . <Ml ||,

koersiv gitsizligi sgzlanir [Sobolevskii, 1975].

Teorem 3.6.Eger 7 ve |h| yeterince kiguk pozitif sayilar ise, bu durumdekfemasinin

¢6zimd icin gagidaki

=2(h _ h h N-1
|{z <Uk+1 2uk+uk—1>}1 ”cg,l([o,l]f,LZh)

—1(qh h 0 hy N-1
s RGN I AR S VR PR R I P ” {“k}—N | C81([-1.1]. 3,
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< M@ o g + 711 s

1 h -1 h N-1
+— f + ,
e LR U P [P C's S P |

koersiv kararllik kestirimi sganir. Burada, M(d) katsayisi r,h, f"(x),-N+1<k< 0,

0/ (x),1sk<N-1 ve ¢"(x) 'den bgimsizdir.

Teorem 3.6'nin ispati, soyut Teorem 3.3, (3.49nfdil ile tanimlananAh  fark operatdrunun

simetri 6zelliklerine ve L2n  uzayindaki (3.53) eliptik fark probleminin ¢ozingin koersiv

esitsizligine ve Teorem 3.5'e dayanmaktadir.

Dordiinct Bolum iki kisimdan olgur. Birinci kisimda kosul altinda (2.1) sinir deer

probleminin yaklaik ¢6zimu icin Crank-Nicholson fagemasi kullanilarak

-2 _
-T (uk+1 - 2uk + uk—l) + Auk =0k

T_l(uk _uk—l) _%(Auk—l-'- Auk) =f, f=f (tk_%),

(4.1)

t, =(k-3)r, -(N-1)<k<0,

-1
2

J N
Uy =20, (u[i‘l +(/1i —[7']r)(f[A +AY

k=1 4

e

u, —4u, +3u, =-3,+ 4_,-u_,

ikinci basamaktan dguluklu fark semasini elde ettik. Bu fagemasinin Holder uzaylarinda iyi
konwlanmshgl saglanmstir. Uygulamalarda, lokal olmayan karma problemlerin yakla
¢O6zumu icin farksemalari olgturulmus ve ¢dztmlerinde kararhlik kestirimleri, hemen hemen

kararlilik kestirimleri ve koersiv kararlilik kestirimleri eldeiled stir.
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Besinci bolim sayisal analizlerdir. Birinci ve ikinci basamakt&ararlilikh fark semalari
kurulmus ve hata analizi verilngtir. ikinci basamaktan kararlilikli farkemalarinin birinci
basamaktan kararhlikli farkemalarina oranla daha ga olmasini sonuglandirmak icin uygun

bir Matlab programi verilngtir. Sekiller ve tablo eklenngtir.
Altinci bélim sonugclardir.
Bu bdlumlerin yani sira tezin sonunidaynaklar ve Ekler kismi verilmitir.

Ekler kisminda Matlab programlari sunulmaktadir.
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2. ELIPTIK-PARABOL iK DIFERANSIYEL DENKLEM 1ICIN COK NOKTALI LOKAL
OLMAYAN SINIR DE GER PROBLEMIi

2.1. Temel Teorem

Bu calsmada, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimi operatorli diferensiyel

denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan

— 20 4 AU(t) = g(t), (0<t < 1),

dt?

%- Au(t) = f(1),(-1<t< 0),
(2.1)
U =Sau()+¢

-1<A <A, << <0
sinir dger problemin iyi konumlanngiigi calsilmistir. Burada BA>d ve J>4J, >0dir.

Bu kisimda, H Hilbert uzayindaB = A: olarak ifade edelim. O zamaB 'nin self-adjoint

pozitif tanimli operator oldiu agikga gorulir ved > 9, > OdurumundaB = 31 'dr.

Bu calsmamizda, varsayim

i|”i| <1 22)

kosulu altinda problem (2.1)'in iyi konumlanghgini ele aldik.
Oncelikle ileride ihtiya¢ duyagamiz yardimci teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 2.1.Asagidaki [Sobolevskii, 1977]:
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IB7€® |}, _ st @), Osa<e,t> 0,

| A€, St7@y, 0O<sa<e,t> 0, (2.3)

or\-1
(1 -€°) "l _usM(9)
kestirimler baziM () = 0 i¢in s&lanir.

Yardimcl Teorem 2.2.Varsayim (2.2) sgansin.

O zaman,

J
B(l-e28)+1+e® -2 ge®im
i=1

operatorinin tersi vardir ve

3 -1
T :(B(I -e®)+| +® —ZZUie‘(B“iA’] (2.4)

i1
oldugu gorulur ve gagidaki

1Tl s M(9), (2.5)
BT [l _w=M(9) (2.6)
kestirimler sglanir. BuradaM (o) katsayisia; ve A 'den bgmsizdir.

Ispat. (2.5) kestiriminin ispati licgemitsizligine, (2.2) varsayimina ve ispati yapilan
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n -1
I (B(I —e®)+l+e®-2)" ake‘(B"“A)> [l Heo

k=1

1

J
1+ e2u 4+ ‘u(]_ - e—Zﬂ) — 22 aie—(u—liﬂz)
i—1

< sup

B O <o

1

J
1+e 2+ p(l-e2) - 23 oo )
i=1

< sup

B O< <o

1 1
= su < = M(@S
B 55y<83 1+ e_zﬂ —2eH (1 _ e—6)2 ( )

esitsizlige dayanmaktadir.

Benzer birsekilde, (2.6) kestirimini ispatlamak icin, Uc¢gesitgizligini, (2.2) varsayimini ve

asagida ispati yapilan

J _1
I B(B(I —e®)tl+e®-2Y aie(B“)> ot

i=1

U

J
1+e2 4 pu(l-e2) - 23 qje e
i-1

< sup

O <o

U

J
1+e2 4+ pu(l—e2t) =23 |aj e i)
i=1

< sup

0L <o

U
< su
a‘gujo)o (1-2e")2 + u(l-e2+)
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sup—— <1 _-mg@)

< <
sspce (1—€7#) ~ (1-€7%)

esitsizligi kullaninz. Béylece, Yardimci Teorem 2.2 ispattastir.

Asagidaki sartlari sglayan u(t) fonksiyonu (2.1) probleminin ¢ozumudur:

i. u(t) fonksiyonu (0,1] aralginda ikinci turevi surekli olan vé-1,1] aralginda turevi surekli

olan bir fonksiyondur. Arafin sinir noktalarindaki tirevler, uygun tek tarafirevlier olarak
anlailr;

ii. u(t) fonksiyonu, A operatérinun tanim kiimesinin elemanidir yei(t) fonksiyonu[-1,1]

aralginda sureklidir;

iii. u(t) fonksiyonu, (2.1) denklemini ve bu denkleminindbklmayan sinir kalunu sglar.

Bu sekilde tanimlanan problem (2.1)'in bir ¢6ziimi, kamdsonra C(H) = C([-1,1],H)
uzayinda problem (2.1)'in bir c6zumu olarak atoitégunacaktir.

Simdi, (2.1) probleminin ¢ézumi icin gerekli forméitl elde edilecektir. Bilingi gibi, [Krein,
1966]

-u"(t)+Au(t)=g(t),(0st<1),
{U(nguo. U((i)jll(,) ( ) (2.7)
e .

problemlerinin diizgin datalar igin $h@ngic dger problemlerini sglayan tek ¢oztumleri vardir

ve gagidaki formaller sglanir:

u(t) = ( | —e28 )_1|:(e—tB _g (t+2B ) U, + (e—(l—t B _ g (+1B ) Ul] (2.9)
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1
+ (| _ e—ZB)—l (e—(l—t)B _ e—(t+1)B)(ZB)—1 J.(e—(l—s)B _ e—(sﬂ)B)g(S)dS
0

1
—(2B)t J.(e‘(“s)B —eB)g(s)ds, 0<t <1,
0

t
u(t) = *u, + [ (s)ds, ~1<t<0. (2.10)
0

J
u@® =>a,u(A)+¢ kosulunu ve (2.9), (2.10) formulleri kullanilarak,
i=1

u(t) = (I - e‘ZB)_1 [(e“B —g 128 ) U, (2.11)

J Ai
+(e“1“)B — e(“l)B)(Z[aie’lkAuo + I e(’“S)Af(s)ds} + (0> :|
i=1 0

1
+(1 - e—ZB)—l (e (VB _ g(+1B)(pB)~1 ~|A(e—(1—s)B _ e—(sﬂ)B)g(s)ds
0

1
— (2Bt j(e-<t+5>B —el$B)g(s)ds, 0<t<1
0

operator denklemi ghanir. u, icin, u'(0+)=Au(0)+ f(0) kosulunu ve (2.11) formalii

kullanilarak,

Au(0)+ £ (0)=(1 ) [-B(1 +&™)u, (2.12)
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n J Al
+2Be B (Z aethug + Z a; J. eti~9Af(s)ds + q)> :|
kel

i=1 0

1 1
+(1—e28) g8 J.(e‘(l‘s)B — e GLBYg(s)ds+ je‘SBg(s)ds
0 0

operator denklemi elde edilir. Bilingligibi,

J
Bl-e28)+1+e-2) ae®im
i=1

operatorinun

3 -1
T :(B(I -e®)+| +e —ZZaqe‘(B“'A’j

i=1
tersi var oldgundan, (2.12) operatdr denkleminin ¢6zimda igin

AI

U, =T {e‘B {Ziai Ie“' A f (s)ds (2.13)

i=1 0
1

+J‘ B-1 (e—(l—s)AZ _ e(s+1)A2>g(s)ds:| + ZGB(/)J

0

+(1 - e-ZB)TB{— f(0)+ je‘SBg (s)ds}

formalu elde edilir. Boylece, (2.1) lokal olmayamis deser probleminin ¢ozima icin (2.10),

(2.11) ve (2.13) formulleri belirlenmolur.
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Bu calsmada, C(H)=C([-1,1],H) [-1,1] aralginda tanimli H -degerli
1@ 1k ayn)= ma>H¢([}H normuna sahip butin sureklg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu

—i<t<1

Banach uzayidir.

Simdi C7,([-1,1],H),0<a < 1lile [-1,1] aralginda butun diizgln (smoothy) -degerli,

Dot +7) — oM H
T(Z

o lcg-ram = llelleg-1,am +  SUP

—1<t<t+1<0

+ sup (1-t)" (t+7)" ”f(t + r)—¢(t)||H

O<t<t+r<l T

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kimenin kapagi ile elde edilen Banach

uzayiniCg,([0,1],H),0<a < lile [0,1] aralginda bitln dizgin (smootit) -degerli

+ sup @-t)7 t+7)” ||€(t+r)—¢(t)||H

191t 0 =180,y + SUP r

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kimenin kapagi ile elde edilen Banach

uzaymni ve Cg,([-1,0],H),0<a <1 ile [-1,0] aralginda butiin diizgin (smoothi -degerli

(07 4t + 1) -4,
11 o= Wlogao + sup 10290

—1<t<t+7<0 T

normuna sahipg(t) fonksiyonlarinin olgturdusu kimenin kapagi ile elde edilen Banach

uzayini ifade edelim.

Burada,C([a,b], H) [a b] aralginda tanimliH -degerli [|# |L o= MaXe ()

ast<b H
normuna sahip butin sireldi(t) fonksiyonlarinin olgturdusu Banach uzayidir.

Eger problem (2.1)in herhangig(t) OC([0,1],H), f(t) L C([-1,0],H) ve @¢OD(A) icin
C(H)’de tek ¢cozumu varsa véM (9), ¢, f(t)ve g(t)’den b&imsiz olmak tzere
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1oy * 19l sonen, *IAU 1y < MO o100, * 1 Flle s 142D
koersiv gitsizligini sagliyorsa, problem (2.1 (H) 'de iyi konumlanmgtir denir.

Problem (2.1)C(H)’'da iyi konumlanmg degildir [Ashyralyev, Soltanov, 1995]. (2.1) sinir

deser probleminin iyi konumlanngig, [~1,1]'"de H degerli butiin dizgin (smooth)

fonksiyonlarinF(H) kati (certain) uzayinda ele alinarak ispat edilebi

F(H)'da bir u(t) fonksiyonu ger C(H)'da (1.1) probleminin bir ¢bzimu ise va'(t)
(t0O[o,1), v'®(O[-11) ve Au(t)(td[-11])), F(H)’'a aitse, (2.1) probleminin ¢dzimudur

denir.

C(H) uzay! durumunda olgw gibi, eser M (J) ¢, f(t)ve g(t)'den ba&imsiz olmak lzere
19 oy + 1 o o * 1A 1y < MOl o)+l on oy +1A21L] (2.14)
koersiv gitsizligi sgslaniyorsa, biz (2.1) problentt (H) 'ta iyi konumlanmstir deriz.

Eger biz F(H) Cy(H)=CJ([-L1],H) (0<a<l’a ssit kurarsak, ana teoremimizi ispat
edebiliriz.

Lokal olmayan sinir dgr (2.1) probleminin ¢cozumd igirsasidaki

o+ _ o+ _
M g o 1,0 * 11U Tl a.op @ 1T amz @y (2.15)

. M)

- a'(l—a)[” 9lg,goe,an * 1 T g ([—1,01,L2(5))} *M(9) ”¢||W§(§>

koersiv gitsizligi saglanir. Burada, M () katsayisif (t,x), g(t,x) ve ¢(x) 'den bgmsizdir.

Teorem 2.1. ¢ D(A) oldusunu varsayallimCg,(H) Holder uzayinda sinir ger problemi

(2.1) iyi konumlanmgtir ve gagidaki
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I
Cg (011 H) *u csaay TIAU Ik ) (2.16)

+
C§ ([-1,01,H)

1
- M(d{a(l—a)[ f cs’,l([o,u,H)} +||A¢||H:|

koersiv gitsizligi saglanir. BuradaM (J) katsayisig, f(t)ve g(t)’den b&imsizdir.

Ispat. (2.16) koersiv gtsizligi (2.8) ters Cauchy probleminin ¢oziimii igin verile

MOt

o TIHAU L ) S al-a) +M | Aug|, (2.17)

|

C&([-1,0,H)

kestiriminden ve (2.7) sinir ger probleminin ¢6zimd igin verilen

C54(00.11H) *llAu |L01(01]H) a(l-a)=lcam) (2.18)
+ M)l Auo [y + [lAuL[[ ]
kestiriminden ve (2.1) sinir der probleminin ¢6zimu igin elde edilen
Al <M1l sty 190t o 121 | (2.19)
L L S P RGN (2.20)

kestirimlerinden elde edilmektedir. (2.17) ve (39.1&estirimleri [Sobolevskii, 1964],
[Sobolevskii, 1969] ve [Sobolevskii, 1977]de islamstir. Simdi, (2.19) ve (2.20)

kestirimlerini elde edelim.

(2.9), (2.10) ve (2.13)’U kullanarak,

Au, 2TeBZa jAe“ SA(f(s)-f(A))ds (2.21)

=1
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1
+Te® [ Be 98 (g(s) - g(1))ds
0
1
_Te® J‘ Be(s+LB(g(s) — g(0))ds+ 2Te BAg
0

1
+(1- e2)T [ Be®? (g(9) - 9(0))ds
0
+2Te® D" a (e - D(L)
k=1
+T(e®-e?B)g(1) + T(l + 26738 — 26728 — &B)g(0)

+TB(e® - 1)f(0)=J,+J,+J,+J,+J +J +J +J +J,
olur. Burada,

Ai

J
J=2Te® Y q j A 9A(f(s) — f(A1))ds,

i=1 0

1
3o = Te® [ Be 98 (g(s) - 9(1)ds,
0

1
Js = Te® [ Be M8 (g(s) - 9(0))ds,
0
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Ja = 2Te BAp,

1
Js = (1-&2®)T [ BeB(g(s) - 9(0))ds
0
J
Jo = 2Te® D " ai(eH* — Df(4),
i=1
J7 = T(e® -—e?®)g(D),
Jg = T(I + 2e738 — 26728 — ¢8)g(0),

J,=TB(E?® -1)f(0)

'dir.

J J 0
Au, =Y ae Auy + > [AE R (F(s)- F(A))ds (2.22)
i=1 A

i=1
J
+>a (1 - f () +Ap =K, +K, +K,
i=1

olup, burada

J
Ky = Zaie’l‘AAuo,

i=1

J 0
Kz = DS ai [ Ae-9A(t(S) - f(1)ds

i=1 Ak
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Ks :ZJ:ai(I - f (A)+Ap

olarak tanimlanmgtir. Ik 6nce (2.19) elde edelim. (2.21)'in normunun k&sini olusturmak

icin J, ‘larin norm kestirimlerinik =1, 2,--- ,9i¢in ayri ayri bulalim.

Uggen sitsizligini, (2.2) varsayimini,C¢([-1,0],H) uzaymnin norm tanimini, (2.3) ve (2.5)

kestirimlerini kullanarak,

J
192 <1 T Hon I BPE® e 2 o]

i=1

0
x[ 11, (9 - F (A, dss My () f

A

G5 ((-1.01H)

elde ederiz.

J,’nin normunun kestirimini bulahim. Uggenitsizligini, Cs4([0,1],H), uzaymin norm tanimini

ve (2.3), (2.6) kestirimlerini kullanarak,

1
19201 <1 BT flrn [ 1 €@ Juan llg(9) — 9D s
0

C8,4([0,11,H) <M, (5)”9

C31([0.11H)

<M,(9)[(1-s)"ds|g

Ayni sekilde

1
1930l <1 BT llren [ 1 €28 i llg(9) - g(O)] 0
0
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C§4([0,1],H) = MS(J) ”g

C51([0.1]H)

1
< M3(5)js"ds||g
0

gosterebiliriz.

Simdi J,’Un normunun kestirimini bulaggz. Ucgen gitsizligini, (2.3) ve (2.5) kestirimlerini

kullanarak,
13. 20T Il € 1y -1l ARl < M, () 1] AR,

elde ederiz.

J;'in normunun kestirimini bulalim. Uggersiesizligini, Cy,([0,1],H) uzayinin norm tanimini,

(2.3) ve (2.6) kestirimlerini kullanarak,

1
13511y < <1+ €22 i 3 1 BT Juon [ 1€ o llg(9) - 90) I s
0

1
< Ms(0)[s A8 ales 0.3,y < Ms(9)]9
0

C5a([0.2]H)

buluruz.

Uggen sitsizligini, (2.2) varsayimini,C¢([-1,0],H) uzaymnin norm tanimini, (2.3) ve (2.5)

kestirimlerini kullanarak,

J
196 1y < T leek 1 €® fren 2D il L+ € Jran ) QD

i=1

< M, (9) max

-1<t<0

f (tj|H sM6(5)||f

G5 (-1,01.H)

elde ederiz.
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Ucgen eitsizligini, Cg,([0,1],H) uzayinin norm tanimini, (2.3) ve (2.5) kestirirer

kullanarak,

1370 < T lvon (I €28 llwon +ll €8 e )o@l

< M7(6)(’)2§i(“g(t)”H < M7(5)“g”cgvl([o,1],|-|)-

Benzersekilde,

Jg = T(I + 2738 — 26728 — ¢8)g(0),

el ST loon A+2 ] €38 [[hon +2 11 €28 [lhon +Il €8 [hon )9O |l

<My(@)max|g )], <M @)lcg o)

oldugunu gosterebiliriz.

Son olarak, C; ([-1,0],H) uzayinin norm tanimini, (2.3) ve (2.6) kestirinmekullanarak,

19, <I BT by @l 1, )] F O,

Cg ([-1,01,H)

<My(d)max|f ¢, <M, 0)[f ¢)
elde ederiz.
Boylece J,, k=1,2,...,€icin normlarinin kestirimleri bir araya getirerék21)’i elde ederiz.

Ikinci olarak, (2.20)" i elde ederiz. (2.22)'in noumun kestirimini olgturmak icin K,, K, ve

K,’tn norm kestirimlerini ayri ayri bulalim.

Ucgen gitsizligini, (2.2) varsayimini, (2.3) ve (2.19) kestirinmitérkullanarak,
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J
1Kl < D Jotil 1| €42 [[han [1AUG ]y

i=1

<[ Au, <M,@)| g flleg 1o, 1421, |

C&1(0,11H) + ”

elde ederiz.

Simdi K,’'nin normunu hesaplayaga. Ucgen gitsizligini, (2.2) varsayimini, (2.3) ve (2.5)

kestirimlerini veC; ([-1,0],H) uzayinin norm tanimini kullanarak,

J 0
1Kzl < el [ 1 A flrn (19— f(A) I, s

i=1 Ai
0
(s—A)"ds M, (J)
<M, (9) |~ Fles sy S 75 Pl -
2 {(s_gi)(_s) CEL0H) T g(1— g e G0l
buluruz.

Son olarak, Uggensitsizligini, (2.2) varsayimini, (2.3) kestirimini v&J([-1,0],H) uzayinin

norm tanimini kullanarak,

J
[Kali = 2Jenfilt =€k [F A, (24,

<My max| f @ ), +11 AP by < My O sy oy * 11 AB

elde ederiz.

Boylece K,, K, ve K,’in norm kestirimlerini birlgtirerek (2.22)’yi elde ederiz. Bu sonug

Teorem 2.1’in ispatini sonuclandirir.
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2.2. Uygulamalar

Teorem 2.1’in uygulamalarini ele alalim.

Ik olarak, cok boyutlu eliptik-parabolik denkleniridokal olmayan sinir dgr problemi
-u, —(a(x)u,), +ou=g(t,x), 0<t<1, O<x<1,

u, +(a(x)u,), —ou= f(t,x), —1<t<0, O<x< 1,

u(t,0)=u(,1),u, ¢,0=u, ¢,1),- kt< 1,

J J (2.23)
u(L,x)= %criu(/li X)+ @ (X), §|a'i <1,

1<) <A, << A <0<, €0, 0 X< 1,

u(0+,x)=u(0-,x), u,(0+,x)=u, (0-,x), Osx< 1

ele alinmgtir. Eger a(x)=a>0(x(0,1)), g(t,x)(t0O[0,1], x0O[0,1]), f(t,x)(tO[-1,0],
x0[0,1]) fonksiyonlari tanim kiimelerinde diizgin (smooth) & = sabit >0 ise, bu durumda

(2.23) probleminin ¢ézimi vardir ve tektir.

[0,1]'de tanimli karesi integrallenebilir fonksiyonldry[0,1] Hilbert uzayi ile ve sirasiyla

1 1/2
2
L2[0,1]+(J|¢x| dx]
0

|¢

W30,1] = ”¢

ve

1/2

lo

1 v2 1
2 2
W2[0,1] - ”¢”Lz[°v1] * (I[|¢X| de ’ ('[|¢xx| de

normlarina sahipA,10,1] ve W/[0,1] Hilbert uzaylarini tanimlayalim. Bu bizim (2.23arkna

problemini self-adjoint pozitif tanimlaA operatort ile H =L,[0,1] Hilbert uzayinda lokal
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olmayan sinir dger problemi (2.1)’e dorgilirmemizi sglar.

Teorem 2.2.Lokal olmayan sinir dger (2.23) probleminin ¢6zimdi icigagidaki

I U [lcg 0.0y z00a I U lTega.0na0m +I U e -1,23.m200,1)

M(5)
S —a(l_a>[|| 9 llcgaaonta0m I lcsrataom |+MO0 oy

koersiv gitsizligi saglanir. BuradaM (o) katsayisif (t,x), g(t,x) ve ¢(x) 'den b&msizdir.

Teorem 2.2'nin ispati, soyut Teorem 2.1 ve (2.28)blemini tarafindan okiurulan uzay

operatdrinun simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, n-boyutlu R" Oklid uzayinda, Q =(0<x, <1,1sk<n) bir acik kiime veS bu

kiimenin siniri olsun dyle kQ=QOS 'dir. [-1,1]xQ kumesinde, ¢ok boyutlu eliptik-parabolik

denklem icin karma sinir ger problemi
~u, - %(a (uy ), =g(t,x), 0<t<1,x0Q,
r=1 ’

Uﬁi(@(X)ux,)x, = f(t,x), -1<t<0,x0Q,
r=1
u(t,x)=0,x0S, —1st< 1,
(2.24)

u(Lx)= é)laiu(/ii X)+ @ (x), é)l|cri <1,

1< A <A, << A, <0,

u(0+,x)=u(0-,x),u, (Or x)=u, (G x )xO Q

ele alinmgtir. Buradaa, (x) (x0Q), g(t,x) (t0(0,1),x0 Q), ve f(t,x) (t0(-1,0),x0 Q)
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fonksiyonlari tanim kiimelerinde diizgiin (smooth) ag€x) = a>0’dir.

Q’de tanimli biitiin karesi integrallenebilir ve
1
2
e ll@ = {I I|<P(X)I2dx1-~dxn}
xeQ
normuna sahip fonksiyonlauz(ﬁ) Hilbert uzaylarini ve sirasiyla

1
2

||¢ Wi (Q) =||¢||L2(§) +{J. Jlrzzll‘¢xf‘2 dxldxn}
x0Q
ve
n % n ) 1
H¢h W (Q) :H¢h Lan +{J..”xﬁ|‘grz=l¢xf ‘2 XmdX”} ' {'[."X'D'.Qzl¢xfxf Xman}

normlarina sahiV}(Q),W2(Q) Hilbert uzaylarini tanimlayalim.gr a, (x), g(t,x) ve f(t,x)
fonksiyonlari tanim kiimelerinde yeterince dizgim isu durumda (2.24) probleminin ¢6zimu
vardir ve tektir. Bunun igin, (2.24) problem{ Hilbert uzayinda H = Lz(ﬁ)) self-adjoint

pozitif tanimliA operatorli (2.1) lokal olmayan sinirgde problemine dongiirulebilir.

Teorem 2.3.Lokal olmayan sinir dger (2.24) probleminin ¢6zimdi icigagidaki

| Ut ||cgy1([o,1],L2(§_z)) + ut ||cg([-1,0],|_2(§_1)]) +| u ||cgvl([_1,1],vv§(§))

. M)

- a'(l—a)[” 9lg, got,an 1 T g ([—1,01,L2(5))} *M(9) ”¢||W§(§>

koersiv gitsizligi sgglanir. BuradaM (0) katsayisif (t,x), g(t,x) ve ¢(x) 'den b&msizdir.
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Teorem 2.3'Un ispatl, soyut Teorem 2.1, (2.24) |mob tarafindan olgturulan uzay
operatdrinin simetri 6zelliklerine veagidaki Lz(ﬁ) uzayinda eliptik diferensiyel probleminin

¢6zumd icin koersivgsizligi alinan teoreme dayanmaktadir.

Teorem 2.4.Eliptik diferensiyel probleminin

D (@a®uy)x = o), X € Q,
r=1

ux)=0,xeS
¢6zimd igin gagidaki
;Huw HLZ(Q) <Mll@lL o

koersiv kestirimi sglanir [Sobolevskii, 1975].
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3. BiRINCi BASAMAKTAN DO GRULUKLU FARK SEMASI

3.1. Fark Semasi

Bu bolumde, (2.1) sinir ger probleminin yakin ¢6zumu icin bu problemesKek gelen
o (Uk+1 —2u, + uk—l) +AU =0,
g =9(t), t, =kr, 1IsksN-1,

T (U~ U) — Al = F fo= (), 3.0

te, =(k-1r, -(N-1)<k<0,

<

Uy =2au

AilUsy +¢, U —Uy=Uy—U_,

birinci basamaktan dwouluklu farksemasi (2.2) varsayim kalu altinda incelenngtir.

Bilindigi gibi, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimh diferensiyel operatorlt lokal
olmayan sinir dger probleminin bir dgskenli diskritizasyon (discretization) farkemalarini

argtirmak demek, H, Hilbert uzaylarindan 'ye (0< h< t’b) gore duzgun self-adjoint pozitif
tanimli A, fark operatorlt ¢cok dgskenli diskritizasyon farksemalarini argtirmak demektir.

Dolayisiyla bu ¢cagmada sadece bir gigkenli diskritizasyon farlsemalari incelenmektedir.

B=1(rA+ A(4+7r*A)) operatorunin self-adjoint pozitif taniml ofglu gayet iyi bilindgi
UzereH uzayinda tanimlanamR = (I +7B)™ operatorii sinirli bir operatérdiir. Buradabirim

operatérudur.
Oncelikle gerek duyulacak yardimci teoremleri \igre

Yardimcl Teorem 3.1.Asagidaki kestirimler [Sobolevskii, 1977]
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< M (9)1
H_H kr

1P by S @+ ST) ™, K[| AP, <1, [PH e

IR |, < @+0r)™, k|| BRI, <1, (3.2)

1
Rk _e—kTA2 < M (9)r ,kZ 1,5> 0,

- kr
H-H

Q=R Y L <M 6),‘

self-adjoint pozitif tanimliA operat6ri oldgu zaman sganir. Burada, M (J) katsayisi7 'dan

bagimsizdir veM (0) >0, P=P(rA)= (1 +7A)™" , 1 yeterince kiglk pozitif bir sayidir.

Yardimci Teorem 3.2. (2.2) varsayimi sgansin. Yeterince ki¢uk pozitif bir sayisi igin
I+ (1 + A+ 2eA) RN 4+ BIA( + 20A) (1 — RVY)
J
— (2 +B)(I + 2rA) IRV P
i1
operatérinin tersi vardir ve
T, =(1 +(1+7A) (1 +2rA)  R" 4+ B7A(1 + 27A) (1 -R™) (3.3)

J
— (2 + B)(l + 2zA) RN Z aip—[%a)—l

i=1

asagidaki
1T I .usM(9), (3.4)
I BRPT, [l . <M (9) (3.5)

kestirimler sglanir. Burada, M (o) 7 'dan b&msizdir.

Ispat. Self-adjoint pozitif tanimIA operatoérii igin,
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B1A( + 2tA)1(1 - RV1) > 0
ve

J A
| +(1 +7A) (1 +27A) RN = (21 +7B)(1 + 2 A) " R" Yap ™ =0

i=1

esitsizlikleri sgzlanir. Boylece,

J -1
V, = (I + (I + A (| + 2tA) TRV — (21 + 7B)(I + 2rA) RN ZaiP[i]l>

i=1
ve

S :(B‘lA(l +2rA) (1 - RZN‘l))_l oldugu zaman

T

(A (A=T\vATI (3.6)
ve
I BRPT, I}, .,,<Il BRPS, I}, ., @3.7)

kestirimleri elde edilir.

B'nin tanimiyla,

BRPS, =(1 +7A) " (1 +2rA)(1 -R™) ™ elde edilr.

(3.7) sitsizligi kullanarak,

IBRPS, I, S (1 +7A) (1 +20A) [, Il (1 = R") 1}, < M (3) bulunur.

Buradan ve (3.7) kestiriminden (3.5) kestirimiesktilir.
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Y-V, =W,(Z,-2) (3.8)
denklemini (3.4) kestiriminin ispati icin ifade dite.

Burada

J
Z: = 1+ (1+ A1+ 20A) TRV — (20 + 1B)(1 + 20A) 1RV ) | o P,

i1
1 J 1
Z=1+e?* =23 a,e™™** olarak tanimlanrtir.
i=1
Ucgen aitsizligini uygulayarak
| Ze=Z luon < |1+ 0+ A+ 20A) TRV
J .
~(2 +B)(I + 2rA) IRV P 1
i1
1 J 1
et oY gettam
i=1 HoH
1
< H (I + TA)(I + 2tA) IRN-1 _ g 2A2
H-H
J 1 J Ay
+|2> e ™ — (2 +1B)(I + 2A) RS a P =1, +1,
i=1 i=1 H_H
elde ederiz.

Burada
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1
I, = H (I + 7A)(I + 2rA) TRN-L — g2A2

H-H

ve

J 1 J A
L =[esae - s 2 R S

i=1 i=1

H-H

olur.

Oncelikle 1, ve 1,’nin normlarinin kestirimlerini bulahim. (3.2) késmini ve (2.2) varsayimini

uyguladgimizda,

1
l, = H (I + TA)(I + 20A) TRENL _ g 2A%

H-H

1
2

= H (1 +zA)(1 + 22A) T — DRV 4 (1 + tB)RN — 27

H-H

1
- H (I +20A) 11 + tA— | — 2tA)RNL 4 RN 4 [BR2N _ g2A2

H-H

1
< || (I + 2tA)* (-7)B2RN || ot | zBR2N | T H RN _ g2A2 N
< TM(5) T T " TM(5) < M(5)‘[,
(2N7)2  (2Nr)2 2Nz
. P X 1
I, = (2' + TB)(' + ZTA)_lRN Z lXiP_[TI]‘l — 22 aie_(Az_;LiA)
i=1 i=1

H-H
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J . 1
1 23 [%(m + 2B)(I + 27A) LRVP-41 — g (AZ-4) J (e
i=1
: 1
- RNp-diaf L -1 _
I 2§a.R P |:2(2|+TB)(|+2‘L'A) q

J 1
+22 a; [RNP—[‘;H - e—(AZ—liA):| H | hon

i=1

<|| ziai(RNP—[?l—l[%(m +2B)(I + 20A)t — | D HoH

i=1

J
<23 e 18R], [P a2,
i=1

+ 28RV, | P

L 2lIRa 2| HQH}

J
1
1 N
2R [r-ert | e
i1 H-H H-H
A aA _pt
+HIP T —-e e <M (9)r olur.
H-H H-H

[, ve 1,’nin normlarinin kestirimlerini birlgtirdigimizde
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NZ,=ZIl_y<M()r (3.9
elde ederiz.

(3.8) ve (3.9) uygulandinda,

Ve llbon <Y Tvon +l Y llvon | Ve Tvan | Ze = Z llnon

SM()+TM () IV, lly .1

bulunur.

Sonrasinda, buradan ve (3.6)’'dan

1T =M (9)

sonucuna ukariz ve bu sonug Yardimci Teorem 3.2'mgpatini tamamlar.

Yardimci Teorem 3.3. Herhangi bir g,,1<k<N-1 ve f ,-N+1<k<O0 tanimlanny

fonksiyonlar igin problem (3.1)'in ¢bzimi vardir aagidaki formuller sglanir:

u, = (I —RZN)-l{[Rk -R*™*u, (3.10)

n 0
FRH RV D g PHIug—7 Y P s 4 g
i=1 [ A]41

N-1
—[RVK - R¥(1 + 7B)(2 + 7B) 1B L ) [RV= - RN+S]QST}

s=1

N-1
+(1+7B)(2 +7B)1B1 )[R - Res]ger , 1< k < N,

s=1
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0
U =P uy-7 Y P, -N<ks-1, (3.11)

s=k+1

U =T, (1 +2rA) " (1 +7A){(2+7B) R" (3.12)

J 0 N-1
x| =D air Y PIFg 4 |- RVIBTY RV - R¥]ga
i=1

s[4]+1 s=1

+(1 - RZN)B"lNz_lRS‘lgSr—(I -R™)(1 +7B) B‘leO}.

s=1

Burada

T, = (I + (I + A1 + 2cA) TRV 4+ BLA(I + 2¢0A) 2(1 — RV

J Ay
~(21 +7B)(1 +2rA) "R Y g P )
i=1
olarak tanimlanmstir.
Ispat.[Sobolevskii, 1977] ile
uk - (I _ RZN)—I{I:RK _ RZN—k:|<(+[RN—k _ RN+k]w (3'13)

N-1
~[RV*— R™ (1 + zB)(2l + 1B)'B 1 D [R¥S - RN+S]QST}

s=1

N-1
+(1+7B)(2 +7B) 1B ) [RFI-ResJger, 1<k < N

s=1

asagidaki sinir dger
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-7 (uk+1 —2u, + uk—l) + Ay, =0,,

g =9(t), t, =kr, 1IsksN-1,

U =&, Uy =¢
probleminin ¢ozumu olup

ve

0
u =P E-1) PT*f,-N<ks-1

s=k+1
esitli gi ise aagidaki ters
r (uk _uk—l) -Auy, =f, fo=1(.)

t,=(k-1r, -(N-2)<k<Ou, =¢

Cauchy probleminin ¢ozumuddr.

(3.13), (3.15) ve

Y= iZil:aiu[ﬂ,] +¢, £=uy,

formulleri kullanilarak

(3.10) ve (3.11) elde ediliy, icin, (3.10), (3.11) ve

U, —Uu, = u,—u_, formaltnu kullanarak, sgidaki operator denklemi

(| _ RZN)_]'{[R— RZN—l]uo + [RN_l _ RN+1]

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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0
X Zai PHup — 1 2 P}[%]fs +¢

i=1 {441

N-1
—[R¥L - R¥L](1 + 7B)(2l + 1B) 1B D [RV= - RN+S]gsr}

s=1

N-1
+(1 +7B)(21 +7B) B [ R~ R** | g,7 = 24, ~ Pu, + 7P,

s=1
elde edilir.

Yardimci Teorem 3.2 ile

I+ (1 + 7A)Y (| + 2¢A) TRNL 4 BIA(L + 27A) 1 (1 — RV

J
— (2 +B)(I + 2rA) IRV P
i=1

operatorinin tersi

T: = 1+ 0+ A + 2eA) RN 4 BLA( + 20A) 1(1 - RV

J A
—(21 +7B)(1 +2rA) "R Y g P )

i=1

vardir. Boylece gagidaki formulimuiz

J 0
o = T +7A) (1 +20A) TS @+ BR x| =3 i D P+ ¢
S A
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N-1

_R\-1B-1 Z[RN—S _ RN+s]gST

s=1

+(1 - RZN)B‘lNZ_lRS‘lgSr—(l -R™)(1 +7B) B‘lpfo}

s=1
salanir ve bu sonug ile Yardimci Teorem 3.3.i§pati tamamlanir.

FT(H) = F([a,b],,H), [a,b], = {tk = kh,Na < k < Nb,NaT = a,Nbr = b} 'de tanimli H-
degerli ¢" ={¢}\ ag fonksiyonlarinin lineer uzay! olsunf, (H) Uzerinde kullanagamiz

C([a,b],, H), C5,([-1L1],,H), Cj,([-1,0],,H), ve C;([0,1],,H) (0O<a <1) Banach uzaylarinin
normlari g@agidaki sekildedir:

T
= MmaxX ,
(% ”C([a,b]T,H) Na<iceNs I Dy ”H

(=k)“
| o llce - = %l ¢ + sup || @, — o lle
Co1([-1,1].,H) C([-1,1].,H) _Nekekir<0 k+r k re
(k+r)1)*(N-k)*
+ Sup ” (pk+r - (pk ”E re y
1<k<k+r<N-1
(=k)“
| "l cogre = %l ¢ + sup || o, — o lle :
Co([-1,0]:,H) C([-1,0],,H) _Nekekar<0 k+r k re

r r (k+1r)7)" (N-k)*
19" e o) 7N oy iy * SUP N1 @ =P lle ( )a .

I<k<k+rsN-1

Lokal olmayan sinir dger problemi (3.1) M(d) f', g°, ¢, ve r’dan b&imsiz olmak Uzere

U N ety S MO Tl ooy ) 1197 Tk oy 1y H 1B 1 ],
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esitsizligi saglaniyorsaF ([-1,1],,H)'de kararlidir denir.
Teorem 3.1.Lokal olmayan (3.1) sinir ger problemi C([-1,1],,H ) normunda kararlidir.

Ispat.[Sobolevskii, 1977] ile (3.16) ters Cauchy probieim c6ziimii icin verilen

H{uk}?N

=M(9) [” F llegv.01, 1) +||U0||H} (3.18)

C([-1,0} ,H)

kestiriminden, (3.14) sinir g@er probleminin ¢6zimu igin verilen

H{ ut,

=M(9) [” 9" o,y *Uol, +||uN||H:| (3.19)

C([0,1}, ,H)

kestiriminden ve (3.1) sinir der probleminin ¢6zimu icin elde edilen

11Ul <M @)1 lloqerop ) 11 97 ooy 1y + 11 @1 | (3.20)

Uy S M @)1 oo 1197 lkeqony ) * 1181k | (3.21)

kestirimlerinden Teorem 3.1'in ispati elde edilmezkt. Simdi, (3.20) ve (3.21) kestirimlerini

elde edelim.

IIkin, (3.20)'yi elde edelim. (3.12) formilini uygyarak,
Ug = Kl + Kz,

ve burada

K, =T,(1 +7A)(I +2rA)" (2l +7B)R" (3.22)

J 0
X —TZOti Z PH%]fsﬁL([) ,
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N-1
K, =T.(1 +7A)(l +2rA)‘1{-RN-1B‘1Z[R“‘S ~R""* gz (3.23)

s=1

+(1 - RZN)B‘lNZ_lRS‘lgSr—(l -R™)(1 +7B) B‘lpfo}

s=1
tanimlanmg olsun.

U,'In normunun kestirimini olgturmak icin K, ve K,nin norm kestirimlerini ayri ayri

buldusumuzda gagidaki

1K M@ @lly +1 7 logosoy ) |- (3.24)
ve

1K, e M@ lleeroy iy 1197 e oy )] (3.25)

kestirimleri elde ederiz.

Ucgen sitsizligini, (2.2) varsayimini, (3.2) ve (3.4) kestirimkri(3.22)'de uygulayarak,

Kyl <0 Te lren I A+ 2AA+20A) ™ [lien 120+ BRY

J

x| > |a|r 20: ‘

= s:[i] +1

psi7]

. ” fS”H +||¢||H s M(5)[|| olly +II 7 “C([—l,O],,H)]

(3.24) kestirimini buluruz.

Ucgen gitsizligini, (2.2) varsayimini, (3.2) ve (3.4) kestirimlari(3.23)’de uygulaggnmizda,

J
1Ko w <l Te llwen | (+2AA+20A) ™ ien D fail

i=1
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s=1

N-1
x {| RY on B fren Dol RYS rew +1 RYS e 1 0s Iy

N-1
L+ IR ) 1B Hlen D R o (198l 7

s=1
+(L+ IR ) By T IPLg folly 3

<M (5)[” fr ”C([—l,O],,H) +| gr |lC([O.l]rvH)]

(3.25) kestirimini buluruz.

Buradan K, ve K,'nin norm kestirimlerini birlgtirerek (3.20)’yi elde ederiz.

Ikinci olarak, (3.21)’ i elde edelim.

s:[iri] +1

J P 0 A
uy=>a| P U= Y P [+4=M,+M,, (3.26)
.

J
N
M; = E aiP71uo,
i-1

J 0 A
M,==Yar > PTlf +¢
s

olarak tanimlansinSimdi (3.26)'nin normunun Kestirimini ofjturmak icin M, ve M,'nin

norm kestirimlerini ayri ayri bulalim.

Ucgen sitsizligini, (2.2) varsayimini, (2.3) ve (2.19) kestirimierkullanarak,
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J
N
M1 e < D Jail | P e |l Uo I
i-1

< MO I lleqrgin + 1 O legogmm + 11 @ 1]

kestirimini elde ederiz.

Simdi M, ’nin normunu hesaplayage. Uggen gitsizligini, (2.2) varsayimini, (3.2) ve (3.20)

kestirimlerini veCg([=1, 0, H) uzayinin norm tanimini kullanarak,

J 0
i
I Mzl < Dlaile D [|PEERT| it llg+ 1o I
=1 s{4+1

<M logaom*+ 1@ lly]

elde ederiz.

Boylece M, ve M, ’nin norm kestirimlerini birlgtirerek (3.26)’y1 elde ederiz. Bu sonu¢ Teorem

3.%’in ispatini sonugclandirir.

[-1,1]°de tanimh H-degerli siirekli fonksiyonlarinC([0,1],H) uzayinda lokal olmayan sinir
deser problemi (3.1) sinirli olmayan gen@l pozitif operatori icin iyi konumlanmdesildir ve
o zaman (3.1) lokal olmayan sinirgee fark probleminin iyi konumlanmgiigt C([-1,1],,H)

normundar >0’ a bagzli olarak diizgun olarak ele alinmaz. Bu da

| U Ty = I 4772 WUea = 20+ U)o

-1 0 N-1
+ ” {T (uk - uk—l)}—N+1 ”C([—l,O]T,H) + || {Auk}_N || C((-1,1]+,H)
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koersativ normunr - 0° a gittikgce o’a meyletmesi anlamina gelir. (3.1) fark problemini

incelenmesi bu normun biylime mertebesmimlarak elde edilmesine imkén verir.

Teorem 3.2.¢0D(A) ve f,0D(1 +7B) olsun. O zaman (3.1) fark problemi(d) f*, 97,9,

ve 7 ’dan b&imsiz olmak tzere

U Nk, < MO Ap (I + 11+ 7B)foll

(1 . .
+m|n{ln?,1+|ln||A||HﬁH|}[||f leqvoy . *11' “““””f’”’ﬂ

hemen hemen koersigitsizligine sahiptir

Ispat. [Sobolevskii, 1977]'yi kullanarak, ters Cauchyka@roblemi (3.16)'nin ¢ozimii igin,

_ 0
(e (T KNNSSES (CTH 5N . (3.27)
< M@ min{ing, 1+ 1l A Il I 1l ggagp,m + AUl |
ve sinir dger problemi (3.14)’Gn ¢6zumu icgin
_ - N-1
K7 (U =20 +U D oy 1, * [ AU - (3.28)

< M@ min{InL, 1+ I | Al I 9 logo,y, i + AU Iy + ANl ]

yazilabilir. O zaman, Teorem 3.2’nin ispati hemembn koersiv gtsizlikleri (3.27), (3.28), ve

sinir dger problemi (3.1)'in ¢dzUmu i¢in var olan

I AU, < M (S)[II AB Il +11 (1 +7B) f, Il (3.29)

emin{ind, L 0l A P01 e aom + 197 legogom ] ]

I Auy (L, <M (B[l A L, +II(1 +7B) fy (3.30)
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#min{in, 1 0 Al L loeaom + 1 97 legomm ] ]

esitsizliklerine dayanirSimdi (3.29) ve (3.30) kestirimlerini elde edelim.

Oncelikle, (3.29)'u elde edelim. (3.12) formuliniilanirsak,

Ay, = AK, + AK, (3.31)

olup, burada

AK, =T, (1 +7A) (1 +2rA) " (21 +7B) R" —i}ai r i AP+ g (3.32)
T

ve

AK, =T, (I +7A) (I +2rA)" (3.33)

N-1 N-1
X{—R'HRZB[RN'S ~RY Jgr+(1 -R")Y Rgr~(I - RZN)BPfO}
s=1

s=1

olarak tanimlanir. (3.31)'in normu iginAK; ve AK,’'nin normlarinin kestirimini ayri ayri

verelim. Bu amacla,

. 1 .
||AK1||H5M(5)[||A¢||H +m|n{|n;!1+||n||A||HAH|}|| f |IC([—1,O],,H)i| (3.34)
ve
. 1
| AK, ||, < M(5)mm{|n;,1+||n|| A||HﬁH|} (3.35)

T T
x[|| f llegosop my H11G ”C([O,l],,H):I
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oldugunu gostermek yeterli olacaktitk 6nce [Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994] de veril

N
2 |aP
s=1

L rsM(J)min{lnl,1+|ln||A||HﬂH|} (3.36)
- 4

kestirimi ele alalim. Bilindii gibi N7 =1 ve

o N1 N ds
> AP o rsM(é)zgsM(J)L?sM(é)lnN
s=1 s=1

olup,

N < 1
SZ:;”AP - rsM(d)ln; (3.37)

kestirimi elde edilir. (3.2) kestirimini kullanarakuradan da

|| AP?

.1
L, TSM (5)m|n{§ il AIIHHH}

olur. Eger || All, .= N ise,

AL _w ds
< SM@InIAlL |

N
;||APS

rsM(J)ZS—TTsM(J)j

H-H 1

'dir. Eger || A|l,_,<1 ise, 0 zaman

N
2 |aP
s=1

N
aon TSMOZ Al M)Al w <M ()
olur. Son olarak, ger 1<|| All, . ,< N ise,

[NIAlIE N

N
DIAP TS MBS D Ayt D, &

s=1 s=1 s[NIAIE, J+1
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1 ds
< M (5)(1+.|.A1|H14H ?j < M (5)(1+| ln” A”H ~H |)
'dir. Dolayisiyla, G¢ durumda da

<M @)+ In|l Al u]) (3.38)

N
;||APS

H-H

kestirimi vardir.

(3.37) ve (3.38) kestirimlerinden (ve homojen farlprobleminin  Uniform iyi

konumlanmgligindan) (3.36) kestirimini elde ederiz.

Benzersekilde, B pozitif tanimli self- adjoint operatéri icin

. rsM(o*)min{|n3,1+||n||B||HHH|} (3.39)
- T

N
SZ:;”BPS

oldugunu gosterebiliriz. (3.32) formulind, Ucgegitaizligini, (2.2) kabulini ve (3.2), (3.4), ve
(3.36) kestirimlerini kullanarak, (3.34) kestirimelde ederiz.

IAKy n <0 Te lren I A+ 2A0+20A) ™ Jlkan 2+ B)RYL,

J 0
Ai
| Dl 3 AP ISl + lAe
i=1 s[4]+1

< MO Il Al +min{InL, 2 | Al I g g m

(3.35) kestirimini elde etmek icin,

H-H

rsM(J)min{lni,1+|ln||A||HHH|} (3.40)
T

N
SZ:;”BPS
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esitsizligini gostermemiz gerekmektediA = B’R oldugunu biliyoruz. Buradan,

B=(l +TB)% A: = (I +TB)%A;21A elde ederiz. O zaman, ucgegitgzligini kullanarak,
1 -1
| Bllh-w <l 0+7B)2AZ [[von || A llH-n

ve

_ 2 =
| A+ eBFAT Jin <) @+ A+ L [AG+2A) FAT [y

1+ A+ 1 JA(4+1°A 2 /
s SUP\/ 2 A A )s sup\/1+r—+£ {;+r2)

O<A<e0 \/} 0 A< A 2 2

s‘/%+f—22+§/(§+12) — M(5)

elde edilir. Dolayisiyla, bu iki kestirimi bijarerek

1Bl .u=M ()l Ally 4 (3.41)

elde edilir. (3.39) ve (3.41) kestirimlerinden,43) kestirimi elde edilir.
(3.35)'in kestirimi, (3.33) formulinden, Ucgesitsizliginden, (2.2) varsayimdan ve (3.2),

(3.4), ve (3.40) kestirimlerinden

J
HAKz [ <l Te lien I A+ A0+ 20A) ™ [lhon D el

i=1

N-1
X {II RY w7l BRYS [lon + BRY? [y 11 05 |l

s=1
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N-1

L4+ RN flhen F D I BR [lhon 19sly7
s=1

HL+ IR ) IBRI [P ol }

. 1 ; ;
sM(J)mm{ln;.1+|ln||A||HQH|}[||f log-sopm * 119 logoy )|

olarak ¢ikartilir. DolayisiylaAK, ve AK, normlari i¢in elde edilen kestirimlerden, (3.28)ro

Ikinci olarak, (3.30)'u elde edelim.

J A
AM, =>"a, AP uy,
i=1
J 0

AM, =-Yar S APTIf +¢
s
olmak lzere,
J A 0 i
Au, =a| APy -1 Y APTTIE 14+ Ag = AM, + AM, (3.42)
- _

s:[/‘—r'] +1

oldugunu biliyoruz. Simdi, (3.42) i¢in kestiim AM, ve AM,’nin normunun kestirimini ayri

ayri inceleyerek elde edilir. Ucgenitsizligini, (2.2) kabuliini, (3.2) kestirimini ve (3.29)'u
kullanarak,

J
N
I AML ln < D il | PP [luen || Aug [Iw <[l Alo Ik
i=1

<M " llegeroy iy + 119 logoy 1y + 11 AB Iy |
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elde edilir. Simdi AM, normunun kestirimini yapalim. Ucgenitsizligi, (2.2) kabull, (3.2)

kestirimi ve Cy,([-1,0],,H) uzaylarinda normun tanimini kullanirsak,

J 0
| AMz i < Dt D5 [|APSERT| sl + I A Il
=1 s[4]+1

. 1 .
<M (@[mm{ln? ,1+| In{| A||HAH|} 15 eqeroy .y T I AP ”H}

olur. DolayisiylaAM, ve AM, normlart igin verilen kestirimleri birkgirilerek (3.42) elde edilir.

Bu da Teorem 3.2'nin ispatini tamamlar.

Teorem 3.3. Teorem 3.2’'nin kabulleri gdansin. O zaman (3.1) sinir @ problemi
Co.([-1,1],,H) Holder uzayinda iyi konumlangtir ve M(9) 7, g", ¢, ve r’dan b&imsiz

olmak lzere

-2 _ N-1 N-1
” {T (uk+1 2uk+uk—l)}1 ”Cg,l([o,l],,H) + || {Auk}_N | C2\([~1,1]+ H)

AT U= W)} o gsg < M@ Ap Ty + 10+ 1B)foll ]

M(o r r
s [”f g qv.on TG g o H)}
all-a) o 475 e

koersiv gitsizligi saslanir.

Ispat.[Sobolevskii,1977] ile ters Cauchy fark proble®il6)'nin ¢ozimii igin

770 =0} e g ay oy LAWY (3.43)

Co ([-1.0,.H)



i

< M(5)|: (1 ) ” fr ”Ca([ 1,0].,H) + ”AUO ||H:|

ve sinir dger problemi (3.14)’Gn ¢ozumu igin,

(3.44)

-2 _ + N-1 + H N-1
{7 (U —2U +U )} |k31([o,1],,H) { Auk}l 80,1} H)

M(5)

= a(l—a)[” 9° llcg g0y T AU [l + [AUNIT ]

olur. O zaman Teorem 3.3’Un ispati (3.43), (3.4derkiv aitsizliklerine ve sinir dger problemi

(3.1)'in ¢6zUmUnUn

| A, <M (@) |Ag],, +1I(1 +7B) f, Il (3.45)

I Nl cga oy + 197 ”Cﬁ,l([oyllnH)]

[Ausl, <M @lAd, +11(1+78) f, (3.46)

M (9) .
+0'(1 )[“ f ||C0 § (-1,0],,H) +|| g |L:31([0'1]”H)i|}

kestirimlerine dayaniSimdi, (3.19) ve (3.20) kestirimlerini elde edelim.

(3.10), (3.11) ve (3.12)’yi uygularsak,

Au, =T, (1 +2rA)" (1 +7A) (3.47)

x < (21 + TB)RN x Za.r Z AP (fs — f 1) + Ap

s[4
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N-1

~RVTAB? ) BRY*(gs— On1)e

s=1

N-1

_R\V-1AB2 Z BRN+5(g1 —go)T

s=1

N-1
+(1 - RRM)AB2 ) " BR(gs — gl)r}

s=1

J
+ To(l+20A) (1 + TA){{(Z +B)RVD (M(p[%] - |)f_N+1
i=1

-RVABZ{(I - R*")rgng — (RV? - RN 1)7gs } )

+( = RMAB2(1 — R¥1)zg; —(1 — RV)(I + tB)B-LAPf,}

S TR RN JRN R JRTS DR B, BN

olur. Burada,

J
Jp = To(l+20A) (1 + TA){(2| +B)RVD

i=1

0

x-r >, AP (=t ) o,
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Jo = T.(1+20A) (1 + rA){(ZI +7B)RN Z a.Ago}
Js = T.(1+20A) (1 + TA){ RV-1AB2 Z BRV-S(gs — On- 1)1}
Jo = T.(1+2tA) (1 + ‘L’A){ RV-1AB2 Z BRVS(g; — gs)r}

N-1
Js = To(I + 2.A) (1 + TA)< (1 - RMAB2 ) " BR Y (gs — gl)r}

s=1

J
Jo = T.(1+ 2cA)1(1 + TA){(2+ TB)RNZaiT(P[% _ |)f[?]}’
i=1

J7 = T.(1+ 2tA) 21 + TA){-RVTAB2(1 - RV ) rgn 1 ),
Jg = T.(I + 2tA) (1 + TA)AB2
x {RVH(RY2 — RM) + (1 - RN - RV 1) b egy,

Jo=T,(l +2rA)_l (I +rA){ (I =R)(1 +7B) B‘lAPfO}

olarak tanimlanir.

Au,, —ZaP Au, - Zar Z AP ](f - £, ) (3.48)

i=1 s—[ ]+1
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J N
>a (l - P—[?'J)f[ﬁ] +Ap = Xq + Xo + Xa,
i=1 '
olup, burada ise

J
Xl = Z ai P[%]AU(),
i=1

J 0
x2 = Z (04} Z TAPS_[%] (fS - f[ﬂ] );
=1 el T

A

J )
X;=Ya, (P‘[” -1 ) fa+ AP
i=1 !

olarak tanimlanir.ilk once, (3.45)i elde edelim.k=1,2:--,9 igin J,’nin normlarinin

kestirimlerini ayri ayri elde ederek, (3.47) iciestirimi gosterelim.

Ucgen sitsizliginden, (2.2) kabultinderCg,([-1,0],,H) uzayinda normun tanimindan ve (3.2)

ve (3.4) kestirimlerinden,

ety < Te lhew I A+ 7AA+20A) 7 [lian (| AR+ 2B)RY [|ony

J

0 '
e > 1P,

i= s:[i] +1

f—f, fr

S &5

<M,(9)|

C34((-1,0], . H)

olur. Simdi J, normunun kestirimini verelim. Uggenitsizligi, (2.2) varsayim kglu ve (3.2) ve

(3.4) kestirimlerinden,

1320y <l Te llien | (0 +20A) 21+ 7A) [Hon
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x[[(21 +7B)R" |}, Z|C¥i||| Aplli= M, 0)II AP Iy

elde edilir. Simdi J,’Un normunun kestirimine bakalim. Ucgenitsizligi, (3.2) ve (3.5)

kestirimleri veCo([0, 1]-,H) uzayinda normun tanimindan,

1330y <Il BPRT: [[pon || (1 + 2ARY [lhon

N-1
XZT | R™ | "gs _gN—1||H <M,(9)|d’
s1

C¢.1([0.1), . H)
olur. Benzegekilde,

134l <Il BPRT, [l [0+ AR

N-1
2[R, o -al, s Ma@le

C5.4([0.1], . H)

oldugunu gosterebilirizSimdi J,’in normunun kestirimini incelersek, tcgesitsizligi, (3.2) ve

(3.4) ve C{,([0,1],,H) uzayinda normun tanimindan,

136 11,y <Il BPRT, [[nen Q1+ zAY(I - RERN-2]|

gl'

C5.4([0.1], . H)

N-1
XZT Il R ”H ~H ||gs - g1|||.| < |V|5(5)
s=1

esitsizligi cikartiir. Ucgen sitsizligi, (2.2) kabult, C7,([-1,0],,H) uzayinda normun tanimi,
(3.2) ve (3.5)'i kullanarak,

1361y <l Te flhom I (4 7A) 2+ 2B)(1 + 20A) 7 RY [ 1o
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f fr

J A
a1 [PY =1l 1] <Me(@)
i=1 T lH

C5a([-1,0], . H)

elde edilir. Uggengitsizligi, Cy,([0,1],,H) uzayinda normun tanimi, (3.2) ve (3.4)'ten

1371y <l Te llien | 0+ A0 +20A) ™ Jhon

X[ RN o L+ RY e Dol

< M, (d) max

O<ksN

gk”H <M;0)

gT

Cg1([0.1];,H)

olur. Benzer tarzda,
sl <Il Te luen || 0+ 2eA) A+ 2AR]

| RS o L+ R [lhen )

+ L+ RN [[hon DA+ R lhen )19l

< Mg (d) max

O<ks<N

O, Mz 0) g’

Cg4(10.1]; H)

oldugunu gdsterebiliriz. Son olarak, ucgesitsizligi, (3.2) ve (3.5) kestirimi,Cj,([-1,0],,H)

uzayinda normun tanimindan

1do 1l <l BPRT: [[on | (1 +2A +20A) ™ |l hon

X (L4 RN lion YA+ || B la-r )OI,
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< My (9) max

-1<t<0

f e, <

C5a([-1.0,.H)

esitsizlikleri cikartilir. Dolayisiyla,J,, k=1,2,--,9, icin elde edilen kestirimleri birigirerek,
(3.45) elde edilir.

Ikinci olarak, (3.46) elde edelingimdi X,, X, ve X,'Un normlarini ayri ayri elde ederek,

(3.48)’in normunun kestirimini verelim.

Ucgen sitsizligi, (2.2) kabulii ve (3.4), (3.45) kestirimlerinden,
J N
IXelly < D_Joil I PEF mew [[AUo |y < 1AW I,

T

Cg4([0,1],H) ‘

<M,(0) g e

olur. Simdi, X,’nin normunun kestirimini verelim. Ucgensitsizligi, (2.2) kabulu ve (3.4)

kestiriminden,

||Xz||H<ZIa. Z | APy |

s-[ ]+1

fs =14, ” H

0

f
; ((s-[7 ])T)l‘( S)”‘

s=[—]+

T

C.0-10kH) T g(1-a) C81((-1.0} H)

T

elde edilir. Son olarak, tcgersitsizligi, (2.2) kabull, (2.3) kestirimi veC{,([-1,0],,H)

uzayinda normun tanimindan,

%l <Zlalll e | Ty *lA2

["1
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< M,(9) max fr

-N+1<k<0

i, +1 A2l <M, @) + Al

C5a([-1.0; H)

olur. DolayisiylaX,, X, ve X, normlari igin kestirimleri birlgtirilerek (3.46) elde edilir. Bu da
Teorem 3.3’Un ispatini tamamlar.

3.2. Uygulamalar

Ik olarak, ¢ok boyutlu eliptik-parabolik denkleniri¢ (2.24) lokal olmayan sinir der problemi
ele alinacaktir. Burada (2.24) probleminin diskagyonu iki adimda incelenir. Birinci adimda

once,
Qn ={x=x, = (hm, IFh,m,),m= (m,, ),

OS ml’ S NI’! hI'NI' = 1) r= 11"')n}1

Q,=0nnQ, S =0nnS

ag uzayl tanimlanir. Daha sonra da, (2.24) probleanaftndan olgturulan A diferensiyel

operatori yerine

n

A =-3 3 09u jw (3.49)

r=1

formdltyle tanimlananA; fark operatort alinir. Buradg, fark operatérinin yardimiyla (2.24)

lokal olmayan sinir dger problemi
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- 4 AU X) = g7 (1, %), 0<t<1x0Q,

dt?

du(tx) - AU"(t,x) = f"(t,x),-1<t< 0,x0Q, ,

W@X)= S au" (4, x)+ 4" (), 2|ar|< 1xO0n,
i=1 i=1

u"(0+,x) = u" (0~ x), 200 = MO0 0,

adi diferensiyel denklem sistemine détdidilr.

Ikinci adimda ise, (3.50) problemi igin (3.1) fagmasi kullanilarak,

_ uE+1(x)—2uEZ(x)+uE_1(x) + Afu: (X) — g:(X),

ar(x)=g"(t,x),t =kr, Isk<N-1,Nr=1x0Q, ,

up () -ug (X) Uk 10 _ A]uk l( )— fkh(X),

fo(¥) ="t x).t =(k-1)7, ~-N+1<k<-1,x0Q, ,

U (9 = Sau, (09 + 4", x00n,

u" () —ul (%) = Ul (x) —u"(x), X Qn.
birinci basamaktan dpuluklu farksemasini [Sobolevskii, 1977] elde ederiz.
Sonuglarimizi formiile edebilmek igin,,, = L,(Qn), W& =WX(Qn), W2 =W2(Qn)

tanitalim. Bu uzaylar S|ra5|yI§2h’da tanimli

"], &, ( 0" ([ nmﬂan ,

(3.50)

(3.51)

uzaylarini
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lo

L, ol o 2 En.[nm,

ve

lo

oL {gn o] g

normlarina sahig" (x) ={@( hm, (I’ m )} ag fonksiyonlarinin uzaylaridir.

Teorem 3.4.Eger r ve |h /i +[IB3-h’ yeterince kiiglk pozitif sayilar ise, bu durumas)

fark semasinin ¢c6zimda icirsagidaki

N-1
|| {UE}—N || C([-1,1]¢,L2n)

< h -1 h N-1 h :|
SV O IR S U 1 ¢ Al IO T LI T

—2/.:h h h N-1
| {7 (Uk+1 —2u + Uk—1>}1 I C([0,1]¢,Lan)

~1¢h _ gh 0 h N-1 ||
R = U)o Doagim + || <UD 1,10 W8,

szlh +In 1 [H{ fkh}::+l “C([_lvO]rleh) +||{g|?}l\‘_l|lc([0,1],,|_2h):|i|

T+|h]|

<M(9) D\¢“

h
LNZ * TH fo
2h

kararlihk ve hemen hemen koersiv Kkestirimleri glaair. Burada, M(J) katsayisi

7,h, " (x),-N+1<k< 0, g}(x),1<sk<N-1ve ¢"(x) 'den bgmsizdir.

Teorem 3.4'Un ispati, soyut Teorem 3.1,Teorem @29) formdlu ile tanimlanan A’ fark
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operatérinun simetri 6zelliklerinesagidaki L,, uzayindaki eliptik fark probleminin ¢ézimu

icin koersiv gitsizligi elde edilen teoreme ve

) 1 1
min< In=,1+|In|| A <M In 3.52
{ — L+ [Inl| A ||} T (3.52)

kestirime dayanmaktadir.

Teorem 3.5.Eliptik fark probleminin

AU"(X) = (X),x0Q,, (3.53)
u"(x) = 0,x € S,

¢bzimd igin

; (Uh)x_rxf,”} . <Ml |,

koersiv gitsizligi saslanir [Sobolevskii, 1975].

Teorem 3.6.Eger 1 ve | h| yeterince kiiguk pozitif sayilar ise, bu durumd&(3 farksemasinin

¢6zimd icin gagidaki

D) h h h N-1
{7 (Uk+1 2Uk+uk-1>}1 ”Cg’l([o,l]ryl-zh)

“1eyh _h L0 hy N-1
+ ”{T (uk - uk_]_)}—N+l ||Cg([_1‘0]r’|_2h) + || {uk}_N | Cgl([—l,l]z.WSh)

h
LNZ * TH fo
2h

1 _ _
sM(9) [H¢h szlh + a(l—a)[”{ fkh}_lNﬂ e a0 ¥ ”{gE}T 1 ”cs,l([o,ll,lmﬂ

koersiv kararlilik kestirimi sganir. Burada, M(J) katsayisi 7,h, f"(x),-N+1<k<0
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o' (x),1sk<N-1 ve ¢"(x) 'den bgmsizdir.

Teorem 3.6'nin ispati, soyut Teorem 3.3, (3.49nfdii ile tanimlananA’ fark operatoriinin
simetri Ozelliklerine vel,, uzayindaki (3.53) eliptik fark probleminin ¢ozingin koersiv

esitsizligine ve Teorem 3.5'e dayanmaktadir.

Sinir dger problemi (2.23)'Un yakigk cozumleri icin bir dgiskene bgl olarak birinci
basamaktan douluklu fark semalari aynisekilde olgturulabilinir. Yukarida verilen soyut
teoremleri fark semalari c¢ozumleri icin kararlilik kestirimleri, hem hemen kararhlik
kestirimleri ve koersiv kararlilik kestirimlerinide etmemize izin verir.
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4. IKINCI BASAMAKTAN DO GRULUKLU FARK SEMASI

4.1. Fark Semasi

Bu bolumde, (2.2) varsayim gdu altinda (2.1) sinir ger probleminin yaklgk ¢6zimu igin

Crank-Nicholson farikemasi kullanilarak
-1 (U,, — 20, +U,,) + Au, =g,
g =9(t). t,=kr,1sk<sN-1Nr=1,

Z—_:L(uk _uk—l)_%(Auk—l-'_Auk) = fk’ fk = f(tk_%),

(4.)

t_, =(k-37, -(N-1)<k<0,

-1
2

J

= (uli'l +(A _[A_"]T)(f[‘;l H ALy ))+ 4

k=1

u, —4u, +3u,=-3,+ 4_,—-u_,
ikinci basamaktan dguluklu farksemasini elde edilrytir.

Farksemasi (4.1) in Holder uzaylarinda iyi konumlagh® saglanmstir. Bir uygulama olarak,

eliptik- parabolik denklemlerin farfemalarinin ¢6zimu icin koersiyitsizlikleri elde edilir.

Asagidaki operatorler

P=(-2)6G=(+Z)1R=(+B)7,

ve

T, = (l +BIA(+ tA+ ZGP)K( - RV
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+K(I - TZTA)G‘ZRZN‘l ~K( - TZTA)G‘Z(ZI +1B)

(21 +7B)R" {Zn:ai (l +(/]i _[A_Ti]rj Aj p D

i=1

vardir ve self-adjoint pozitif operatédvicin sinirlidir. Burada

-1

B :%(TA+1/A(4+ r’A)) veK = (I + 2A+—i(rA)2j

olarak tanimlannglardir.
Oncelikle bu boliimde gerek duyulacak yardimci tedes verelim

Yardimci Teorem 4.1. Herhangi bir g,,1<k<N-1ve f ,-N+1<k<0 tanimlanmy

fonksiyonlar igin problem (4.1)'in ¢bzimi vardir a&agidaki formuller sglanir:

U, = (1 =R Y[R =R Ju, +[ RV =RV (4.2)
x [zn:ai[(l +(2-140)A)
i=1

0
x| PHiug -7 Z ps1HGf, +(A«i—[7.]f)f[ﬁ] +¢

s[4

N-1
~[RV*— R%(1 + 7B)(2l + 1B)'B 1 D [R¥S - RN+S]QST}

s=1
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N-1

+(1+7B)(2 +7B)1B1 )[R - Res]ger , 1< k < N,
s=1
0
U, =P U, -7 > PGf,-N<k<-1, (4.3)
s=k+1
— l -2 2 N
Uy = T,KG x{(21 -r?A){(2+7B)R (4.4)

s=1 s=1

N-1 N-1
_R\V1p-1 Z[RN—S _ RN+S]gsr + (- RZN)B—l Z Rs—lgST}

+(| — RZN)(| + TB)(TB_lg]_ — 4GB_1f0 + PGB_lfo + GB_lf_l)},

T, = (l +BAU + A+ TG OK(I - RV

Kl - TZTA)G‘ZRZ'\H _K(I - TZTA)G‘Z(ZI +B)

@l + TB)RN|:iai (l + (/’Li - [%]T)A) P41y, Dl

i=1
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Ispat. Herhangi bir { fk};i_N ve £ icin temel ters Cauchy fark problemi ¢ozimii

™ (u -u,)-1(Au,, + Ay ) = £,
(4.5)
-(N-1)<k<0,u, =¢

vardir ve gagidaki formul kullanilir [Sobolevskii, 1974] :

0
u =P*&-1) PTGf,-N<k<-1 (4.6)

s=k+1
& =u, yerlsstirerek elde ederiz.

Simdi, aagidaki temel fark problemini ele alabiliriz

-2 —
-7 (uk+l —2u, + uk—l) +Au, =9,

4.7
g =9(t), t, =k7, 1Isk<N-1, (4.7)

U, =&, uy, =¢.

(4.7)'nin ¢6zimu igin [Sobolevskii, 1977¢agidaki formulin kullanildg iyi bilinir.

u, = (I —RZN)‘l{[Rk -RM ]+ RV Ry (4.8)
N-1

—[RV* — R¥K](1 + zB)(2I + zB) !B Z[RN‘S - RN+S]gSr}
s=1

N-1
+(1 +7B)(2l +7B)'BY [ RF*I-R“*|g,r ,1<k<N

s=1

olur. (4.6)'y1 uygulayarak veé =u,,
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Za'(u i ( : )(f s, +AU x.]))

formallerini (4.8)'ye yerlgtirerek , (4.2)’yi elde ederiz.

U, icin (4.2), (4.3) ve
U, —4u; + 3ug = —3Ug + 4uU_1 — U_y,

kosulunu kullanarak operatoér denklemini elde ederiz.

(2| _ TZA){O _ RZN)_l{[R— RZN—l]uo + [RN_l _ RN+1]

Za.(l+(/l ~[A))A)| P -1 Z psi

]+l
+Za.( - Tl )f[%]+(p:|

N-1
—[R¥L - R¥L](1 + 7B)(2l + 1B) 1B D [RVs - RN+S]gsr}

s=1

N-1
+(1+7B)(2 + B)1B 1 )[R - R1+S]gsr}

s=1
= 1291 + G2(2| + 4tA + %(TA)Z)UO + 4Gtfo — PGrf — Grf 4

Operator
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| + BA(l + tA + %G‘Z)K(I — RV

(1 - TRYG 2R —K(1 - TAG2(2 + 1B)

@+ rB)RN[znjai (| ¥ (zi - [%) A)p_m ]
i=1

bir ters

T, = (l +BIAU+ tA+ ZG2)K( - RV

HK( - TR)G2RVE - K(1 - £A)G2(21 + 18)

(21 +7B)R" {Za [| Jr(;|i _[/'_Ti]rj Aj pth D

operatdre sahiptir.

Boylece

Up = %T,KG‘Z x (2l — 2A){(2 + 1B)RN
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N-1 N-1
_R\V1p-1 Z[RN—S _ RN+S]gsr + (- RZN)B—l Z Rs—lgs,[}

s=1 s=1

+(1 -R™)(1 +7B)(rB g, ~4GB™f, + PGB 'f, + GB'f_ )}
elde ederiz.
Bu sonug yardimci Teorem 4.1’in ispatini sonuclandi

Bu bolimde , (4.1)'in iyi konumlanmhigini galsiyoruz. OncelikleP*, R ve T, igin gerekli bazi

kestirimleri verelim.

Yardimcl Teorem 4.2.Asagidaki [Sobolevskii, 1974], [Sobolevskii, 1977] {#&shyralyev ve
Sobolevskii, 1982]:

1Pl <1 kT || APG? ||y . =M @),

IG I _y<, [P -e™?| <@ k215> 0,
(4.9
IR Iy S M(3)A+r)™, kT || BR" ||, ;<M (9),
”(I RZN ”-| L < —kTA2
H-H

kestirimleri baziM (J) = 0 igin sa&lanir.
Buradan gagidaki kestirim

H(l +BA( +rA+£G‘2)K (1-rR*7) (4.10)

+K(1 - TA)G2RN - K(1 - TA)G2(2l + (BRPY)
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(21 +7B)R" [Zn:ai (I +(}|i —[A_Ti]rj Aj p D

elde edilir.

<M(9)

H-H

Teorem 4.1. Lokal olmayan (4.1) sinir geer problemi C([-1,1],,H) normunda kararldir.

Ispat.[Sobolevskii, 1977] ile sinir ger problemi (4.1)'in ¢ozimii igin

H{ ut,

=M [” 9" lego, 1) *u, +||uN||H] (4.11)

C([0.1]; . H)

olup, [Sobolevskii, 1974] ile

H{ U} ?N

<M [” g0, Ul } (4.12)

C([-1.0).H)

elde ederiz O zaman Teorem 4.1'in ispati, (4.14)12) kararlikli gitsizliklerine sinir dger

problemi (4.1) ¢6zUmu igin
11U < MO Nl oy 1y +11 9" oo sy 1181 |- (4.13)

Uy T < MO lleerog iy #1187 ooy )+ | (4.14)
kestirimlerine dayanmaktadir.

Teorem 4.2. p0O0D(A) ve fy, f_, g,OD(I +7B)olsun. O zaman (4.1) fark problenM (3)

f’, 9", ¢ ver’dan b&msiz olmak Uzere

” <T_2(uk+1 - 2uk + uk—l)} T_l ” C([0,1],H)

+ || {r7 Uk — U)o ||C([—1,0]T.H)
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0
+ [ {Au | ot H {%(Auk + Auk_l)}_N+1

C([-1,0]:.H)

< M((s)[min{lnl,u Inj| A | Hqu}[ll * loram * I 97 legon,m ]

+I Ap Il +I1(1+7B) fy lhy +11(1 +7B) gy Il +1I (1 +7B) 1}, ]
hemen hemen koersigitsizligine sahiptir.

Iyi konumlanmglik Cg,([-1,1],,H) de elde edilebilir.

Ispat.[Ashyralyev ve Sobolevskii, 1981] ile ters Cauchykf problemi (4.5) ¢oziimii igin

_ 1 °

{7 l(uk ~ U} E)N+1 ||C([—1,01, m T {E(Auk + Auk—l)} (4.15)
“Nlleq-1,00, 1)
< M@ min{InL, 1+ I | Al I F 1l a gy + AU Iy ]

esitsizligine sahibiz.
[Sobolevskii, 1977] ile sinir ger problemi (4.7) ¢6zUmu icin

_ - N-1
U =20, U )1 o+ AWE ] (4.16)

elde ederiz.

O zaman, Teorem 4.2’'nin hemen hemen koersitsiglikleri (4.15), (4.16) ve sinir ger

problemi (4.1) ¢6zUmu icin

I AUy i< MO)] Il AB Iy +1 (1 +7B) f, Il



98

+min{|nl,1+ Inll A lly.n |}[|| * lorom + 1 OF ||C([0,1]T.H):|:|’
|Aug]l, <M @[l Agll, +11(1 +78B) fy ]

; 1
smin{nd, 2+ 00 A T P L1 Tegagom + 1097 o] ]

kestirimlerine dayanmaktadir. Bu kestirimlerin ispgSobolevskii, 1977] ve [Ashyralyev ve
Sobolevskii, 1981] makalelerinigemasini takip eder ve (4.4), (4.9) ve (4.10) kieskarine

dayanir.
Boylece, Teorem 4.2’nin ispati sonuclandirilir.

Teorem 4.3. Teorem 4.2'nin kabulleri ghansin. O zaman (4.1) sinir @ problemi

Co.1([=1, 1, H) Co1([-1,1:,H) Holder uzaylarinda iyi konumlangtr ve M (&) 7, g, ¢

ve 1 'dan b&imsiz olmak Uzere

-2 N-1
” {T (uk+1 - 2uk + uk—l)}l ” C%,([0,1],H)

+ ” {T_l(uk - uk—l)}gN-}—l ”Eg([—l,O]T,H)

+ || {Au | + [ {Z v+ Aun}
K1 lleg,q0.1.m) 2K LS

Co-1,0].H)

1 T T
SM(é)[a(l_a)[nf T T v

+[(+7B)folly + 11+ 7B)gully + (1 + 7B)f 1l 4],

_ N-1
” {T 2(uk+l - 2uk + uk—l)}l ” C81([0,1]7,H)
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+ {7 (U - uk—l)}9N+1 ||ag([_1,O]T,H>

+ [ {Aud 2|

1 0
. + {— Au, + Au,_ }
CO,l([Orl]‘hH) H 2( K k 1) —N+1 Eg([—l,O],,H)

1 T T
SM(é)[a(l_a)[nf et gosopany 19" o, oo |11 A2

11 +7B) o lhy +1 (1 +7B) gy lly +11(1 +7B) f_y}, ]

koersiv gitsizlikleri sazlanir.

Ispat. [Ashyralyev ve Sobolevskii, 1981] ve [Ashyralyeg Sobolevskii, 1982] ile Cauchy fark

problem (4.5) ¢c6zimda icin

0
_ 1
I{T™ (U —u )} oy ||ég([_110] H) + {E(Auk + Auk—l)} (4.17)
' ~NHLIES (-1,0], H)
1
< M(5)|:m” fT ” C3([-1,01;,H) + ”AUO ” H :|:
1 0
I{T™ (U —u )} ||ég([_110] H) + {E(Auk + Auk—l)} (4.18)
' ~NHLIES (-1,0], H)

1 T
< M(@[m” ol cag,m T+ AU ||H:|

yazilabilir.

[Sobolevskii, 1977] ile sinir ger problemi (4.7) ¢6zUmu igin
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N-1

K7 (e =26 U D g 00y H AU (4.19)

Cg1([0.1) H)

< M(5)|:Ol(1—1—(1)” gT ”ngl([o.l]r,H) + ”AUO ” H + ”AUN ” H :|

elde ederiz

O zaman, Teorem 4.3’Un ispatl (4.17) - (4.19) kivessitsizliklerine ve sinir dger problemi
(4.1) ¢cb6zUimd igin

1 . .
[ Augl, SM(J)LY(ZL‘O’)['” s orop o, TG ||%([0,1L,H)} (4.20)
1 AB Iy +1I(1+7B) Tolly +11(1+7B) gy lly +11 (1 +7B) £, |,

1 : ,
|Auy]l, < M(é)[a(l_a)[ll P g oy T |kg,1qo,1],,m} (4.22)

+I Aplly +11(1 +7B) fo Il +1I (1 +7B) gy Il +I1(1 +7B) £yl |

kestirimlerine dayanmaktadir.

Problem (4.1)'in ¢cozimud ile (4.9) ve (4.10)’'un kesti igin olan

Au, :%T,KG‘2 {(ZI - TZA){(2+ 7B) R" [(—T)Zn:ai (I +£)Ii - [A—ri]rj Aj

i=1

Z AP HIG(f, - fN+1)+Za.( AL )Af i + Ag

[ 1+1
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N-1 N-1
~RVIABL Y RV(gs— g 1)7+ RVIAB™ Y RYS(gs — 1)
1 s=1

N-1
+(1 - RRMAB ) R (gs - gm}

s=1
+ (I - RNY(1 + 7B) (B *Ag; — 4GB 1Afy + PGB tAf, + GB1Af_;)
+ (21 = 2A)(2 + TB)RV(PN = f i1

+ABZ(RV = {RY g1 + (RN =R —1)gs } },

- Zai(l + ()«i - [%]T)A) i AP (fs_ f[%])
[

T
i=1 s=[+1+1

formilleriyle (4.20) ve (4.21) kestirimlerini eddederiz. Bu sonu¢ Teorem 4.3’Un ispatini

sonlandirir.
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4.2. Uygulamalar

Bu boélimde lokal olmayan karma problemlerin yalda cozimua icin fark semalarinin
cozimlerinde kararlihk kestirimleri, hemen hemearakhlik kestirimleri ve koersiv kararllik
kestirimleri elde etmek icin Teorem 4.1, Teorem vieZTeorem 4.3 uygulamalarini gosteggee
Oncelikle, ¢ok boyutlu eliptik parabolik denklen®.24) icin cok noktall karma sinir ger

probleminin yaklaik ¢6ziimiine bu soyut sonucun uygulamalari ele cdikta .
Problem (3.50) icin farkemasi (4.1) farkemasi kullanilarak

[Sobolevskii, 1974], [Sobolevskii, 1977]:

h _oh h
a2tk 4 ()= (0

T

ar(x)=g"(t.,x), t =kr, 1I<k<N-1,Nr=1,x0Q,
L - (U () + 4 () = 00

fe () =f"(t ., %), t_,=(k-3r, -N+1<ks< 0,x0Q,,

-1
kz

(4.22)
W =La (u () +(A, —[i;lr)[ £+ AU (x)D

+¢"(x), xOQn,

—uf (x) +4uf (x) - 3 (x) = A (x)— 4, &)+ u", &), xOQn

ikinci basamaktan dguluklu farksemasi yazilir.
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Teorem 4.4. Eger r ve |h[ /W’ +0h’ yeterince kiiguk pozitif sayilar ise, bu durumda

(4.22) farksemasinin ¢6zUmu icinsasidaki

N-1
|| {uk} || C(-1,1+ |_2h) |:” { } -N+1 )

hy N-1 h J
HRCH ||C([O'1]T'L2h)+||<P I, |

2/, h _ o h N-1 h N-1 ||

h h 0
+ Uk + uk—l
2
—-N+1

+r|ety,,
W

~1/,:h h 0
+ {7 U =) v egra

C([-1,01: W5,)

+H fh +er(§1

o'

<ME |t +|a

2 1
Lon Lon Lon W, W3,

h
+TH91 W

+lhl[ll{ }N+1“3( 1,0}, L) ||{9:}T_l|l:([o,11,,tzh)ﬂ

kararlihk ve hemen hemen koersiv kestirimleri glaair. Burada M(Jd) katsayisi

r,h £ (x),-N+1<k< 0 g'(x),1sk<N-1 ve ¢"(x) 'den bgmsizdir.

Teorem 4.4'Un ispati, soyut Teorem 4.1, Teorem 43249) formdli ile tanimlananA; fark
operatorinun simetri 0zelliklerine Me,, uzayindaki (3.53) eliptik fark probleminin ¢ézungin

koersiv gitsizligine ve Teorem 3.5'e dayanmaktadir.
Teorem 4.3 Un bir sonug ¢ikarmasini verelim.

Teorem 4.5.7 ve |h| yeterince kuguk pozitif sayilar olsun. O zamark f&masi (4.22) ¢6zimi

> N-1
| {7 (Uk+1 —2up +up. 1>} ” 2002+, L2n)
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=10 _yh 0 —a hY N-1 ||
+ ” {T (uk uk—l)}—N+l ||C0([_1’0]T’|_2h) + || {uk}l Cgl([o’l]nvv%h)

h h 0
N uk + uk_l
2
—N+1

TH f,

Col[-1,0]: W&,

+r e, +7le:

M@)o’

W, W, W, h

e [ L SR 3 T |

- h h h N-1
{7 (Uk+1 2uk+uk—1)}1 |Eg,1([0,11,¢2h)

0
h h
. {uk +uk_1}
2 N+1

~1¢h _q4h 0 Na h N—l||
+ ” {T (uk uk—l)}—N+l ”Co([—l.o]r,LZh) + || {uk}l ngl([o,l]r.\/\éh)

C5 ([-1,0], W)

R YR Y e T

1 h1 N1
+O’(1 O’)|:||{ }N+1||Co([10], ||{gk}l ||C€,1([0,1],1L2h):|:|

koersiv kararlilik kestirimleri gdanir. Burada, M (9) katsayisi r,h, f"(x),-N+1<k<0

0/ (x),1sk<N-1 ve ¢"(x) 'den bgimsizdir.

Teorem 4.5'in ispati, soyut Teorem 4.3, (3.49) fotmig tanimlananA fark operatdriinin
simetri Gzelliklerine vel,, uzayindaki (3.53) eliptik fark probleminin ¢ézungin koersiv

esitsizligine ve Teorem 3.5'e dayanmaktadir.
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Sinir deger problemi (2.23)'Un yakiak c¢ozumleri icin bir dgiskene bgh olarak ikinci
basamaktan dwouluklu fark semalari aynisekilde olgturulabilinir. Yukarida verilen soyut
teoremler farlsemalari ¢cozumleri icin kararlilik kestirimleri, hemhemen kararlilik kestirimleri

ve koersiv kararlilik kestirimlerini elde etmemize verir.
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5. SAYISAL SONUCLAR

Kararlilik ssitsizliklerindeki sabit sayilar icin kesin bir k&#tn alinamamaktadir. Bu yiizden,
eliptik-parabolik denklem icin lokal olmayan sideger probleminin

L4+ ((1+x) %) =g(t,x),

g(t,x) =-tsinx+ " +t)(cosx—x sirx ),

-1<t<0, O<x<m,

WL ((L+ X)) = f(t,X),

f (t,x) = (-2 +1-t)sinx+ € +t )(cox— X siIx ), (5.1)
O<t<]1 O<x<rm,

u(1:x) = 2u(-10) +3u(~2 X)+ (1)

go(x) =(e* —g—%e% +I)sinx, Osx< 7,

u(t,0)=u(t,7)=0, -1<t< 1
sayisal ¢cozumleri verilecektir. Bu problemin tanzigmi
u(t,x) = (et +t)sinx.

seklindedir.
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Burada, lokal olmayan (5.1) sinir @& probleminin yaklgk cézimleri igin, birinci ve ikinci
basamaktan dwuluklu fark semalari kullanilacaktirikinci mertebeden katsayilari matris olan
n’ye gore fark denklemleri elde edilecektir. Bu fadlkenklemlerini ¢ézmek icin iyikgiriimis
Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir. Sayssalemelerin sonucu olarak ikinci basamaktan
dogruluklu fark semasinin birinci basamaktan goluklu fark semasina oranla daha gta

oldugu gosterilecektir.

5.1. Birinci Basamaktan D@ruluklu Fark Semasi

Eliptik parabolik denklem icin lokal olmayan (5.§)nir dger problemini ele alagaz. (5.1)

probleminin yaklaik ¢6zimu icin

[-11], x[O, ], ={(t,,x,): t, =kT, —=N<K<N, Nr=1
X, =nh, 0sn<M,Mh=r3}

r ve h kuguk parametrelerine pla grid noktalar ailesinin [-11], %[0, 77],, setini ele alahm.
Oncelikle

Ut ubs) _yy'(x ) = O(h?),

2h

(5.2)

u(xn+1)_2ul‘::n)+u(xnfl) _ u"(xn) — O(hZ)

formdlleri uygulayarak ve lokal olmayan (5.1) simieser probleminin yaklgk ¢6zimu icin

birinci basamaktan douluklu (3.51) farksemasi kullanarak
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k+1 K k-1

Up——2Up +Uy (1+Xn)(un+ 0k +un—) n+ un— —
Ui 4 i ha i) st = gt ),

1<ksN-1, 1<nsM -1,

k_ k-1 k-1 k-1, k-1
Un ~Un (3%, )(Upiz = 2up " +Up ) n+1 un—l —
ro T h? + =f (tk 1% )

-N+1<k<0, IsnsM -1,
(5.3)

1

Un Y, n (1+Xn)un+ 2” +un Un+ un— —
— + e 1 t=—(1+x,)sinx, + co, ,

X, =nh, 1Isn<M -1,

denklemler sistemini elde ederiz.

Boylece, (2N +1)x(M +1) boyutlu dgrusal denklem sistemi (5.3)'de matris formunda

yazilabileceksekilde elde edilnsiolur.
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Bu dasrusal denklem sistemi duizenlenergkgadaki formda

x, 1 k 1\, ,k+1 2 _2(1x%)), K 1Y, ,k-1
(5 b+ (B ut o+ (-2 - 25 u + () un

+(1+xn _2_1h)unk_1=g(tk,xn), 1<sk<N-1, I<nsM -1,

h2

1+x, 1 k-1 1,,k _1_ 2(1+x,) k-1 X, 1 k-1
(h2 +ﬁ)un+l +?un +( T h? )un +( )u

= f(t_,%), ~N+1<k<0, IsnsM -1,

X, 1 -1 _2(1%,) ), -1 _1),,0 1),,!
(hz +E)un+1+( 2 )un +( ?)un+(?)un

+(1;?’ —z—lh)u;fl =—(1+x,)sinx, + co, ,

yazilabilinir.

Birinci asamada, birinci basamaktangtaluklu (3.51) farksemasi uygulayarak matris formunda
AU.,+BU +CU_ _,=Dg , 1<n<M -1,
(5.4)

U,=0, U, =0,

denklem sistemini elde ederiz.
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Tanimlanmg olan A,, B, ve C,

An

Bn

ve

0O O
a, O

0 a, .

-1/2
o

0

b

0 .

o

o O

o
© o O
© o O
o o o
© o o
© o o

© o O

© O o .
© O o

.d e, d

© o o
© o O
© o B

O O o

0 0O
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0 0. 00OOOTP O

h0 . 00O0ODO

Orn. 00 0O0 O

0 o0.0rhb, 0O O. O
. 00O0r, O. O

0 0. 00O0OO0OOTrHR. 0O

Cn

. 0000 O .r, O
0 0.0rh,h, 0OO. 0O

(2N +1)x (2N +1) matrisleri olup ve D (2N +1)x (2N +1) birim matrisidir,

¢, U, ise
o | U

On = q).P, , Ug = :ug fors= n+t1,n
L en | i b? |

(2N +1)x1 situn vektorleri olup,g¥’da

#(x,), k=-N,

f(t,,,x,), ~N+1<k<0,

o(t,,x,), 0sk<sN-1,

- @+x,)sinx, +cosx,, k=N
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olarak tanimlanmstir.

Burada,
1+x, 1 1+x, 1
n = TR
h? 2h h? 2h
201+
b, = —L- ( zxn)’C:}’d:iz,
T h T T
2 21+x.) 20+ x,) 1
e =—- n ,f:— n , = -
" r? h? h? g T

olarak ifade edilmsitir.

Dolayisiyla, ikinci mertebeden 'ye gore katsayilari matris olan (5.4) fark denkleide edilms
olur. Bu fark denklemini ¢6zmek icin, matris denkiain katsayilariyla iyilgtiriimis Gauss
eliminasyon yontemini uygularz. Bu tarz sistemiraaskii ve Nikolaev [Samarskii ve Nikolaev,

1989] tarafindan fark denklemleri igin kullanikoir. Boylece, matris denklemin ¢ézimunu
Uj=a; U+ B, j=M-10021
U, =0

formunda elde ederiz.

Burada@® ( =1,++M) 2N+ 1) x 2N+ 1) Kkare matrisleri ve

Bi G=1,-++M) ve @N+1)x1 siitun matrisleri olup

ji1 = —(B+ C(Xj)_lA,

Bj:1 = (B+ Caj) ™ (Doj — CBy),

olarak tanimlanmstir.
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a1 (2N+1) x (2N + 1) sifir matrisi ve

P1 (@2N+1) x1 gifir matrisidir.

Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin sayisal ¢ozimlerini yukakidydntem ile
bulan bir Matlab program Ek 1 kisminda vergtii

5.2.1kinci Basamaktan Dggruluklu Fark Semasi

Ikinci olarak, (5.2) formullerini uygulayarak ve {3.probleminin yaklgik ¢ozimleri icin ikinci
basamaktan (4.22) dnuluk farksemasini kullanaraksagidaki denklemler sistemini elde ederiz.

_ K K, K
ukrtoukpukt o (14Xn)(Up,—2Up+Uy ) uk —uk

2 + > + == = g(tk, Xn),

tk =k, Xn=nh, 1<k<N-1,1<n<M-1,

uk-ult L) Upg2ufrus ) ok -uk
T 2h2 4h
+(1+xn)(uﬁj72ur|§fl+u",j) uhj—uhi _ f(t ER )
2|’l2 4h k 2 nj)s

te« =k, Xxpn=nh, =N+ 1<k<0,1<n<M-1,

—U3 +4u} —3ud = 3u8 —4upt + Uy, Xp =nh, 1<n<M-1,

N

us =u, =0, —N<k<N.

Ik kisimdakine benzer bigekilde (2N +1)><(M +1) lineer denklemler sistemine sahibiz ve

onlart matris formunda yazaga. (5.1) probleminin yakkak ¢6zUmu i¢in bu sistemi
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(1+xn )Un+1+( )uk+1+< _ 2<1+xn)>uk +( )uk 1

+(%—2_]h>u:'<171 :g(tklxn), 1<k< N-1,1<n<M-1,

(G v o+ (G Juba + (-2 Ju
P32 (- 3 et + (G - )b
= f(tc=L.Xn), —-N+1<k<0,1<n<M-1,
n—4upt +6up —4uz + Uz =0, 1<n<M-1,

N

uN—LuN—Lup?2 = (Xn), Xn = nh, 0< N < M,

formunda tekrar yazabilirizkinci asamada, matris formunda

AU, +BU +CU_ =Dg,, 1l<sn<M -1,
(5.5)

U,=0,U, =0,

( 5.5) lineer denklemleri elde etmek icin ikinci daanaktan (4.22) gouluk fark semasini
uygulariz.

Tanimlanmg olan A, B, ve C,



An

Bn

ve
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O 0 O. O
Vn Vn O 0 O
0 vy Vvh .
0 O Vn Vh O O 0
0 0a, O '

O 0 0. 0 O Oa . O

-1/2 0 0 .-1/2. 00 0O 0 O O
Yo zZ2 O. 0O . 00 O O O O
0 VYn z4 0 00 0O 0 0 O

0O 00. O .0Oy,z O O O .
. .00 0d e dO.
O 0 O. O .00O Od e d.

00 0O 0 0 0O

0O 00. O .0146 -410.

© o O

.d e d

o o o
© o O
© o B |

0
0
0

© O o
O O o

0 0O



116

0 0 0 .0 0 ]
wh, w, O 0 O
0O wa w, . 0 O
0 0 Owh, woa 0 O 0
Cn: ’
O 0 Or, O
0 0 O 0 0 Ory 0
0 0 .rn O
0 O .0 0 00

(2N +1)x (2N +1) matrisleri olup,
D (2N +1)x(2N +1) birim matrisi

@,, U, ise gagida gosterilmj olan (2N +1)x1 situn vektorleridir.

en=| 0% |, Us=| U? fors= n+1,n,
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Burada,
_ 14X 1 _dl+xn 1
WET Tane T T T
_1+Xn 1 _l+xn 1
an h2 +2h;rn h2 2h1
1 1+X, 1 14+Xa
Yo ==~ e """ T 2
_ 4 _ 2 2(1+xn)
d_?’en_ 2 h?2
ile
~
o(Xn), k = —N,
f(tk—é,xn), -N+1<k<0,
o5 = <
g(tkyxn), 1 S k S N_ll
0,k = N.
\

olarak ifade edilmsitir.

Boylece ikinci mertebeden 'ye goére katsayilari matris olan (5.5) fark denklee sahibiz. Bu
fark denklemini ¢ozmek icin modifiye edilgniGauss eliminasyon metodunun sirecini ayni
sekilde uyguladik.

Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin sayisal ¢ozimlerini yukakidydntem ile
bulan bir Matlab program Ek 1 kisminda vergtii
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5.3. Hata Analizleri

Eliptik parabolik denklem igin lokal olmayan (5.&inir deger problemini dikkate alalim. Lokal
olmayan (5.1) sinir ger probleminin yaklgk ¢6zimu i¢in dgruluk fark semalarinin birinci ve
ikinci basamaktan dguluklu fark semalari kullaniimgtir ve N=M=230 icin asagidaki sekillerde

(5.1) probleminin gercek ve yakl& ¢cézimleri verilmgtir.

GERGEK COZUM

e
g
Ittt ety

f =
T N

T
A

Xoaxis

Sekil 5.1 Gergek ¢ozim
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EULER-ROTHE

e

N0 U \

e e e :
ﬁ 7 _|lr.||r'r
,;@%Mfg%j - T )

i

Sekil 5.2 Birinci basamaktan gauluklu fark semasi
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CRAMK-MICHOLEOM

o l&x}‘ﬁ"“ﬁ% :
e = b,
i R

e e
;4'% ,‘é;%;w G

L

Sekil 5.31kinci basamaktan dwuluklu farksemasi

Sonugclarin kaslastiriimasi icin hatalar

Ey = max |u(te,Xn) — Uk,
N<k<N

1<n<M-1

formaluyle hesaplanir.



Burada u(t,, x,) problemin gercek ¢ozumiinii v’ de, (t,,x,) noktasinda sayisal ¢ozumii

temsil etmektedir. Sonuclasagidaki cizelgede gdsterilrtir.

Cizelge 5.1u(t,x) icin hata analizi

Metot N =M =30 N =M =60 N=M=90
BBDFS 0,042169 0,021639 0,014546
IBDFS 0,000908 0,000227 0,000101

Cizelgeden de acik bgekilde goruldigu gibi, ikinci basamaktan g@ouluklu fark semasi birinci

basamaktan dpuluklu farksemasina oranla gercek ¢éziimlere daha yakin soruggtaektedir.




122

6. SONUCLAR

Bu calsmanin esas amaci lokal olmayan sinigetekasullar ile ¢ok noktali eliptik-parabolik
diferensiyel ve fark problemlerin iyi konumlanghginin dgrulugunun ortaya konulmasidir.

Yapilan bu cablmanin sonucundaagidaki orijinal sonuglar elde edilstir:

. Self-adjoint pozitif tanimliA operatorli soyut eliptik-parabolik denklem iginkgooktall

lokal olmayan sinir dger probleminin

—4U0 1 Au(t) = g(t), (0=t < 1),

dt?

% —Au(t) = f(t),(-1<st < 0),

U= Sau(h)+ 4.

Sa|<1,
i=1

~1< 1 <..<A, <0

iyi konumlanmshi g agirlikli Holder uzaylarinda dgrulugu ortaya konularak elde edilsgtir.

Uygulamada bu soyut sonu¢ ¢ok noktall lokal olmayama sinir dger problemi icin kurulan
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-u, —(a(x)u,), +ou=g(t,x), 0<t<1, O<x<1,
u, +(a(xu,), —ou = f(t,x), —1<t<0, O<x< 1,
u(t,0)=u(,1),u, ¢,0=u, ¢.,1),- Et< 1,
u(l,x):ilaiu(/t X)+ @ (X), il|ai|s 1,

~1€ A <A,<..<A, <0, 0cx< 1,

u(0+,x)=u(0-,x), u, (G-, x) =u,(0-,x), 0O<x=<1

karma denklemde ve ¢ok noktall lokal olmayan kasma de&er denklemleri icin kurulan
U, - 2(a (U, ), =g(tx), 0<t<1x0Q,
r=1 '
uﬁi(a,(x)uxf)xf =f(t,x), —1<t<0,x0Q,
r=1

u(t,x)=0,x0S, -1<t< ],

J J
UL x)=Xau( )+ x), Xla|<1,

i=1 i=1

~1< A <A, << A, €0,

u(0+,x)=u(0-,x),u, (O X =u, (6 x )xO Q
eliptik-parabolik denklemde koersiv kararlilifitsizlikleri elde etmemizi ggar.
Burada, Q sinirli n-boyutlu Oklid uzayR" (0< x, <1, 1<k <n)'deki agik birim kuptar.

» Lokal olmayan sinir dger problemi icin verilen eliptik—parabolik denklemiyaklagik

¢6zimd igin



124
772 (Usz — 2Uk + Uic) + AU = Gy,
e = 9t te—kr, 1<k < N—1,
T U — U g) —Au g =i, fio=f(tea),

tr = (k-1Dz, —(N-1) <k <0,

J
Un = Zaiu[ﬁ] + @, Uy —Ug = Up — U_1.
i=1 !

.
ve
(2
~T7“(Uge1 — 2Ux + U1 ) + Ak = G,
Ok = 9(ty), ty =k, 1<k <N-1Nr=1,
T (U= Uer) — 3 (AU + Au) = i, o=t 1),
2 tea = (k-2)7, ~(N-1) <k<0,

Un = é“(“[%} + (= [#1) (f[é] +A“[%J)) e

J
Zlail =< 1’u2 - 4u1 + 3U0 = —3u0 + 4u_1 —U_
i=1

birinci ve ikinci dereceden kararlilikli fagemalari kurulmstur.
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Holder uzayinda bu farlgemalarinin iyi konumlanmghigi elde edilmgtir. Pratikte, fark

semalarinin yaklgk ¢ozimi icin kararlilik, hemen hemen koersjitsizligi, koersiv kararllik

kestirimleri elde edilngtir.

» Eliptik-parabolik denklem icin lokal olmayan simieser
L4+ ((1+x) %) =g(t,x),
g(t,x) =-tsinx+ " +t)(cosx—x sirx ),
0<t<l1, O<x<rr,
F+5(Ar3) = (t.x),
f (t,x) = (-2 +1-t)sinx+ €* +t )(cox—X six )
-1<t<0, O<x<m,
(L) =3u(-1) +3u(~4 X)+4(¥) .

go(x) :(e‘l—g—%e% +I)sinx, Osx< 7,

u(t,0)=u(t,7)=0, -1<t< 1

probleminin fark semalarinin ¢oézimlerinin teorik ifadeleri sayisal neg sonuclari

desteklenmitir.

ile
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EK 1 Euler Rothe farkemasi (5.2)'nin uygulanmasi igin yazilan Matlabd?ean!i
EK 2 Crank-Nicholson farkemasi (5.3)'in uygulanmasi i¢in yazilan Matlab Paogy
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EK 1 Euler Rothe fark semasi (5.2)'nin uygulanmasi i¢in yazilan Matlab Prgrami

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
% first order accuracy rother method
% mixed type

close; close;

w=1

if nargin<1,

N=30 ; M=30 ;

end,

tau=1/N;

h=pi/M;

A=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=2:N+1,;
A(i,i-1,s)=(1+s*h*w)/(h"2)+(1/(2*h));
end,;

for i=N+2:2*N;
A(i,i,s)=(1+s*h*w)/(h"2)+(1/(2*h));

end,
A(2*N+1,N,s)=(1+s*h*w)/(h"2)+(1/(2*h));
end;A;

B=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

B(1,1,s)=-1/2;

B(1,(N/2)+1,s)=-1/2;

B(1,2*N+1,s)=1;

for i=2:N+1,
B(i,i-1,s)=(-1/tau)-((2*(1+s*h*w))/(h"2));
B(i,i,s)=1/tau;

end;

for i=N+2:2*N;
B(i,i,s)=(-2/(tau”2))-((2*(1+s*h*w))/(h"2));
B(i,i+1,s)=1/(tau”2);
B(i,i-1,s)=1/(tau"2);
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end,

B(2*N+1,N,s)=-((2*(1+s*h*w))/(h"2));
B(2*N+1,N+1,s)=-1/tau;

B(2*N+1,N+2,s)=1/tau;

end; B;

D=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=1:2*N+1,;

D(i,i,s)=1;

end ;

end; D;

C=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=2:N+1; C(i,i-1,s)=(1+s*h*w)/(h~2)-(1/(2*h));
end,

for i=N+2:2*N; C(i,i,s)=(1+s*h*w)/(h"2)-(1/(2*h));
end,

C(2*N+1,N,s)=(1+s*h*w)/(h"2)-(1/(2*h));

end; C;

%'fii(j) finding ' ;

for s=1:M-1;

x=s*h;

fii(1,s:5) =(exp(-1)-(1/2)*exp(1)-(1/2)*exp(1/2)+H&))*sin(X);
fii(2*N+1,s:8)=-sin(x)-sin(X)*x*w+cos(X)*w;

for k=2:N+1,

x=s*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

fii( k,s:s) =(-2*exp(-t)+1-t)*sin(x)+w*(exp(-t)+ty(cos(x)-x*sin(x));
end,

for k=N+2:2*N;

X=s*h;

t=(-N+k-1)*tau+tau;

fii(k,s:s) = -t*sin(x)+w*(exp(-t)+t)*(cos(x)-x*sinK));
end,;

end:;fii;
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alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)=0;

betha(2*N+1,1:1) =0 ;

for j=1:M-1;

alpha(:,:,j+1:j+1) =-inv(B(,:,J:)+CC, D xalpl(,: ) *AG, L)) ;
betha(:,j+1:j+1) =inv(B(:,:,j:)+CC, ) alphal,: D) (DG, j)* (i, j:))-CCL L jiD*
betha(:,j:)));

end,

U( 2*N+1,1,M:M ) = 0;

forz = M-1:-1:1;

uU(:,:,z:z) = alpha(;,:,z+1:z+1)* U(;,;,z+1:z+1)betha(;,z+1:z+1);
end,

forz = 1:M;

p(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:2);

end;

'EXACT SOLUTION OF THIS PDE';

for j=1:M+1,;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = (exp(-t)+t)*sin(x);

end,

end;

'ERROR ANALYSIS';

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));
relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(ab3(es)

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

%%%% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %% % %%
table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:engh;)=
%%%%%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%%%8%0%
g=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]l=meshgrid(0:h:pi,-1:tau:1);
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surf(xler,tler,es); xlabel('x axis');ylabel('t ajjs

title(EXACT SOLUTION); set(gca,'ZLim',[q w]);rota3d;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel('x axis');YLabel('t ax)s'

titte(EULER-ROTHE'); rotate3d ;set(gca,'ZLim',[d)w

%%%%%% %% %% %% %% % % %% %% %% %% %% %% % % % % %%% % %% %%

EK 2 Crank-Nicholson fark semasi (5.3)'Gin uygulanmasi icin yazilan Matlab Progumi

function [table,es,p]=rothermethod(N,M)
% second order accuracy rother method
% mixed type

close; close;

if nargin<1,

N=30;

M=30;

end;

tau=1/N;

h=pi/M;

w=1

A=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=2:N+1,;
A(i,i-1,s)=((1+s*h*w)/(2*h"2))+(1/(4*h));
A(i,i,8)=((1+s*h*w)/(2*h"2))+(1/(4*h));
end,

for i=N+2:2*N;
A(i,i,8)=((1+s*h*w)/(h"2))+(1/(2*h));
end;

end,

B=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

B(1,1,s)=-1/2;

B(1,N/2+1,s)=-1/2;

B(1,2*N+1,s)=1;
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for i=2:N+1,
B(i,i-1,s)=(-1/tau)-((1+s*h*w)/(h"2));
B(i,i,s)=(1/tau)-((1+s*h*w)/(h"2));
end;

for i=N+2:2*N;
B(i,i,s)=(-2/(tau”2))-((2*(1+s*h*w))/(h"2));
B(i,i+1,s)=1/(tau”2);
B(i,i-1,s)=1/(tau"2);

end,

B(2*N+1,N-1,s)=1;

B(2*N+1,N,s)=-4;
B(2*N+1,N+1,5)=6;
B(2*N+1,N+2,5)=-4;
B(2*N+1,N+3,5)=1;

end,

D=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=1:2*N+1,;

D(i,i,s)=1;

end ;

end ;

C=zeros(2*N+1,2*N+1,M-1);

for s=1:M-1;

for i=2:N+1,;
C(i,i-1,s)=((1+s*nh*w)/(2*h"2))-(1/(4*h));
C(i,i,s)=((1+s*h*w)/(2*h"2))-(1/(4*h));
end,

for i=N+2:2*N;
C(i,i,s)=((1+s*h*w)/(h"2))-(1/(2*h));
end,;

end,

%'fii(j) finding ' ;

for s=1:M-1;

fii(1,s:5) =(exp(-1)-(1/2)*exp(1)-(1/2)*exp(1/2)+&))*sin(s*h);
fii(2*N+1,s:5)=0;
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for k=2:N+1,

t=(-N+k-1)*tau-(tau/2);

fii(k,s:s )=(-2*exp(-t)+1-t)*sin(s*h)+w*(exp(-t)+t)(cos(s*h)-(s*h)*sin(s*h));
end;

for k=N+2:2*N;

t=(-N+k-1)*tau;
fii(k,s:8)=(-t)*sin(s*h)+w*(exp(-t)+t)*(cos(s*h)-(sh)*sin(s*h));
end,;

end,

alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)=0;

betha(2*N+1,1:1) =0 ;

for j=1:M-1;
alpha(:,:,j+1:j+1)=-inv(B(,:,J:))+C(, ) )*alphé,: ) *AC,:H)) ;
betha(:,j+1:j+1)=inv(B(:,:,j:;))+C(:,:,j:))*alpha(:,j:)* (D, ) *(fi :,j:)))-
(CC,upi) betha(:,ji) ));

end,;

U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

forz=M-1:-1:1;

uU(;,:,z:z) = alpha(:,:,z+1:z+1)* U(:,:,z+1:z+1)betha(:,z+1:z+1);
end;

forz = 1:M;

p(:,z+1:z+1)=U(;,:,z:2);

end,

'EXACT SOLUTION OF THIS PDE';

for j=1:M+1,;

for k=1:2*N+1,

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = (exp(-t)+t)*sin(x);

end,;

end,

'ERROR ANALYSIS';

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));
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relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(ab3(es)
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

%%%% %% %% % %% % %% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% % %% %% % %%
table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:engh;)=
%%%%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%%%%%%
g=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]l=meshgrid(0:h:pi,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); xlabel('x axis');ylabel('t ajis

title(EXACT SOLUTION"); set(gca,'ZLim',[q w]);rota3d;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel('x axis');YLabel('t ax)s'

title(CRANK-NICHOLSON"); rotate3d ;set(gca,'ZLifa,w]);

%%%% %% %% % %% % %% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % %% %
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