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S U M M A R Y

In this thesis has been shown that Some special 
cases of crystal lattice e q u a t i o n  Ĵ2 lj .

*- . * * 1 *i)u t "* 3 u t *  _3_ ıı _
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is the m a t r i x  KdV e q u a t i o n  and solvable by the method of 
inverse s c a t t r e i n g  t r a n s f o r m a t i o n , [4,15,19] and in the
other cases in the crystals lattice e q u a t i o n  asympto t i c a 11y 
reducible in to Kordeweg<-de V r ies equation.

In the first chapter, the KdV e q u a t i o n  Ql3[] and some 
of its p r o p e r t i e s  introduced. Also the m e t h o d  of inverse 
s c a t t e r i n g  t r a n s f o r m a t i o n  and the formalisms of Lax [l5] 
and of Ab 1owi t z - K o u p - N e w e 1 1-Segur (AKNS) [4| have been 
d i s c u s s e d  briefly.

In the second chapter has b een shov/n that the 
Grys tals-La 1 1 ice e q u a t i o n  are in the type of g e n e r e l i z e d 
KdV or g e n e r a l i z e d  B o u s s i n e s q  e q u a t i o n  and not general 
solveble by the direct use of the inverse scatteıring trans- 
f o rmat i o n .

H o w o v e r  in a special case the c o e f f i c i e n t s  of 
crystal lattice e q u a t i o n  will be t r a n s f o r m e d  into the
M a t r i x  KdV equation.

\ \
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In this special form con be p o s sible to solve the 
eq u a t i o n  by inverse s c a t t e n i n g  t r a n s f o r m a t i o n .

In the third chapter, using of the asymp t o t i c  
T a n i u t i - w e i  reductive method, the crystal Lattice equa t i -  
on reducted a s y m p t o t i c l y  in to the KdV or N K d V equat i o n



Bu ç a l ı ş m a d a ,

£ * ı av
£2 3x

Kris t a l  şebeke d e n k l e m i n i n ,  k a t s a y ı l a r ı n ı n  özel d u ­
rumunda, matris KdV denklemi olduğu ve b unun ters s a ç ı n ı m  
m e t o d i y l e  ç ö z ü l e b i l d i ğ i ,  genel d u r u m d a  p e r t ü r b a t i f  y ö n t e m ­
le KdV veya M K d V  d e n k l e m i n e  i n d i r g e n e b i l e c e ğ i  ve çöz ü l e b i -

Ç a l ı ş m a n ı n  b i r i n c i  bölümü, daha ziyade tanıtma n i ­
teliğinde olup, bu b ö l ü m d e  KdV d e n klemi ve b u n u n  bazı özel 
l i k l e r i y l e  b i r l i k t e  ters s a ç ı n ı m  m e t o d u n u n  Lax ve A-K-N-S

İkinci bölü m d e  kristal şebeke d e n k l e m l e r i n i n  g e n e l ­
leştirilmiş KdV veya B o u s s i n e s q  tipinde olduğu görülmüş, 
ve bu d e n k l e m l e r i n  genel olarak ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  ile 
ç ö z ü l e m e d i ğ i , a ncak kat s a y ı l a r ı n ı n  özel durumunda, şebeke 
d e n k l e m l e r i  matris KdV d e n k l e m i n e  dönüşmüş olup bu ç ö z ü l e ­
b i l i r d i r  [21,26,38].

Bu b ö l ü m d e  ayrıca ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  ile ç ö z ü ­
l e b i l e c e k  alan d e n k l e m l e r i  çıka r t ı l m ı ş t ı r .

Ü ç ü n c ü  bölümde, a s i m t o t i k  T a n u i t i - W e i  indir 
toduyla, kristal şebeke d e n k l e m l e r i  KdV denkl e m i n e  indir-

leceği g ö s t e r i l m i ş t i r



gen m i ş  ancak ç ö z ü m l e r  üzerinde durulma m ı ş t ı r .  Zira KdV 
d e n k l e m i n i n  veya MKd V  d e n k l e m i n i n  çö z ü m l e r i  değişik y ö n ­
temlerle bul u n m u ş t u r .  Bu b a k ı m d a n  bu r a d a  çöz ü m l e r i  vermek 
e n t e r asan d e ğ i l d i r [ 4 4 - 4 6 - 4 8 - 4 9 |  .

V



BÖLÜM I

K O R T E W E G - D E  V R I E S  D E N K L E M İ  VE T E R S  S A C I N I M  DÖNÜŞÜMÜ

1.1. TARİHİ GELİŞİM:

J. S c o t t - R U S S E L L 'm , 1844 de bir k a n a l d a  ilerleyen
bir dalga ile at s ı r t ı n d a  yaptığı yarışı anlatan " D A L G A L A R  
Ü Z E R İ N E  R A P O R " u  K o r t e w e g - d e  V n e s  (KdV) denklemi üzerine 
y apı l a n  a r a ş t ı r m a l a r ı n  ve y a y ı n l a n a n  m a k a l e l e r i n  g i rişinde 
yer almaktadır. Biz bu geneleğe u y a l ı m  ve S C O T T - R U S S E L L 1 in 
sözlerini b u r a d a  iktibas e d e l i m  [5 İJ .

Dar bir kanal b o y u n c a  iki at t a r a f ı n d a n  h ı z l a  ç e ­
kilen bir k a y ı ğ ı n  h a r e k e t i n i  gözlüyordum. K a y ı r  b i r d e n  d u ­
runca k a n a l d a  k a y ı ğ ı n  h a r e k e t e  geç i r d i ğ i  su aynı şekilde 
durmadı. A r a c ı n  a r k a s ı n d a  şiddetle tahrik edilmiş şekilde 
toplandı sonra aniden aracı arkada b ı r a k a r a k  b üyük bir h ı z ­
la ileri doğru yu v a r l a n d ı ,  hareket eden şey y u v a r l a k  d ü z ­
gün ve iyi tanımlı bir su tümseği b ü y ü k  bir soliter yüks e l -  
L i halini a 1 m x ş Lı, k a nal boyunca yol u n u ve b i ç i m i n i  d e ğ i ş ­
t i r meden ve hızını a z a l t m a d a n  ilerliyordu, onu at s ı r tında 
o l d u ğ u m  halde izle d i m  ve saatde 8-9 mi l l i k  hızla i l e r l e m e k ­
te iken ona yetiştim. Boyu 30 ayak kadar ve y ü k s e k l i ğ i  bir 
b u ç u k  ayak k a d a r  olan ilk şeklini k o r u y o r d u  y ü k s e k l i ğ i  y a ­
vaş yavaş azaldı ve bir yad a  iki mi l l i k  y a r ı ş t a n  sonra onu 
k a n a l ı n  k ı v r ı m l a r ı  a r a s ı n d a  kaybe t t i m ,  işte bu tekil ve 
şahane güzel olayla ilk t a n ı ş m a m  1834'ü.n Ağustos ayında 
b öyle oldu.
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KdV'nın 1895 de y a y ı n l a n a n  mak a l e s i n d e ,  S c o t t - R u s -  
sell t a r a f ı n d a n  g ö z lenen olaya m a t e m a t i k s e l  bir a ç ı klama  
getirmek amacı ile bir model ileri sürülüyordu. Bu o r i j i ­
nal şekli ile denklem; [13]

t H ' l

b i ç i m i n d e y d i .  B u r a d a  x bir b o y u t l u  kanal b o y u n c a  ölçü l e n  
bir değişken, t Zaman, n(x,t) su yüzey i n i n ,  denge s e v i y e ­
sinden yüksekliği, g y e r ç e k i m i  i v m e s i , a  sıvının düzgün 
(Üniform) h a r e k e t i  ile ilgili bir katsayı, 1 suyun d e r i n ­
liği » o ;

a -  i  l3- —  (1 .1 .2 )3 Pg

ile tanımlı ikinci bir sabit, T yüzey gerilimi, p y o ğ u n l u k ­
tur. (1.1.1) denkl e m i  bu gün KdV denkl e m i  olarak b i l i n m e k ­
tedir.

H emen hemen 65 yıl b o y u n c a  KdV denklemi sakin bir 
hayat yaşadı, ara sıra L i t e r a t ü r d e  adı geçti, ara sıra u- 
n u t u l d u  £7 J p a t l a m a  1960 y ı l l a r ı n d a  G a r d n e r  ve M o r i k o v a  
denklemi ç a r p ı ş m a s ı z  h i d r o m a n y e t i k  d a l g a l a r ı n  i n c e l e n m e ­
sinde y e n i d e n  bir m odel olarak k e ş f e t t i k l e r i  zaman oldu, 
bu tarihden beri KdV denkl e m i  çok çeşitli fiziksel o l a y l a ­
rı tasfir eden bir model d e n k l e m  olarak çeşi t l i  k a l ı p l a r ­
da tekrar tekrar çıkarılıyor. Bugün KdV d e n k l e m i n e  m a t e m a ­
tiksel fiziğin temel d e n k l e m l e r i n d e n  biri gözü ile b a k ı l a ­
b i l i r  ancak şöhreti sadece b una d a y a n m a m a k t a d ı r .

Aynı ölçüde önemli bir sebeb de KdV d e n k l e m i n i n  in­
c e l e n m e s i n d e n  çıkan m a t e m a t i k  y ö n t e m  ve sonuçlardır. Bu 
y ö n t e m  ve sonuçlar, dalga y a y ı l ı m ı n ı n  "Pratik" s o r u n l a r ı n ­
dan cebirsel g e o m e t r i d e k i  daha "saf" k o n u l a r a  kadar u y g u ­
lama sahaları b u l m u ş t u r  f 9 J . Bugün meşhur olan bu denkleme 
adlarını veren ş a h ı s l a r ı n  k i m l e r  olduğu ve nasil işbirliği

/ 1 V h  \



yapmış o l d ukları da tabij olarak akla g e l e c e k  s o r ulardandır.
Bu sorulara Va n d e r  Bilj (1978) de bazı cevaplar vardır. Di- 
edrik J o h annes K o r t e w e g  (31. 3 . 1 8 4 8  5.10.1941) A w s t e r d a m  
Ün iver s i te s i 'nde tanınmış bir p r o f e s ö r  ve bir çok m a k a l e n i n  
y a z a r ı d ı r .

ra tezi yazdı ve onu 1 A r a l ı k  1984 de A w s t e r d a m  Ü n i v e r s i t e ­
sinde sundu. Bu tez H o l l a n d a  dilinde idi ve 9 nci s a hifesin 
de bu gün KdV d e n klemi olarak b i l i n e n  denklemi içeriyordu, 
öyle g ö r ü l ü y o r k i  G. de Vires bun d a n  sonraki m e s l e k  h a y a t ı ­
nın çoğunu bir lise ö ğ r e t m e n i  ol a r a k  geçirmiş. Son olarak 
şöhret ve p o p ü l e r l i ğ i n e  rağmen KdV d e n k l e m i n i n  bir k a n a l d a ­
ki (Uzun) su d a l g a l a r ı n ı n  dav r a n ı ş ı  temsil eden bir model 
d e n k l e m  olarak r a k ipsiz k a l m a d ı ğ ı m d a  belirt e l i m .  Bona ve 
M a h o n y  (1972) b a ş k a  bir model önerdi, bu k o n u l a r ı n  m ü n a k a ­
şası me s e l a  (̂ 14~] de bul u n a b i l i r .

A y r ı c a  KdV denklemi ile temsil e d i l e n  olayları ş ö y ­
le sır a l a m a k  m ü m k ü n d ü r .

Sığ su d a 1g a 1a r ı - p 1 asma 1 arda I o n - A c o u s t i c  d a l g a l a n , 
p l a z m a l a r d a  M a g n e t o - h i d r o d y n a m i k  d a l g a l a r ı , E l a s t i k  o r t a m ­
larda ki b o y u n a  d a l g a l a r  vs. | 11 — 9 — 17j .

1.2. E L E M E N T E R  Ö Z E L L İ K L E R

KdV d e n k l e m i n d e n  b a ş l a n g ı ç t a k i  fiziksel p r o b l e m i n  
bütün izlerini silecek bir d e ğ i ş k e n  d ö n üşümü ile KdV d e n k ­
leminin standart b i ç i m l e r i  elde edilir, en çok k u l l a n ı l a n  
b i ç i m  ( 1 .1 .1) den

G u s t o v  de W r i e s , K o r t e w e g ' i n  g ö z e t i m i n d e  bir dokto-

( 1 . 2 . 1 )

d ö n ü ş ü m l e r i  ile elde edilir, ve KdV denklemi
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3u , 3u 3 u  . .
■3T 6u-35 3Î *  =0 d - 2 .2 )

şeklini alır. İkinci terimin önünd e k i  sayısal çarpan hiç 
bir özel önem taşı m a m a k t a d ı r .  A s l ı n d a  x , t-+x , t ; ri+u d ö n ü ş ü m ­
lerini b i r a z  d e ğ i ş t i r e r e k  y , v , y , ^0 keyfi olarak d e ğ i ş t i ­
r i l e b i l e c e k  sayısal ç a r p a n l a r  olmak üzere

1)ıı <>11 Dıı , !) ıı . . .â ! l M i)î v u y j l Y ^ r - u (1.2. j)

de n klemi elde e d i l e b i l i r  b u n u n l a  b e r a b e r  biz bu r a d a  yaygın  
olarak k u l l a n ı l a n  (1.2.2) b i ç i m i n i  k u l l a n a c a ğ ı z .  KdV d e n k ­
lemi n i n  aşa ğ ı d a k i  a n l a m d a  GALILE tipi inv a r y a n t  lığı o l d u ­
ğuna da dikkati ç e k e l i m

t =t; x rx-ct; u (x ,t )=u(x +ct ,t )+^- c (1.2.4)

d ö n ü ş ü m ü  a l t ı n d a  u

u - 6 u u +u =0 (1 .2 .5 )t x x x x

d e n k l e m i n i  sağlar, b u r a d a

3 u 3 ̂  u j .u = t. , u =  - dır.x 3x x x x  ^ 33x

KdV yani

u +u =0 ( 1 .2 .6 )t xxx v '

d e n k l e m i n i  incel e r s e k  bu d e n k l e m i n  her k dalga sayısı için 
c dalga hızı n ı n

c = - k 2 (1.2.7)

e ş i t l i ğ i n i  s a ğlaması şartı ile

it / -X . ik(x-ct)U ( x ,t )rAe
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Harınonik d a l g a l a r ı n ı  ç ö z ü m  kabul e t t iğini görürüz, faz h ı ­
zı sabit o l m a y a n  (dalga s a y ı s ı n ı n  bir f o n k s i y o n u  olabilir) 
d a lgalara " D i s p e r s i y o n 1 lu" d a l g a l a r  denir, (Wlıitham 19 74) 
(1.2.7) bağ m 1 1 sınada D i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı  d e n i r . ( 1 . 2 . 6 ) 
denkl e m i  lineer o l d u ğ u n d a n  (farklı dalga sayılarında) h a r ­
man i k d a l g a l a r ı n  h e r h a n g i  bir süper p o z i s y o n u  yine ( 1 .2 .6 ) 
nın bir çözümüdür. L i n e e r l e ş t i r i l m i ş  KdV d e n k l e m i n i n  b ütün 
d i s p e r s i y o n l u  dalga ç ö z ü m l e r i n i n  (zaman ilerlerken) sola 
doğru h a r e k e t  e t d i k l e r i  d i k k a t i m i z i  çekiyor.

Ş imd i y e n i d e n  KdV d e n k l e m i n i n  tanımına dönüyor ve 
kalıcı tip denen k a l ı p t a  özel ç ö z ü m l e r i n  var l ı ğ ı n ı  a-
r a ş t ı r ı y o r u z . B u n l a r a  gezen veya i l e r l e y e n  d a l g a l a r d a  d e ­
niyor. Bu n l a r  h a r e k e t  eden özel bir k o o r d i n a t  s i s t e m i n d e n  
b a k ı l d ı ğ ı n d a  zamanla şeklini d e ğ i ş t i r m e y e n  d a l g a l a r d ı r . ^ - ]

u ( x , t ) - u ( x - c t )  (1.2.9)

kabul ederiz, bu KdV d e n k l e m i n d e  yerine k o n d u ğ u n d a  üstler 
z=x-ct ye göre türevleri gö s t e r m e k  üzere

d" - ( 6 u+ c ) u 1 =0 (1 .2 .1 0 )

adi lineer o l m a y a n  d i f e r a n s i y e l  denkl e m i  elde eder, bunu 
bir kere integre ederek m keyfi bir sabit olmak üzere

u "  - 3 u ^ - c u = m  (1.2.11)

elde ederiz. Bunu u' ile çarpıp bir kere daha integre e d e r ­
sek, n tekrar keyfi bir sabit olmak üzere

u ' ^ - 2u ^ - c u ^ - 2m u =8 ( 1 .2 .1 2 )

elde edilir, son aşamada u elip t i k  in t e g r e l l e r  c i n sinden  
k a p a l ı  olarak ifade edilebilir. Sonuçta cn jacobi eliptik 
f o n k s i y o n l a r ı  c i n s i n d e n  ifade edilen, u(z) = u(z + T) gfrürir''*~̂ . 
p e r i y o d i k  ç ö z ü m l e r i n  varlığı s o n ucuna gidileuilir, bunlara

V

bu yü z d e n  " c noidal" d a l g a l a r  denir [~18].
-  • . t' X/ İ
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A ş a ğ ı d a  z~>-+co için kend i s i  ve türevleri sıfır olan 
kalıcı tipde u(z) ç ö z ü m l e r i n e  ö nem v e r i lecektir.

Bu ç ö z ü m l e r d e  " s o liter d a l galar" adı veril e c e k t i r .

Soli t e r  dalga için (1.2.11) de m=o ve (1.2.12) de 
n:o konu r s a

u ,2= u2(2u+c) (1.2.13)

denklemi elde edilir. Bu d e n k l e m d e  k o l a y c a  integre e d i l e ­
rek x keyfi bir sabit olmak üzere o

u ( x , t ) =u ( x-c t ) »- ~c S e c h “ r^-/c( x-c + x )~| (1.2.14)2 '-2. o o J

b u l u n u r . H a t t a

2 1 4Sech z= ----- 7T- = ----- . (1.2.15),2 . z ^ - z .2Cosh z (e + e )

olur kî bu soliter dalga Z+ + 00 için üstel olarak azalır şu 
iki gözlem önemlidir, a) Soli t e r  dalga çö z ü m ü  sadece c>o 
için mevcuttur, böyl e c e  KdV d e n k l e m i n i n  her soliter dalga 
çözümü (Artan t için) sağa doğru hareke eder, b) Soliter 
d a l g a n ı n  y a y ı l m a  hızı d a l g a n ı n  genliği ile orantılıdır,  
b ö y l e c e  b üyük soliter dalga küçük olan d a n  daha hızlı y a y ı ­
lır.

1.3. SOLÎTON DAVRANIŞ

KdV denklemi lineer o l m a d ı ğ ı n d a n  soliter d a l g a l a r ı n  
süper p o zisyonu d e n k l e m i n  çö z ü m ü  olmıyacak, bu yü z d e n  s o l i ­
ter dalgaların, KdV denk 1 emin ir, gene 1 teorisi içindeki rolü 
çok sınırlı olacağı d ü ş ü n ü l e b i l i r ,  bu- k a n a a t a  ters d o ğ r u l t u ­
da ilk beli r t i l e r  I3 0 | da görülebilir.

L “ . »r

■ '•
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Soliter dalgayı t a n ı m l a y a n  fonk s i y o n u

S (z ,c )=- |c S e c h 2 (^/c z) (1.3.1)

ile g ö s t e r e l i m  ve a ş a ğ ı d a k i  deneyin y a p ı l d ı ğ ı n ı  farz e d e ­
lim KdV d e n k l e m i n i n  çözümü olan u(x,t) nin tro anındaki 
değeri olan u (x,o) nin X>o ve yeteri kadar büyük, c^>c^ 
olmak üzere

u (x, o ) =  S ( x , c I>+ S ( x - X , c 2 ) (1.3.2)

ile verilmiş olsun, Soliter dalga üstel olarak a z a l d ı ğ ı n ­
dan, zaman b a ş l a n g ı c ı n d a k i  iki soliter dalga bir biri i ç i ­
ne o kadar g i r m e miştir. Zama n l a  o l d u ğ u n d a n  büyük s o ­
liter d a l ganın k ü ç ü k  soliter dalgayı y a k a l a m a y a  çalış a c a ğ ı  
gözlene c e k t i r .  A c a b a  g i r i ş i m i n  etkisi ne olaca k t ı r ?

Z abu s k y  ve K r u s k a l 1 m  ç a l ı ş m a l a r ı n d a  deney m ü m e r i k  
analiz ile g e r ç e k l e ş t i r i l d i ,  t=T>o yeteri k a d a r  b ü y ü k  iken 
0 ve 0^ s a b itler olmak üzere

u ( x , T ) = S ( x - c 1T - 0 i ,c1 ) + S ( x - c 2T - 0 2 ,c2 ) (1.3.3)

elde edilir, b ö y l e c e  iki soliter dalga g i r i ş i m i n d e n  sonra 
şekil b a k ı m ı n d a n  d e ğ i ş m e m i ş  iki soliter dalga olarak ç ı ­
k a r l a r  g i r i ş i m i n  yegane tesiri 0̂  ve ©2 faz k a y m a l a r ı  ile 
temsil edilir, ç a r p ı ş m a l a r d a  ö z e l l i k l e r i n i  k o r u d u k l a r ı  i- 
çin Kruskal ve Zabusky onlara "Soliton" dediler bu isim 
onla r ı n  p a r ç a c ı k  g i b i  d a v r a n d ı k l a r ı n ı  ima ediyor, Soliton 
terimi b i l h a s s a  m a t e m a t i k s e l  i i z i k L e  hemen popüler oldu, 
S ol i t o n u n  ne o l d u ğ u n u n  m a t e m a t i k s e l  bir tanımı ortada g ö ­
rülmüyor, tanım g e n e l l i k l e  özel bir p r o b l e m  k a l ı b ı n d a  bir 
formül vasıtası ile y a p ı l ı y o r  £5 3^.



1.4. M t U R A  D Ö N Ü Ş Ü M Ü  ve M O D Î F Î Y E  KdV DENKL E M İ

M a t e m a t i k  liter a t ü r ü n d e  üyle d ö n ü ş ü m l e r  vardır ki 
b a z ı  l i n e e r  «I i f i r a ıı s i y e L d e n k l e m l e r i n  y a r d ı m ı  il e  b u n l a r a  
ilişkin lineer o l m a y a n  d e n k l e m i n  çözümleri üretilir, olduk 
ça e l e m a n t e r  bir örnek şöyle ve r i 1 eb i 1 i n i r Ql 6 — 5 3̂) ,

TEOREM: (1.5.1)': v(x) v ~u (x)v=0xx x
v• • • • . XSc h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n i n  bir çözümü olsun w= —  

ile tanım l a n a n  W(x) f o n k s i y o n u

2w +w =uX

Riccati d e n k l e m i n i n  bir çözümüdür, t e o r i m i n  ispati d o ğ r u ­
dan ye r i n e  k o y m a  ile elde edilir, şimdi b asit fakat önemli 
bir g e n e l l e ş t i r m e d e n  söz edeceğiz, yani v(x ) , Â  keyfi bir 
sabit olmak üzere

v x x “ [u ( x ) -n] v =° (1.5.1)

denklemini sağlarsa  

v
w =   ile t a n ı m l a n a n  w(x)v

w x + w 2=u-A (1.5.2)

d e n k l e m i n i  sağlar bu k a r m a ş ı k  sonuç Hopf ve Gole (1951) 
taraf ı n d a n  bulundu.

Teo r e m  (1.5.2)- v(x,t); v = vvt XX
v

Isı d e n k l e m i n i n  bir çözümü olsun o zaman w = - 2v — —v c

HOPF-C.OLE d ö n ü ş ü m ü  ile tanı m l a n a n  w ( x , t )  f o nksiyonu
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w*-+ww =vw (1.5.3)L X X X

B u r gerss d e n k l e m i n i  sağlar, ispat yine ye r i n e  koyma ile 
yapılır. Burgers d e n k l e m i n i n  bir d e r e c e y e  'kadar KdV d e n k ­
lemini temsil otdiğiııi dikkat edelim, teorem 1.5.2 de i f a ­
de edilen s o n u ç l a r ı n  varl ı ğ ı  ı ş ı ğ ı n d a  KdV denklemi için 
b e n z e r  bir d ö n ü ş ü m  aramak doğal olacaktır. A ş ağıdaki sonu- 
Miura (1968) e aitdir f 16] .

2T e o r e m  (1.5.3) w (x,t) w - 6w w +w =0t X X X X

2Mo d ifiye KdV d e n k l e m i n i n  bir çözümü olsun o zaman u » w “ + w x 

Miura döniişüınii ile taıunılaııaıı w ’(x, t) fonksiyonu

KdV d e n k l e m i n i  sağlar yani u - 6 uu +u rO
t x X X X

dır.

İspat yine yerine koyma ile y a p ı labilir;
T e o r e m  (1.5.1) ve (1.5.2) de v e r i l e n  s o n u ç l a r l a  k a r ş ı l a ş ­
t ı r d ı ğ ı m ı z d a  Miura d ö n ü ş ü m ü n ü n  ters bir d o ğ r u l t u d a  i ş l e ­
diği g ö r ü lmektedir. Lineer olma y a n  KdV d e n k l e m i n i n  ç ö z ü m ­
leri N o n l i n e e r t e s  i daha k u v v e t l i  bir d e n k l e m i n  çöz ü m l e r i  
t a r a f ı n d a n  d o ğ r u l m aktadır.

Şimdi M i u r a  d ö n ü ş ü m ü n ü n  ters d o ğ r u l t u d a  y o r u m l a n d ı ­
ğını d ü ş ü n e l i m  bu, d ö n ü ş ü m  olarak W yı u c i n s i n d e n  tanıralar 
o zaman W Riccati d e n k l e m i n i n  bir çözümüdür, KdV denklemi 
Galile tipi i n v aryant o l d u ğ u n d a n

u - A = w ^ + w x (1.5.4)

y a z ı l ı r s a  1.5.1 (1.5.2) (1.5.3) d e n k l e m l e r i  üzerinde KdV
de n k l e m i n e  ilişkin ol a r a k  u. p o t a n s i y e l i  KdV denkl e m i n i  s a ğ ­
lamak üzere (1.5.1 ) S c h r ö d i n g e r  d e n klemi inceleme durumda 
oluruz, okuy u c u  teorem 1.5.3'ü izleyince yuka r ı d a k i  incele-
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meleri tatmin edici b u l s a  dahi ö ğ r e t i c i  b u l m a y a b i l i r ,  
mamafi [^14,53] k u l l a n ı l a n  yol çoğu kez budur. Gardner, 
Greene, Krus k a l  ve Miura 1967 KdV için b a ş l a n g ı ç  değer 
p r o b l e m i n i  çözmeye y ö n e l t e n  d ü ş ü n c e d e  b udur [^10,14] .

1.5. TERS S A Ç I N I M  D Ö N Ü Ş Ü M Ü  ÎLE G A R D N E R - G R E E N E - K R U S K A L -  
M İ U R A  (GGKM) ÇÖZÜMÜ

Ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  y ö n t e m i  ve s o l i t o n l a r  t e o r i ­
si uygul a m a l ı  m a t e m a t i k  s a h a s ı n ı n  en yeni ve b ü y ü l e c i  ge- 
1 işme ler ind endi r . T e o r i n i n  dalıaziyade 15 yıl içinde vuku 
b u l a n  ge l i ş m e s i  p a t l a m a  b i ç i m i n d e  olmuş ve son u ç l a r ı  geniş 
e tki l e r  yapmıştır. A m a c ı m ı z  önce k o n u y a  y a t k ı n  olmayanlar, 
s o l i t a n l a n  hiç d u y mamış m a t e m a t i k ç i  ve fizik ç i l e r  veya 
bu gibi yeni k a v r a m l a r ı n  u y a n d ı r d ı ğ ı  h e y e c a n ı  uzak t a n  i z l e ­
yenler için bir giriş y a p m a k t a d ı r  [11J •

Bir dizi ş a şırtıcı ve ilgi çekici b u l u ş l a r ı  ile 
G a r d n e r - G r e e n e  K r u s k a 1 - M i u r a  (GGKM) KdV denklemi için daha 
sonra çeşitli g e n e l l e ş t i r m e l e r l e  ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  d e ­
nen (buna S p e ktral d ö n ü ş ü m ü d e  denir) bir ç özüm yönt e m i  g e ­
liştirmişlerdir.

GGKM y ö n t e m i n i n  b a ş l a n g ı ç  noktası 

V x x - W ( x ,t)-A}v = 0 xe( - “ ,“ ) (1.5.1)

S c h r ö d i n g e r  d e n klemi içindeki p o t a n s i y e l l e r  olarak

u t _ 6 u u x +u =n xe(-°°,°°) t>0 (1.5.2)X X X >

KdV d e n k l e m i n i  s a ğ l a y a n  u(x,t) f o n k s i y o n l a r ı  önermektir.

(1.5.2) KdV d e n k l e m i n i n  

u ( x , 0 )=u(x)
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B a ş l a n g ı ç  k o ş u l u  altı n d a  ç ö z ü m ü n ü  b u l m a k  istiyoruz. 

Bu p r o b l e m e  ilişkin olarak,

v x x - { u ( x , t )-A } v-0 xe ( -°° ,°° ) (1.5.4)

Sc h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n i  g ö z ö n ü n e  alırız [J54 , 5 5_| . 
t=0 için s p e k t r u m  hesapl a n ı r .  Bu n l a r  sonlu sayıda (veya 
belk i d e  sıfır tane)

2 . 2 A=~k^ ayrık ö z d eğeri ile Â=k gibi bir sürekli k ı ­
sımdan oluşur. Sonra

C (t) = lim ek n X tfj (x ,t )=C n nx+°°

ile olarak tanım l a n a n  C^(t) n o r m a 1 izas yon k a t s a y ı s ı  ve 
b(k,t) y a n s ı m a  k a t s a y ı s ı  h esaplanır. Daha önceki bir teo- 
rem'de s p e k t r o m ' u n  zamana bağlı o l m adığı ispatlandı, s a ç ı ­
nım b i l g i s i n d e n

3 . 3
C (t)=C (0) e n t ; b ( k , t ) = b ( k , 0 ) e 8lk C (1.5.5) n n

o lduğu göst e r i l e b i l i r .  S c h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n i n  p o t a n s i y e l i  
h e r h a n g i b i r  t>0 anındaki s a ç ı n ı m  b i l g i s i n d e n  ters saçı n ı m  
p r o blemi ç ö z ü l e r e k  bulunur. Bu amaçla,

N 00
K U , t ) z  E Cn 2 ( t ) e ' k n ^ 2L - / b ( k , t ) e lk dk (1.5.6) 

n: 1 -oo

f o n k s i y o n u  ve

CO

g ( x , y , t ) ' K ( x + y , t ) +  / K ( z * y , t ) g ( x , z t ) d z = 0  (1.5.7)
x

G e 1 f a n d - L e v i t a n  Integral denklemi ithal edilir. Bu 
son de n k l e m d e  x ve t p a r a m e t r e l e r d e n  KdV d e n k l e m i n i n  b a ş ­
langıç değer p r o b l e m i n i n  çözümü

u( x , t ) *- 2 K ( x , x , t ) (1.5.8)
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f o r m ü l ü n d e n  elde edilir. Şuna dikkat ç e kelimki N o n l i n e e r  
kısmi türevli d i f e r a n s i y e l  d e n klemi bu şekilde bir b o y u t l u  
lineer integral d e n k l e m i n e  indirg e n m i ş  oluyor.

Y u k a r ı d a  ö z e t l e n e n  GGK M  yönt e m i  ve b u n l a r ı n  b u l u ş u n ­
dan h a r e k e t l e  daha sonra elde edilen i l e r l e m e l e r e  "Ters sa­
ç ı n ı m  d ö nüşümü" denir. <

1.6. Lİ N E E R  S C H R O D I N G E R  D E N K L E M İ  İÇİN S A Ç I N I M  P R O BLEMİ

Bu bölü m d e  GGKM yünLeıni ö z e t l e n e c e k t i r .  Sonuçlar 
genel teorinin bir gereci olarak hizmet edecektir. Notas- 
yon k o laylığı b a k ı m ı n d a n  bu kesi m d e  p o t a n s i y e l i n  zamana 
b a ğ ı m l ı l ı ğ ı n ı  yok farz edecek ve

v - { u ( x ) - A } v = 0  x e (-“ ,“ ) (1.6.1)X X

denklemini g ö z ö n ü n e  alacağız, b u r a d a  U(x) po tansiye 1 in inde

0°
/ | u (X ) | I X | k d x <°° k=0 , 1, 2 , . . (1.6.2)
— oo

şartını sağlad ı ğ ı n ı  kabul edeceğiz. A nın (Öz değer denen) 
öyle d e ğ e r l e r i n i  a y ı r ı y o r u z  ki; bu d e ğ e r l e r  için ( 1 .6 .1 ) 
d e n k l e m i n i n  [x | -+00 için sınırlı k alan çöz ü m l e r i  vardır. B ü ­
tün öz d e ğ e r l e r i n  t o p l u l u ğ u n a  v e r i l e n  bir U(x) p o t a n s i y e ­
line k a r ş ı l ı k  gelen s p e k t r u m  d e n i r .(1 .6 .2 ) s a ğ l a y a n  her
p o t a n s i y e l  için sonlu sayıda

A=A =-k 2 k e 1 R + (1.6.3)n n n

öz, değerleri vardır. Bu öz d e ğerlere k a r ş ı l ı k  gelen öz 
f onks iyon 1ar

^ (x)ı l.2 ( İR)

olur. Öz fonks i y o n l a r ı

■}••• V;..

\



-13-

oo
/ ti) 2 (x) dx= 1 x-*+°° iken ip (x)>0 (1.6.4)n n

—  OO

şeklinde nor m a l i z e  edilmiş olarak alacağız. Bu öz f o n k s i ­
y o n l a r ı n  x-*- + 0° için d a v r a n ı ş l a r ı

,, -k„x ..C e n x >*“ ikenn
( x ) 'vn i

Ğ e nX x->-°°ikenn

ile v e r i l m i ş t i r ,  b ö y l e c e  n o r m a 1 izasyon k a t s a y ı l a r ı

C =Lim eknX ıp (x) (1.6.5)n nx-*-°°

şeklinde ta n ı m l a n m ı ş  olur.

S c h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n i n

A = k 2 V k e R  k = 0 (1.6.6)

için [_x̂|-*-00 i ç i n sınırlı ç ö zümleri de vardır. ıjt (x) ile gös-
— i k x ı k xter i l e c e k  olan bu ç ö z ü m l e r  x->-+0° için e ile e in bir

lineer k o m b i n e z o n u  gibi d a v r a n a c a k l a r d ı r .  ıp,(x) ç ö z ü m l e r i -K
ni aşa ğ ı d a k i  n o r m a l l e ş t i r m e l e r  yardımı ile tanımlarız.

-kx,. . ikx . .e * b (k ) e x ı ç ı n
ıpj, (  x ) ^

— i k xa(k) e x->--°° için (1.6.7)

B u r adaki a(k) ya iletim k a t s a y ı s ı  b(k) yada y a n s ı m a  k a t ­
sayısıdır, bu ikisi

[a | 2 + [VJ 2 =1 ( 1 . 6 . 8 )

K oru n u m  yasası ile b i r b i r i n e  bağlıdır. ıpn ve \p f o n k s i y o n ­
ları y u k a n d a k i n d e n  farklı şekilde de tanımlanabilir, bu 
çeşitli n o r m a l l e ş t i r m e l e r  a r a s ı n d a k i  b a ğ ı n t ı l a r ı n  ü z e r i n ­
de d u r m ı y a c a ğ ı z , genel olarak belli bir n o r m a l l e ş t i r m e n i n



k u l l a n ı l m a s ı  bir zevk mesel e s i  ve bazende bir k o l a y lıktır.
C , a (k ), b (k ) k a t s a y ı l a r ı  ile b i r l i k t e  S c h r ö d i n g e r  denk- n
leminin spektrumuna, verilen u(x) p o t a n s i y e l i n i n  s a ç ı n ı m  
b i l g i s i  denir. Şimdi ters s a ç ı n ı m  p r o b l e m i n e  dönüyoruz, bu 
rada p r o b l e m  s a ç ı n ı m  b i l g i s i n d e n  y a r a r l a n a r a k  U(x) p o t a n ­
s i y e l i n e  bulmaktır. Bu ç özüm şöyle elde edilir,

N 00 • r
B ( Ç ) =  E C 2 e " k n ^ + ̂ - / b ( k ) e l k Ç dk ( 1 . 6 . 9 ), n Ln = 1

yardımı ile bir f o n k s i y o n u n u  tanımlayalım, b u r a d a  N ayrık 
ö z d e g e r l e r i n  sayısıdır. Eğer ayrık ö z d e ğ e r  y oksa (1.7.9) 
i f a d e s i n i n  s a ğındaki ilk terim yok olacaktır. Biz birde

OO

K ( x » y ) (x + y ) + /  ü ( z + y )  K ( x , z ) d z = 0  y>x ( 1 . 6 . 1 0 )  
x

integral d e n k l e m i n i n  çözümü olarak K(x,y) f o n k s i y o n u n u  ta­
n ı m larız o zaman

u (x)=-2 - y - K(x,x) (1.6.11)dx

olur, (1.7.10) integral d e n k l e m i n e  GEL'FAN - L E VIT0N d e n k ­
lemi denir. Bazı y a z a r l a r  buna MARCHENKO denk l e m i d e  der- 
ier [12] .

1.7. LAX Y A K L A Ş I M I

L, F o n k s i y o n l a r ı n  V Banach uzayları üzerinde tarif 
edilmiş kapalı opara t ö r 1erin bir ailesi olsun. L sabit bir 
o p a r a t ö r  ve M^, t p a r a m e t r e s i  ile u(x,t) gibi f o n k s i y o n l a r  
a i l esiyle ça r p ı m  o p a r a t ö r ü  olmak üzere, I. yi L = L^ + M y a ­
p ı s ı n d a  alalım. Sabit bir t anında L uiıı spektrumu; L 1 A 
o p e r a t ö r ü n ü n  V nin bütün değerleri için sınırlı, sürekli 
bir tersinin b u l u n m a d ı ğ ı  A d e ğ e r l e r i n i n  topluluğudur. 
u(x,t) lere k a r ş ı l ı k  gelen s p e k t r u m  t'ye bağlı değilse 
u(x, t) 1 lere eş s p e k t r u m l u  p o t a n s i y e l l e r  denir.
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GGKM a n a l i z i n i n  önemli k e ş i f l e r i n d e n  biri KdV d e n k ­
leminin [ x ) -+°° için uygun a z a l ı r l ı k  ö z e l l i k l e r i n e  sahip ç ö ­
zümlerinin, S c h r ö d i n g e r  denklemi için eş s p e k t r u m l u  p o t a n ­
siyeller o İmalarıdır. Bu keşif bizi en azın d a n  şu k a ç ı n ı l ­
maz, s o r u n l a r a  götürme k t e d i r .

1. KdV d e n k l e m i n d e n  başka, çöz ü m l e r i  Sc h r ö d i n g e r  
denklemi için eş s p e k t r u m l u  p o t a n s i y e l l e r  olan başka d e n k ­
lemler varmıdır?

2. S c h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n d e n  başka, bazı ilginç evo- 
lüsyon d e n k l e m l e r i n i n  çözümü olarak eş s p e k t r u m l u  p o t a n s i ­
y e l l e r i  b u l u n a b i l e n  ö z d e ğ e r  p r o b l e m l e r i  v a rmıdır?

3. u(x,t) f o n k s i y o n l a r ı  için bir e v o l ü s y o n  denklemi 
v e r i l d i ğ i n d e  u(x,t) eş s p e k t r u m l u  p o t a n s i y e l l e r i  olacak ş e ­
kilde bir öz değer p r o blemi b u 1unabi 1 i r m i ?

P. LAX [ 1 5 | 1. soruya olumlu olarak cevap verdi,
2 . soruya da c e v a p l a m a  yo l u n u  işaret eden bir f o r m a l i z i m  
geliştirdi, 3. soruya henüz s i s t e m a t i k  bir cevap v e r i l e m e -  
d i .

LAX'ın y a k l a ş ı m ı  iki o p e r a t ö r ü n  aynı s p e k t r u m ' a  s a ­
hip olması olayını H i l b e r t  u z a y l a r ı n d a k i  S e l f a d j o i n t  (ke n ­
dine eş) o p e r a t ö r l e r  teor i s i n d e  iyi b i l i n e n  ve ü n i t e l e r  eş 
değer o p e r a t ö r l e r  k a v r a m ı  ile alâkalı bir olay oluşunun  
g ö z l e n m e s i  ile başlıyor. Bu düzen içer i s i n d e  LAX eş spekt- 
rum'lu p o t a n s i y e l l e r i n  k a r a k t e r i z e  e d i l m e s i n e  imkan veren 
bir f o r m a l i z m  geliştirdi. Biz b u r a d a  bu f o r m a l i z m ' i n  m a t e ­
m a t i k s e l  a y r ı n t ı l a r ı n ı  değil, basit bir özetini sunacağız. 
Ayrıca, bu b ö l ü m l e  ilgili temel t e o r e m l e r d e n  b i r i n i n  i s p a ­
tını, c i ğ e r l e r i n i n  ise ifadesini vereceğiz.

Teorem: 1.7.1 V Hilb e r t  uzayı içinde "Yoğun olarak
tanımlanmış" t p a r a m e t r e s i n e  göre sürekli türe t i 1ebi 1en 
bir p a r a m e t r e l i  kendine eş L o p e r a t ö r ü n ü  ele alalım. L nin

'■ .. ■ iti



ayrık ö z d e ğ e r l e r i n i n  ve b u n l a r a  k a r ş ı l ı k  gelen öz f o n k ­
s i y o n l a r ı n ı n  t'ye göre sürekli türe t i 1ebi 1 d i k 1erini v a r ­
sayalım. Öyle ki; \p, ıp ̂ eV <p. V olsun. A y r ı c a  B,BL,LB,L, V nin 
V alt c ü m l e s i n d e  "Yoğun olarak" t a n ı m l a n m a k  k o ş u l u y l a

olacak şekilde bir p a r a m e t r e l i  o p a r a t ö r l e r  a i l e s i n i n  bir 
B o p a r a t ö r ü n ü n  v a r o l d u ğ u n u  kabul edelim. Bu takdirde L nin 
ayırık ö z d e ğ e r l e r i  t ye göre d e ğ işmez kalır. H a t t a  ö z d eğer- 
ler basit ise b u n l a r a  k a r ş ı l ı k  gelen \p ö z f o n k s i y o n u

Geli ş i m  d e n k l e m i n i  sağlar ki b u r a d a  C t'nin keyfi f o n k ­
siyonudur. Şayet B-J-C An t is ime t rik ise || ıjj|| t'den b a ğ ı m ­
sızdır.

İSPAT
Ç(t) özde ğ e r  ıp( ,t)'de b una k a r ş ı l ı k  gelen özfonk- 

siyon olsun

o

= (B + C H

Lıp+ Ç ı p - 0 1.7.1)

Özde ğ e r  prob l e m i n i  düşünüp, t'ye göre türev alırsak

(1.7.2)

ve

(1.7.3)

o l d u ğ u n u  bil d i ğ i m i z d e n ;

(1.7.4)

bulunur. ( 1 . 7 . 1 ) *e B o p a r a t ö r ü n ü n  soldan tatbik edersek
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BLıp = -ÇBvp (1.7.5)

elde edilir. Böylece

(L+Ç)(|^-Bıp)+||^ = 0 (1.7.6)

elde edilir. Bunun iki yanını ip öz f o n k s i y o n u  ile çarpar

,2<ıjj ,\p>  =

olduğ u n a  dikkat edersek

İ £  11,1, II2 — ■

L'nin self adjoind o l d u ğ u n u  k u l l a n ı r s a k

9, II, 1.2
3t

bulunur. (1.7.1)'e göre (1.3.8)'in sağ yanı sıfır olduğun- 
d an

ff=0 (1.7.9)

bulunur.

Bu £ n m ;  t = t0 anındaki özdeğeri o l d uğunu b i l i y o r ­
sak, b unun her t için ö z d e ğ e r  olduğunu, yani ö z d e ğ e r l e r i n  
t'den b a ğ ı m s ı z  o l d u ğ u n u  gösterir. Şimdi (1.7.6)'ya döner 

o l d uğunu düşünürsek,

(L + Ç)(ı^t-B^)=0 (1.7.10)

elde edilir. Bu ise

C.t' n i n  keyfi sürekli bir fonks i y o n u  olmak üzere

/ * ’ > *  X
ıp.-Bı(j = Cıb (1.7.11)

i ff , i \ ' » I

o l d uğunda gerçeklenir. Buradan
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(1. 7. 12)

B + C An t i s ime trik ise

(1.7.13)

bulunur. Böylece teorem ispat edilmiş olur [15j .

T e o r e m  (1.7.2) V Hilb e r t  u z a y ı n d a  "yoğun olarak 
t a n ı mlanmış" t p a r a m e t r e s i n e  göre sürekli türe t i leb i len 
bir p a r a m e t r e l i  k e n d i n e  eş o p a r a t ö r l e r  a i l e s i n d e n  L opara- 
törünü düşünelim. Eğer bir p a r a m e t r e l i  bir a n t i s i m e t r i k  
o p a r a t ö r l e r  a i l e s i n i n  a ş a ğıdaki ş a r t l a n  s a ğ layan B o p e ­
ratörü v arsa L'nin s p e k t r u m l a n  t'deıı bağımsızdır.

o p a r a t ö r  d e n k l e m i n i n  her t>0 için V ü z e r i n d e  bir p a r a m e t ­
reli çözüm ailesi vardır.

iii) LU t'ye göre türetilebilir.

T e o r e m  (1.7.3) L,L uniter eşdeğer kend i n e  eş iki 
o p o r o t ö r s e  b u n l a r  aynı s p e k t r u m ' a  sahiptirler.

Lax M e t o d u n u n  esası:

Lineer olmayan kısmi türevli d i f e r a n s i y e l  denklemi çözmek 
istiyoruz. Bu Lineer olmayan problemi L Li n e e r  oparatör 
olmak üzere

i ) •——  = BL-LB

 ̂ui i ) — - = BU ( U ) .. = L (idantik oparatör)<J L t — U

uzK(u), u (x,0)ru(x) b a ş l a n g ı ç  şartı ile verilen

L(|v+ = 0 (1.7.14)

s a ç ı n ı m  problemi hal ine dönü ş t ü r e c e ğ i z .  Buradaki ti lineer. 
S c h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n d e k i  katsayı olup, L'nin ö z ve k t ö r 1 e r i -



nin t'den b a ğ ımsız olması g e r e k t i ğ i n i  biliyoruz. Bu d u r u m ­
da ıp saçınım dalgası x->- + °° iken u o (x ) den elde e d i l e c e k t i r  
ıp 'nin x->+0° 'deki davranışı

i) Sürekli s p e k t r u m  hali n d e

, + - ikx „,, . ikx=e + R ( k,t)e x+°° iken

— ” i lc x
ıp =T e x-*--°°iken

i i) Ayrık s p e k t r u m  halinde

. + + - k ,, x x ► +
(p. -  C e 11b n

iJj'V
- „ - k„x

ıp, = C e 11 x->--<«rb n

+ —formundadır. B u r a d a k i  R, T, C ve C u (x ,0) k u l l a n ı l a r a kn n
t-0 için elde edilirler. G e l i ş i m  d e n klemi ise B oparatörü- 
nü ihtiva eden,

(1. 7. 15)

den elde edilir. L'nin o z d e ğ e r 1erinin t'den b a ğ ı m s ı z  o l ­
ması şartiyle LAX şartı denen

-  BL-LB=[b,L] (1.7.16)

b a ğ ı n t ı s ı n d a n  B o p a r a t ö r ü  bulunur. Son olarak ıj/(x,t) yani
R( t) , T(t) ve C +( t) I

n
f o n k s i y o n  olmak üzere
R(t), T (t) ve C + (t) belli o l d u ğ u n d a  g(x,y,t) b i l i n m  iyen

g ( x , y , t ) ' K ( x  y , t) ' / K (y 'y .t)g (x , y ' ,t )d y '=Ü (1.7.17)
y=x

G e l 'f a n t - L e v i t a n  (Marchenko) d e n k l e m i n i  çözeceğiz. Burada

. oo . , N
K ( x , t ) = —  / R ( k , t ) e 1 dk- E Cn (t)e n * (1.7.18)

-00 n - 1

olup, N ayrık ö z d e ğ e r l e r i n  in sayısıdır.



Şayet ayrık ö z d e ğ e r  yoksa (1.7.18) de son terimin 
sıfır olacağı aşikardır.

S a ç ı n ı m  teorisinde 

u( x , t ) = - i  —  K,(x,x,t) 

den elde e d i l mektedir. Lax B o p a r a t ö r ü

B 3?“ ' 1 ? fh 32j~ l b y
3k 2“ +1 j ü l ' j 3x 2 -İ-L j

formunda bulmuştur. (q = 0 , 1 , 2 , . . . ) .

1.8. Z A K H A R A R - S H A B A T  SİSTEMİ

Lax F o r m a l i t a s y o n u n d a  L o p a r a t ö r ü  geneldir, burada 
L olarak K u a ıı t um m e k a n i ğ i n i  lineer Sclırüdiııger opa ra türünü 
a l a c a ğ ı z , Yan i

9 2L--  r+u(x, t)
9x

d i r .

Z a k h a r o v  Shabat Sistemi aşa ğ ı d a k i  b i ç i m d e d i r  | 1 9 | . 

^ l x  = -i^ l + u ( x ’ t ^ 2

'P 2 x = i ^ 2 + ^ l  ( 1 . 8 . 1 )

Bu Lax y a k l a ş ı m ı n d a k i

L\p = Aıj>

s a ç ı n ı m  p r o b l e m i n i  eşdeğ e r d e d i r ,  h a k i k a t e n  ( 1 .8 .1 ) sistemi
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^ ı - ( nx 1^ )^2

formunda y a z ı l a r a k  elimine e d i l e r e k

2
l ^ 2 = Ç İ>2

2bulunur. t|ı7 = ıj;;Ç=Â diyecek olursak (1.8.3) if ade s inin ( 1 . 8 . 2 ) 
ye eşdeğer olduğu görülür.

Z a k h a r o v - S h a b a t  s i s t e m i n i n  g e n e l l e ş t i r i l m e s i  Ablo- 
wi t z - K a u p - N e w e 1 1-Segur formu.

Bu b ö l ü m d e  Lax y a k l a ş ı m ı n d a n  farklı, ancak s o n u ç l a n  
eşdeğer bir y a k l a ş ı m  sonucu ters s a ç ı n ı m  m e t o d u  ile ç ö z ü ­
lebilecek lineer olma y a n  geli ş i m  denkl e m i n i  ç ı k a r a c a ğ ı z  
I 2 , 3 , 4 I .

^lx = - i ^ l  + u ( x ’ t) '̂ 2

u 2 x = i ^ 2 + u ( x ’ t H 1

g e n e l l e ş t i r i l m i ş  Zaklıarov-SlıabaL sistemini

4>=

(1.8.4)

\p2
olmak üzere

L^+ i Çı̂  = 0 

formunda y a z a b iliriz. Burada 

L =
r 'ö3X - u ■

V 1 1
X 
p

i--
--

--

1 o larak
denle k e n d i n e  eş o p a r a t ö r l e r  için y a p t ı k l a r ı m ı z ı  burada y a ­
pamayız. Ancak ben z e r  bir y ö n temle

İL'İ1-
3t
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olacak şekilde B o p a r a t ö r ü n ü  bul a b i l i r i z .  Ancak bu r a d a  
amacımız bu değildir.

(1 .8 .4 ) özdeğer p r o b l e m i n e  eşlik eden g e l i ş i m  d e n k ­
lemleri

elde edilir, burada d;-a alma k l a  g e n e l l i ğ i  pek bozmayız, 
ancak bazı k o l a y l ı k l a r  elde ederiz bu açıdan bu r a d a  böye 
alacağız,

AKNS de n k l e m l e r i  elde edilir, bu d e n k l e m l e r  yardımı ile 
s i s t e m a t i k  olarak bu y ö n t e m l e  ç ö z ü l e b i l e c e k  e v a l ü s y o n  d e n k ­
lemini ç ı k a r t a biliriz. ( 1 .8 .1 0 ) dan lineer o l m a y a n  d e n k l e ­
mi m i z e  uygun olarak a,b ve c h e s a p l a n ı r  böyl e c e  (1.8.9) 
g e l i ş i m  denklemi bulu n u r  |l,5,10| . AKNS f o r m a l i z m i n i n  e ş ­
değer g österilişi (Soliton Bağ 1an 1 1 s ı ) : [4 dj . (1.8.4) s i s ­
temini d ü ş ü n ü r s e k  geli ş i m  denklemi

( 1 . 8 . 9 )

( 1 . 8 . 1 0 )

olduğ u n a  dikkat eder s e k

a r uc-vb x
b = - 2 ua + iu - 2 i Çbx t
c = 2va+ iv + i £c x t

( 1 . 8 . 1 1 )

f o r munda yazılır. tp̂  = tp^(x,t); olduğ u n d a n

( 1 . 8 . 1 2 )

ifadelerinde
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yerine konursa

dıf;^z(-iÇdx-iadt)tJ^+(udx-ibdt) ^ 2

dıJ;2=(vdx-icdt)ıJı1+(iÇdx+iadt)(|;2

elde edilir.

0 = i£dx+iadt
0 -udx+ ibd t 

20 = - u d x + icdt

1-formları olmak üzere

d ^ 1= - 0 O ^ 1- 0 İ ^ 2 

dıp2 = - 0 2(p1 + 0Ü ^ 2

b u l u n u r .

r*:
\p- r =

e - 0

(1.8.13)

(1.8.14)

(1.8.15)

diyecek olur s a k  (1.8.14) ifadesi matris formunda

dıp + rt|ı = 0

şeklinde yazılır. |_4 3j

E x t e r i o r  (dış) ç a r p ı m l a r d a

d x A ı l x r O ,  d(ılx)=(), ıl x a  d y = — d y/\ d x 

d ( w f ) = d w . f - w A d f  o l d u ğ u  d ü şünülür sı

d ( dıjj) =-d ( T^) =-d

( 1 . 8 . 1 6 )

0° 0 1 ' ■♦ıl
02 -00

H

( 1 . 8 . 1 7 )

bulunur. (1.8.17) ifadeleri (1.8.14) ve (1.8.15) d ü ş ü n ü l e r e k



formunda y a z ı l abilir. Bu d e n k l e m d e n  AKdS d e n k l e m l e r i n e  e 
değer

,10° ' 0 1a 0 2^o

d 0 1 + 2 0 ° A e 1 =0 (1.8.19)

d 0 2- 2 0 ° A 0 2 = 0

denkle m l e r i  elde edilir. 1.8.19) dan geli ş i m  denklemi bu 
lunarak d e n k l e m i m i z  ç ö z ü l e b i l i r  (_43J .

Örne ğ i n  KdV için 0 1 1- formları

ı°=(-4i£2+ 2 i Ç u - u x )dt+iÇdx 

|1r ( 4 Ç 2u+2iÇu - 2 u 2-u )dt+udxX X X

|2= ( - 4 Ç 2+2 u ) d t - d x

alınırsa

d r + r Ar =0  denklemi 

u + 6 uu + u =0t x X X X

KdV d enklemini g e r e k t i r m e k t e d i r .  Böylece KdV nin çüzülebi 
lirliğini b u r a d a n  da görmüş oluyoruz, daha genel olarak

0 C = ( 4 u • 2u 2 ) d L -d x

0 ̂  = ( u +2u + 2 u 2+ 6 u 2+ 4 u ) d t - ( u + l ) d xXX x
0 2 = (-u + u - 2 u 2- 6 u 2- 4 u )d t+ ( u + 1)dxXX X

.<■ • ■ 'alacak olurs ak
t

dr+FATrO matris denklemi

?u + 12uu +6 u u + u =0t x x X X X -»a*:*-
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denkl e m i n i  g e r e k t i r m e k t e d i r  ki bu KdV ve MKdV d e n k l e m l e r i 
nin ikisini de içermektedir.

j 3u 3^u 3"*u
Burada %  = 3Î “*x= 3^  “x x x = 3Î T

d i r .
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BÖLOM 2

G E N E L L E Ş T İ R İ L M İ Ş  İ K İ  B İ L E Ş İ K L İ  K d V ,  B O U S S İ N E S Q  D E N K L E M İ  

VE B U N L A R I N  S O L İ T O N  B A Ğ L A N T I S I

2.1. K R İ S T A L  ŞEBEKE (CRYSTAL LATTICE)

d e n k l e m i n  uzun dalga limitinde KdV d e n k l e m i n i  verdiği bi- 
1 inmek t ed ir (A.Jeffrey and T . K a k u t a n i  1972) KdV denklemi 
k ristal ş e b e k e l e r d e  u y g u l a m a  alanları bulan soliton tipi 
ç özümler verdiği için ilginç bir denklemdir. Şebeke d e n k ­
lemlerinin i n c e l e n m e s i  gösterirki, sürekli ortam f o r mulas- 
yonu için sadece lineer olma y a n  e t k i l e r i n  değil, aynı z a ­
manda y e r de ğ i ş t i r ıue 1 e r i ıı 2. g r a d y o ıı L 1 e r i n i n de alınması 
gerekir. Bu gibi teoriler 1960 1ı y ı l l a r d a  bir hayli h e y e ­
can uyandırmış ve küple gerilme t eorilerine yol açmış lar-

Bir b o y u t l u  şebeke (Lattic) d i n a m i ğ i n i  temsil eden

dır 1_2 1 | .

Bir boyu t l u  şebeke d e n k l e m i n i n

ile temsil edildiği b i l i n m e k t e d i r  (A. Aşkar 1981). 
Burada

M 2p = -r- , Ez —  , Bz 2 k _ 
d a d

B= 2 k 3 (2 .1 .2 )

şeklinde t a n ı m lanmış olup, M kütle, a^jk^, k^ de ortamla 
ilgili sabitlerdir.
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v=-r-p diyerek (2 .1 .1 ) denklemidç,
3

| 2 L + V  | l  - e  İ L i  = û  ( 2 . 1 . 1 ' )
9Ç ac3

şekline dönüş t ü r ü l ü r .  Burada

C = / — , e= - y  — —- a olup —— y ihmal edilmiştir.
p 24 3 3x

(2.1.1') KdV denklemidir. Şayet 

a2u — ihmal e d i l e m i y e c e k  d u r u m d a  ise (2 .1 .1) genel-
3x

leştirilmiş Û o u s s i n e s q  d e n k l e m i n e  dönüşür [21^ .

Bir b o y u t l u  şebeke d e n k l e m i n e  benzer olarak 3. b o ­
yutlu şebeke denklemi

2 o .-,2 4 .2. . „2d u „ 2 .) u 3u... 3u 3 4 , ,, 3u 3 v
P— 2 = t l  — 2 -  A , y ' l  â î  ~  2 2 -()t J X Jx J X t) X

3_2 u
- A ı

3 4 u
2()X " 3x4

3 v - A „ 3 4 v
.2 0 .2 4 .2 2 (2.1.3)3 v  _ 2 3 v . 3 v „ / 3 u 3  v 3 v  3 u.

= p ° 2 t ?  ■ A *

ile verilir. Burada C^: enine, C^: boyuna d a l g a n ı n  hızı v 
enine u bo y u n a  dalgayı temsil eder.

A ^ , A ^ , B , B ̂  de o r t a m l a  ilgili b ü y ü k l ü k l e r d i r .
(2.1.3) den bir bakıma g e n e l l e ş t i r i l m i ş  KdV veya g e n e l l e ş ­
tirilmiş B o u s s i n e s q  elde etmek için yarı k a r a k t e r i s t i k  k o ­
o r d i n atları k u l l a n ı p

2 , 2
—— ^ ve —— X ihmal edilirse
3x 3t
3u* * 3u1 * 3v* 33 u’l‘ 0
7 T U 3Ç +3V 3?-£ l “ 3 =°

oi,

£l * * ^ 3 * (2 .1 9V 3V , „ / * 3 V n JÇ  'J r \
İ T  7 T ^ ¥ t 3 ( u  v  V E ı  7 7 3  r 0  A  *  ' \* o S l ' ■■ v • . • i»* i ' . ’ ibulunur ki bu g e n e l l e ş t i r i l m i ş  KdV olup, Burada



3 1 3u ,£ 2 . 1/2 3vî;x- c , t  t : u= ^  v = (— ) ğç

2 ^2
dir. Şayet —— ve  ihmal e d i l e m i y e c e k  b ü y ü k l ü k t e

9t  9t

ise (2 .1 .3 ) g e n e l l e ş t i r i l m i ş  B o u s s i n e s q  denklemi haline 
dönüşür. (2 .1 .4 ) deki e , £ y ve $ o r t a m l a  ilgili b ü y ü k ­
lüklerdir.
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Soliton bağıntısı:

Q ^ ^
0 =(au +aov )d t x x
0 - (-u-o v ) dx+ ( 2 au*1  ̂+ u +4aou v+2aa^v* ^ + av> )dtX X  X X

0 ^ z a d x - ( 2 a ^ u + 2a^Ov)dt

1 . formlan a l ı n d ı ğ ı n d a

dl’ + l’Aİ' = Ü

denklemi

* *■ * *  *. * , * *r . 2 v * „u + a v + u  +öv +6 auu +oaa(u v) +6 aa v v =0 t t X X X  X X X  x X X
(2.1.5)

d enklemini g e r e k t i r m e k t e d i r .  Burada ki a ve 0 k a t s a y ı l a r ı ­
nı d e ğ i ş t i r m e k  s u retiyle ç ö z ü l e b i l i r  g e l i ş i m  d e n k l e m l e r i n i  
elde etmek mümkündür.

| a . l ! s  =0 ( 2 . 1 . 6 )9t dx . 3 9x
. . 2 KdV d e nklemini düşü n ü p  e =1 olmak üzere

w= u+ev

dönü ş ü m ü n ü  y a p a r s a k  (2 .1 .6 ) dan

*- *  * 2-*-Xr * . ^ Jt,u t + u u +e v v +ev + e (u v) x x t x

özdeş olarak eş. il îr.



Şimdi (2.1.5) d e n k l e m i n d e n  (2.1.4) d e n k l e m l e r i n i  
her hangi bir y olla elde etme n i n  m ü m k ü n  olup olmad ı ğ ı n ı 
araştıralım, b u n u n  için eldeki imkanlar

— * *u ► a u , v * b v , x > c x t > dt (2 . 1 .8 )

d ö n ü ş ü m l e r i n i  yapmaktır. Burada (T -*■ t ; Ç-»-x) Bu durumda

- 2 -  K 2a . a a b— =1,  =1, — t =~£ .. — -8d c c a 1 c

b -Î1 -n £b _ _b___ (2.1.9)
d' = c J Y "° * c " 3 * 3 = _ e i

2 c

olmalıdır. (2.1.9) d e n k l e m l e r i n d e n

a = d , a 2 = c; a ? - -  l/e , b = / a 2 g d = a = b* —
£ 1

/g zg ve b = -£^c^

elde edilir. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi b u r a d a  bi 1 inmi y e n d e n  fazla 
denk l e m  olup çözümün mü m k ü n  olabi l m e s i  için

3 = 1 ; e ̂  = e 2 s - 1 , olması gerekir.

Bu durumda (2.1.4) d e n k l e m l e r i 

3u*-jpjr+u i£+ v V ç + u f =0 (2. 1 . 1 0 -a)

v* + (u v* v* =0 (2.1.10-b)

şekline gelir. Buradan da

(2.1.10-a) ile (2.1.10-b) ç ı k a r t ı l a r a k  

(u-v )+ (u-v Y  [(u-v ) 2 ]^-0 ( 2 . 1 . 1 1 -a)

(2.1.10-a) ile (2.1.10-b) t o planarak ;j-
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bulunur veya u -v =w ; u +v =w olmak üzere

W x +Y  W Ç + W Ç Ç Ç =0 (2 .1 .12-a)

V  1  W Ç 2 'W Ç Ç r °  (2 .1 .12-b)

elde edilirki b u n l a r ı n  her biri KdV d e n k l emidir, bu d e n k ­
lemler ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  ile çözülebilir. Böylece
(2.1.4) özel durumda ters s a ç ı n ı m  trans f o r m u  ile ç ö z ü l e b i ­
lir.

Diğer bir değişle (2.1.4) ün genel d u r u m u n d a  ters 
s açı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  ile çözümü m ü m k ü n  değildir. Zira bu s i s ­
tem AKNS şemasına u y m a maktadır.

2.2. MATRİS KdV

(2.1) böl ü m ü n d e  ki (2.1.4) d e n k l e m i n d e  3=1, Y = 0 , 

C l ~ e 2 ~ “ i» alacak olursak

1 9  2u t+-^-(u +v ) + u =0 L 2 ' x xxx
v,+(uv) +v - 0 (2 .2 .1 )t x xxx

d e n k l e m  sistemi elde edilir, bu sistemi, 
u v"

V =

Kabulü ile

v u ( 2 . 2 . 2 )

V +V •V +V =0 (2.2.3)«b as :;XXX ~

matris f o r munda y a z a b iliriz. Bu matris- KdV denklemidir, bu 
denk l e m  için Lax çiftleri,

L = -al D 2 + V B =bI D 3- V- V (2.2.3) \as «. a; 2 a a- 4 a ~ X / \
dir. H a k i k a t e n

l ■ \

i  •
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L = [L, iij La x şarLınd.ın bz-4, a--6 için geliş
r  “idenklemi elde edilir, j_l , 1 7 , 26J .

Ş imdi

s ı m

. (2) (1) (3)u+v v -v

( 1 ) + (3) (2)+ V U-V
(2.2.4)

seçelim. Burada

2 ı  =

1 1 0  0 - 1

] ö 2=L j ° 3 = L
0 * 0 - 1  * 1 0

u = L

D = 3x d 2 - A3x
d i r .

L=-aI D +V B=bI D +B,D+B» S 1 -o

alarak

(2.2.5)

ol a c a k  şekilde, u ve v ^ ^  nin değişik d u r umları için ters 
s açı n ı m  d ö n üşümü ile ç ö z ü l e b i l e c e k  g e l i ş i m  d e n k l e m l e r i n i  
bulabiliriz. H a k i k a t e n

1) (2.2.5) denkleminde,

< 2 > ( 3 )  .u = u, v = v , v =v =0 alacak olursak,

b , 31> . 2 , 2 ^ıı = -  —  u ' -—  ( II 1 V ) t 4 xxx 4 a x

V f = - T -  v + —  (  2 u v )  t 4 xxx 4a x

( 2 . 2 . 0  - a ) 

( 2 . 2 . 6 - b )

b u l u n u r .(2.2.6 -a) ve (2.2.6-b) de - t = 1 » — 7—4 4 a
(2.2.3) matris KdV denklemi bulunacak, ayrıca 
üzere (2 .2 .6 -a) ile (2 .2 .6 -b) özdeş o l acaktır

= 1/2 alırsak 
u=v olmak
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2) (2) (1) (3) u=u, v _ v , v =v = 0 ise

11t
3b, 2 2, b -—  (u +v ) - -z- u 4a x 2 xxx (2.2.7-a)

v = t ' ( U • V ) +y-(u-v)2a x 4 xxx (2.2. 7-b)

3) uzu, v (3).v v “ > = v ( 2 , zO ise

u = t
b Jb, 2 2,“T  u +---( U -V ) „4 xxx 4a 2 (2.2.8-a)

v t= b . 3b /O \T V +-—  (2uv)4 xxx 4a x (2.2.8-b)

4) u=0 v (1)=0 v (2)=w v (3)= v ise

W t =
b 3b , 2 2 

"4 W x x x + 4l (W _V }x ( 2 . 2 . 9 - a )

V t = w4 xxx (2.2.9-b)

5) u=0 v (1)=w v (2)=v v (3)=0 ise

W z t
b

- T  w4 xxx ( 2 . 2 . 10-a)

V L =
b 3b . 2 2.

"î ’ ««» İ 7  (" ,v >x (2.2. 10-1»)

6) v (2)=v V ( 3 >.„z0 ise 
i

W t =
b——  w4 xxx ( 2 . 2 . 11-a)

V - t
b 3b , 2 2 X

~ T  v "/—  (u +v )4 xxx 4a x (2.2 . 11-b)

7)
(2) _ (1) (3) u=v =0 v =w v =v ise

W t =
b

~ T  w 4 xxx (2.2. 12-a)

2V = 2w (2.2. 1 2 - b )
' ..

•; •" •••' ••• . . \
/ ’ • ' ' *

fy» * i 4 **V ■.
'V. . . » •



d enk l e m  sist e m l e r i  elde edilecektir, a ve b değ e r l e r i  s a ­
bittir. Bu s a b i t l e r i n  uygun d e ğ i ş k e n  d ö n üşümü ile d e ğ i ş t i ­
r ilebileceği aşikardır.

NOT: Matris KdV d e n k l e m i n d e  Uzu + v alırsak

U +UU +U -0 (2.2.13)t X X X X  -

skaler KdV denk l e m i n i  elde ederiz. (2.2.5) de

( D  (2) (3) .uzu, v -v v =w v =0

alacak olursak,

l 9 K 9 9 9
u +w -- 7- (u+w) +-—  (u +v +w -2uw) (2.2.14-a)t t 4 xxx 4a x

1 01 9 9 9
u -w -- —  (u - w ) +7—  (u *■ v +w -2uw) (2.2.14-b)t t 4 xxx 4a x

v - -*/> v 1 ] *’ ( 2 11 v ) s ( 2 . 2 . I 4 - c )L 4 x x x  4 a  x

(2.2.14-a) ve (2.2.14-b) den

1 <3 1 O O O
u = —r  u +-—  (u +v +w ) (2.2.15-a)t 4 xxx 4a 'x

w =-7- w + - ^  (2uw) (2.2.15-b)t 4 xxx 4a x

( 2 .2.14-c) ile (2.2.15-b) ye b a k ı l ı r s a  v=w olduğu görülür

u-u, v ( 1 >=v, , < ! >.» v O ) =u

a l ı r  ^ a k

u t-= ~ T  u + T ^  ( u ‘' + v 2- w “ ) (2.2.16-a)t 4 x x x 4 a  x

v. w z - T  (v — w) + 7^  (2u v - 2 uw) (2.2.16-b)t t 4 xxx 4a x

3bV + w t= -7- ( v + w) +—  ( 2 u v + 2 u w ) (2'. 2 . lb-c)t 4 x x x 4 a x t '.-V;
///' "• ■

sisteminden, ir. . " b



v b v +T ~ ( 2 u v ) ( 2 . 2 . 17-a)t 4 xxx 4a x

w =-7 « +T ~ ( 2 u w ) ( 2 . 2 . 17-b)t 4 xxx 4a x

olarak b u l u nabilir. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi v ile w aynı denklemi 
s a ğ l a m a k t a d ı r l a r .

(3)- (2) (1)v -w , u = u, v =v v =0

alacak olursak,

u +v r-y-(u + v ) + y— ( u 2 + v 2 + 2 u v - w 3 ) (2.2.18-a)t t 4 xxx 4a x

uı-'v =-y-( u- v ) * T~" ( u ~ 1 v*"’ w " " 2 u v )  ( 2 . 2 . 1 8 — b)
L t 4 xxx 4a x

W , - T W  +y—-( 2 u w ) x (2.2.18-c)t 4 xxx 4a

sis teminden

U.--7-U +t^(2uw) (2.2.19-a)t- 4 xxx 4a x

v z-y-v + ( 2 u v ) (2.2.19-b)t 4 xxx 4a x

bulunur. (2.2.18-c) ile (2.2.19-b) k a r ş ı l a ş t ı r ı l d ı ğ ı n d a  
v ile w nin aynı denklemi sağladığı görülmektedir.

uzO v (1)=u v (2)=v v ( 3 U

alçak olursak,

b 3b, 2 2 2. .. 0 on .v =-■7-v +-7— (u + v -w ) (2 .2 .2 0 -a)t 4 x x x 4 a  ’ x

u, 'w =-y(u'w) (2 .2 .2U-b)
l 1 4  x x x

(2 .2 .20^
/-' V  'i

, t  "■bu son ıkı denklemden,
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u — t  u (2.2.21-a)t 4 xxx

w - - r  w (2.2.21 — b)t 4 xxx

b ulunmakta, yani u ile w nin aynı tür d e n klemi sağladığı 
görülme k t e d i r .  Bu b a k ı m d a n  (2.2 . 2 0 - a ) - ( 2 . 2 . 20-c) d e n k l e m ­
leri ye r i n e ,

(2.2.22-a) 

( 2 . 2 . 22-b) 

denkle m l e r i  bulunma k t a d ı r .

bu ~ — r u t 4 xxx

b ,3b. 2,v = — r- v +-— (v ) t 4 xxx 4a x

(2.2.1) s i s t e m i n d e  u+v=u, u-vrw diye c e k  olursak  
u ve w nin her ikiside skqler KdV d e n k l e m i n i  sağlarlar.
Bu nedenle u ve w her hangi bir y ö n t e m l e  ç ö z ü l e b i l i r s e
(2.2.1) s i s t e m i d e çözülmüş olacaktır.

Bu nedenle (GGKM) metodu ile KdV d e n k l e m i n i n  nasıl 
çö z ü l e b i l e c e ğ i n i  göstereceğiz.

2.3. ÇÜZÜM: Bu bölümde (2.1.4) sisteminde, y = 0, (3 = 1,
e , z C  ~ ~ l  u + v --6V  olarak elde edilen 1 2  di dt 3Ç 3x

V -6VV +V =0 (2.3.1)t X X X X

KdV denkl e m i n i  (GGKM) me t o d u  ile çözeceğiz.

ıpv v ~ ( V - \ )  = 0  (2.3.2)

Gc h r c dinger d e n k l e m i n i  düşünelim. Burada V(x,t) (2.3.1)
KdV denklemini sağlayan p o t ansiyeldir.

(2.3.2) den V (x ,t) çözülüp (2.3.1) de yerine konur-
s a

;'
V'.
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Q = V * x x x - 3 ( V + X ) *x (2.3.3.)

olmak üzere

* t>p2 + [^^X _ ^X Q ] x = 0 (2.3.4)

buluruz. (2.3.2) özde ğ e r  p r o b l e m i n i n  ayrık ö z d e ğ e r 1erin in 
t den b a ğ ı m s ı z  olduğu ( Â t = 0) d ü ş ü n ü l ü r s e  ve ( 2 . 3 . 4 ) (-00,00)
a r a l ı ğ ı n d a  integre edilirse

fXı < t. >
A ı p ^ d x + f ( t p Q - t p Q )  dx ;0 (2.3.5)

L X X X— oo — oo

veya (2.3.5) ten

( W x - ^ x Q ) x = 0 (2.3.6)

veya

D in t e g r a s y o n  sabiti olmak üzere

ıpQ -\p Q=D = sabit (2.3.7)
X X

elde edilecektir. Veya integre e d i l e r e k  C de integral s a ­
bit; olmak üzere,

X dxQ = C ^D+ / -f  (2.3.8)
o ^

bulunur. Q nün (2.3.3) deki değeri yerine konur,

X dx
•P / ~  = <P ( 2 . 3 . 9 )

o '

den irse,

Q ^ t ^ x x x ' 3 ( V + A ) V ^ + D ^ (2.3. İÜ)
• '

bulunur. <y s\\
- : V - : • . A  

■■ i
>' ' I ... ■ i
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As i m t o t i k  olarak yani ) x ! ̂ °° iken vrO olup zamandan  
bağımsız, ayrık öz d e ğ e r l e r  A 'ü (n=l,2,..) dir. Bu r a d a  C = C (t) 

D = D (t), <}> ise (2.3.2) S c h r ö d i n g e r  d e n k l e m i n i n  ip den 
b a ğ ımsız çözümdür.

A özdeğ e r i n e  k a r ş ı l ı k  gelen n o r m a l i z e  öz fon k s i y o n  
ıp ise | X | =->«> iken sınırsız olur bu nede n l e  D (t) =0 o l ­
malıdır. i> öylece, (2.3.10) ün iki taralı ıjj ile çarpılırsa,

W ^ x x x ' 3 ( V + A ) W x : C ( t ) ^2 (2.3.11)

bulunur. Bu ifadede x->-oo iken v(X,t)-+0 olduğu düşünülür.
Ve integre edilirse,

CO 00 oo
f\p dxı 1 , / (i ıpj dx= j  (p2 dx = 0 (2.3.12)

—  ÜO

o lduğundan

2C( t) Jip dx = 0 (2.3.13)

v e y a  (2.3.12) nin ilki k u l l a n ı l ı r s a

C(t)=0 (2.3.14)

I) u 1 ıııı ıı r .

Böylece (2.3.10) ifadesi

V * x x x " 3 ( V + X ) *x=° (2.3.15)

haline gelir.

t  9Ayrık ö z d e ğ e r l e r  için (yani k e R , A r-k*- )n n n

| x j -»-oo deki davranışı s?' >.
/

r  ■i* V
t;

A
* * ■ s V
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üj n.C (t) e k n X  ( x ->00) ( 2 . 3 . 1 6 )Tn n

ş e k l i n d e  o l a n  öz l o n k s  i y o n l a r  s e çi p ( 2 . 3 .  1 5 ) 'de y e r i n e  k o ­

n u r s a ,

C (t)zC (0) e 4kn C (2.3.17)
n n

b u l u n u r .

2S ürekli s p e k t r u m  halinde, yanı Ark >0,ke R 

[xJ->-oo dek i d a vranışı

ıj/ue ^kx + b ( k , t ) e lkx (x->-°° iken) (2.3.18-a)

— i ir v
f,ı.a(k,t) e (x-*-°°ike n) (2.3.18-b)

şeklinde olan öz f o n k s i y o n l a r  seçip bu değ e r l e r i  (2.3.10)'de
yerine koy ars ak

. ... 3 . -ikx- „ -ikx D -ikx X 2ikx , . _ _ ...(ariıik a) e -+aCe +- e / e  dx (2.3.19)t * a o

veya

(a + 4 i k 3a ) = a C * -  / e 2lkX dx (2.3.20)t a o
D X 2 ikxelde edilir. Burada I x |-»oo iken —  / e dx ifadesini
a o

sınırsız b ü y ü y e c e ğ i n i  d ü ş ü n ü r ­
sek, bu s ı n ı r s ı z l ı ğ ı n  d ü z e l t i l e b i l m e s i  için D=0 olması g e ­
rekecek, böyl e c e  (2.3.20) ifadesi,

a t+ ( 4 i k J- C ) a = 0 (2.3.21)

haline gelecektir.

(2.3.18-b) de (2.3.10) d i f e r a n s i y e l  de nk 1 emi ıı in, ç.ö zÜ- 
mü olacağı dü ş ü n ü l ü r s e  ! :

\ . *• -
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C r 4 ik 3 (2.3.22)

V U

b t~ 8 i b k 3=0 (2.3.23)

bulunur. Buda integre edilirse,

b(lc,t)=b(0)e8İk3t ( 2 -3 '2 4 >

C nin (2.3.22) deki değeri (2.3.21) de yerine konursa,

a ( k , T)=a(k,0) (2.3.25)

b u l u n u r .

KdV denklemini

u -6u u +u rO —oo<x< + °o (2.3.26)
t X X X X

şeklindeki ençok ras t l a n a n  formunda alarak

u ( x , 0 ) = U ( x ) = 2 S e c h x  (2.3.27)

baş l a n g ı ç  şartı n d a k i  ç ö z ü m ü n ü  bulmaya çalışacağız, ünce,

' ıj;x x - ( U o (x)-X)^=0 (2.3.28)

Özde ğ e r  p r o b l e m i n i  çözecek ve N ayrık s p e k t r u m u n  sayısı,
2k i R  olmak üzere A =-k <0 ayrık öz d e ğ e r l e r  olmak üzeren n n

B(Ç, t ) =  E Cn 2 ( 0 ) e 8 k " t_kn Ç + ̂ - / b(k , Ü ) e l(8k t + k °dk
n=1 "°° (2.3.29-a)

B (ç,) = E C e + ̂  / b (k , 0) e *dk (2.3.29-b)
n = l n 211

şeklinde tarifleneıı f o n k siyonları bulacak, sonra W

V'



uo
K(x,y;t) + B(x + y ; t ) + /  B ( z  + y ; t )  K(x,z;t)dz z0 (2.3.30) 

x

CELFAND LEV1TAN deıık l e ıni ıı i

-7 - R ( x , x ) z 4 u ( x )  ; r x  + y|->-«> iken k(x,y)-*0 (2.3.31)d x 2 1. j

sınır ş a r t l a r ı n d a  çözülecektir. 

Böylece lineer olma y a n  KdV d e n klemi yerine lineer 
integral d e n k l e m i n i  çözmek gerekecektir. 

Saçı n ı m  teorisinde

ıp +(2Sech^x+Â)ıjj = 0 (2.3.32)X X

öz değer p r o b l e m i n i n  ayrık öz d e ğ e r i n i n  tek olduğu b i l i n ­
mektedir. Y ani

k =1, c (0 )z /2,b( k,0) =0 dır.

Daha önce t a n ımladığımız

u ( r  , \ 2 f n  \ H t - L ,, 8 L - fB ( r., t ) Z c ( 0 ) e = 2 o

B ( x + y | T ) - 2 e ( ö t _ x ” y ) = 2 e ” X e 8t_y (2.3.33)

olduğu düşünür.

— yK ( x ,y )z L (X )e formu nda o l d uğun u kabul ederse k

GELFAND LEVITAN D E N K L E M İ M İ Z
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00

L (x )e y + 2 e (8t x ) -e y + 2 e 8 t -e 7 L ( x ) / e  2 z dzz0 (2.3.34)

b u r a d a n d a
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L ( x ) - (2 x - 8 1) (2.3.35)
1 + e

-v -2 e (x'y)R (x,y)=e L ( x ) = ----( 2 x - 8 1 )  (2.3.36)
1 + e

bulunur. Böylece,

K ( x , x ) = (x.,t )d x 2

den

g ( 2 x 8 t ) 2
U ( x . , t ) = - —  2 =_2Sech (x-4t) (2.3.37)

| l + exp(2x-8t) |

elde edilir. Bu KdV d e n k l e m i n i n  tek soliton tipi ç ö z ü m ü ­
dür. Ş imdi

u(X,0)=-6 S e c h 2x

şeklinde b a ş l a n g ı ç  p o t a n s i y e l i  olarak KdV denk l e m i n i  ç ö z ­
meye çalışalım. Bu durumda

k 1 = l, k 2= 2 , ( X 1= - l , X 1=-4) b(k,0)rO

o l u p ,

B ( Ç , t ) = C 2 2 ( 0 ) e ( 6 4 t “ 2 ^ )+ C 12 ( 0 ) e (8t_Ç)

2 2 3IS(x iy |ı)= >: C (0) o x p I 8 k t -k (x'y)"l ' . ıı L ıı ıı -Jn = 1

olacak ^  b e l i r l e n e c e k  f o n k s i y o n l a r  olmak üzere

K (x y  ) -  -  E C ıp (x) e ~ kny (2.3.38), n rn n = 1
formunda b u l u nacaktır. Dalıa önce olduğu gibi

3
c n ( k , t ) = c ( 0 ) e 4 k n t  /n f/ .*• f t  ■j'? i ■; '*• ; ;

şeklinde elde edilecek, böylece y ...
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2 , 2 
k ' x , y ) + Z C 2 (0)exp{8k 3t - k n (x+y)}+ Z Cn 2 (0) exp 

n = 1 n;l

(-k y) / exp(-k z) R(x,z) n nx
(2 . 3 . 39)

GEI.FAND LEV İNTAN denk 1 emi b u l u nacaktır. (2.3.38) ifadesi 
(2.3.39)'de yerine konur gerekli işlemler y a p ı l ı r s a

N=2 [e x P “ (k +k )xj
ıp (x)+ Z C - C  ^ ^  ıjı =C exp(-k x) (2.3.rn , m n k + k  n m nm= 1 m n

e l d e  e d i l i r ,  buradaki il/ 1 e r i n k ö v. ıl e ğ o r i n e  k a r s ı e, e 1 o nıı ıı
n o r m a l i z e  az fon k s i y o n  olduğu k o l a y c a  göst e r i l e b i l i r .

I = (6. .) * ıj r o - 4x 
1 c _ c , c e

- 3 x

exp(-k +k )x
C =(C C ----— — £ ^ ) =nı n k + k m n

ıp =

E =

'1 i

V

C 2e
-k ıx

v ' “ i

1 4 1 2  3

- 3x „ - 2 xlc, c .  c , 2 e’1 2 3 2 2

olmak üzere (2.3.40) ifadesi

( I ' C) ıj/ = E (2.3.41)

matris formunda yazılabilir. Bu d e nklemden

ıp = ( l + C) İE (2.3.42)

40)

veya
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A- det (I+C) olmak üzere

- 2 x , - x , 1
i |(1+  ) C ie 2 X+ c 2 8 X ( ' İ C lC 2e J X ) I (2.3.46-a)

1| - 2x . 1 N “ 3x, - X / , j.1 2 -4x i . .
^ 2 = X ' C 18 (-_j ) c ıc 28 2 8 ( 4 C 1 6 ) | (2.3.46-b)

bulunur. (2.3.41) dex =y alır (2.3.46-a) ve (2.3.46-b) k u l ­
lanılırsa

K ( X , x ) —  E C ıp ( x ) e knıX , m m m= 1

şeklinde elde edilecek. Böylece

— K ( X , x ; t ) =-iu ( x , t ) dx 2

d e n

(2.3.47)

/ .̂\ -i o 3 + 4Cosh(2x-8t) + Cos h ( 4 x - 6 4 t )  /0 ,, /ONu(x. ,t)=-12 „ (2.3.4 8)
[_3Cosh(x-28t) + Cosh( 3 x - 3 6 t )̂] 

bulunacaktır. Bu KdV d e n k l e m i n i n  i k i - s o l i t o n  çözümüdür.

2.4. YÜKSEK M E R T E B E D E N  S A Ç I N I M  P R O BLEMİ  

^ l x = İ ^ l + U ( X >  t ^ 2

ı f ^ - iÇıJ^+v^, t)ı|ıı (2.4.1)

Z a k h a r o v - S h a b  a t sistemi ile

^ l t = A ^ ı + B ^ 2 

^ 2 t  = C V 1 + D ^

g e l i ş i m  d e nklemini alarak

P ı - 1 0 [ 0 11 ' A S  . i

s 0 II N =1 Q =

1^2 1 0 1 | v 0
J l

C D j 
i



olmak üzere g e n e l l e ş t i r i l m i ş  Z a k h o r o v - S h a b e t  ters saçınım 
p robl e m i n i  matris formunda

V - i f n + N  Vx ~ ~ ~

V,=Q V
% L 3S ~

f o r munda y a z a b i l i r i z  f 1~| .

♦ » i
h  ;

D =6. .d. 
* ı j  ı

N :

olmak üzere

î t =  ^

\

saçı n ı m  probl e m i n i  düşünelim.

^ x t ^ lx vc L t-Ü o l d uğuna di 
teminden

2 x zI! t +çi (D" ^ 9 D<) + ( f  S " ?  V

veya

Qx = N t^ i  [ d , q J  + [n ,q ]

bul un u r .

(2.4.2)

(N . . ) , N . .=0 ı j ıı

(2.4.3)

k k a  t e d e r s e k  ( 2 . 4 .  İ ) s i s  —

(2.4.4)

(2.4.5)

Q m a t r i s i n i  o şekilde b u l m a y a  ça l ı ş a c a ğ ı z  ki N m a t ­
risi v e r i l d i ğ i n d e  (2.4.5) denklemi a r a d ı ğ ı m ı z  gelişim d e n k ­
lemini versin. H a kikaten
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özel hali n d e  Q ̂ ̂  1er (3x3) b i l i n m i y e n  m a t r i s l e r  olmak
ü z e r e

Q = Ç 2 Q ( 2 ) + Ç Q ( 1 ) + Q ( 0 )

seçer ve (2.4.5) d e n k l e m i n d e  ye r i n e  k o y a r s a k  Ç nin k u v v e t ­
lerine göre s ı r a l a n d ı ğ ı n d a

: Q ^ 0 > = N t [ N , Q ( o ) J ( 2 . 4 . 0 - a )

Ç 3 : i | D , Q (2)] = 0 (2.4.6-b)

Ç2 : Q ^ 2 ) =i[_p,Q(1)J + | N , Q (2)_| ( 2 . 4 . 6 - c )

Ç : Q ^ 1) = i L D , Q (0>J+ [ N , Q (1)j (2.4.6-d)

o lacak böyl e c e

(2.4.6-b) den

Q ^ 2 ) = 6 . . q ^ 2) q ^ 2 ) = s a b i t = k e y f i  
1 J 1 J 1 1

(2.4.6-c) den

q | 1 ̂ = keyfi izj

N. .ra. .N. . ü j

olup burada

i (d £- d j ) ij ij ij

( 2 ) ( 2 )
q i " q ıa^j = £ ( d', -d ) = a j i şeklinde t a r i f 1 enm i ş t i r .

(2.4.6-d) den
(1) (1)

n (°)_ (0) .(0) a !3 a23 . n (0) q i q 3 .
Q ii q i ’ 12 - i(d -d J  ( 12 3 ’ 13 ~ i (d^T.d.^) 13



(o) q 3 q 2Q„„= -T-7-3---3— r  = .. olacaktır. Bur a d a32 ı ( d 3~ d 2 ) 32

R _ fij________o _ akj 3 i k
ij“ i ( d i~dj " P ji ' Y i j k “ i ( d . - d J ' Y j i k “ Ykij

(i) (1)
_ q i ~ q j _

E ij i(d.-d.) ~ e ji

9V
N. . =— r-^- şeklinde tarif edi l m i ş l e r d i r .1 J X oX

(2.4.6-a) d e n k l e m i n d e n

q 1 (0)= 3 31N 31+ sabit; z \ 2 ~ z  2,2 ( 2 . 4 . 7-a)

q 2 (° ) = ( e 3 r W 3Y 12 3 ) N 31 + Sabİt (2.4. 7-b)

( U )
3 _ v M 3 1 v ‘ "3- L ' 123 1 "31fl o ' ' = ( 3 o 1 ~ ( 1 *■w 1 •' I Y 1 o -ı I N j 1 H s ab 1 L (2.4.7 - e )

3 2 1 N2 1 x x + £ 2 1 N2 1 x _ N2 1 t + ( " +W3 } t Y 1 2 3 + 2 ( B 31  3 2 3 } J ( N 3 1 } x

( 2 . 4 . 7-d)

^ 3 1 _W3 Y 1 2 3 “ ( 1 + W3 ) ^3 2  ( 2 . 4 . 7 - e )

e 2 3 ( 1 + W 3 ) N 3 1 x x + e 2 3 ( 1 + W 3 ) N 31 x = ( 1 + W 3 ) N 3 1 t + ( e i 5 £ 2 1 )
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■>3°)= e 2 3 (lt" 3 > » 3 1 x - 6 31N 31X < 2 . 4 . 7-h)

2 3 „ 1-(l + w ) [y + 3 9 .J=0 (2.4. 7 - i)

olması ger e k t i ğ i  görül e c e k t i r .  Şayet £ ^ = û  s e ç ersek ve 
( 2 . 4 . 7-f) ile (2.4.7-2) nirı özdeş olarak aynı olması g e ­
rektiği d ü ş ü n ü l ü r s e

3 3 1 = 3 23 = 3 12 ( 2 '4 ‘8)

olması gerekecektir.

ü z i Ç D *  ıp+N ip

s a ç ı n ı m  probl e m i n i  düşünür ıp ıp  ̂ e l i m i n e  e d i lerek
d i y e c e k  olursak ve

3
E a.=0 seçersek 

iri 1

Ö z d e ğ e r  problemi

* X K X - ( 2 t " 3 ) “ 3 l ^ - ( “ 3 İ K  +  N 2 1 t İ 5 3 > * = °  < 2 - 4 ' 9 >

hal i n e  dönüşür. Burada

d = — 1, d 2= ( l + w 3 ) d 3= _ w 3

seçilmiştir. (2.4.9) (2.4.9) d e n k l e m i n e  eşlik eden g e l i ­
şim d e n k l e m i m i z i n

’ « = JW 12(’ 2 > »  (2.4.10)

veya

ı, =-31‘ l x

P — q + (4 q 2 ) (2.4.11)t ^ X X X  X
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şeklinde iki yönlü sığ-su d a l g a l a r ı n ı n  girişimini temsil 
eden (KdV den farkı s o 1 i ton 1 arının çift yönlü olmasıdır). 
B o u s s i n e s q  d e n k l e m i n i  o l m asını i s t ersek ve bu d e n k l e m  i- 
çin Lax ç i f t l e r i n i n

L = i D 3+z- D + i  q +P 
ı  ı x

B = İ ( P D 2-4q)

İ  d *o l d u ğ u n u  d ü ş ü n ü r s e k  (D = ----
3x

P= i ( l + w 3 ) N 3x-İ rf21 

q z ( 2 1 w 3 ) N 3l

olacaktır. Böylece (2.4.9) ö z d e ğ e r  p r o b l e m i n e  eşlik eden 
ge j i ş i m  d e n k l e m l e r i m i z

l “ ',3)< 3 1 t : S 2 3 ( l t " 3 > N 31 x x  + «2 1M 2 1 x -1'1 2 3S 2 1 x

N 2 1 t = e 2 1 N 2 1 x x _ < 1+u 3 )y 1 2 3 ( N 3 1 ^ x

olarak buluruz. (2.4.12) de N 3 ^=x, N ? ^= v  diyerek v yi e l i ­
mine e d e r s e k  ve Y -j 2 s= ̂ ° 1 a c a k şekilde seçim y a p a r s a k  (2.4 
12) yerine

3 ( 2 * v 3 ) ( 1 * w 3 ) ux x x x  + 2 ( 1  + w 3 ) 2 ( u “ ) ^ ^

denklemi de alınabilir. Bu r a d a  x,t bağım s ı z  d e ğ i ş k e n l e r i n e  
uygun d ö n ü ş ü m  y a p a r a k  B o u s s i n e s q  denklemi (2.4.10) formunda 
elde edilebilir.

b ö y l e l i k l e  "Duııss ine.sq" d e n k l e m i n d e  Le ra saçı n ı m  m e ­
todu ile ç ö z ü l e b i l e c e ğ i  g ö s t e rilmiş olur [_ 1 | » j_3 7_J . G e ­
nel ol a r a k

' \
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B o u s s i n e s q  denklemi uygun trasformla, 

1u = [ 7-u + u I11 1 4 xx J xx

şeklinde yazılabilir.

?1

R* =

R 7

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 0 0

1 ü 0

0 - 1 0

0 ü 2

1 0 0

0 - 1 0

8
z 1u R.

* i = 1 

olmak üzere.

R„ =

R- =

R 8 =

8
A= Z A.R.
*  i = ı  1 1

(2.4.12)

1 0 0' 0 - 1 0

0 0 0 ~3~ 0 0 - 1

0 0 - 1 2 0 0

1 0 0 0 1 0

0 - 2 0 R = ~b Ü ü -  1

0 0 1 0 0 0

0 Ü 1

0 0 - 1

0 0 0

f=u dx+A dt

iken

d r + r Ar=u -a  +(a u - u a )=u - a + [u ,a ]= o

d e n k l e m i n d e n  genel olarak;

i ) d A. = D u - u . A , C R .(k=l,2...8) k t k  î ı ı j

(2.4.13)

bulunur, burada C . .
J-J

Ş a y e t

u^= Ç = s ab i t

u 2= y

u ,A I m a t r i s i n d e n  gelen sabittir

t4
<



seçersek ,

A l=°; A 2 = 2 u 2 u 5 * u 5 x ;A3 = Ç u 5 > V °

A 5 z '3İu 2 2 _ 3 u 5 J " 3  u 2 x > A 6 = ^ U 2 » A 7 = 0 1 A 8 = ̂

b u l u n u r .

B ö y l e c e ,

u 5 1 = ~ 3 u 2 x x “  3 I 3 u5 - u 2 l x

u 2 t =U5 x x + 2 ( u 2 u 5 ) x ( 2 . 4 . 1 4 )

M o d i f i e d  B o u s s i n e s q  denklemi bulunur.

B urada gör ü l d ü ğ ü  gibi A ve u b i l e ş e n l e r i n i n  deği ş i k 
değerleri için (2.4.14) tipinde e v a l ü s y o n  (Gelişim) d e n k ­
lemleri bulunur. B öylece B o u s s i n e s q  tipindeki naııgi d e n k l e m  
lerin ters s a ç ı n ı m  d ö n ü ş ü m ü  ile ç ö z ü l e b i l e c e ğ i  görülebilir.

2.5. B O U S S I N E S Q  D E N K L E M İ N İ N  E L E M E N T E R  ÇÖZÜMÜ

Bu d e n k l e m  uygun d e ğ i ş k e n  t r ansformu ile

u. -u -6(uu ) =0 (2.5.1)tt X X X X X X

f o r m u n d a  yazılabilir.

(2.5.1)'de x-At = Y] (A = sabit) (2.5.2)

.*> S* \ Ad ö n ü ş ü m ü n ü  yaparsak, /.‘A,
l i i

2  ̂ - A u -u -6 (uu ) =0 (2.5.3*)
nn n n n n  n n
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elde edilir. Bu denklemi ye göre integre e d e r s e k  A in­

tegral sabiti olmak üzere,

X 2u '- u — 6 u u 1--A (2.5.4)

elde edilir. Burada

u -= 4ü, U M,= d 3u
dn ’ " . 3dn

d i r . (2.5.4) bir d e i a daha integre e d i lirse 11' ıl e inlegr.ıl

sabiti olmak üzere,

A 2u-u ' 1- 3 u 2 = -An+B (2.5.5)

elde edilir. (2.5.5) d e n klemi u' ile çarpılır,

n-+ + °° iken u-a-sym-p4  u (2.5.6)

o l d u ğ u n a  v a r s a y a r a k  integre edersek, A=0 ve

i  <u ')2 = - u 3+Y  u 2 * B u * c <2 -5 - 2>

bulunur. (2.5.7) yi

u ,“= - 2 u 3 + /\2u^+-2Buf-Cr2^(u) (2.5.8)

formunda da yazabiliriz. Burada B ve C in t e g r a s y o n  sabiti 

olup (2.5.8) in reel çözümü f(u)>0 olması ile mümkündür. Ş 

yet f(u)=0 ise sadece bir tane reel kök var. Ancak sınırlı

değildir. F a r z e d e l i m  ki f(u) üç reel köke sahiptir. Bur,Hr
S. ' '

c l< c 2 < c 3 olacak şekilde ise,
tr ■

f (u ) « ( u - c ı ) (u-c 2 )(c 3~u) (2.5.9)
olacak ve c 1 , c 2 » c 3 , aşağıdaki b a ğ ı n tıları sağlıyacaktır.



Ü ç ü n c ü  d e r e c e d e n  f(u)=0 d e n k l e m i n i n  kökleri,

X4
p--B- 4 q = -T -

2 3c BÂ 2c
2 6 216 A = - 4 p - 2 7 q ‘

olmak ü z e r e ,

i) A>0 ise üç k ö k d e n  reel farklı,
ii) AzO ise bütün k ö k l e r  reel, ikisi eşit,

i i i ) A<0 ise bir kök reel, diğer ikisi eşlenik k o m p ­
leks tir.

. l\A^O yanı A 1 2 ü ̂  0 ise

f(u) f o n k s i y o n u n u n  d a vranışı Şekil (l)'de g ö sterilmiştir.

S İ M )

\
"ı u

Şekil-1

Bu ( 2.5.8)'in reel ç ö z ü m ü n ü n  C 2 ve c^ a r a sında lineer o l m a ­
yan s a lınımını temsil eder. A y n c a  iki özel hal vardır.

(1) c 2 -  c L ( A = 0 )
f' ( c 1) =0

r s  t ■:

Şekil-2
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Bu soliter dalg a y a  k a r ş ı l ı k  gelir. Yani soliton 
çözüm vardır.

(2 ) c 2 -*■ bu hal uıc^ ile veri l e n  sabit çözüme
tekabül eder. Bu lineer sinu s o i d a l  dalga ile ilgili olup,

2a ş a ğ ı d a  t a n ı m l a n a c a k  olan k <<1 dir.

şayet c j_ = c 2 = c 3 ise d e n k l e m i m i z i n  u r ^  şeklinde sabit ç ö z ü ­
mü olacaktır. (2.5.8) d e n k l e m i n i n  j a c o b i a n  elip t i k  f o n k s i ­
y o n u  c i n s i n d e n

2 ^ 3 ^ 1 __
u = c2 + ( c 3- c 2 )cn 0 '-- 2 ^ " ^ " ( C j  c 2 + c 3T t } ; k J  (2 .5 . 10 )

çözümü vardır. Burada k 2 = f ^ 2 dir, (2.5.10) dalga k a ­
tarına g e n e l l i k l e  cnoidal" dalga denir, c n 2 f o n k s i y o n u n u n  
p e r i y o d u  2 K olup K b i r i n c i  nevi eliptik f o n k s i y o n d a n  b e ­
lirlenir. " C n oidal" d a l g a n ı n  periyodu,

V ^ C c J - C j )  (2.5.11)

ile verilir. Özel olarak c ^ c ^  k-*l olursa eliptik f o n k s i ­
yon h i p e r b o l i k  f o n k s i y o n a  döner. Ayrıca

T -»-oo olur. Bu ise P

2 / S ~ C 1 ----------
U = C l+ ( S " C l )SeCh E -- 2---{^-/2 ( 2 c 1 + c 3 )t] (2.5.12)

olması demektir. Şayet c İsu^ , c - c l = a diye c e k  olursak,

u = uoo+ a S e c h 2 [/| {x-/6 uoo+ 2 at}] (2 .5 .1 2 ')
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olur. Bu r a d a  a genliği, u^ sonsu z d a k i  ü n i f o r m  hali temsil 
etmektedir. (2.5.8) in soliter dalga çözümü (2.5.12'), 
direct ol a r a k

«[ " TT-l =0*-u-u duJ
—  OO U " 00

ş a r t ı n d a n  elde edilebilir. Bu sınır ş a r t l a r ı n ı n  yerine 

u -+ + °° iken uA-KZ m-£■> u üo

alınabilir. Burada u A s Y m P. > ̂  n f u maııaaı Ç-*• + «> iken u ve u 
nun her tür e v i n i n  sıfır olması demektir.

Bu sınır şartl a r ı n ı  0^ = 0 olacak şekilde seçersek 
B=C=0 olacağı aşikardır. Böylece (2.5.8) ifadesi,

l t '\2 3 A 2 2 2 .  A 2 . ,■j(u ) =-u +—  U =-u ( u - y ) : H u )

olup soliter d a l g a n ı n  boyu

(2.5.13)

A 2 = 2 a

dir. (2.5.13) ün in t e g r a s y o n u n d a n

u - 2 a S e c h 2 (n/D) (2.5.14)

2l “" 1 / 2 1- bulunur. B u r a d a n  D-(— ) -
/â

dir. o halde

u = 2a Seclı2 /a (x-At) (2.5,15)

b u 1u n u r .
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BÖLÜM 3

TANİ UTt - WEİ  İNDİRGEME METODU

3.1. GİRİŞ

Bu b ö l ü m d e  Li n e e r  olma y a n  d e n k l e m  s i s t e m l e r i n i n 
KdV d e n k l e m i n e  indir g e n i p  i n d i r g e n e m i y e c e ğ i n i , i n d i r g e n i r ­
se hangi m o d e l l e r i n  i n d i r g e n e b i l e c e ğ i n  i araştıracağız,

P r o b l e m e  b a ş l a m a d a n  önce bu bölümde geçen bir k a v r a ­
mı a ç ı k l a m a y a  çalışacağız.

D i s p e rsiyon: Bu terimin ilkel bir manası "ışık d a l ­
g a l a r ı n ı n  d i s p e r s ü y o n u n d a "  geçen ve bu k a v r a m l a  g ö k k u ş a ğ ı ­
nın yedi rengi açıklanır. Bu gibi f i k i r l e r d e n  hare k e t  e d e ­
rek fizikçi ve m a t e m a t i k ç i l e r  bu tabiat o l a y ı n ı n  asıl yapı 
ö z e l l i k l e r i n i  ç ı k a r m ı ş l a r  ve i ş ç i l erinde ses d a l g a l a n ,  su 
dalgaları, elâstik dalgalar, elektro m a n y e t i k  d a l g a l a r  ve 
p l â z m a  d a l g a l a n  da b u l u n m a k  üzere genel lineer dalgalar 
için d i s p e r s ü y o n u n  k e s i n  bir tanımını elde etraiş1erd i r [öj .

Olayı temsil eden d i f e r a n s i y e l  d e n k l e m l e r i n  lineer- 
liği sebebiyle lineer d a l g a l a r a  ilişkin ortama ait b ü y ü k ­
lükler fourier b i l e ş e n l e r i n e  ayrılabi l i r l e r .  Basit bir ö r ­
nek olarak bir b o y u t l u  d ü z l e m  d a l g a l a r ı n ı  ele alalım. Bu 
h a l d e  olayı k a r a k t e r i z e  eden d e n k l e m l e r i n

i (kx-w t)u(x,t)=a.e (3.1,1)
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tipinde eleman ter çözümleri vardır. Ihı radan x bir buy utlu 
m e k a n  k o o r d i n a t ı  t z a m a n a  amplitüt k dalga sayısı w a ç ı ­
sal frekans'tır, Dalga boyu = ”  ularuk tanımlanır. Ç ö z ü ­
mün aşikar (trival) olması için w ile k a r asındaki

w=w(k) veya D(w,k)-0 (3.1.2)

şeklinde bir tutar l ı l ı k  şartı bu l u n m a s ı  gerekir ki, buna 
d s i p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı  denir. G ö r ü l ü y o r k i  dispersiyon; a ç ı ­
sal fre k a n s ı n  sabit olmaması; dalga s a y ı s ı n a  bağlı o l m a s ı ­
dır. 0 halde genel çözüm;

/ r A ( k ) e l ( k x _ W t ) dk (3.1.3)
o

b i ç i m i n d e k i  F o u r i e r  i n t e g r a l l e r i  ile verilir. Bu r a d a  A(k)
s p e k t r u m  fonksiyonu, uygun b a ş l a n g ı ç  şartları ya da sınır
ş a r t l a n  y a r d ı m ı y l a  b e l i r l e n e b i l i r .  D a l g a n ı n  V faz hızı
ve V grup hızı 

S

W p-w/k V = 3w/3k (3.1.4)g

b a ğ ı n t ı l a r ı  ile verilmektedir. D i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n d a  bu 
iki hızın b i r i b i r i n e  eşit olmadığı, diğer bir deyişle faz 
hızının dalga sayıs ı n a  bağlı o l d uğunu a ü yliyebiliriz. Bu 
duru m d a  d alga D i s p e r s i t i v e  v e y a h u t t a  dalıa geniş bir a n l a m ­
da D i s p e r s i y o n  1 udur diyeceğiz.

D i spersif s i s t e m l e r d e  d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı  genel 
o larak reel bir k değerine k a r ş ı l ı k  kompleks W değeri v e ­
rir bu yüzden faz hızı sadece dalga sayısını (dalganın b o ­
yuna) bağlı olm a y a c a k  aynı zamanda d a l g a n ı n  genliği zamanla 
d e ğ i ş e c e k t i r .

t m ( w )>0 ise dalganın etkin genliği zaman süresince 
s ı n ırsız büyüyecektir. Bu durumu çözü m ü n  inst ab i 1 i te s i (ka- 
rarsızlığı) denir, şayet J m ( w )<0 ise etkin genlik zamanla 
azalacak ve dalg a d a  sönüm olacaktır, bunu (Dissipasyon)
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diyoruz, böyle o l a ylara k a r e k t e r i z e  eden d e n k l e m l e r d e  "bis- 
s i p a s i f "  d e n k l e m l e r  denir, özel olarak d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı ­
sı reel k d e ğ e r i n i n  reel fonks i y o n u  ise J m ( w )=0 ki bu du-

3Vrumda ^ 0 » ° zaman ne sönüm ne de inst ab i 1 i teye rastlanır
b una salt d i s p e r s i y o n  veyahut dar ma n a d a  dispersiyoıı d i y o ­
ruz, böyl e c e  lineer s i stemler için d i s p e r s i y o n  a ç ıklanmış 
olur, lineer o l m a y a n  dalga s i s t e m l e r i n d e  dalga n ı n  frekansı 
sadece dalga s a y ı s ı n a  değil aynı zamanda genlik gibi lineer 
y a k l a ş ı m d a  k ü ç ü k  o l d u k l a r ı  kabul edilen diğer bazı b ü y ü k l ü k ­
lerinde f o n k s i y o n u d u r ,  lineer olmayan sistem l e r d e  lineer s i s ­
t e mlerden farklı olarak d i s p e r s i y o n u n  iyi bir tanımı henüz 
y a p ılmış değildir, b u n u n l a  b i r l i k t e  bir çok durumda aslında 
lineer olma y a n  d e n k l e m l e r i n  lineerize ederek b u r a l a r a  karşı 
g elen lineer dis p e r s i f  si s t e m  elde edebiliriz, böyle d u r u m ­
larda lineer olma y a n  d a g l a l a n n  d is pe rs iyonunu incelemek 
mümkündür. Şayet l i n e e r l e ş t i r i l m i ş  biçimi lineer d a l galar 
a n l a m ı n d a  d i s p e r s i y o n l u  ise sisteme d i a p e r s i f d i r  diyeceğiz. 
Sürekli o r t a m l a r d a  basit lineer olmayan d a l g a l a r ı n  yayilroa- 
s ı gene İlikle

-^■+A( x , t , u) — + B ( x , t , u ) - 0  (3,1.5)3t * x ~

b i ç i m i n d e  h i p e r p o l i k  d i f a r i y a n s i y e l  den k l e m l e r l e  ifade e d i ­
lir. Burada

U = (3.1.6)

n
şeklinde n b i l eşeni sütun v e ktördür,

A ve B nun her ikiside (nxıı) b i çiminde mat r i s l e r  o- 
lup her ikisininde x, t ve U ’ya göre istenildiği kadar tü­
re t i iebi 1d iği var sayılmakta, A m a t r i s i n i n  bütün üz d e ğ e r ­
lerini reel ve farklı olduğu kabul edilmektedir. Bu yüzden
(3.1.5) denklemi hi p e r b o l i k t i r .  Bu d e n k l e m i n  çözümleri (x,t)
düzleminde, zamanla şekilleri d e ğ i ş t i r e c e k l e r ,  ve neticede

*bir ı kritik anında çok değerli olacaklardır. Başlangıç
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d e ğ e r l e r i  k e y f i  olarak düzgün verilse dahi d u r u m  aynıdır, 
bu hal b a ş l a n g ı ç  de ğ e r l e r i n i  analitik olması h a l i n d e  de d o ğ ­
rudur, h a k i k i  fiziki sis t e m l e r  U'nun daha yüksek m e r t e b e d e n  
t ü r e v l e r i n i  b u l u n d u r a n  d e n k l e m l e r l e  ifade edilir. U 'nun bu 
t ü r e v l e r i  genel l i k l e  küçük bir sabitle ç a r p ı l a r a k  (3.1.5) 
d e n k l e m i n e  ilave edilmiş l e r d i r .

çük p a r a m e t r e l e r l e  ç a r p ı l s a l a r  dahi, yü k s e k  m e r t e b e d e n  tü- 
rveli terimler rol o y n a m a y a  başlar. Bu olay viskoz s ı v ı l a r ­
da sınır tabaka teori s i n dekine be n z e r  a s i m t u t i k  y ö n t e m  g e ­
li ş t i r m e n i n  m ü m k ü n  ola c a ğ ı n ı  akla getirir. Y ü k s e k  M e r t e b e -  
li t ü r evler g e n e l l i k l e  d a l g a n ı n  lineer olma y a n  d i k l e ş m e l e -  
rine karşı bir k o n t r o l  veya den g e l e m e  tesiri icra ederler.
Ve kara r l ı  h alin oluş m a s ı n ı  sağlarlar. Bu gibi kara r l ı  h a l ­
lerin tipik örneği sönü m l ü  o r t a m l a r d a k i  şok d a l g a l a n  yahut 
saf d i s p e r s i f  o r t a m d a k i  soliter dalgalardır. Böyle bir s i s ­
temi temsil eden en basit denk l e m  m u h t e m e l e n  sönü m l ü  s i s t e m ­
lerdeki Burgers denklemi yahut saf di s p e r s i f  o r t a m l a r d a k i  
KdV d e n k l e m l e r i d i r .  Genel dis p e r s i f  s i s t e m l e r i n  geniş s ı n ı ­
fı içinde l i n e e r l e ş t i r i l m i ş  d i s p e r s i y o n  bağıtısı

b i ç i m i n d e  olan orijinal lineer olma y a n  d e n k l e m  s istemleri, 
k ü ç ü k  fakat sonlu genlikli d a l g a l a r l a  i 1gi 1en i 1iyors a çoğu 
ker e  a s i m t o t i k  olarak KdV d e n k l e m i n e  ind i r geneb i 1 i r le r.( 3 . 1. 
6 ). b a ğ ı n t ı s ı n d a  k k üçük a ve b reel sabitlerdir. Bu s e b e p ­
ten önce l i n e e r l e ş t i r i l m i ş  hald e k i  d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n ı  
a r a ş t ı r m a k  fikir verici olacaktır. B u n u n l a  b i r l i k t e  şuna 
dikkat e d i l m e l i d i r  ki ç a r p ı ş m a s ı z  plâzma içindeki (T.KA- 
KU T A N İ  and H.ONO-1969) Lineer olmayan alfven d a l g a s ı n d a  o l ­
duğu gibi vaziyet her zaman böyle dufiildirki bu d e n k l e m  
bir MKd V  ile verilmiştir. Aynı zumundu K d V ' n i n  d ü z e l t i l m i ş  
veya g e n e l l e ş t i r i l m i ş  biç i m l e r i  ile ihtiva edilen dahu bir-

Böyle s i s t e m l e r d e  dahga bir kere d ikleşince çok kü-

w = a k + b k ^ + (3.1.6)

çok ö rnek vardır [_44j .
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Genel d i s p e r s i f  d e n k l e m l e r i n i n  h a n g i l e r i n i n  KdV'ye  
h angi k e s i n  şart l a r  aldı n d a  i n d i r g e n e b i l e c e ğ i  h enüz h a l l e ­
dilmiş değildir. B u n u n l a  b i r l i k t e  Tan iu t i-we i ' s [ 4̂6] ve
G a r d n e r  ve Su (C.H.SU AND C .S .G A R D N E R - 1969) t a r a f ı n d a n  ö ğ ­
retici bir y a k l a ş ı m  y a p ı l m ı ş  ve bu n l a r  bir takım lineer o l ­
m a y a n  d e n k l e m  s ı n ı f l a r ı n ı  KdV d e n k l e m i n e  veya bunun g e n e l ­
l e ş t i r i l m i ş  b i ç i m l e r d e n  birine i ndirgemek için A s i m t u t i k  
bir p e r t ü r b a s y o n  yönt e m i  g e l i ş t i r m i ş l e r d i r .  T A N Î U T t - W E İ 'in 
y ö n t e m l e r i  ilk d e n k l e m  s i s t e m l e r i n  Burgers d e n k l e m l e r i n e 
veya onun genelleştirilmiş biçimlerinden birine indirgene- 
Ij i I r ı ı  ı i ı i n i i ı ı ı  l ü  m i mİ  e m l e r e  i l e  u y g u l a n a b i l m e k t e d i r  [ 4 7 | .

3.2. G ENEL İNDİRGEME METODU

Daha önce s ö y l e d i ğ i m i z  gibi KdV d e n k l e m l e r i y l e  if a ­
de e d i l e b i l e n  birçok fizik olayları vardır. B u n u n l a  b i r l i k ­
te bu g ü n e  kadar, lineer olmayan d e n k l e m  s i s t e m i n i n  KdV 
d e n k l e m i n e  indir g e n i p  i n d i r g e n e m i y e c e ğ i  k o n u s u n d a  g e r e k  ve 
y e t e r  şart l a r  b e l i r l e n m i ş  değildir. Daha önce v e r d i ğ i m i z  
D i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n ı n  biçimi sadece gerek şart olup, y e ­
ter şart değildir.

u,, u„,...u gibi en b i l e s i m l i  U sütun v e k t ö r ü  ta-1 2  n
r a f ından s a ğ lanan aşağıdaki lineer olma y a n  v e k t ö r e l  d e n k l e ­
mi gözönüne alalım.

U'ya güre istenildiği kadar t ü r e t i l e b i l d i ğ i  kabul edilen 
(nxn) matrislerdir. M e t o d u m u z u n  esası a ş ağıdaki k a bullere 
d a y a n m a k t a d ı r .

Al) Ünif o r m  hali temsil eden sabit bir U,0 çözümü 
va r d ı r  ve U bu ü n i f o r m  hal c i v a r ı n d a  e ölçek p e

(3.2.1)

burada A, Jj ̂ " ve R,^1' elem a n l a r ı  sadece U ’ya bağlı olan ve

cin s i n d e n
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^ / - u j ( 3 -2 -2 >

b i ç i m i n d e  kuvvet serisine açılabilir.

A2) A q = A (Uo ))matri s inin ö z d e ğ e r l e r i  reel en az biri 
d e j e n e r e  değil, s on 1u ,s ı f ı r d a n  farklı ve özuzayı hiçbir 
i n v e r i a n d  alt uzay ihtiva etmez.

A3) iken U U ü n i f o r m- -o

hale gider yani lim ->U U (3.2.3)
X - ) - —  oo

olur. Bu

lim U. + 0 (3.2.4)
X -> —  oo J

olması demektir.

Al) var s a y ı m ı  ve A K ^ U , nin t üre t i leb i 1 i r 1 i ğ i
s e bebiyle A, e 'nin kuvvet s e r i l e r i n e  a ş ağıdaki

OO

A= Z e J A .
*  j -O

H n = Z e jH “ ; K . n z j e jK" (3.2.5)
j =0 1J j =0 1J

Burada

A =A(U ) ; A -U, .(V A) 
1*0 si -o si 1 —  1 u ~  o

dir. Benzer tanımlar

H? , K? , H® , K n jrıo — ı o ycx 1 sil

içinde y a p ı l abilir. Genel olarak X m a t r i s i  e nin k u v v e pr- .
* *  / '  - r T l e r i n e g ö r e  f :«.•'

v - •
X=X +E ( U - (V X) +£ { U 0- (V X) + i  U . U. : (V V X) +--Vss as o b 1 -1 u -  o — 2 u o 2 '-'1— 1 u u o , - •%  ‘V - n y - /■-'i •



dir. Burada £ 0 = ( P UEU
** r~ O

3X
U i * ( V u â )o = (~ Û y )U = U u ^m) C İ . İ - 1 .2 ...)

~  (n ,m : 1 , 2 , . . .n) (3.2.7)

92 X
U . U . : ( V V X) =(—  J ~ )  u<m ) u<n)*ı j u u-t o 9 u (m ) au <n ) 1 j

Li n e e r  o l m a y a n  p r o b l e m i  ele almadan önce lineer
d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n ı n  ç ı k a r ı l ı ş ı n ı  görelim.

U-U +0 ( I 0 I<<U )/■» ı-*o — ' I »r i

k o y a r a k  (2 .2 .1) Ti O'ye göre lin e e r l e ş t i r e l i m ,  ayrıca 0 
S i n i s o y d a l  d a l gasını R e X ^kx W  ̂ b i ç i m i n d e  kabul ederek

-1 s pdet f-V I + A + ( i k ) P E II (-V H? +K. )1 =0 (3.2.8)p »  « o  1_ 1 j _ | l'Cio « ı o  A

d i s p e r s i y o n  ba ğ ı n t ı s ı n ı  e 1 ıl e ederiz. Burada T Biri m m a iris
W . . .ve V rr i az hızıdır, k ııııı küçük d e ğ e r l e n  için bu i az hı~ p k

z ı k P “ 'I 'nın kuvvet serisine açılabilir. Böylece

V =V | 1 + a ı k p i + 0 ( k 2(p 1 } )j (3.2.9)p o L

olur. Burada V A 'nın dejenere o l m a y a n  sonlu ve sıfır ol- O
m a y a n  özdeğeri a^ ise,

s p
a ,= iP 1 { E n (-V H" +K? ) } r /V 1 r (3.2.10)1 -»O . , OJİO =£10 — Q 0‘*'0‘*-0n = l ı=l

ile verilen sabittir. Burada r ve 1 A nın V öz değerine'-'O “ o
k a r ş ı l ı k  gelen n o r m a l l e ş t i r i l m i ş  sağ ve sol öz vektör l e r d i
D a l g a n ı n  fazörü;

k x - w t = k (x - V o t)- V Q a ^ k p t (3.2.11)

haline g e l e c e ğ i n d e n  aşağıdaki k o o r d i n a t  dönü ş üm 1 e r in i ̂<*ry 
1 ayacağız. "
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o o 1 — 1
ç = £ (x-Vq t) t = e t a=(p-1) (3.2.12)

Bu yeni koordinatlar cinsinden (2.2.1) denklemi

eİ7 +("vo£+^ )İF+£:l 1 î n n^ ( - V H . V n ) | ] u = û  3t ■ Z  3C n;;1 i = ı = l 9Ç o-ı an 'aç-1-

haline gelir.

A, H.n , K.n ve U nin «ı «»ı

(2.2.2) ve (2.2.5) seri açılımları (3.2.13) denkleminde 
yerine konup nin kuvvetlerine göre sıralarsak, sıra ile 
€ '  için ;

<-Voit£ o > W '  -° (3.2.14)

2 . . 
e ıç ın

3ü-ı 3üı
( - V 1 + A ) — =■ =--—  -(U .(V A ) — iSCO dT — l u odÇ

s p 3p
- E n (-V H? + K n )---------------------------(3.2.15)

n=l i = 1 ° ^ °  ^ 1Û 3ÇP

elde edilir.

(3.2.14) A3 varsayımı kullanılarak integre edilirse,

U u (i) (3.2.16)
—-1 —o

elde edilir. Buradan u ̂ 1 ̂ ; U ( nun bilecenlerinden biri o- 
lup r nin buna karşı gelen bileşeni 1 olarak normalize e-/■—O
dilmiştir. (2.2.16) da ; ye bağlı keyfi bir fonksiyonu
ihtiva etmez, çünkü 1 im £-»•-» veya lim U .->-0 ( j — 1, 2 , . . )

X ->“ °° Ç-+T00

dir. (2.2.15) deki ikinci mertebede çoklukları Vq özdeğeri-
ne karşılık gelen normalleştirilmiş, sol öz vektörle
çarparak ortadan kaldırabilir. Böylece u ^ ^  için tek̂ ĤTi'k-s-
lem, /  * V / & .

A - -./v£



8u (1) + ( 1 ) 9u
“ T r ~ + c ı u “

( 1 ) ( 1 ) a u
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3Ç ~ ° 2 3C1 (3.2.17)

bulunur. Bu r a d a

c -1 {r •(V A) ) r / 1 rl  *-q '■~0  o O •̂ 'O'-O (3.2. 18-a)

s p
c,=-l { E n (-V H? + K ) r /I r 2 — o . o*ıo ^ ı o  -'O — o—  cn = l ı=l

( 3 . 2 . 18-b)

dir. (3.2.16) ya b a k ı n c a  in b i l e ş i m l e r i n i n d e  (3.2.17) 
d e n k l e m i n e  b e n z e r  d e n k l e m l e r l e  ifade e d i l e b i l e c e ğ i  a n l a ş ı ­
lır. p tek olduğu zaman (3.2.17) nin g e n e l l e ş t i r i l m i ş  KdV, 
p çil ti olduğu zaman da g e n e l l e ş t i r i l m i ş  Burgers denklemi 
o lacağı aşikardır. - i ^ l> ^  işaret çarpanı bir tarafa b ı r a k ı ­

lırsa, en yüksek dereceli terimin c^ kat s a y ı s ı  lineer d i s ­
p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n d a k i  k p-ı nin kat sayısı ile aynı d ı r

Şayet A q nin öz uzayı invariant alt uzay ihtiva e- 
derse y u k a r ı d a  ö z e t l e d i ğ i m i z  indirgeme m e t o d u  geçe r l i  o l m a ­
yabilir. M e s e l a  bu uzayın m ve (n-m) b o y u t l u  iki alt u z a y ­
dan o l u ş t u ğ u  en basit hali göz önüne alalım. Bu durumda
A -A(U ) matrisi o

A -o
O (3.2.19)

şe k linde indirgenemez temsile sahiptir. Bu durumda 

P
_ 3.+ K . n  3
9t ~ ı  Dx

o p a r a t ö r  ii

-
r / . y . - K S . t •

( 3 . 2 .2 0 )
\ 'V
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haline dönüşür. Bu halde ( 3 . 2 . 1 8 - b ) ' d e  verilen C 2=0 olur, 
(buna k a r ş ı l ı k  lineer d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı n d a  k P  ̂ nin 
a \ k a t s a y ı s ı  da 0 dır). Ve netice olarak (3.2.17) d e n k l e ­
m i n i n  artık dü z g ü n  bir çözümü bulunamaz. Böylece A ̂ v a r ­
sayımı ihlal edil m i ş  olur. Genel bir teori tesbit etmek 
o l d u k ç a  mü ş k ü l  ve k a r m a ş ı k  o l d u ğ u n d a n  a ş ağıdaki özel h a l ­
le y e t i n e c e ğ i z .

311 * 3U p a a
T ^ + a [ n (H. ~-+K.-^-)]u = 0 3t 3x L . . — ı 3t 3x J  —  ı = l

(3.2.21)

matris d e n k l e m i n i  ele alalım. Burad a k i  U, (nxl) şeklinde 
sütün vektör A, H. ve K. 1er e l e m a n l a r ı  U nin bileşenleri-* ^ı ~  *
nin f o n k s i y o n u  olan (nxn) f o r munda m a t r i s l e r d i r .  Bu d u r u m ­
da Al, A2 ve A3 v a r s a y ı m l a r ı  şöyle değişir.

Bl) A matrisi; 
+A B

A =
&

C A (3.2.22)

şeklinde temsil edilebilir. Burada A_ ve Â sadece ııun 
f o n k s i y o n u  olan (mxm) ve (n-mx n-m) m a t r islerdir, ti ve £, 
ise U nun b i l e ş e n l e r i n i n  U nun f o n k s i y o n l a r ı  ile ç a r p ı ­
lıp t o p l a n m a s ı n d a n  elde edilen lineer k o n b i n e z o n l a n d ı r .
U 1 . ve U şöyle tanımlanır.

U =
U + • "ü, "i U , 11 m+ 1

u= ! U - •
i

u " u U. m J n (3.2.23)

B2) Sistemin

U = — o

[ u + 1 u 1o o

U~ oo L

(3.2.24)

ile v e r i l e n  bir ünif o r m  hale k a r ş ı l ı k  gelen çözüm m e v c u t - 
+tur ve U o ile LJq bu hal e t r a f ı n d a  £ ölçü p a r a m etresi cin-

s i n d e n ; .7
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+ i +U z  E £ J U.
j - 0  J

(3.2.25-a)

U~ = £ 1  ̂2 E £ ̂ U .
j  = ı  J

ş e k l i n d e  k u v v e t  s e r isine a ç ı l a b i l i r l e r

(3.2.25-b)

B 3) A mat r i s i *o

[ * :  °  ı

A =A(U )=
■SfO Si —O

O A
(3.2.26)

deki gibi i n d i r g e n e m e z  temsiline sahiptir. Bu B ( u 0 )=o m a ­
n a s ı n a  gelir.

A q nin üz değerleri; reel en az biri dejen e r e  değil 
re (

şit değildir.
sonlu ve 0 dan farklı ayrıca A q n m  h i ç b i r  öz d e ğ erine e-

+B4) ve sadece U nun f o n k s i y o n l a r ı d ı r .
(3.2.21) d e n k l e m i n i n  son t e r i m indeki o p a r a t ö r

P
n

i = 1
J L  ı/ _A
31 «i 3 x 'n (H. - £ r K . ;) =

(3.2.27)

b i ç i m i n i  alır.

B5) x-*--°° iken U ü n i f o r m  hale gider yani

lim U -► U veya 1 i m U.-+0 ( i = 1, 2 , . . . ) (3.2.28)
x->--°°

d i r .

A ş a ğ ı d a k i  gibi tanımlanmış bir k o o r d i n a t  dönüşümü
■uygulayalım. , v ,* '» '.%//.. ■'< -i- “ *.

l ' : fV M
\  - \



+ + # b u r a d a  V q , A q nın d e n ejere olmayan sonlu ve s ı f ı r d a n  f a r k ­
lı özdeğeridir. Bu durumda (3.2.21) denklemi,

9u 9u

i = 1 (3.2.30)
şeklini alır. Bu d e n k l e m i n  son terimi 

P
1/2 n { ( - V + H.+K . ) ~ + e l l .  —— } l ^ e 1 ^2 S e q D U

i = 1 q = 0 = q-

(3.2.31)
ş e k l i n d e  ifade e d i l e b i l i r  ki b u r a d a k i  matrisi BA v a r s a ­
yımı n e d e n i y l e

D =
— q

(3.2.32)

h alini alır. Böylece (3.2.30) denklemi iki k ı s m a  a y r ı l a b i ­
lir.

 ̂ :)ü' [)"  M  O P „ _ ( 3 . 2 . 33-a)
9 VI + + ' il Ü  1/2 q -

£-*— + ( - V  l + A)^-p+B -TT̂  + e '  l  e d U =0 
9t o ;  s  î  9^ n q —q=ü

9U 9u 9u
1 / 2  P + +

£-5— + (-V I+A ) _ + c  ^ + e  —  Z U =03 t  osr »  9Ç ^  9Ç q (3.2 . 33-b)

Bl, B2 ve B4 v a r s a y ı m l a r ı n ı n  ışığı altında A , IS, C ve D 
ma tri sle rin in
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r  c 1 / 2  v J r
e "  * j  ( 3 . 2 . 3 4 - c )

00 .
D+ = E e J d+. (3.2.34-d)
~ q j =0 ~ qj

ş e k l i n d e  ku v v e t  s e r i l e r i n e  a ç ı l a b i l d i ğ i n i  biliyoruz.

Burada

â î =  . s i  ( v â T ) °  ;  i ı = ü ö v u - “ > 

£j= V < V C ><, > ^ ı = ü î - < V D q T )o

d + = 3 T ) p olup, 3 7~oo xoo dÇ * o o

sabit matristir.

U ve U nin açılımları ile (3.2.34-a)-(3.2.34-d) 
ifadeleri (3.2.33-a) (3.2.33-b) denklemlerinde yerine koyup
E 'nin her kuvvetine göre düzenlersek e' için;

(_VoI+â o ) a r  =0 (3.2.35-a)

- , 3-l + +(-v 1+A )___+d U -o (3.2.35- b )o= ~o dÇ = o o -1 

elde edilir. Bu denklemlerden ilki hemen çözülerek

U^=r^ u (1)+ (3.2.36)

( 1) +bulunur. Bur a d a  sınır şartı k u l l a n ı l m ı ş  ve u , U, nun
• • • +  + b i l e ş e n l e r i n d e n  b i n  olarak alınmış r de A nin V özde- * T O — O O

eğrine karşı gelen normalize edilmiş sağ özvektörüdür.

sa U için u cinsinden
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- -1 • • 3p _ l u (l)+U, =-(-V 1* A ) 3 r  ü---r (3.2.37)-1 o *  szo stoo — o „ _p-1

elde edilir.

2Be n z e r  şekilde e için,

+ + ^ Ü 2 3Ül + 9ül
(_ V oİr+â o )'3|- =  37 “-137 roû -1 (3.2.38-a)

+ _ 3Ü 2 + + 9-l - 9-l 9-l + +( — V I + A )-^-r^+d u =--r— -— 4. ,  c lTr d. ̂ u ~ d  u r
o z  -o' 3Ç î o o -2 3t S-13Ç =13 Ç  = 10— 1 « o l — I

(3.2.38-b)
elde edilir. (3.2.38-a) yı A m a t r i s i n i n  n o r m a l l e ş t i r i l m i ş  
sol ö z v e k t ö r ü  1 ile çarpar. (3.2.27) yi k u l l a n ı r s a k

c * = l + {r+< V  +A+) (r+ /(l + r+ ) (3.2.39-a)1 — o — o u = o — o — o o

c*-l + a -  ( - V + I + A - )-1 a + r+ /( 1+ r+ ) (3.2.39-b)2 - - o *rO O O O ÎOO -O — o — o

olmak üzere

a u ( 1 > * H ) . » . 111, *
9x C 1 “ 9Ç " c2 . r 2 p - 1 0 . 2 . 4 0 )

de n k l e m i  elde edilir. Bu g e n e l l e ş t i r i l m i ş  K o r t e w e g - d e  
Vries (KdV) d e n klemi olup p=2 için KdV d e n k l e m i n e  d ö n ü ş ü r  .

3.3. G E N E L L E Ş T İ R İ L M İ Ş  KdV D E N K L E M İ N İ N  Y A K L A Ş I K  ÇÖZÜMÜ

(2.2.1) b ö l ü m ü n d e k i  (2.1.4) d e n k l e m  sisteminde, T-»-t; 
Ç->-x alır s a k  bu sistem,

3u 3u s p R â  r s
-r—+ A -~-+ U  n (H — - + K -f-)} u = o3t * 3x a 3t a 3x —  —

matris formunda yazılabilir.

Burada;

/



dir. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi bu s i s t e m  şekil olarak t a n i u t i - w e i  for- 
mundadır. Bu formun diğer ş a r t l a r ı n ı n  s a ğ lanıp s a ğ l a n m a d ı ­
ğını a r a ş t ı r a c a ğ ı z  ve m ü m k ü n s e  bu sistemi KdV d e n k l e m i n e  
v eya b u n u n  g e n e l l e ş t i r i l m i ş  h a l l e r i n d e  bir i n e  i n d i r g e y e c e ­
ğiz, ö n c e l i k l e  y = 0  özel hal i n i  ele alacağız, denge haline
tekabül eden sabit çözü m ü n  U o l d u ğ u n u  kabul edereko
U = U o + e 0 f o r m u n d a  ç ö z ü m  alıp e=0 olarak denklemi l i n e e r l e ş ­
tirerek U q ç ö z ü m ü n ü n  bir şarta bağlı o lmadığını göreceğiz, 
bu b a k ı m d a n  sabit çözümü 

1
U = -o

(3.3.1)

şe k l i n d e  a l abiliriz

U'nun bu sabit ç ö z ü m  c i v a r ı n d a  e ölçü p a r a m e t r e s i n i n'•*" k,
k u v v e t l e r i  c i n s i n d e n



UzU + e U + e 2U +. - -o -1 *~2
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(3.3.2)

ş e k linde seriye a ç ı l a b i l d i ğ i  kabul e d i l m e k t e d i r
r ı  o

A =A(U )= so zr -o
e l

e 2
o l d u ğ u n d a n  bu m a t r i s i n  ö z d e ğ e r l e r i  X^ = l, Â 2 = 3^ ~  
dir. Ö z d e ğ e r l e r  reel ve s ı f ı r d a n  farklıdır.

şe klinde-

tır .
x->— 00 iken U+U yanı lim U.-*0 (ı=l,2,...) olacak- - -o -ix->—  oo

U = U o + Ü; İI)| -< LU0 | alınır ve d e n k l e m i m i z  U'ye göre 
l i n e e r l e ş t i r i l i r s e  ve elde edilen d e n k l e m i n  çöz ü m ü n ü n

U = R e i (k x - w t )

y a p ı s ı n d a  o l d u ğ u n u  kabul edersek

3 3F-iw I+ik A +(ik) n k ] R=0  L - s.o . cra = l
(3.3.4)

bulunur. Bu cebrik siste m i n  s ı f ı r d a n  farklı ç ö z ü m ü n ü n  o l a ­
b i l m e s i  için k a t s a y ı l a r  m a t r i s i n i n  d e t e r m i n a n t ı  sıfır o l a ­
cağından, d i s p e r s i y o n  b a ğ ı n t ı s ı  olarak,

|

I 0 " ’ 1 0 - ■k2Cl 0 ,

det <t + + = 0

-
0 w

"k 0 e 1 L °
k 2e 2

(3.3.5)
elde edilir, Bu ifadeyi de düz ":nl iy ecek olur s a k  d i s p e r s i ­
yon bağ ı n t ı s ı

w , 2 . c 'D(w,k)«(l-=*eık fc) (&-^+e2k 2- £ ) z 0 (3.3.6)

veya w?k + e k elde edilir ki bu aranan gerek şarttır k'niri
P 1k üçük de ğ e r l e r i  için faz hızı k = k c i n sinden \

.. • n



b u l u n u r .

Bu genel h a l d e k i  

2( l + â, k + 0 (k )) ifadesine eşdeğer olup bu r a d a
V q = X^ = 1 s ı f ı r d a n  farklı reel özdeğer, X  ve 1_Q buna karşı
gelen sağ ve sol ö z v e k t ö r l e r  yani 

1
; 1 = [l,0İ ; 1 r -1~ Q L J — q — O ~

ve

r = — o

.,=1  1 ( n K)r /V 1 r =-(1,0)1 o . cd o o — o— oa=l

' £ ! ° ‘
• 1"

. °  ’ £ 2 r
O »--
---

---
--- / 1-e .

olup (3.3.7) ile uyuşmaktadır.

a= ( p — 1 ) olmak üzere

Ç = e a ( x -V q C ) , t =t; a *t k o o r d i n a t  dönüş ü m ü  ile d e n k l e m  
siste m i m i z

9u 9u
e — +(A-V I )  - ^ + 6  ( il k ^ ) u = a  

9x *  o-3T 9Ç a 9Ç ~
(3.3.8)

şekline dönüşür

Şayet U ve A ' n ı n  e'nin seris i n e  açınımı d ü ş ü n ü l ü r  ve 
e nin k u v v e t l e r i n e  göre sıralanırsa, sırasiyle

e için;



(3.3.9) integre edilirse, u U'nun norraalize edilmiş, 
r Q 'nin b i r i m  olan b i l e ş e n i n e  k a r ş ı l ı k  gelen b i l e ş e n i  olmak 
ü zere

U. :r u -1 ~o
( 1 ) (3.3.11)

elde edilir. (3.9.10) d e n k l e m i  solda 1q ö z v e k t ö r ü  ile ç a r ­
pılır i Q ̂ “ V o I )=0 olduğu d ü ş ü n ü l ü r s e

-1 -5— 1 {Ut • (V A) } -o 3x -o -l u o
9Hı

-e

- e ,
3 -1 - 0
H '

(3.3.12)
elde edilir,

(3.1.11) çözümü, ( 3 . 1 . 1 2 ) ' den yerine konur

U ,*(V A) =r u ( 1 ) -(V A) = u ( 1 ) *r *(V A) = ~ 1 u o o a o — o u o

o l d u ğ u n a  da dikkat e d i l i r s e

0

,£2
>el

3 u (1)
ti + ( 1 )
t - ^ r -

^  ( 1 > o u
-e

1 aç3
-=o (3.3.13)

elde edilir. Bu KdV d e n k l emidir. U q deği ş i k  se ç i m l e r i  i- 
ç inde b e n z e r  şekilde KdV veya b unun g e n e l l e ş t i r i l m i ş  ş e k i l ­
l e r i n d e n  b i r i n e  i n d i r g e m e k  mümkündür.

3.4. G E N E L L E Ş T İ R İ L M İ Ş  B O U S S I N E S Q  ' İN Y A K L A Ş I K  ÇÖZÜMÜ

Bu b ö l ü m d e  2 ci b ö l ü m d e k i  (2.1.3) s i stemini T a n i u t i -  
Wei y ö n t e m i  ile çözmeye çalışacağız. (2-.1.3) s i s t e m i n d e n

* *• * 
p A 1=- A x , B x = pB x B 2 = p B 2 A 2 =- p A 2

olmak üze re
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q l = U x* q 2 = U t ’ q 3 = V x ’ q 4 = V t

d i y e c e k  o l u r s a k

,3 3 . ^ - 3  33u 3u s p
A ( , V ) - ^ + { L  n (H* ^ r + K  P -£)} U = 0 (3.4.2)3X 3 ” 1 ct“ 1 ot c31 (x Dx3t “

v e k t ö r e l  d i f e r e n s i y e l  d e n k l e m i  elde e d i l ecektir. Burada;

U =

S = 1, P = 3

■q r u ı " r  0 -1 0 0 ■

q 2 _ u 2 ; a -
2 *“ C 1- B ıq ]_ 0

it
“ B 2 q 3 0

q 3 U 3 0 0 0 -1

q 4 U 4
*

' B 2 q 3 7 0 2 *  
- V q lB 2 0

î i = k i ; H^= HC-l *■: , H . =0L *-1 ( c = 1,2,3)

İ l = İ 2 = i  ’ I s  =

' 0 0 0 0 '
-Aı 0 0 0
0 0 0 0

*0 0 ~Â 2 0

-

d i r .

(3.4.2) s i s t e m i n i n

u ( k ) ( 0 , t ) = u (k)+eF(t) t>0 (k:0)O

u ( l } (0 ,t ) = u ^ l) t >0 (c*k) ( i = l ,2 ,3)

ve

lim U+U ; JJ(x,0)zUo sabit
X-+-oo

Sınır ve baş l a n g ı ç  şartı altı n d a  a s i m t o t i k  ç ö z ü m ü n ü  araya-
(k)cağız. Bu r a d a  u , U v e k t ö r ü n ü n  b i l e ş e n l e r i n d e n  h e rhangi- 

biri (e<<L) ölçü p a r a m e t r e s i n i  g ö s t e r m e k t e  F(t) t-0 anında' r 
Li p s c h i t z  a n l a m ı n d a  sürekli bir fonksiyondur. P r o b l e m i m i z ­
de aşa ğ ı d a k i  şartların s a ğ l a n d ı ğ ı n ı  kabul edeceğiz.



i) Ü n ü f o r m  du r u m a  karşı gelen U »(0,0,0,1) sabit 
çözümü (Dalga c e p h e s i n i n  ö n ü n d e k i  o r t a m  h a r e k e t s i z d i r )  U 
bu sabit ç özüm civarında,

OO ,
U= E e 1u.=u + e u ı+ e 2 u 0 +-- (3.4.3). « —  ı — o —  1 *■2ı = 0

ş e k linde kuv v e t  serisi açılabilir. A ve K m a t r i s l e r i n i  e- 
lem a n l a r ı  U v e k t ö r ü n ü n  b i l e ş e n l e r i n e  göre isteni l d i ğ i  k a ­
dar türet i leb i İd iki er i g ö z ö n ü n d e  b u l u n d u r u l u r s a  U'nun seri 
açılımı k u l l a n ı l a r a k  kats a y ı  m a t r i s l e r i  de

X=X + £ { U . ( V  X) } + £ 2 {U0 • (V X) + i u * U . : ( V  V X) } + —  «o — 1 u = o —L u—  o 2 — i -1 u u  o

(3.4.4)
formunda seriye a ç ı l a b i l i r l e r .  Burada

2 o = < £ > U - U

9X
V (VJ L V < — r   )

du H - U Q (m, n - 1 ,2 , . . . 4 )

92X
U.-U. : (V. V.X) = (-  -y  ; 7— T ) u [ m) u ^ n) (3.4.5)
~ı 1 J *  ° 9u 9u U = Uo J

u f m  ̂ U. v e k t ö r ü n ü n  m ci b i l e ş enidir, ı ~ ı

ii) Zayıf lineer olma y a n  d i s p e r s i f  d a l g a l a r  i n c e l e n ­
d i ğ i n d e n  H ve K m a t r i s l e r i n i n  seri a ç ı n ı m l a r ı n d a  ortaya

. . . 1/3çıkan k a t s a y ı  m a t r i s l e r i n i n  e l e m a n l a r ı n ı n  £ m e r t e b e s i n ­
de o l d ukları kabul e d i l e c e k l e r d i r .  Burada K . » s a b i t  o l d uğun-

1/3 9cXdan K.=0(e ) o l d u k l a r ı n ı  kabul ediyoruz (H.=0) (3.4.2)
fs ı şci

s i s t e m i n d e k i  son terim (3.4.3) ve (3.4.4) ışığında 
3

[ E  E (H3 + K 3 -^-)]u-(eT +£2t^+--) ( U + eU, + ..)L , . a 9 t  a  «  •*»' jo - 4  - o ~ l3=1 a-1

= £ 2T U . + e 3 (T U +T u )+••— o— I -o 2 —'1— 1
şeklinde kuvvet serisine açabiliriz. Burada
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-A ı l  1 9x-
0
0

0

T . =0

+ 0 
0 
0 
0

i >0

-A

0
0
0
* 93
2 9x^

0
0
0
0

dir. S i s t e m i m i z d e

A = 
m o

0 -1 0 0
2

' c ı 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2

_ c o 0

olur.

iii) A q m a t r i s i n i n  ö z d e ğ e r l e r i  gerçel, en az bir t a n e ­
si yozla ş m a z ,  Sonlu ve s ı f ı r d a n  farklı o l d u ğ u n d a n  indirgeme 
ş a r t ı - g e r ç e k l e n m e k t e d i r .

Bu k a b u l l e r  altı n d a  d e n k l e m  s i s t e m i m i z i

9^1 9 u_ı
(e_aF+ - • ) + { A o'E l r ( v uA ) o + - • } { e “ 3 ^ + * - } + e I o ( V eü ı + * - ) =0

(3.4.6)
şekli n d e  yaz a b i l i r i z .  e'nin çeşitli m e r t e b e l e r i  için 
e için:

9u 9u
-+ A - 4 1  =091 so 9 x (3.4.7)

2 . . e ıç m

9u 9u 9u.
-+A91 ~-o 9k + ["u. (V A) 1 — -r— + T U. =0 '—  1 u oJ 9x —o-l (3.4.8)

d e n k l e m l e r i  elde edilir. Sınır ve b a ş l a n g ı ç  şart l a r ı n ı  da 
aynı şekilde seriye açarsak;

€  için;
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u [ o ) ( O ,t) = F (t ) t >0

t>0u [ l ) (0 ,t)=0 l?0

lin U + 0  ; U, (x,0)=0 '*'1 - 1x->-°°

(3.4.9-a)

(3.4.9-a)

(3.4.9-c)

£ için:

U (0 , t )=0

lım U ->-0 -ex-*°°

(3.4. 10-a) 

(3.4. 10-b)

üj (x,0)=0 ( 3 . 4 . 10-c)

(3.4.7) denk l e m i n i n ,  (3 . 4 . 9 - a ) ( 3 . 4 . 9 - c ) sınır b a ş l a n g ı ç 
şartları a l t ı n d a  ç ö z ü m ü n ü  b u l m a y a  çalışacağız.

Xq _ V q_ c 1 , X1 c x X2 - C2 X3~ C 3

A q sabit m a t r i s i n i n  öz d e ğ e r l e r i

1
- c .

0
0

r =o

- 2 ~

(<’1 2 + D 1/2

0
0
1

- c,/ T T ^ - 2-

-1 =

- 3 = /I+ c ̂  2

1

C ]
0

L °  J
o
0
1
c„

ler sağ ö z v e k t ö r l e r i

1 =(-c ,1 ,0 ,0 ) -o 1 / l + c ^2 h  = /l.+ c ^2
•(ci, 1 ,0 ,0 )

/l+ c 2 2
-(0 ,0 ,-c„ , 1) 1 =-  (0 , 0 , c 9 , 1)

3 / W 7 2 -  2

de sol ö z v e k t ö r l e r  olarak b u l u n u r
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(3.4.7) denklemi; soldan 1 ̂ (i-0,1,2,3) ile ç a r p ı ­
lır. 1. A =A . i . olduğunu diisünürsek— 1*0 İ— İ *

( ~ ^ + \ i ~ ~ )  1 i = O ( i = 0 ,1,2,3) (3.4.11)

hal ine gelir.

2 2^ 2  olması h a l i n d e k i  sağ ve sol ö z v e k t ö r l e r  sıra
ile

r. ve 1 . (i = 0 ,1 ,2 ,3)- ı - ı

olmak üzere

(i)w .i 1 = 1 .U tanımını y a p a l ı m  ve (-^r+ X.-J7) in (1 ,X.) 1 — ı— i ot ıox ı
d o ğ r u l t u s u n d a  türetme o p e r a t ö r ü  o l d u ğ u n u  d ü ş ü n ü r s e k  (3.4. 
1 1 ) için formel çözüm

W l ( l ) = W l ( l ) ( t - — ) = W l ( l ) ( Ç . )  ( i z O , 1 , 2 , 3 )
i

fo rmundadır

L =

ı-o

il =
0

0

1 „= 3

1
/I + c ^ 

C 1
/ı+ c 12

/l + c ^ 2'

>/l + c 1 2'

/ l+c2 2 /I c 2 2-

tanımını y a p a r a k  ki b u r a d a  b i l e ş e n l e r i  (i=0,l,2,3)
olan sütun vaktördiir

^ C 1°2 -1 det L= -------^ ^ —  ^0 o l d u ğ u n d a n  L m e v c u t t u r
~ ( l + c 1 ) ( l + c 2 )
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Bu nede n l e

I K r L " 1 v  — 1 ~1 (3.4.12)

-1L m a t r i s i n i n  jî^ , n_̂  , n^ * sütun v e k t ö r l e r i n d e n  o l u ş t u ğ u
d üş ünü 1ü r s e

ü f T T  X i  < i  = 0 , 1 . 2 , 3 )
- i - i

(3.4.13)

d i r . 0 halde

L =

_ / ! + c ı 2 / !+ ç i 2
2c ı 2cı

bulunur. Böylece

/ 1+ c ■] 2 
2

0

0

/ !+ c 2 ̂  
2c 2

/ I + ç 2 2 
2

/l + c ? 2 
2c 2

/i + ç 2 2

(3.4.14)

ü l = W l (0)ûo + W l ( 1)2'l + W l (2)^2 + W l (3)^ 3  (3.4.15) ,

elde edilir. Şimdi bu genel ç ö z ü m d e n  sınır şartlarını sağ- 
lıyan çö z ü m ü  arayalım. Verilen sınır ş a rtlarına karşı gelen 
ö z d e ğ e r  v 0 “^ o = C l ^ r • Genel olarak bu p r o blemin fiziksel 
ö z e l l i ğ i n d e n  kestir i l i r .

Ç = t- n= t+:
X (3.4.16)

genel olarak,

( 3 . 4 . 16-a)

D e ğ i ş k e n  d ö n ü ş ü m ü n ü  yapalım. (3.4.15) d e n k l e m i n i n  sınır 
ş a rtlarını sağlıyan çözümü
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inşa e d i l e bilir. Buna göre k nci basit dalga ç ö z ü m ü n ü n  

d U ] <0) d u < k > d <3 >
z a (sabit)(0) - - (k) - (3)

k k rk

olduğu b u l u n a b i l i r .  k =0 ise r ^ ^ » 1  o l d u ğ u n d a n
(3.4.18)

(i) (i) (0 ) . , .du =r du. ı=(ı=2.3.4) (3.4.19)1 o 1

vey a ,

u ( ı ) _ r ( O  (°)tflı (i — 1,2 ,3) (3.4.20)1 o l  ı

bulunur. Bu r a d a  a.zsabit, r r, ö z v e k t ö r ü n  i ci bileşe-
(k ) 1 . .n i , u^ da u^ v e k t ö r ü n ü n  k ci b i l e ş enidir. Böylece 3

tane lineer b a ğ ı m s ı z  d e n k l e m  sistemi elde edilir. B u n l a r a
karşı g elen (3.4.20) b a ğ ı n t ı l a r ı n a  s ı fırıncı Reim a n n  in-
v a r i a n t l a r ı  denir. B a ş l a n g ı ç  şartı k u l l a n ı l ı r s a  (3.4.20)
b a ğ ı n t ı s ı

( ı ) _ r (ı)u (o)_o V eya U =r u (° ) (3.4.21)1 o l  r - l -o 1

f o r m u n d a  bulunur. Bu r a d a  da sınır ş a r t l a r ı n ı n  ilki k u l l a ­
nılırsa,

] L l m f ( O E 0 (3.4.22)

bulunur. B u r a d a n d a

U 1 = U l <0 ) ( Ç ) n o =:F(C)ro - ^  (3.4.23)

elde edilir. Bu ç özüm k u l l a n ı l ı r s a  (3.4.8) denklemi,

^ +â o ^ )Ü 2 = - [ i „ - < V „ t > j £ o F ‘« > ^ F ‘« > - î o £ o F <î> „

(3.4.24)
f ormunda yazılabilir. Bunun 1 sol v e k t ö r ü  ile çarpıp 
E,, n k o o r d i n a t l a r ı n d a  yazarsak,
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W 2 <0)=1 D, 2 — o — 2

olmak üzere

3
n2-2- w „ (0)=— ^-1 |"r (V A) İ r  Ffr)-^-F(Ç)-l {3n 2 V -o L— o o oi-o ^  ~o ,° 1 o s a = 1

-  , _ £ f
V 0 1 o 3ç3 (3.4.25)

i
bulunur. B u n  ye göre integre edilirse, g(£) integre s a b i ­
ti olmak üzere

2w 2 <°> ba _  m İ- İl
2 0 1 «  c ı  ;>r.3

n + B ( Ç )  (3.4.26)

b u l u n u r .

Ç = r| yani x = 0 iken Ç - t  olduğu d ü ş ü n ülürse, (3.4.10-a) 
sınır şartından,

U.2 ( Ç ^ ) = 0  (3.4.27)

bu l u n u r .

w 0 ^°^=l U_ olduğu için (3.4.27) çözümü,Z O “ z

w 2 ( o ) (Ç,C)=0 (3.4.28)

şeklinde yazı l a b i l i r .  Bu d e n k l e m d e n  (3.4.26) b a ğ ı n t ı s ı n d a ­
ki g(Ç) i n t e g r a r  sabiti,

( 3 - 4 - 2 9 )

elde edilir. Böylece
*

1  [477 2t xl p ]  (n-î> < 3 -<-31»
(o)_ 1 / l  3F2_ A 1 93F-

w2

b u l u n u r .



(3.4.16) , (3.4.30) ve n:*-n tarifi d i k k a t a
a l m ı r s a ;

3
U 2 = { [ M F ( Ç ) | İ . N  A f ] x } r o (3.4.31)

dç,

bulunur. Bur a d a  M ve N integral sabitlerdir. Böylece U 
için ikinci m e r t e b e d e n  formel çözüm;

U = U o+e F (ç ) r o+e 2{ [MF (Ç ) FÇ+ x) ̂  0 (£ 3 ) (3.4.32)

1 2 olarak bulunur. B u r a d a n  x = 0 ( — ) ile eU, ve e U„ nun aynı
etkiye sahip o l a c a k l a r ı  gö r ü l m e k t e d i r .  Zira bu r a d a

lim U ^ 00 oluyor yani s e k ü l a r i t e y e  sahip olmakta-
X-)-oo

dır. Bu d urum d e ğ i ş i k  ö l ç e k l e m e  ile gideril e b i l i r ,  h a k i k a ­
ten x q = x x^=ex tQ =t b a ğ ı m s ı z  d e ğ i ş k e n l e r i n i  seçelim.
JJ = 0 (xo > x ^ , t Q ) olacakLır. B a ş l a n g ı ç t a k i  d e n k l e m i m i z i n  yeni 
k o o r d i n a t l a r d a  yazar ve k a t s a y ı  m a t r i s l e r i n i n  seri a ç ı ­
lımlarını kullanır. €. nin değişik k u v v e t l e r i n e  göre d ü z e n ­
lersek

e ı ç ı n ,
w

9 U 3 Û
— - + A — -- -0 (3.4.33)9 t o =° 9 x q -

2 . . 
e ı ç m

9 Û „ 9 0 9 Û  9 î ı  ~ ^
 — +A -— — +A  fU.. (y.-A) 1  + Z. U -03 t '-o 9 x “13 ax, l'-l u oJ -1

1 ° (3.4.34)
bulunur. (3.4.33) için £ =t- —  = t  = olmak üzere daha* S O VO o d
önce olduğu gibi;

V  a i <° > « o >Xl ) to (3.4.35)

formunda çözüm bulunur. Bu ç özüm (3.4.34) d e n k l e m i n d e  y e ­
rine konu r s a
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3 Û , (o) , , . 3U ,<°>
N(Ç ,xl) = [-A  \----+— ]r -(V.Â) £0 (o)  y ------o L =o dx_ c , u o ̂  1 dÇ,1 1  o

- î “ , (0)]" O 1 -J
(3.4.36)

o lmak üzere,

(^ \ 3 f > Û 2 =!İ(V V i o  (3.4.37)
O o

elde edilir. Bu d e n k l e m i n  formel çözümü daha önce olduğu 
gibi,

Û 0 = { fi N(Ç ,x ) r 1 + h(Ç ,x ) } r /21 r (3.4.38)-2 l̂ -o 2: o 1 - o Jr̂  ^o 1 — o —o o 7

ş e k l i n d e  bulunur. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi çözümde yine bir sekülerite 
vardır. Yani x+°° için U ^-*-00 olmaktadır. Bu

l i » U o  ü ( ^ o , x ı )£ 0 }-0 (3.4.39)X->oo

s e k ü l e r i t e  şartı ile k a l d ı r ı l a b i l i r .

Bura d a n  ilk adımda sadece yapısı b u l u n a n  û fonk-
s i y o n u n u n ,

3 Ü , (0) , . 3 5 . (o> 33B ] (o)1 , (o ) 1 1 /o / /a\+ a u — ------- = a 0--------7T- (3.4.40)
9xl 1 1  3^o " 2 9ç .3o

d e n k l e m i n i n  çözümü olması ger e k t i ğ i  ortaya çıkar. Bu b i l ­
diğimiz KdV denklemidir. B u r a d a n  a^, a^ sabitleri,

a l * - i o [ ro (7 a * )o l i o /Vo i o l o =  “V 2 c l2

a 2=-i-o( V  V2  > £ o /Vo i o V  AV 2 ° 1 2 (3.4.41)a= 1 o

şeklinde t a n ı m l a n ı r . (3.4.40) d e n k l e m i n d e n  u ̂  ° ̂ için bir
a

ç ö z ü m  b u l u n a b i l i r s e  (3.4.35) b a ğ ı n t ı s ı n d a n  k o l a y l ı k l a  __ ^
hesaplanır. Diğer taraftan ç özüm v e k t ö r ü  ile çözüm 
vektörü x =0 veya x Q= 0 , x ^=0 için biri b i r i l e r i y l e  özdeş 
olması g e r e k t i ğ i n d e n
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(3.4.42)V  ^ o *0 ) = F ( Ç o ) Ço >0

u 1 (° ) (Ço ,0)=0 Çq <0 (3.4.43)

elde edilir. (3.4.38) ve (3.4.39) ifadeleri d i k k a t e  a l ı n ı r ­

sa, û 2 nin n d e ğ i ş k e n i n d e n  b a ğ ı m s ı z  olduğu g ö r ü l e c e k  ve
(3.4.37) denklemi

3l(,
<Ao - V >  3 T  =- V o “ « o ' V î o  (3.4.44)O

formunda y a z ı l a c a k t ı r .  Böylece N , nin b i l i n e n  fonk-
siyonudur. Şayet (3.4.44) d e n k l e m i n i n  çözümü varsa bu ç ö ­
züm A nin sağ öz v e k t ö r l e r i n i n  lineer bir k o m b i n o z u n u  m/o °
şeklinde yazı l a b i l i r .  Yani 

3-= E a . r . (3.4.45)3Ç . i -io ı=o

dir. V A nin öz değeri o l d u ğ u n d a n  (3.4.44) denkl e m i n d e n ,  o -o

1 N(Ç ,x )r =0 (3.4.46)~o *  o 1 —-o

olur ki bu daha önce s ö y l e d i ğ i m i z  s e k ü l e r i t e  ş a r t ı n d a n  
b aşka bi r ş e y  değildir. O halde (3.4.45) ifadesi,

3û 1. N(Ç ,x )
—— = —V E — ---=— r-j  r.+a (Ç ,x ) r3£ o . (X.-V ) 1 .r . ı o ^o o ~o

U 0  ı o -a-! (3 .4 .4 7 )

f o r munda ifade edilebilir.

Bu d e n k l e m  y ardımıyla, nin üç b i l e ş e n i  mesela,o s o

a- (°)3u^

ci n s i n d e n  ifade edilebilir. rQ nin biri n c i  b i l e ş e n i  1 o l ­
d u ğ u n d a n  ,



olarak s e ç e r s e k  ve b u n u  (3.4.47) d e n k l e m i n d e  yerine koyup
integre eder s e k  0 v e k t ö r ü n ü n  b i l e ş e n l e r u  U c i n s i n d e n

• • 3ifade e dilebilir. U. ve U„ k u l l a n ı l a r a k  e nin kat sayıla-
- ' l  ~ Z

rının e ş i t l iğinde,

< ^ + A o ^ r )Ü 3= £ (u2 <0 > -u l (0 ) > (3.4.49)O o

y a p ı s ı n d a  bir b a ğ ı n t ı  elde edilir. B unun çöz ü m ü n d e  yine 
b ir s e k ü l e r i t e  ortaya çıkacağı açıktır. Bu ise X-*00 için,

1Q P ( u 2 ( o ) ,u1 (° ) )=0 (3.4.50)

s e k ü l e r i t e  şartı ile orta d a n  k a l d ı r ı l a b i l i r .  Böylece 
u 2 (û) nin sağ l a d ı ğ ı  yeni bir d e n k l e m  or t a y a  çıkar. Bu 
ç ö z ü l e r e k  U 2 bul u n a b i l i r .  Böyle devam ederek i stediğimiz 
m e r t e b e d e n  çözümü b u l a b iliriz.

3.5. ÖZEL H A L L E R

Bu bölü m d e  (3.4.40) d e n k l e m i n d e k i  a^ veya a 2 nin 
0 olması halini gözön ü n e  alacağız. Önce a ^=0 halini d ü ş ü ­
nelim. Bu d urum u y g u l a n a n  p e r t ü r b a s y o n  a ç ı n ı m ı n d a  disipa- 
tif veya d i s p e r s i f  terim l e r i n  n o n - 1 i n e e r l i k t e n  daha etkin 
o larak g ö z ö n ü n e  a l ı n m a s ı n d a n  doğmaktadır. P e r t ü r b a s y o n  iş­
lemi iki etkiyi eş m e r t e b e d e  tutacak şekilde d e ğ i ş t i r i l e ­
rek zayıf n o n - l i n e e r  d a l g a l a n  k a r e k t e r i z e  eden d e n k l e m ­
ler elde edilir.

Bu duru m d a  A1-A3 v a r s a y ı m l a r ı n a  karşı gelen B1-B4 
v a r s a y ı m l a r ı n ı  alarak yeni bir p e r t ü r b a s y o n  işlemi u y g u l a ­
nacaktır.

Ş ay e t
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U = — o

0
1 
o 
o (3.5.1)

al a r a k  A ın ö z d e ğ e r l e r i n i  b u l u r s a k  yine X =c., A„--c,'—o o 1 1~ 1
\ 2 = ~ c 2 b u l u n a c a k t ı r .  Eğer V 0 = ~ c 2 a lır (3.4.40) daki 

k a t s a y ı l a r ı  h e s a p l a r s a k  a^=0 bulunur. Bu nede n l e  bu durum 
d a

+A=

■ 0

2 *

-1 "

Ar

0

2 *

-1 ■

" c ı _ B ıu ı 0 _ - c 2 - B 2Ul 0

B+=B - 
3=- Z.

O

; 6 2 ü 3 olmak üzere

A=

A

BS” A
u-

yapısındadır,

a y r ı c a

* u U  „ ru,
+ 1 3

u= u= U =
u U - j u.

2 L 4i

( U . = q 4 )

kabul e d i l e r e k
+' u c + ' o •o o

+
, u =—'O

ıT 0 1o -J

formunda denge haline tekabül eden sabit çözümün var ol-
+ ~ (*—) # # #duğunu varsayıp, U/q ve U nin bu sabit çözüm c i varında

e ölçü p a r a m e t r e s i  ci n s i n d e n



ş e k l i n d e  k u v v e t  s e r isine açılabilirler,

A =A(U )- -o &  o

f o r m u n d a  olup, bu r a d a

0 - 1  * ---
1

O 1 *—*
___

1

+ _
A = A-«»0 0

2 n 2— c 0
1 I

1 O O (3.5.3)

dir. A nin öz değerleri c, ve -c-> , A n m  öz v e k t ö r l e r ieo 1 i +
ise C 2 ve - C 2 dir. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi c ı - i c ^  ise A q ve A q n m
ortak ö z d e ğ e r l e r i  yo k t u r  ve hepsi 0 dan farklıdır.

A.+ =  X için

X =X „ +e { U1 ( v  +X ) n } + e 2 {U^ (V11 + X) u! U* : (V V X ) + 0 ( e 3 )*fo -»i u + i*;o 2 u+ o 2 ~-l u + u + = o

B + =Y için de 

1 / 2Y = e l  e Y .
j = l

(3.5.4)

Y 1=U 1 (Vu- Y ) o ... (3.5.5)

şeklinde seriye açı l a b i l i r l e r .  A q nin ^ 1= + c 1 » ^ 2 ~ ~ ° 2  

d e ğ e r l e r i n e  k a r ş ı l ı k  gelen sağ ve sol öz v e k t ö r l e r i
o z -

dir

+ r = — o
-c c 1

nin ö z d e ğ e r l e r i n e  k a r ş ı l ı k  gelen sol ve sağ ö z - / f - ' ^ ' %
v e k t ö r l e r  ve r^ ben z e r  şekilde b u l u n u r  ( k = 3 ,4 )
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u (1) (O,t)=0 + EF(t) t>0 j £{1, 2 }

u (2) ( O , t ) = 1 t>0 i*j

G enel sınır b a ş l a n g ı ç  şartlarını 

u 1 (O , t ) =eF(t)

u (2) (O.t)-l, u (3) (0,t)= u (4) (O ,t )=0 dı r

Bur a d a  u ^ 1  ̂ 1ar U v e k t ö r ü n ü n  b i l e ş e n l e r i d i r .  Daha önceki 
p e r t ü r b a s y o n  işlemini y a p a c a k  olursak x _0 (£ ) de ikinci
m e r t e b e  formel ç ö z ü m  seküler bir davranış gösterir, bunun 
için orada y a p ı l a n  deği ş i k  zaman ö l ç e k l e r i  m e t o d u  k u l l a n ı ­
larak s e k ü l e r i t e  gideril e b i l i r .  Bunun için x,t yerine

- x,x^~£x, t =t b a ğ ı m s ı z  d e ğ i ş k e n l e r i n i  seçiyoruz. Böyle-x o
ce

U ( x , t ) = Û ( x o ,x1 ,to ) ve

3______ 3_ +e_ J L  (3.5.6)
at " a t _ * 8x 3x q 3x1o

İde edilir. A . 2 v a r s a y ı m ı n d a  olduğu gibi, (a=l,2,3)
K -o ( e 1 / 3 ) o l a c a ğ ı n d a n  B.1-B.4 v a r s a y ı m l a r ı  ışığı altın-
at a 
d a

k  , ı +  o - ,  y 1 Z y  o . -  r =  Z y0 = ı  C K u' o-. C i C JJ,
"  R=û k k - ' k =0 * k

İ* e U 2 } /  £  ( V r > .  r = E İ / 2 İ l e k £ ; ( V İ ' ) 0
k -1

a ç ı n ı m l a r ı  d e n k l e m i m i z d e  ye r i n e  k o n u r s a  ve Ü,- için

Â + (— —̂ +— ^— ) U + B" Û - + e K + (tü- ) 3 £ + = o (3.5.7)
ato z  3xo 3 X ı 3xo 3X1 ~  *  o 3xı

-^L-+B ( -A -+e_ L -)û + + Â_ (-r^-+e-r^-)U +cK“ (-r|—+£-ğ^-) jj=°-at0 ** axo e aX l ;^  *  3x0 ax1 3xo aXl ^  g)
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Denkle m l e r i  elde edilir. Ki b u r a d a

"0 0 ' 0 0 1
•M-K = K =
Oc * 9 *

-A ı 0 - A 2 0

dir. (3.5.7) de ki d e n k l e m i m i z

D = 9 - +- 99x 3x o 1

3
n K = 

0 = 1^

K

K

olmak üzere,

■37- ( Û  + + eû|+ ) + ( A % eA.|+ ) D ( U % e fr + ) + e (e B + e 2B + ) 91 — o «*'1 «o -XJ- — o xl *2o

D (e ö x } ) + £k +d 3 (Ü*+ ) =o (3.5.9)

£ İ / 2  ^ f - ( £ Û 1"  + - ) + e 1 / 2 ( e B % e 2 B 2 + - ) D ( Û %  ) + e 1 / 2 (A +eA +- )dt '■'i «sz —'O %.0 -a£lO

2~- 3/2 - 3D (eUı + e u 2 -t—  )+£ K D ( e U 1+-) zO (3.5.10)

d e n k l e m l e r i  elde edilir. Bu d e n k l e m l e r d e n  ilki e nin k u v ­
v e t l e r i n e  göre d ü z e n l e n i r s e

e ıçnı

3û ; + 90;
+ A —— -— =09t o 9x o o

( 3 . 5 . 11-a)

e ıç m

3Û2 + 30 + 3Û _ + 3 30 *
-+ A — i  +A, — — ^+ K + A

^ +
♦ aU2

91 sto 9x n ^1 3x <9 „ 3 s,o. 3xo 1 o 9x oo
( 3 . 5 . 11-b)

. . 1/2ikinci denklemde e ile b ö l ü n d ü k t e n  sonra e nin k u v v e t ­
lerine göre s ı r a l a n ı r s a
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e ı ç ın

3Û~ 3U~
+ A -r—  =0 (3.5.12-a)3t o 3xO o

2 . . e için

SÛ2 + 3â 3â‘ „ 3Û‘ . 3ü‘ __ 33i ‘
B -s-^+A T ~ L + A n i r ^ + A ı -r-^+K  ^ = 0dt ^1 3x jîo 3xt zzo 3x s İ  3x *  3o o 1 o o 3x o

( 3 . 5 . 12-b)

d e n k l e m l e r i  elde edilir. Bu d e n k l e m l e r d e n  (3.5.11-a) ve 
(3.5.12-a) sınır ş a r t l a n  altı n d a  integre edilirse,

£ r u ı < 2 ) < W  İ

İ [  = 2, (3.5.13)

x x
çözümü b u l u n u r  ki b u r a d a  £ =t - --r? = t - —* '»o o V + o c.' o 1

ol a r a k  tanı m l a n m ı ş t ı r .  Bu ç ö z ümler ( 3 . 5 . 1 1 - b ) ' de yerine 
k onurs a

3- 2 , /  3 - (2 ) (2 ),„ 3 - (2 ) + 33— + = A —— ;— u , r + u , (V +A ) —  u, r +k  rOt »o 3x] 1 ^o 1 ıı o,)x 1 o j» , 3o o dx

/o'! 4. *
Q 1 r + £>n ~ °  (3.5.14)I o ‘ ' o  3x

veya

< « o>*l>£o (3.5.15)
O o

f o r m u n d a  yazılabilir. Burada

a„ ( 2 )  a„ ( 2 )  ’ s 3 ( 2 >
_.+ 1 (2)/n a + n 1 1 + / 1 \ 3 u 3

o 3x 1 (Vu+ o V + 9£ K (Vt) 31 o ^o o 3£
o f4

?şeklinde ki katsayıdır.
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(V A + ) =r^ _  A + + r-^- A + =u+ o 9u. 9u,

-1

■C ı2- B ı

o l d u ğ u n d a n ,

N(£ ,x )=- o 1

0 - 1 1

- c .

V 2) -.i- u <219x^ 1

0 -1

- c 2- b “ o

9u ( 2 )

* V

-A,

a3 (2 ) 8 u 1

3î„ 3
(3.5.16)

olup b ö y l e c e  n =t + —  o o c ̂ o lmak üzere

U 0- { | 1 + N (£ ,x ) r +ln + h (£ ,x )}r / 21 r ~2 L ^o 1 -o-1 'o ^o l — o — o ~ o

çözümü bulunur. G ö r ü l d ü ğ ü  gibi yine bir sekül e r i t e  vardır 
Bunu

1 im 1 N ( £ , x n ) r '->-ooO-o s o l — o)

s e k ü l e r i t e  ş a r t ı n d a n  k a l d ı r a b i l i r i z

(3.5.17)

Bura d a n  da ilk adımda sadece yapısı bulunan (3.5.13) 
ç ö z ü m ü n d e k i  u için 

(2 )9u. 2 * 
2 C 1 + B 1

(2 ) *  
9U ı A l

9x. 2 c. 2 c .

93U l (2)

(3.5.18)

d e n k l e m i n i  elde ederiz. Sınır şartı U v e k t ö r ü n ü n  bir b i ­
leşimi içinde verilse, aynı p e r t ü r b a s y o n  işlemine bağlı 
k a l ı n a r a k  (3.5.11-a) ve (3.5.12-a) d e n k l e m l e r i  ile k a r ş ı ­
laşılacak ve b u n l a r ı n  çözümleri

+ — ( ^
Jiı=° Hı = u ı U 0 ’x ı )r

%
(3.5. 19)

1y a p ı s ı n d a  olacaktır. Bunun sonucu (3.5.11-a) d e n k l e m i n d e n  . , . *

( 3 . 5 . 18 ) de nk lemi , - t i n ' ' ' v  . -. ■ '• •.  *»• ‘ . .
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8u .
( k )

8x, = a 2

83 (k)
u 1

(3.5.20)

tipinde elde e d i l e cektir. Bu durumda p e r t ü r b a s y o n  işlemini 
ve v a r s a y ı m l a r ı  d e ğ i ş t i r m e m i z  gerekecektir. Bunun için, 
sınır değeri U nin b i l e ş e n l e r i n d e n  birisi için verilse, 
yani ,

u ( k ) (0,t)=eF(t) t>0 k e [ m + 1 ..... n ] = [3,4]
(3.5.21)

O O
a y r ı c a  K ve H lerin seri a ç ı l ı m l a r ı n d a  ortaya çıkan 

« a  s;a , _ 2 /p 2/3
sabit kats a y ı  m a t r i s l e r i n i n  e l e m a n l a r ı  e =e m e r t e b e ­
sinde olacaktır. Ay r ı c a

+ 2k +U = E e U,
k-ı ~k

TT — „ 2k - 1
^ Z e Ĵ k kzl

formu n d a  ku v v e t  s e r isine a ç ı l a c a k l a r d ı r .  Bu n l a r  k u l l a n ı l a -  
r ak

A - U (V A T )ati — I U + 3C O

olmak üzere

A + = E e 2k \  
“  k = 0 * k

»*= E e 2k 1 B* 
~ kr 1 r

(3.5.22)

şeklinde y a z ı l a c a k l a r d ı r .  Bu sonuçlar, B 1 - B.4 v a r s a y ı m ­
larıyla b i r l i k t e  ilk d e n k l e m i m i z d e  yerine k o n u r s a

_8_
8t

U + 1 . + A B t +U * r

+
J.

_8_
8 x

2+ e 
*

u ”
IB A~

j
u " L

n K  -r—  , asa 8x

u r 0 •
■ •

u" 0

(3.5.23)

v eya U ve U ya bağlı olarak,

ay+ + W + - 8 - 2 + 83 +
1 ü +â  ^  +i  £  i  +£ |  ^ 3  i  =° (3.5.24-a)

i
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J F  s r * ı &  ♦«' - t  i f i
3x

u =0 (3.5 . 24-b)

denklem çifti elde edilecektir. Bu iki denklemi e nin k u v ­
v e t lerine göre d ü z e nlenirse;

e için
3U«1 + A31 ı*o 3x -*-1U, *0 ( 3 . 5 .25-a)

e 2 için ~  uî + A + —  TT+ -̂ D +

3 . .£ için

3^ +âo 3Î Hl +4l "3x Hı-0 (3.5.25-b)

3t~2 *1 3x ~l + ̂ o 3x ~2 + § ^ 3  *1 »1 8X ~1U, + A i y „ = o

(3.5.25-c)

d e n k l e m l e r i  elde edilir. Bu d e n k l e m l e r d e n  ilki soldan 
l k ile ç a r p ı l ı r s a

( 3t + Ak a k ^ k  ü'l “ ° (3.5.26)

denklemi eJd e edilir, k _ I a l ı n ı r s a  sınır şartları

u (3 ) (0,t)=eF(t) t>0 

i = l » 2 ,4u (0 , t )=0 

bulunur. Daha önce y a p t ı ğ ı m ı z  gibi

W lk“ 1k  ili tanımını yapalım. Bu durumda (3.5.26) 
d e n k e m i n d e n  formel çözüm

W 13"W 13 ~c ^ » ^ c2 ; A 0 nin ° Z(iegeridir) (3.5.27)2 ,ff
d r *

elde edilir.

L -
<5

r ı,~ 1 n 13 2

]
►—* ■O
1

l, C 2 1 (3.5.28)

X

tanımını kull a n a r a k
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w^' -L yazılır, ve det L = - ( c 2 + C2)^0 o l d u ğ u n d a n  L
mevcut olup, b unun şutun v e k t ö r l e r i  n^ ve n^ ise

-1

U 1 = w 13 a 3 + W 14 -4 (w. w in b i l e ş e n l e r i d i r )J ^
(3.5.29)

bulunur. Burada n^ v e k t ö r l e r i

n. = n. / 1, n. ~'k ~k o'k (3.5.30)

ş eklindedir. 0 halde

1
“ 3 " 2 c,

- c ,
2 c ,

dir. Şimdi b u l u n a n  bu genel ç ö z ü m d e n  f a y d a l a n a r a k  v e r i l e n  
sınır ş a rtlarını s a ğ lıyan çözümü a n y a l ı m .  V e r i l e n  sınır 
şart ı n a  karşı gelen öz değer

V  = c2 dir. Ç-1 - —  ; r\= —  +t (3.5.31)
C 2 C 2

k o o r d i n a t l a r ı n  seçip (3.5.29) ve sınır şartı k u l l a n ı l ı r s a

U x =w 13 (Ç) n C>0 (3.5.32)

olduğu açıktır. Bu sınır şartı ve basit dalga çözümü k u l ­
lanılarak

U.

*'F(Ç)r. Ç >0

C>0 (3.5.33)

(3.5.32) den

w 13 = F ( 0 (1 3" £ 3“ ) (3.5.34)
y

elde edilir. (3.5.33) k u l l a n ı l ı r s a  (3.5.25-b) denklemi
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/_ İL + A+ J - ) u + = - B + - 1 -  U ” = -B+ 9 F ( °  r ' 9t # o  9x ~1 *1 9x "1 — 1 9£ 3

haline gelir. Fakat

İ L = u r < v u - B + >o ; B=
- “ 2 U3 Ü

(3.5.35)

(V ~B+) =( t ^ ~  Ü + + B+) =u x  o 9u_ «t 9u, & o3 4 -B,

olduğ u n d  an

£ - F ( Ç )
-B.

elde edilir. 0 halde (3.5.35) denklemi
0 i

(<r- +A+ T -  >u î = 9t »o 9x — 1
- B  2 / 2c 2

1F -( ü . 0
9Ç (3.5.36)

b i ç i m i n d e d i r .  Bu d e n k l e m i n
o i

- ü 2 0
F 2 (Ç)r +G(2,t)

(3.5.37)

b i ç i m i n d e  formel ç ö z ü m ü n ü  arayalım. Bunu (3.5.36) d e n k l e ­
m i n d e  yerine k o y a r s a k  G için

3G 3G
9t + A o 9x_0

denklemi ortaya çıkar. Bu d e n k l e m i n  çözümü ise

(3.5.38)

w.=1. G ve w.=w.(t--— ) j=l,2 olmak üzere 
J J ~ J J ^i

(3.5.39)* + roG= w -+w,+ r ı
l i r  2 + +-Ki -'-o 1 rr ~]L 1

f o r m u n d a  olacağı k o l a y c a  görülebilir. 0 halde,
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G = 2c ■{ w I

H-»

Hwo ( t + r ? - )2 C!

' i

" c ıı. — c 1
(3 . 5 . 40)

dır. Böylece

S ı ^ V V ’ ' 1

o -1

*
-B„

2 l + + + +
F (Ç) + 2 ^ ( W 1 -o + W 2 £ 2 )

-c „
(3.5.41)

bulunur. Ç< O için U.ı=0 o-lduğundan U.^-0 ve F(£)-0 olm a l ı d ı r  
+ + + +A y r ı c a  ve r^ lineer b a ğ ı m s ı z  o l d u ğ u n d a n  w ^ = w 2=0 olacak

tır. A s l ı n d a  sınır şartıda v e k t ö r ü n ü n  b i l e ş e n l e r i n d e n
biri ü z e rinde v e r i l m e d i ğ i n d e n  ^  ^ 2 ö z d e ğ e r l e r i n d e n  Iıiç
biri ile yayılma söz kon u s u  değildir. D o l a y i s i y l e  £>0 da

+ # b ü t ü n  w ^ =0 olur. Bu yü z d e n  G =0 olur ki bu

U t =i(A+-C I) 1 '—i 2 /ro 2 iç
-B,

* 2 9 B F Z (Ç)
F Z (Ç)-= — 2 2 2 (c 2 - c x )

(3.5.42)
olması demektir. ve nun çözümleri (3.5 . 2 5 - c ) 1 d e
ye r i n e  konur

i l % Ü ! ( V utA - ) o =
* 2 b 2 -fz ( 0

2 2 
2 ( c 2 c i )

o l d u ğ u n a  dikkat e d i lirse

-B.
(3.5 .43)

F 2 2(5)( at- *r> av ̂ *-? -3t Sîo 3x ^ 2- 2C 2 ( C 2. C 2 )

0 ' r 0 ' 0
3F+ F 2 3F+ 1

- B 2
3Ç t n 2 2 ^c 2 (c2- C l ) * 2 3Ç 2c 3 *

2 2 "A 2
-

33F
9C3

(3.5.44)
v

elde edilir. Bunun iki yanı n ı n  1^ ile çarpıp Ç,n k o o r d i ­
n a t l a r ı n d a  y a z a r s a k
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w =1 U olmak üzere
Z  K  K  Z

B* 2, 1  - _ İ 2
3n W 2 3 ‘

*
A_ «32_  1 _ L L İ 1 --- f 2 (£) —

2 2. ^ ; 3Ç 3 ._32c„(c - c . ) c 3Ç
(3.5.45)

elde e d i l e c e k t i r .  Bu n u d a  r| ye göre integre edersek,

2 w 23 = ^

*
A„ .3,

9 ( -2 2 x
2 2 L l )

f 2 (Ç)|^ + - |  — n + F
üç3

( Ç )

(3.5 .46)

bulunur. Burada x;0 iken Ç=n =t olduğu d ü ş ü n ü l ü r s e  ayrıca 
^2 (?>£)= 0 dır. (3.5.45) dikkate a l ı nırsa

W 23"W 2 3 ^ ^ ^ (3.5.47)

bulunur. Böylece (3.5.47) den

F (£) = [-

İc

2 3F A 2 33F 1--------  p “ +0 , 2 _  2, 3Ç 3
2 2 C l^ c 2

O *

bulunur. f(Ç) in değeri (3.5.46) 'da yerine k o y a r s a k

2"23= t'
-B, *

3F A 2 33

^ C 2 ̂ °2 ~ C 1 ^
2 2 S F 3Ç + 3

° 2
|j( Ç-nX 3.5.48)

2xbulunur. Bu r a d a  £ - n z - ~  o l d u ğ u n a  dikkat edersek

u --r-J________ 2___________~2 “ L 2 2 22 c 2 2c 2 (c2 2- C l 2 )

it-
2 3F t ^2 a^F,

3Ç .3 .r 3J c j  r.

(3.5 .49)
U nun bu y a k l a ş ı m  m e r t e b e s i n d e  formal çözümü

B*  2
U _ - e F ( Ç ) + e 3 [- 2 3 2

4 c 2 <c 2 _ c l
_  F 2 l i +
2 3Ç 0 5

33F-
3Ç3'

M U 5 )

(3.5.50)
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-2 - 3 -olarak bulunur. B u r a d a n  x=0(e ) için eU^ ve e U 2 nin
aynı etkiye sahip o l a c a k l a r ı  görülme k t e d i r .  Sonuç olarak
x in bu m e r t e b e d e  formel asi m t o t i k  çözümün ü n i f o r m  g e ç e r ­
liliğini k a y b e d e c e ğ i  söylenebilir. Bu b a k ı m d a n  b u r a d a k i  
s eküleri te

2x q - x , x 2 =£ x, tQ "t seçerek esas d e n k l e m i m i z i  U ( x , t ) = U  
(x q ,x ,t) ile d e ğ i ş t i r e r e k

8 G.+ Â —  Û,+ c 2 Â 0+t; 2 [ II K (-^--- h:2 Tp— } £=0« 3 x 0 ~ 1 , a 3 x 0 x n J

(3.5.51)
3 2 3elde ederiz. Bunun De- *-£3 x q 3 x2

olmak üzere

ğ f -  ( ü l + e 2ü l + ) + <ûo+ e 2â l + ) D ( V e 2^ l + ) + ( e I Î + e 3^ 2+ ) D ( -HÎ+ e 3V ) +O

+ e 2K + D 3 ( U % )  -0 (3.5.52-a)

3T “ ( e U^  + e 3y " + ) + £ ( B ^  + £ 2B2+ ) D ( 0\ 2y ^ + ) + ( A ^ + e 2A ^ + ) D ( £ U ~  + e 3U ^ )  +

+ e 2K _ D 3 ( £ Û ^ £ 3u"+) =0 (3.5.52-b)

ş eklinde ikiye ayırırız. Bu iki denk l e m i d e  £ nin k u v v e t l e ­
rine göre d ü z e n l e r s e k

c 1 ç 1 n 

öüj. -+ A -— — - 0  (3.5.53-a)9t -o 9x o o

2 . .£ için

3UX + _ 3£^
— A — i +B — i  =0 (3.5.53-b)3t =0 3x =1 3x„
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£ için

3U2 _ 3U? U 3u 3U + 3
â r A o â 7 A o - T A ı ^  B 13T- k k r -  2 ı=oo o 2 o o o

(3.5.53-c)

4 . e ı ç ın

İ i L a " ! û L * a + i i L » -  ı £ j _ +R-  İ S I . » -  M î + ıt+i ! 5 i  t3t o 3x o 3x„ 1 3x_ 1 â 2 3xo o 2 2 o o
= 0

3x

(3.5.53-d)
elde edilir. (3.5.53-a) için

x n o , x n£ = t - y 2— = 1 - ---  ; n = t + — ao o A„ o c o o e?3 x ^
olmak üzere

! Î s u l (3 )( Ç o " ll2 ) r 3

b i ç i m i n d e  çözüm bulunur. (3.5.53-b) denklemi £ ,r| k oor-
d ı n a t l a r m d a  y a z a r s a k  ve U = U 1 (£ , x ) o l d u ğ u n a  dikkat»V I I O L.
edersek, ayrıca

0 0
(3İ

1 *?1 >o= “ l

d ü ş ü n ü r s e k

-B 2 0
( u . ̂   ̂, U. nin j ci ı ’ ~ ı J
bileş imi d ir)

3U.
<C2 â t 1  = U 1 ° *

-ö„

d u l
(3)

(3.5.54)

elde edilir.

det (c.I-A ) i  0

« 2 İ - V
-1 1

2 2

' " l '"2
o l d u ğ u n d a n  (3.5.54) integre edilirse
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~ +
Hı =

B,
2 2 

^ ( c 2 1  >
( u ^ V (3.5.55)

Bu değer l e r  (3.5.53-c) de yerine koyar; Z u 2 ^ o ,X2^ 
o l d u ğ u n a  dikkat ederek

O o

8u (3)

~ ° 2 ~

1O

2

° 2

d x 2  2 ( c 2 - c 2 ) 1
- -

(U l < 3 ) )2

<3x *
A 2

a3d u -
— - 3  ■ = « « o - Vd X

elde edilir. Bu den k l e m i n  formel çözümü

U 2 = { [ l 3 M ( C o »x2 )noJ + d ( Ç o ,x2 ) } r 3 / 2 1 3 r~ (3.5.56) 

g ö r ü l d ü ğ ü  gibi b u r a d a  yine s e k ü l a r i t e  vardır. Bu

(3.5.57)

s ek ü l a r i t  şartı ile yok edebiliriz. Böylece bu şartın ışı-
(3) ••ğı altında u^ un

a (3) o * 2 (3) 3 (3)
2 9ul + 2 (3) 2 d u l * U 1 _

2 8x„ 2 2 ( u l } 8x 2 , 3 0

l im  l “ M(Ç , x  ) =0
n ->co ( x->oo )O

2 ( c l C 2 3x

(3.5.58)

lineer o l m a y a n  kısmi türevli d i f e r a n s i y e l  d e n k l e m  elde e d i ­
lir. Bu M kDV d e n k l emidir. Böyle devam ederek istenilen 
mer t e b e y e  kadar a a i m ı> L o L i k ç ö z ü m l e r  bulunabilir.
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EK:  NOTASYONLAR VE MATEMATİKSEL SÖZLÜK

A: mxn Matris 
u: nxl sütun matris

32ıp . dıp^

^ixx~ „ 2 ’ ^ix" 3x3x

Sonlu b o y u t l u  lineer uzay: reel sayılar comlesi olsun

E XEX E X . . .XE:E n - { ( x . , x „ , . . .x ) x.eE)1  ̂ n ı

ile on b o y u t l u  E u c l i d  uzayı tarif edilir. Bu uzayın lineer 
olması demek

i) u, v e E n ve a,SeE olmak üzere u + v =v+u

ii) ( a + S ) u =au+Su

iii) a ( u + v ) = a u + a v  

olması demektir.

E n u z a y ı n d a n  Inner (iç) çarpım: u, veEn olmak üzere
u ile v'nin Scqler çarpımı

n
< u , v> = £ u . v .
~ - i = 1 1 1

şeklinde tarif edilir. Şayet <J)̂ , <j>_ eL (ka r e s i integre e d i ­
lebilen f o n k s i y o n l a r  uzayı) ise b u n l a r ı n  scaler çarpımı

X 2
<4>ı »4>o>“ / <Pı <P? dx1 ’r2 y l r2

X 1 / '

ş e k linde tarif edilir. Şayet <cj) ̂ , (p̂  > = q  ise <j>̂ ilef $2

o r t e g o n a 1'd 1 r denir. Pozitif tariflenmiş matris: A=(nxn),
x=(nxl), y;(nxl) şeklinde tarif edilen m a t r i s l e r  olmak
üzere



-101-

<y , Ax> = < x ,Ay>
^  «■*» ^

ise A m a t r i s i  si m e t r i k t i r  denir. Bu r a d a  <y, A x > = y A x  şek-~ ~ ~ x ~
linde tarif e d i l m i ş t i r  (y =y'nin transpozu)

Eğer

x = 0 iken <x,Ax>=0 
x^0 iken <x,Ax>^0

ise A m a t r i s i  pozitif t a r i f lenmiş m a t r i s t i r  denir.

Li n e e r  operatör: L o p e r a t ö r  u,v fonksiyonlar, a , $ 
da scaler sayı l a r  olıuak üzere

L ( a u + B v ) = a L ( u ) + 3 L ( v )

ise L o p a r a t ö r ü  l i n eerdir diyoruz.

S i m e t r i k  oparatör: u,v f o n k s i y o n l a r  L de o p a ratör 
o lmak üzere

<u , Lv> = <u , I?v> + / jjF ( V ) G ( u )-F ( u ) G (v)^ ds
3S

ise b u r a d a k i  L . L ' n i n  a d j o i n t i d i r

. . . .  Eğe r  L=L ise L o p a r a t ö r ü  self adjoint (kendine eş) dır.
pozitif t ariflenmiş oparatör: L opa r a t ö r ü  kend i n e  eş ol-
s un eğer

i) u^O ise <u,Lu>=0
ii) uj^O ise <u,Lu>^0

ş a rtlarını s a ğ l ı y o r s a  L o p a r a t ö r ü n e  pozitif tariflenmiş 
o p a r a t ö r  diyeceğiz.



- 1 0 2 -

— >
o c

. . 2 D içinde -V u=f

3S ü z e r i n d e  +au = 0 9n

(a=sb f=belli) şeklinde t a n ı m l a n a n  "Poissons" 
de n k l e m i n i  düşünelim.

2Burada L=-V

olup bu o p a r a t ö r ü n  pozitif t ariflenmiş olduğu g ö s t e r i l e ­
bilir.

î n variant alt uzay: F cismi üzerinde tariflenmiş 
V ve k t ö r  u z a y ı n d a  Q lineer bir t r a n s f o r m a s y o n  olsun. V, 
V ’nin alt uzayı ise ve

Q : V 1->Q(V1 ) Ç  V x

ise V^, Q t r a n s f o r m a s y o n u  altında inve r i a n t t ı r  denir. V'nin 
her lineer t r a n s f o r m a s y o n  altında d e ğ işmez k a l a c a ğ ı  a ş i k a r ­
dır.

D e j e n a r a s y o n : A=nxn) şeklinde tarif edilmiş k a r a m a t -  
ris m- katlı özdeğer ise

N = n - R a n k  ( A - \ .  I)= m. oluyor ise \ . ye k a r ş ı l ı k  m.1 r?- 1 L 1.
tane lineer b a ğ ımsız ö z v e k t ö r  b u l u n abilir. Gayet tabidir- 
ki m=l ise N-l olacak ve D e j e n e r a s y o n  söz k o n u s u  o l m a y ı c a k -  
tır. Şayet ise A^ ö z d eğeri için D e j e n e r a s y o n  vardır
diyeceğiz.

H ilbet Uzayı: Tam uzayda İnner çar p ı m  (iç çarpım) 
tarif e d i l m i ş s e  tam uza y ı m ı z a  HİLB E R T  uzayı diyeceğiz.
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Uniter Operatör: V H i l b e r t  u z a y ı n d a k i  sınırlı, 
lineer o p e r a t ö r  U olsun.

(i) Range U=V
(ii) V v,weV için <Uv, U w > = < v , w >

ise U o p e r a t ö r ü n e  uniter diyeceğiz.

U niter eşdeğer o p e r a törler: L,L k e n d i n e  eş opara- 
törler v e r i l d i ğ i n d e

-1 -*■U LU = L

olacak şekilde U uniter o p e r a t ö r ü n ü  bul m a k  m ü m k ü n s e  L
.ile L uniter e ş d e ğ e r d i r  diyoruz.

Anti s i m e t r i k  operatör, L o p e r a t ö r ü n ü n  adjainti L
, . . . .  . lsun şayet L =-L ise L antı s i m e t r i k t i r  denir.o

Tanıra bölg e l e r i ,  V H i l b e r t  u z a y ı n ı n  yoğun alt k ü m e ­
si,olan o p a r a t ö r l e r e  V içinde "yoğun olarak t a n ı m l a n m ı ş ­
lardır" denir.



Bu tez ç a l ı ş m a s ı n d a  K o r t e w e g - d e  Vries kısmi türevli 
lineer o l m a y a n  d i f e rensiyel denklemi türündeki d e n k l e m l e ­
rin inverse sca t t r i n g  (Ters saçınım) trans f o r m u  ile çözü- 
l e b i l i r l i ğ i  a raştırılmıştır.

B il i n d i ğ i  gibi lineer olma y a n  d i f e r e n s i y e l  d e n k l e m ­
lerin çözüm m e t o d l a r ı , lineer d e n k l e m l e r  k a d a r  gelişmiş d e ­
ğildir. Bu b a k ı m d a n  ç a l ı ş m a n ı n  ayrı bir yeri olduğu kanı- 
s ı n d a y ı m .

A y r ı c a  direct ç özüm y a n ı n d a  a s i m p t o t i k  bir y a k l a ­
şımla (KdV) türündeki d e n k lemlerin, analitik çözümü b i l i ­
ne n  d e n k l e m l e r e  i n d i r g e n e b i l m e s i  incelenmiştir.
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