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SIMGE LISTESI

C(E)

C.(E)

C(r,E)=C(E(r)) ag fonksiyonlar1 uzayinda ¢° € E(7) i¢in ‘

C(E)=C([0,1],E), degerleri E Banach uzayindan olan ve [0,1]
araliginda tamimlanan siirekli fonksiyonlarin olusturdugu Banach uzayi.

|| =max|g],

C.(E)  1<k<N

normu ile verilen Banach uzay1.
0<a <1 ve A kuvvetli pozitif bir operatér olmak iizere

sl aen-aa),

|
normu sonlu olan biitiin ve E elemanlarinin olusturdugu kesirli uzay.
0<a <1 ve A kuvvetli pozitif bir operator olmak iizere
vl =sup A" [| A(GA+A) v, +v]|,

“ 250

normu sonlu olan biitiin ve E elemanlarinin olusturdugu kesirli uzay.
u fonksiyonunun Fourier doniisiimii.

Kuvvetli pozitif A operatoriiniin spektral agisi.

Gamma( & )= J.t(l'”’)e"t' dt .
0

S, (¢)={pe?:0< p<oeo}, S,(¢)={pe™:0< p < oo} 1ginlart ve r yarigaph

cember yayi ile olusturulan cevrel ¢izgi.
u fonksiyonunun Laplace doniisiimii.
{(x,x,,....x,):Vx, e R,0< x, <1, 1<k <n} ile verilen agik birim kiip. S, bu

kiipiin sinirlar1 ve Q=QuUS.
{(x,%,,..,x,): Vx, € R,0< x, <oo,1 <k <n} ile verilen agik kiime. S, bu

kiimenin simirlari ve " =Q" U S”.

A operatoriiniin spektrumu.
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OZET

Diizgiin fonksiyonlar uzayinda, lokal olmayan siir kosullu bir boyutlu parabolik denklemin
ve 2m. mertebeden cok boyutlu parabolik denklemin sag tarafinin rekonstriiksiyonu ters
probleminin iyi konumlanmishgi ispatlanmistir. Bu problemlerin sayisal ¢oziimleri igin,
birinci ve ikinci mertebeden kararlilikli fark semalari sunulmustur. Bu fark semalarinin
¢cOziimleri i¢in koersif kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Fark semalarinin ¢éztimleri i¢in
verilen teorik ifadeler, tek boyutlu parabolik denklem i¢in ele alinan sayisal uygulamanin
sonuglar ile desteklenmistir.

Anahtar kelimeler: Lokal olmayan parabolik problem, ters problem, 6zdesleme problemi,
yar1 grup, kuvvetli pozitif operatorler, fark semalar1, koersif kararlilik, birinci basamaktan
dogruluk, ikinci basamaktan dogruluk, iyi konumlanmisghk.
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ABSTRACT

The well-posedness of inverse problem of reconstruction of right side of the one-dimensional
parabolic equation with nonlocal boundary conditions and multidimensional 2m-th order
parabolic equations is established in the space of smooth functions. For the numerical solution
of these problems, the first and second order of accuracy difference schemes are presented.
The coercive stability estimates for the solution of these difference schemes are obtained. The
theoretical statements for the solution of these difference schemes for one-dimensional
parabolic equation are supported by the results of numerical experiments.

Keywords: Nonlocal parabolic problem, inverse problem, identification problem, semigroup,
strongly positive operators, difference schemes, coercive stability, first order accuracy, second
order accuracy, well-posedness.



1. GIRIS

Genellikle bilimin bir¢ok dalinda ve matematikte, ele alinan modelin bazi parametrelerinin
degerlerinin gozlemlenen bilgiye gore elde edilmesini ele alan problemlere ters problem denir.
Datayr modele ait parametreye doniistiirme fiziksel sistemle iligkinin bir sonucu olarak gelisir.
Ters problemler Ornegin geofizik, tipta goriintii isleme, uzaktan algilama, okyanus akustigi
tomografisi, astronomi ve tahribatsiz muayene gibi bilimin alt alanlarinda ortaya c¢cikmaktadir.
Dehghan tarafindan sicakligin asir1 tanimlamasinda (overspecification) (Dehghan, 2001), Kimura
ve Suzuki tarafindan kimyada bir sivi icinde soliisyon seklindeki farkli maddeleri ayirma
isleminde (kromatografide) (Kimura ve Suzuki, 1993), Gryazin, Klibanov ve Lucas tarafindan

fizikte optiksel tomografi alaninda 6rnekler sunulmustur (Gryazin, Klibanov ve Lucas, 1999).

Ters problemlerde optimal overdeterminasyon (asir1 belirleme) bazi klasik sinir kosullarinda
ve/veya bir noktadaki benzer kosullarda analize edilmektedir. Literatiir taramas1 (Cannon, Yin,
1990)’da verilmistir. Baz1 ters sinir degerleri problemlerine (Belov, 2002)’de ve lokal olmayan
kosullar, integral kosullar1 ve son nokta asir1 belirleme kosullari gibi genellestirilmis asiri
belirleme kosullarina (Prilepko ve Kostin, 1992), (Dehghan, 1999), (Dehghan, 2003a) ve
(Dehghan, 2006)’da rastlanmaktadir. Etkili ve kararli yontemlere sahip sayisal ¢6ziim metotlar
gelistirmek icin Cannon, Lin ve Xu (Cannon, Lin ve Xu, ), Chao-rong Ye ve Zhi-zhong Sun
(Chao-rong Ye ve Zhi-zhong Sun, 2007) ve Dehghan (Dehghan, 2003b) gibi bir ¢ok arastirmaci
tarafindan Onemli gayretler gosterilmistir. Bir cok niimerik metotta, dogrusal olmama hali
(nonlinearity) dogrusallastirma ile yok edilebilse de kotii konumlanmishiga (ill-posedness) bagl

olarak ters problemin ¢oziimii gene de kolay olmamaktadir.

Model parametreleri veya malzeme 6zellikleri bilinen bir fiziksel durumun modellenmesi genel
olarak 1yi konumlanmis (well-posed) bir problem olmasina karsin ters problemler tipik olarak
kotii konumlanmugstir. Jacques Hadamard tarafindan ortaya atilan 1yi konumlanmis bir problemin
saglamasi gereken ii¢ sarttan (varlik, teklik, ¢coziimiin veya ¢oziimlerin kararlilifi) ¢ogunlukla
kararlilik kosulu cignenmektedir. Genellikle ters problemler sonsuz boyutlu uzaylarda formiile
edilirken, Olciilerin sonlu bir say1 ile limitlenmesi ve pratik diisiincede sonlu sayida bilinmeyen
parametrenin belirlenebilmesi, problemlerin ayrik formda tekrar diizenlenmesine yol agmaktadir.
Bu durumda ise ters problemler tipik olarak kotii kosullu (ill-conditioned) olur. Bu gibi

durumlarda, regiilarizasyon ¢oziim iizerinde yumusak (mild) kabuller sunar ve asir1 kabullerden

1



(overfitting) korur. Regiilerize ters problemlerin bir cok 6rnegi Bayesian c¢ikarsamasinin 6zel bir

hali olarak yorumlanabilir.

Cannon, Lin, ve Wang (Cannon, Lin ve Wang, 1991) baz kesin kabuller altinda (u,p) global
¢Oziim ciftinin varligi ve tekligi i¢in bazi yaklasimlar vermislerdir. Is1 denklemindeki sabit
terimin rekonstriiksiyonu (yeniden olusturulmasi) konusunda baslangi¢ kosulu iizerindeki bazi
kisitlarla ¢oziimiin varligi ve tekligi Ivanchov'un makalesinde (Ivanchov, 1995) elde edilmistir.
Difiizyon parametreleri i¢in lineer ters problemlerin jenerik (soysal) iyi konumlanmisligi (Choulli
ve Yamamoto, 1999)’da calisilmis ve belirsiz kontrol fonksiyonu uzay degiskeni olan ters
problemin Holder uzayinda iyi konumlanmishgr (Ashyralyev, 2010) ve jenerik lokal iyi

konumlanmisligi (Choulli ve Yamamoto, 1996)’da ispat edilmistir.

Ters problemler Oncelikli olarak katsayilarin ve/veya kosullarin eksikligine gore karakterize
edilmektedirler. (Samarskii ve Vabishchevich, 2007)’de katsay1r ters problemleri katsayisi

ve/veya sag tarafi bilinmeyen denklemler olarak ayirt edilmektedir. Katsay: ters problemlerine

tipik bir 6rnek olarak (u(7,x),k(x)) ¢oziim ciftine sahip olan

i) — 2 (pear 200) 4 p(tygear, 0<a <l 0<t<T (1.1

veE

w(t,0)=u(t,l) =0 0<t<T,
uw(0,2) =pw,0 <z <,
u(t,z")=p),0 <z <0<t <T

parabolik denklemi verilmektedir. Ayni1 kosullar altinda (u(¢,z),p(¢)) ¢oziim ¢iftine sahip olan

(1.1) parabolik denklem ise sag taraf Ozdesleme problemi olmaktadir. Ayrica (Demirdag,

2010)’da (u(t,z),qcz>) global ¢oziim ciftine sahip

w(t,0)=u(t,l) =0, 0<t<T,
uw(0,z) =pw>,0 <z </,

u(t*,x) =p,0< <0< t<T

kosullarimi tasiyan (1.1) problemi ele alinmaktadir. Bir diger tip ise ornegin i¢ bolgede yapilan



olciimlerle eksik sinir kosulunun belirlenebildigi sinir deger ters problemleridir. Ornek olarak

u(t,0) =0, 0<t<T,
uw(0,z) =@, 0 <z </
u(t,z®)=pt),0<z" <0<t <T

kosullarimi tasiyan (1.1) parabolik denklemi verilebilir. Bu durumda ise belirsiz ¢6ziim ¢iftimiz

( u(t,x),kcx> %) olmaktadur.

Evrimsel ters problemler baslangi¢ kosulunun tanimlandigi problemler olup,

uw(t,0)=u(t,l) =0 0<t < T,
u(T,x)=pc>,0 < x <l
u(t,z")=p),0 <" <,0<t<T

kosullarin1 tasiyan (1.1) parabolik denklemi 6rnek olarak verilebilir.

Ters problemlerin 6nemli bir sinifi da denklemin belirsiz sag tarafinin tanimlanmasi problemidir.
Bu gibi problemlerde, ¢oziim icin ek bilgi ya hesaplamalar sirasinda elde edilir yada problemin
tanim bolgesinin belirli bir kismindan belirlenir. (Borukhov ve Vabishchevich, 2000) ve
(Samarskii ve Vabishchevich, 2007)’de parabolik denklemin dagitilmis sag tarafinin
rekonstriiksiyonu ters problemini ¢6zmek icin sayisal algoritmalar {izerine calisilmistir. Bu

makalelerde, Ozdesleme (ayirt edim) problemlerinin sayisal ¢oziimii ve algoritmalarin iyi
konumlanmishig sunulmaktadir. P(f) bilinmeyen fonksiyonlu, f(z,x) = p(¢)q(x) sag taraf

fonksiyonunun  rekonstriiksiyonu  i¢in,  n(¢) = [ top(s>ds olmak iizere  cOziim

u(t,x) = n(t)q(x) + w(t,x) formunda gozlenmistir. O zaman W(#,X)’in tahmini tam kapal fark

semasi ile verilmektedir. Fark semasi ile olusturulan sistemin ¢oziimii, K bir i¢c nokta olmak
iizere

n+1
i

w :yj+wz+12i,i:0,1,"',M,

formunda arastirilmis ve algoritmanin iyi konumlanmisligi i¢in maksimum prensibine dayali



1
max|z;| < tmax|—(a .
0<i<M ' 0<i<M ‘//k( WX)"”

onsel (apriori) kestirimi verilmektedir. Boylece, (Borukhov ve Vabishchevich, 2000)’de yeterince
kiicik 7 = O(1) degerinde lzil < 1 olur. Baska bir deyisle, yeterince kii¢iik zaman adimlari

kullanmak gerekmektedir.

Bu tezde, biz lokal olmayan kosullu parabolik denklemlerin sag taraf rekonstriiksiyonu ters

problemi

% = a(:n)82g;é"7’) —ou(t,x)+ p(t)ge> + f(t,x),
O<z<l, 0<t<T,

Tu(t,0) = u(tl),u, (£,0) = u, (t,1),0 <t < T, (1.2)
uw(0,x) =pw, 0 < x <,

u(t,z®)=pt), 0<z* <[0<t<T

nin iyi konumlanmishgimi inceleyecegiz. Bu denklemde u(#,x) ve p(¢) bilinmeyen fonksiyonlar,

a(x) 26 >0 ve o >0 yeterince biiyiik sayilardir ve
a) q(x) yeterince diizgiin (smooth) fonksiyon,

b) ¢(x) ve ¢'(x) [ uzunluklu periyodik fonksiyon,
) q(z")#0

olarak kabul edilmektedir.

(Choulli ve Yamamoto, 1996)’in aksine bizim problemimizde bilinmeyen kontrol fonksiyonu
zaman degiskenine baghdir. (Borukhov ve Vabischevich, 2000) ile karsilastirildiginda, biz iyi

konumlanmislig1 diferensiyel durumda lokal olmayan problemin ¢dziimii i¢in vermekteyiz.

Parabolik denklemler icin sag taraf Ozdesleme problemi Fourier serisi metodu, Laplace
doniisiimii metodu veya Fourier doniisiimii metoduyla c¢oziilebilir. Simdi bu ii¢ analitik metodun

gosterimi icin 6rnekler alalim.



Ornek 1.1.

[lk olarak
‘)“gtf”) = 82;;2"”) —u(t,z) + p(t)sinz + (e‘t — 2 — 1>sinx, O<z<mO0<t<T,
uw(t,0)=u(t,mr)=0, 0<t<T,
(1.3)
u(0,z) =sinz,0 <z <,
u(t,Z)=e'0<t<T
parabolik denklemini ele alalim.
(1.3) probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in degiskenlerine ayirma yontemini kullanabiliriz.
Problemi ¢dzmek i¢in u(z, x) fonksiyonunu u(z,x) =v(#,x)+ w(z,x) seklinde iki kisma
ayiralim. Soyle ki,
8”’5’;”’) = 82;2;"7’) —v(tz), O<z<m 0<t<T,
v(t,0)=v(t,mr)=0, 0<t<T, (1.4)
v(0,z) =sinz,0 <z <7
ve
awfgi’f”) = 82:;’5?"”) —w(t,z) + p(t)sinz + <e‘t — 2 - 1)sinx, O<z<m O0<t<T,
w(t,0)=w(t,m)=0 0<t<T, (1.5)

w(0,z)=0, 0< <7

olur. Burada once problem (1.4)’iin ¢Oziimiinii bulmaliyiz. Degiskenlerine ayirma yontemi
geregince v(t,x)=T(t)X(x)#0 olarak kabul edelim. Kismi tiirevleri alip, (1.4) denklemde

yerine yazarsak




elde ederiz.
X"cx> = AX >, X(0)= X(m) =0
oldugu i¢in,

X, x> =sin—Nz, N = k% k=12--

yazilabilir. 7(#) nin ¢oziimii icin Cauchy formiiliinii kullanirsak,
T'(t) = — (K +1)T(t) = Ty(t) = A FH

olacaktir. Ustiine koyma (superposition) prensibini kullanarak,

o0

v(t,x) = ZAkef(kZH)t sin kz

k=1

elde ederiz. Baslangi¢ kosulunu kullanirsak,
v(0,z) = ZAk sinkr = sinzx,
k=1

A4 =0 k+1A4 =1

olur ve dolayisiyla

v(t,z) =e *sinz

sonucuna ulasiriz. ikinci olarak, (1.5)’in ¢oziimii i¢in

w(t,x) = ZAk (t)sinkx

00
k=1

olarak kabul edelim. Denklemde yerine yerlestirerek ve baslangi¢ kosulunu kullanarak

D [AL() + (K + DAL)]sinkx = (p(r) + e~ — 1> — 1) sinx

00
k=1



ve

A(0) =0,k = 1,2,

elde edilir ve buradan da

AW+ (B +1)4 @) =0, 40)=0F+1
ve

AW +24 (D) =pt)+e' =2 =1, 4(0)=0

denklemleri ortaya cikar. Cauchy formiiliinii kullanarak,

t
Ak(t) = O, k # 1,A1(t) = f€_2(t_s)(p(5) + e’ — 82 - 1)d$
0

ve

w(t,x) =

t
fe_2<t_s)(p<5) +et —s% — 1)ds]sina;
0

elde edilir. Dolayisiyla, (1.2) denkleminin ¢oziimii

2

w(t,z) =e *sinz +

t
fe_w_s) (p<s> +et —s— 1)ds]sinx
0

olur. x :% noktasindaki asir1 belirleme kosulunu kullanarak,

t
u(t,%) =e 2 4 (j e2) (p(s) + e — 5% — 1)ds> =e!

0

veya



t
fe%(p(s)-i-e*‘g — s —l)ds =e —1
0

yazabiliriz. Son denklemde her iki tarafinda ¢ ye gore tiirevini alirsak
eXp(t)+e'—t> 1) =¢'

olur ve dolayisiyla bilinmeyen fonksiyonlar
p(t) =t +1

ve
u(t,z) = e 'sinz
elde edilir.

Benzer mantig1 kullanarak,

[Qu(t,r) 0'"u(t, )
ot \7’\§:2m & (x) 8${1 e 8:1;,’;"

= (x,...,0,) €Q 0<t<Tiari=n+mn+-+m,
1u(0,2) = ¢(z),z € Q,

uwt,x) =0, 0<t<T,z €S,

~u(t,x"‘) =w(t),0<t<T, 25 €Q

+ Sutyr) = f(ta) + pltaca,

cok boyutlu parabolik denkleminin ¢éziimii elde edilebilir. Burada Q, $,Q = QUS ile smrlan
verilen 7 —boyutlu Oklit uzayr R"(0 < x,, < 1,1 < m < n)’de birim acik kiip, ve ¢(x),a,(x)

(X € Q)’QD(X)’V/(-X) (X € a)’w(t) (t S [O,T]) veE f(l,X) (t € (O’T)’ X € Q) verilen

diizgiin fonksiyonlar, u(#,x) ve p(f) belirsiz fonksiyonlar ve a,(z) > a > 0’dur.

Bununla beraber, degiskenlerine ayirma yontemi, yalnmizca, denklemin tiim katsayilarinin sabit

olmast durumunda kullanilabilir. Oysaki fark semalar1 yontemi kismi tiirevli diferensiyel

denklemleri ¢6zmek icin, katsayilarin ’de veya uzay degiskenlerinde tanimlandigr durumlarda



da kullanilabilen etkinligi iyi bilinen bir yontemdir.

Ornek 1.2.

Parabolik denklemler i¢in 6zdesleme problemlerine bir baska ornek asagida ele alinmaktadir.

8uéttz) 822(7:2"'”) —u(t,z)+ p(t)sinx +(6_t —t? —1)sinx, 0<z<oo 0<t<T,

w(t,0) =10, u,(t,0)=¢€et, 0<t < T,

uw(0,z) = sinz, 0 < z < oo,

u(t,Z)=e', 0<t<T

problemini ele alalim. Bu problem (X’e gore) Laplace doniisiimii yardimi ile c¢oziilebilir.
L{u(t,z)} = U(t,s) olarak gosterelim. Diferensiyel denklemin her iki tarafimin da Laplace

doniisiimiinii alirsak

L{u (4,2)} = L{ug ()} = L{u(t,2)} + (p(t) + e — > =1)L{sinz}

veya

t -t _ 42 _ 1
U, (t,s) = s?U(t,s)—sU(t,0) = U, (t,0) = U (t,s) + (p )+§+1 )
S

yazabiliriz. Verilen kosullar yerine yazdigimizda, problem

—_— (p(t)+e " —t*—1)

Ut(t,S)_(32_]-)U(tas):_ 52 +1

haline doniisiir. Cauchy formiiliinii kullanirsak,

¢
+f6 (s*=1)(t—7)
0

21)ft

eft ( 21
_52+1+52+1{e (p(T)—T —1>d

52—

B (p(T)—i-e*T — 72 —1)
o 2 +1

U(ts)—

dr

elde ederiz. Bu yiizden ters Laplace doniisiimii uygulaninca



(s*-1)t ¢

—t . —1 € —(s> )7 2
w(t,z) = e 'sine + L {324_1[8( ) <p(7')—7’ —1)d7’}

elde edilir. Asir1 belirtme kosulunu kullaninca,

u(t%) ef+L1{ et 1”[ (1)1 (p(z) — 12 1)511}} — e

SIS

olur ve bu da
p(t) =1*+1

ve
w(t,z) =e'sinz
sonuglarini ¢ikarsamamizi saglar.

Benzer bir mantikla,

Ou(t,z) S ay( )M-ﬁ—éu(t,w) = f(t,x) + p(t)g x>,

a, (1) =—
ot Ir1=2m " 8%‘{18$Zf
YeQt, 0<t<T,1ri=1+mn—+--—+1,

T = (21,...,2,
uw(0,z) = p(x),z € Q_+,

Y
Ma—w:O,OSVSQm—LJ;m:O,lgmgn,0<t<T,
"'Em
w(t, ") =w(t),0<t<T,z*€Qf

parabolik denklemin ¢cOziimii elde edilebilir. Burada

= Q" US’tir.  Ayrica

cok boyutlu

T ={x1,0x0) 10 <xy <o0,1 <m < n} ve smrlann S, QF

q(x),a,(x) (x € Q9),0(),y(x) (x € QM) 0(1) (te[0,T]) ve ftx) (¢ (0,T), x € Q)

verilen diizgiin fonksiyonlar, 4(#,x) ve p(f) belirsiz fonksiyonlar ve o, (z) > a > 0’dir.

Laplace doniisimii metodu, yalnizca, denklemin tiim katsayilarinin sabit olmast durumunda
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kullanilabilir. Oysaki fark semalar1 yontemi kismi tiirevli diferensiyel denklemleri ¢cozmek igin,

katsayilarin ?’de veya uzay degiskenlerinde tanimlandigi durumlarda da kullanilabilen etkinligi

iyi bilinen bir yontemdir.
Ornek 1.3.

Son olarak, Fourier doniisiimii metodunun uygulanacagi asagidaki 6zdesleme problemini ele
alalim.

métt"'”) = 82252’"”) —u(t,z)+ p(t)sinz + (e‘t — 2 — 1)sinx, —o<r<oo 0<t<T,

uw(0,z) = sinz, —00 < T < 09,

u(t,Z)=e', 0<t<T.
F{u(t,x)} = U(t,s) olarak gosterelim. Her iki tarafin Fourier doniisiimiinii alirsak,
F{u (t,z)} = F{u, (t,x)} —F{u(t,z)} + (p(t) +et—¢? — 1)F{sinx}
elde ederiz. O zaman, son ifadeyi diizenlersek
U, (t,s)+ <32 + 1)U(t,s) = (p(t) +el -7 — 1)F{sinx}

denklemine ulasiriz ve Cauchy formiiliinii uygularsak

¢
U(t,s) = 67(82+1)tF{SiI11‘} + fef(SZH)(H) [—e’T + (p(T) +e T -7 — 1)F{sinx}]d7
0

¢
= e 'F{sinz} + fe_(sul)(t_ﬂ (p(T) -7 - 1)F{sinx}d7'
0

elde edilir. Buradan ters Fourier doniisiimii uygulaninca,

'
uw(t,z) =e 'sinz +F! fe_(szﬂ)(t_”(pw) — 72— 1)F{sinx}d7
0

sonucuna ulasilir. Asir1 belirleme kosulunu kullanarak,
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u(t,%) =e'+F! Ie_<52+1>(’_”(p(r) — 12 — 1)F{sinx }dr :| =e!
0 —

I
[N

ulasiriz ve bu da
p(t) =t +1

ve
u(t,z) = e 'sinz
sonuglarini ortaya cikarir. Benzer bir sekilde,

du(t,r) 9'"u(t, z)
ot \7’\§2m ar(m) al{l Tt 81"77)”

:L‘:(xl,...,xn)eRn’ 0<t<T, |7”|:7"1+7ﬂ2+.,,+n“
U(O,ZL‘) = 90(13)713 € R",
w(t,z*) =w(t),0<t<T, 2" €QCR"

+ du(t,z) = f(t,2) + p(t)g oo,

cok boyutlu parabolik denklemin ¢oziimii elde edilebilir. Burada ¢(x),a,(x),p(x)(x € R"), ()
(t €[0,T]) ve flt.x) (t € (0,T), x € Q) verilen diizgiin fonksiyonlar, #(¢,x) ve p(t) belirsiz

fonksiyonlar, @,(x) 2 @ >0 ve & > 0 yeterince biiyiik bir sayidir.

Ote yandan, Fourier doniisiimii metodu, yalmzca, denklemin tiim katsayilarinin sabit olmasi

durumunda kullanilabilir. Oysaki fark semalar1 yontemi kismi tiirevli diferensiyel denklemleri

cozmek ic¢in, katsayillarm ?’de veya uzay degiskenlerinde tamimlandigi durumlarda da

kullanilabilen etkinligi iyi bilinen bir yontemdir.

Bu calismada lokal olmayan sinir deger kosullu bir boyutlu parabolik denklem ve ¢ok boyutlu
parabolik denklem i¢in sag taraf 6zdesleme probleminin iyi konumlanmishgi elde edilmistir. Bu
problemlerin sayisal ¢oziimii icin birinci ve ikinci dereceden kararlilikli fark semalar
sunulmustur. Bu fark semalarinin uygulanabilirlik kosullar1 altinda iyi konumlanmishigi

incelenmistir. Kisaca tezin boliimlerindeki igerigi incelersek, tez sekiz boliimden ve eklerden
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olusmaktadir.
Birinci boliim giris boliimiidiir.

ikinci boliimde bu calisma sirasinda ihtiyag duyacaginiz Banach uzayina ait temel bilgiler

sunulmustur.

Uciincii boliimde ise parabolik denklemlerde sag taraf 6zdesleme problemi (1.2) i¢in
o2a o2a+2 %
[ ”C[[O,TLCQ [0,11] + |Iullc[[0,T],C [o,l]] < M(z aQ)”p/”C[O,T]
+M ( a, 67 g,qQ, QI*, q, T ) [” 90”8'2&”[0,[} + ” fllC[[O,T},E'Qn[O,l}] + ” p”C[O,T] ]

koersif kestirimi elde edilmektedir.

Ayrica (1.2) problemine yaklasik ¢6ziim elde etmek icin Rothe fark semasi kurulmus ve yaklasik

¢Oziim i¢in de

h h N
{Uk — Up_q }
T k=1

+M (a,p,a,T)

T

{p(tk)_p(tkl)}N
k=1

+[{rd ) HCT[g ") < M@s)

o 2a 0
CT[Ch ] C[O7T]T

| D"l + H{fh ()}, Hcf[cf"] e lerory, ]

koersif kestirimi ispat edilmektedir.

Dordiincii boliimde (1.2) problemine yaklasik ¢6ziim elde etmek icin ikinci dereceden

kararlilikli fark semas1 kurulmus ve yaklasik ¢6ziim igin

h h N
4|W — Up_1 }
T k=1

+M(5,gb,a,T)

{P(tk) _p(tkl)}N

T k=1

o 20] + H{D]%u]? }llcvzl HCT[C(');,M] < M(q,s)

CT[Ch 10,71,

1022 e + R R ) 1 b, ]

koersif kestirimi ispatlanmistir.

Besinci boliimde lokal olmayan kosullu parabolik denklem i¢in sayisal 6rnek iizerinde birinci ve
13



ikinci mertebeden kararlilikli fark semalar1 kurulmus ve hata analizi verilmistir.
Altinc1 boliimde dogrusal olmayan parabolik ters problem ele alinmustir.
Yedinci boliim sag taraf 6zdesleme probleminin uygulamasini icermektedir.
Sekizinci boliimde ise sonuglar derlenmistir.

Ekler kisminda Matlab programlari sunulmaktadir.

14



2. BANACH UZAYINA GENEL BAKIS

Bu boliimde lineer sistemler (Votruba ve Boron, 1972), normlu lineer sistem, Banach uzayz,
lineer fonksiyoneller (Krein, 1971), baz1 Banach uzaylarinda norm (Votruba ve Boron, 1972),
(Kreyzig, 1989), kuvvetli pozitif operatorler ve kesirli operatorler (Ashyralyev ve Sobolevskii,
1994) ile ilgili tanim ve bilgiler verilmektedir.

2.1. Banach Uzaylari ve Operatorler

2.1.1 Banach uzay:
Bir E kiimesi, herhangi iki eleman1 X ve Y igin, toplam islemi olarak ifade edilen X+
elemanini da iceriyorsa, herhangi bir reel (kompleks) 4 sayisi icin, carpim islemi olarak ifade

edilen Ax elemani1 da E kiimesinin eleman ise ve ayrica toplam ve carpim islemleri de

L (e+y)+z=a+(y+2),
2. z+y=1vy-+uz,

3.30 € E, 0x =0,V x € F,
4.( N+ p)z = Az + px,
SA(x+y) = Az + Ay,
6.(An)z = A(px),

7. lx =2

kosullarin1 (aksiyomlar) sagliyorsa o zaman E kiimesi reel (kompleks) lineer sistem olarak

adlandirilir.

Bir E lineer sistemi, eger her bir X € E elemanna kargilik X elemaninin normu olarak

adlandirilan atanmis bir reel llzll > 0 sayisina sahipse ve

1. izl =0« z =0,
2| Az || = |Alnzu,
3z +yll=nzn+y| V¥V z,y € E

ozellikleri saglaniyorsa, normlu lineer uzay olarak adlandirilir.
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[x =¥l sayisina X ve ¥ elemanlari arasindaki uzaklik denir ve bir metrigin 6zelliklerine sahiptir.

Bununla baglantili olarak, *» € E dizisinin n — oo, |x, —x|| = 0 olacak sekilde bir X

elemanina yakinsadig ifade edilebilir ve x € ' : x, — x olarak gosterilir. Ayrica bu konsepte

bagh kalarak, kiimelerin limit noktalari, £ 'nin acik, kapali ve kompakt kiimelerinin tanimlarini

vermek mumkiindir.

X € E dizisi i¢in eger m,n > © iken [[X» —Xm | = O ise, 0 zaman temel (veya Cauchy) olarak

adlandirilir. Bir yakinsak dizi temeldir. Eger E uzayindaki her temel dizi yakinsiyorsa, o zaman

uzay tamdir (complete). Bir tam normlu uzay ise Banach uzay1 olarak adlandirilir.

Her normlu lineer uzay Banach uzayina tamamlanabilir.

2.1.2 Baz Banach uzaylarinda norm

C'10,T Juzay1. Bu uzay elemanlart siirekli ve [0,7'] kapali araliginda sinirlt olan bir uzaydir.

C'[0,T] de x(¢) nin normu

lzll = max |z (1)]
0<t<T

formilii ile verilmektedir.

C(E) = C([0,T)E) uzayr. [0,7] araligindan E’ye tamimli biitiin X(¢) siirekli fonksiyonlarmin

olusturdugu Banach uzayi olup, norm
= 1
11 ey = max|lx(O)]
formiiliiyle hesaplanir.

2.1.3 Lineer operatorler

E Banach uzayinda tammli bir Az fonksiyoneli eger homojense ve toplamsal ise ve € sabiti =

degiskeninden bagimsiz olmak iizere,
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|Az| < clzn, z € E (2.1)

esitsizligini sagliyorsa lineer denir. (2.1) esitsizliginde en kii¢iik miimkiin olabilecek sabite lineer

operatoriin - normu denir ve ||A| ile gosterilir. Asagidaki formulde gecerlidir:

Az||

147 = sup 220 = up 4.
zeg 121 lzi=1

2.2 Kauvvetli Pozitif Operatorler ve Kesirli Operatorler

E Xkeyfi bir Banach uzay1 ve A E’de D(A) tanim kiimesinde yogun bir lineer operatdr olsun.

Tanim 2.1. Bir E Banach uzayinda etkiyen A operatoriiniin o (A) spektrumu ¢,0<2¢< 7,

acisinin belirledigi bolge icinde kaliyorsa, reel eksene gore simetrik ise ve bu bdlgenin ug

noktalarinda S, (@) ={pe” :0< p<oo}, S,(¢)={pe™:0<p<e} ve bolgenin disinda

(A - A)_1 rezolvent operatoriiniin normu,

M(9)

< o (2.2)

(a1 -a)”

esitsizligini tarafindan sinirlandiriliyorsa, bu A operatoriine kuvvetli pozitif operator denir.

Bu sekildeki ¢ acilarinin infimumuna, kuvvetli pozitif A operatoriiniin spektral acist denir ve

#(A) veya ¢(A,E) ile gosterilir.

Spektrum o(A) kapali bir kiime oldugu icin S, (¢(A)) ve S,(¢(A)) ismlarnm olusturdugu
bolgenin i¢inde kalir ve bu sektdriin tepe noktasinin o (A) spektrumunu kesmeyen komsuluklari

mutlaka vardir. S1(¢), S2(¢) 1sinlar1 ve merkezi orijinde olan 7 yaricapli cemberin bir yayi ile
olusan T = T'($,7) cevrel cizgisini goz oniine alirsak; ¢ ve r $(A) <181 < T qlacak sekilde

secilebilir ve ” yaricapli cemberin yay1 A operatoriiniin 0(A) rezolvent kiimesinin icerisinde yer

alir.
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I' cevrel cizgisi ile sinirl kiimede /(z) analitik bir fonksiyon olsun ve /’in
If(2) < MizI™*

kestirimini bazi € > 0 degerleri i¢in sagladigini kabul edelim. O zaman Cauchy-Riesz integral

operatorii
f(A):%ffu)(z—A)‘ldz (2.3)
T

operator normunda yakinsaktir ve A kuvvetli pozitif operatoriiniin bir fonksiyonu olan sinirlt

lineer f(A) operatoriinii tanimlar. Eger f(2) orijinin komsulugunda siirekli ise, o zaman (2.3)’te

r = 0 durumunu dikkate alabiliriz. Bagka bir deyisle I' = S} (¢) U S5 (¢) olur.

A sinirh bir operator olmasi halinde ise f(A) integrali, f(z) fonksiyonunun analitik oldugu
bolgede T' cevrel ¢izgisinin se¢iminden bagimsizdir. Ayrica, eger f(z)fonksiyonu lineer ise

f (A) operatorii de lineerdir ve f(z) fonksiyonu carpansal ise f (A) operatdrii de garpansaldir.

f(z) = 2% fonksiyonu o > 0 oldugu zaman A™® simrli operatdriinii tanimlar. Burada I' cevrel
cizgisi > 0 kosuluyla segilir. Kuvvetli pozitif A operatoriiniin herhangi bir kuvveti igin

A~(@+B)

carpansallik ozelligi = APA™ vardir ve sadece negatif degerler icin degildir. Bu

ozellikten (@ + B tamsayr iken) A™x =0 denkleminin z = 0 tek ¢oziimiine sahip oldugu

goriiliir. Dolayisiyla, kuvvetli pozitif operatoriin pozitif kuvvetleri de tanimlanmis olur. Eger A

sinirsiz ise, A* (a>0) operatdrleri de sinirsizdur, D[A“] tanim kiimeleri yogundur ve [ <& ise

D[A“] c D[Aﬁ j siirekli gomiilii olur.

Operatorlerin kesirli kuvvetleri teorisi pozitif operatorlerin genis bir kismi i¢in yapilabilir. Bu tip
operatdrler i¢in (2.2) kestirimi sadece [0,%Z] aralig: i¢in degil, daha genis bir aralik olan [0, 7)

araligindandir.

Simdi f(z)=e" fonksiyonunu ele alalim. Herhangi 7> 0 i¢in bu fonksiyon |z| — oo iken 7z “
fonksiyonundan cok daha hizli sifira gider ve degerleri I' tarafindan cevrelenmis herhangi bir
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bolgenin i¢inde yer alir. Bu nedenle, (2.3) formiilii, kuvvetli pozitif bir A operatoriinden
exp{—tA} fonksiyonu tanimlamak igin kullamlabilir. Carpimsallik 6zelliginden, yari grup

ozelligi saglanir:
exp{—(t; + t,)A} = exp{—t 1A} exp{—t,A}, t{,t, > 0.

Bazi >0 ve t>0 igin ¥(z)=z%" fonksiyonunu ele alalim. |zl = © iken Wcz> sifira 2’in

negatif kuvvetleri daha hizli sekilde yaklastigindan, ‘¥'(z)

W(A) = QLM e (5 — A) Vs (2.4)
r

operator fonksiyonunu tanimlar.

exp{—tA} operatoriiniin £ uzaym D(A%) ya esledigini ve A® exp{—tA} = ¥(A) oldugunu
gosterelim. X, £ uzaymin herhangi bir elemani olsun. Carpansallik Ozelliginden ve (2.4)

denkleminden dolay1

AU (A) g = L,fe—”(z — Ay adr = exp{—tA}z

271
elde edilir ve bu da bizim iddiamiz1 ispatlar. Buradan da

o _ L o, —tz . -1
A% exp{—tA} = QM,[z e (z— A dz (2.5)
formiiliine ulaginiz. Yukaridaki ispatta, I cevrel ¢izgisinin 7 yaricapl yay1 icerdigini kabul
etmemiz gerekmektedir ciinkii z™* fonksiyonuna karsilik gelen A™“ operatoriinii uygulanmistir.
Bu son formiil (2.5) biitiin kiiciik 7 > O degerleri igin gecerlidir. (2.5) denklemindeki integrand
z = 0 noktasinda siirekli oldugundan, z = 0 iken, baz1 0 < ¢ < I i¢in

0 00
A exp{—tA} — % ipaeia¢e_tp@i0 (pews . A>_1 dp +{pae—ia¢e—tpeio (pe_z'(;s . A)_l dp
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formiiliine ulasabiliriz. Buradan ve (2.2) kestiriminden

8

M(¢) 1 —t o) M(¢)F(a> _
@ _ < « p COS — a .
1A% exp{—tA}p_p < — Jp" e = s d) (2.6)

o

formiiliine ulasiriz ve 6zel durum olarak

M(¢)

™

lexp{—tA}|p_p < (2.7)

elde edilir. Simdi (2.6) kestiriminin ¢ — 400 iken f{istel olarak azalan bir carpanla

keskinlestirilebilecegimiz gosterelim.

A kuvvetli pozitif bir operator olsun. Yeterince kiiciik bir 6 > 0 icin A — 6 operatériiniin de
kuvvetli pozitif oldugunu ve ¢ (A —96) = ¢(A) oldugunu iddia edelim. Gergekten, A € I'(¢)
olsun. Rastgele bir y € F icin Ax—(A—6)x =y denklemini ele alalim. Ax —Ax =2z yer
degistirmesi denklemi z+4+6(A—A) 'z=y haline getirir Eger A€Tl(§) ise

-1 B

l6C2—4) ||E—>E < 0M($) oldugundan, & < [2M($)]™" icin z icin yazlan denklemin tek
¢oziimii oldugunu gozlemleriz ve lzll < M (O[N] + 1] iz < 2M ()[|A] + 117 |yl olur.

Buda 0 <6 < [2M(¢)]™" icin 2 — (A +8) operatriiniin stnirlt tersinin oldugunu ve

(A (A=6) <2M ($)[|A]+ 117"

~1
oldugunu gosterir. Dolayisiyla, A —0 operatoriiniin de kuvvetli pozitif operatdr oldugunu

gosterdik. Buradan (2.7)’y1 kullanarak,

2M(9)

™

lexp{—=(A—=8)t}|p_p <

kestirimini verebiliriz. Bu da 6§ = [2M (¢)] " olarak secilebilmek iizere acikca

2M (6) s

lexp{—t4}1;_p < =

(2.8)
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kestirimine ulastirir.

t > 1 olsun. O zaman, yar1 grup 6zelligini kullanarak

exp{—tA} = exp{—A}exp{—(t—1)A}

yazabiliriz. (2.6) kestirimini # = 1 ile ve (2.8)’ i kullanarak

M(6) 2M(8) sy

a _ <
”A exp{ tA}||E~>E' — W(COS¢)Q T

elde edebiliriz. Dolayisiyla, £ > 1 i¢in

| A% exp{~tA}|p_p < Mi(¢)e™
kestirimi vardir. Eger 0 <t <1 ise, o zaman (2.6) kestirimi gecerli olup, bu iki kestirimi

birlestirirsek bazi M) > 0ve 5 >0 icin

1A% exp{~tA}|p 5 < M(¢)e "t (2.9)

sonucuna ulasilir.

Daha &tesi, (2.3) formiilii €xp{—A} operator degerli fonksiyonunun operatér normunda

tirevlenebilir oldugunu elde etmemizi saglar ve

%exp{—m} — —Aexp{—tA} (2.10)

olur.

Ozellikle, bu €xp{—?A} *nin operator normunda siirekli oldugunu ifade eder. Yar1 grup 6zelligini
kullanarak, ¢ > 0 i¢in €Xp{—fA} nin tiirevinin de operatér normunda siirekli oldugu cikarilabilir.

Son olarak, (2.10) formiilii operatr degerli €xp{—tA} fonksiyonunun ¢ > 0 icin operator

normunda keyfi mertebeden tiirevleri olabilecegini gosterir.

Simdi € D(A) olsun. O zaman (E -degerli) €xp{—tA}x fonksiyonunun ? > O icin tiirevi

vardir ve (2.10) ile,
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%exp{—tﬁl}m = —exp{—tA} Ax (2.11)

seklinde yazilir. Yukaridaki ifadeden, X i¢in
(z—A)lz=z"e4+2"(2z2—A) " Az

formiiliinii yazabiliriz ve (2.3) formiiliinii kullanarak,

_L —tz [ ,—1 -1 . -1
exp{—tA}x—QWi{e [z r+z2 (z—A) Ax]dz

elde ederiz. Burada cevrel cizgi r Sekil 2.1°deki formdadir.

([

Sekil 2.1 Spektrum agis1 ve I' cevrel ¢izgisi

Cauchy teoremini kullanarak,

o _L —tz ,—1 o -1
exp{ tA}x—Qm_!e 27 (z—A) Axdz + x

olur. (2.2) kestirimi bize ¢ — +0 integral isareti altinda limite gegilebilir. Dolayisiyla, £ nin

normunda

; _ —xa+L [ 1)
tkrf(l)exp{ tA}x x+2m.£z (z—A) " Axdz
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vardir. Cauchy teoremine gore, bazi o > 0 icin integral

—0+io
5= L [1,_ Ayt __1 g Ayl
= 2 }[ 7 z—-A)" Axdz i J | 7 z—-A)" Axdz

olur. Buradan (2.2) ile,

o0
M dt
131 <—fag—+tg||f4$||E

‘dir. 3 o ’ya bagli olmadigina gore & = 0 olur ve herhangi 2 € D(A)

tlirEOexp{—tA}m =2z (2.12)

oldugunu ispat etmis oluruz. lexp{~tA} |l z.r normu t > 0 i¢in diizgiin sinirlt oldugundan ve
t =0°da U (0) = I oldugu bilindiginden, kuvvetli siirekli bir yar1 grup elde ederiz. (2.9) (@ = 0
ile) kestiriminden, yar1 grubun analitik oldugu ¢ikartilir. Son olarak, iiretecinin U’ (0) = —A

oldugunu gosterelim. (2.11)’den ve (2.8) kestiriminden x € D(A) igin,

t
Ult)x —x = —J U(s)Axds
0
ozdesligini ¢ikartabiliriz. U(f), ¢t = 0 noktasmin solunda kuvvetli siirekli oldugundan, buradan
xeDWU'(0)) ve U'(0)z=—Az cikarsamasim yapabiliriz. Dolayisiyla, U'(0) —A
operatoriiniin uzantisidir. (2.8) kestiriminden, herhangi 4 <0 icin U '0)+ 2 operatorii ve
—A + A sinirhi terslere sahiptirler. Buradan, U "(0) = —A’dir. A iretecli, iistsel azalan norma

sahip exp{—tA} operator degerli fonksiyonu analitik yar1 gruptur. Bu gibi yar1 gruplari iireten —A

operatoriine kuvvetli pozitif operator denir.

A kuvvetli bir pozitif operator olsun. A ’nin yardimu ile her vV € E’yi igeren
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1

q

1Vl = [IH)\“A()\ + A)lvujz% . eger 1 < g < oo, (2.13)

lvlle = 1Vlla,00 = sup”)\o‘A()\ +A)!

sup ol

sonlu normlu £aq (E,A),0 < o < 1 kesirli uzayim ifade edelim.

Ayrica (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)’in 1. boliimiiniin 4. kisminda, A’mn yardimiyla ile
her v € E’yi iceren

1

lig,, = f”Tl_aAexp{—TA}v”quTT , eger 1 < ¢ < oo, (2.14)
0

lvig, . = sup7' *||Aexp{—TA}v|,
7>0

sonlu normlu Eaq,0 < @ < 1, kesirli uzayini ifade edilmektedir.

Teorem 2.1. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994) Her 0 < o < 1 icin, E, =E, drr .

ispat. Her £ > 2 icin,

(I+7A)" =

(k:—l)'ftk et exp{—TtA} dt (2.15)

’dir. Buradan,

o0

A“A(A%—A)q‘:![A%fMAexp{—t4}ﬁ
0

cikartilir. v € E, olsun. O zaman

ATAA+ A) <fA dtiot,

olur.
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f)‘:LMdt:fel—_;dt:mmgﬁ

T (0%

oldugundan, her A > 0 icin

|2a@+a)"v]| | < Mivy,

¢ikar. Bu da bize v € E, oldugunu ve
/ M
vlle < —I1vlla
a

oldugunu gosterir. Ardindan, Cauchy-Riesz temsil formiiliinden

kestirimden,

|2 Aexp{—ta} o, < M [toe et |a(p+ Ay o], dp
0

o
< Mftl_ae_tpcosd)p_adp 10l
0

esitsizligini ¢ikarsariz.

") oo _ 0

M(¢)

T COS @ .
ftlfaeftp cos qﬁpf(lydp _ f € _ dt _ 1 — fs( 1—ar )71678d5 _ T ( 1 f‘i()y S
0 5 T (cos¢) 0 (cosg)°

oldugundan otiirii, her ¢ > 0 i¢in
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} M@)o
1-a
lr-eAexp-atvll, < T2V,

olur. Buda Vv € Eq ve

M(¢)

vl < TVl

oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

(1—a)m()vla < lvlly < M;d))nvna,o <a<l1

esitsizliklerini ispatlanir ve bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
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3. PARABOLIK DENKLEM iCiN LOKAL OLMAYAN KOSULLU SAG TARAF
OZDESLEME PROBLEMIi VE COK BOYUTLU PARABOLIK DENKLEMLER

3.1. Diferensiyel Durum

Lokal olmayan kosullu

% = a(x)%—au(t,x)—i—p(t)q(w)—|—f(t,x),

O<zx<l, 0<t<T,

u(t,0) = u(t,l),u, (t,0) = u, (£,1),0 <t < T, (3.1)
u(0,z) =@, 0 <z <,

~u(t,x*) =p(t), 0<z"<0<t<T

parabolik denkleminin, sag taraf fonksiyonunun rekonstriiksiyonu ters problemini ele alacagiz.

Burada u(f,x) ve p(f) belirsiz fonksiyonlar, a(x) =& > O verilen bir fonksiyon ve o >0

yeterince biiyiik bir sayidir.
a) q(x)’in yeterince diizgiin fonksiyon oldugunu

b) ¢x) ve ¢'(x)’in ! uzunluklu periyodik fonksiyonlar oldugunu ,
¢) ¢(z*) # 0 oldugunu

kabul edelim. Bu tezde, zamana bagl olarak degiskenlik gosterebilecek pozitif sabitler M ile
belirtilmistir. Ote yandan, M(a,B,---) ifadesi ile sabitin sadece «,(3,--- degiskenlerine bagh

olduguna dikkat ¢cekilmek istenmektedir.

Sonuglarimizi formiile etmek igin, ¢$(0) = ¢(I) ve Holder kosullarim tasiyan [0,/] arahiginda

tanimli,

b+ h)— b
1616 0n = 10leros +  sup | 3

O<z<z+h<l h*

||</5||C[o,z1 = &1§§Z|¢<$>|

°a

sonlu normuna sahip biitiin siirekli ¢(x) fonksiyonlarinin olusturdugu C [0,1], @ € (0,1),
27



Banach uzayini tanitalim.

O zaman, (3.1) probleminin iyi konumlanmishg {izerine olan asagidaki teorem ispatlanmustir.

o2

° 2042
Teorem 3.1. ¢(x) €C [0,1], p'(t) € C[0,T] ve f(t,z)e C|[0,T],C [O,Z]] olsun. O

zaman, (3.1) probleminin ¢oziimii

(k2 "C[[QT}, o [01]] +”U”C[[0T}C " [Ol}] < M(z",q) ”P ”C (0.7]

M(a7670-7a7x*7q7T)

lolle™ 00 + ||f||c[[o,T},52"[o,u] + ||P||C[O,T]]a (3.2)

Iplleor < M(m*,q)”p,”C[QT]

+M (a,0, 0,04,$*aq7T)[||90||52n+2[0,l] + ”f”O[[QTL(i*M[OJ]] +lolleror (3.3)
koersif kararlilik kestirimlerini saglar.
Ispat. Ters problemin ¢oziimiinii,
t

= 4
n(t) f0p<s)ds (3.4)
olmak iizere
w(t,z) =n(t)qgx> +w(t,z) (3.5)

formunda arastiralim. (3.5)’ten tiirev aldigimiz zaman

ou(t,x) x) ow(t,x)
L9 - p(n)g(e) + 222
ve
Pu(t,x) g O*w(t,x)
Z ) (it
0z? n(t) da? * 0z?

denklemlerini elde ederiz. Buna ilaveten, eger (3.5)’te X = X" yer degistirmesini yaparsak
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u(t,x*) = n(t)g(x™) + wlt,x*) = p(t)

ve
p(t) —w(t,z")
n(t) = : 3.6
q(z") 39)
sonuglarina ulasiriz. Son denklemde her iki tarafin tiirevini aldigimizda
/ *
p () —w (t,a")
p(t) = : 3.7
q(z") (3.1)
olur ve iiggen esitsizliginden dolayi, herhangi ¢ € [0,7'] i¢in
/ *
(t) —w (t,x
|p<t>|=‘p & )‘<M z*,q)(|p" (O] + |w; (t,27)])
q(z")
<
< M(z ,q)( max |p (t)|+orgi>%orga§l|wt (t,z* )|)
< * / 02« .
< M(z aQ)(OfgtaSXTLO (t)|+g£%)%|lwt(t)||0 [071}) (3.8)

esitsizlikleri cikarsanir. Burada, (3.5) ve (3.6) esitsizliklerini ve q(x) iizerindeki kabulleri

kullanarak, w(t,x)’in

ow(t,z) a(x) Pw(t,x) p(H—w(t,z*) d*qcz>

ot B 0 q(z") dz?
pm(:(;x*)q(x) —ow(t,z)+ f(t,z),0<z <], 0<t<T,
w(t,0) = w(tl),w, (t,0) = w, (t,1),0 <t <T,

w(0,zx) =), 0< <]

+acx>

—0

probleminin bir ¢6ziimii oldugunun gosterilmesi miimkiindiir. Dolayisiyla, Teorem 3.1°in

ispatinin sonu (3.8) esitsizligine ve asagida verilen teoreme dayanir.

Teorem 3.2. (3.9) probleminin ¢6ziimii i¢in

[|w, "C’[[QT],EJ’M[OJ]] < M(a,6,0,0,2%,¢,T)|lellc™ 00 + ||f||c[[o,T],52a[o,u] + ||P||0[0,T]] (3.10)
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koersif esitsizligi vardir.

Ispat. £ =C [0,]], Banach uzayinda

Ou(t,x)
ox?
D(A) = {u(x) s u,u’,u” € O[0,0],u(0) = u(l),u, (0) = ux(l)}

Au = —a(x) + ou,

olarak tamml1 A pozitif operatérii ile (3.9) problemini

I

w; + Aw = (ag —Ug)%j?m+f(t),0<t§T,

(@ 3.11
w(0) =¢ (@11

abstrakt formunda yazabiliriz. Burada, [0.7]°de tammli, E = C[0,1]-degerli f(t) = f(t.x) ve

w(t) = w(t,x) belirli ve belirsiz abstrakt fonksiyonlar, w(,.x*) [0,7] de taniml belirsiz skaler

fonksiyon, ¢ = ¢(x), ¢" =¢"(x), ¢ = ex) ve a = alx), E =C [0,]]’de elemanlar ve g(x*)

ise bir sayidir.

Cauchy formiilii ile ¢oziimiimiiz

t

"
w(t) = e o — [etM BTy (5,07 ) ds
0 q
y ps>(aq” —oq) t
+fe—(t—s)A - ds + fe—(t—s)Af(S)ds (3.12)

olur. Her iki tarafin tiirevini alirsak,

"

t "
w;, (t) = —Ae o + fAe’(t’s)Aaq—*aqw(s,x*)ds —uw(t,x*)
q

*

(q—

_fAe—(t $)A p(s)(aq _O-Q> >p(t)—fAe (t— S)Af(s)d8+f(t)

q

ds +

elde ederiz.
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t I t " §
fAefufs)Aaq—*Uqw(s,x*)ds — fAe*“*S)Aaq—ﬂfwz(z,x*)dzds
q
0 0

q

_ aq
+ [Ae~ =94 p(x*)ds
I v
formiiliinii uygulayarak ve integrasyonun sinirlarini degistirerek

fA —U= S)Aaq 7 (s,z* ds—ffA —(= S)Aaq w, (z,2" ) dsdz

-4 04" —0G
+fAe 7 w(z")ds

elde ederiz. O zaman (3.9) probleminin ¢6ziimii

t t

w, (1) = Ae Mo + Ae (=94 aq” qw z,x" )dsdz
t 2 ff 7 ( )

*

14
_|_ A —(t-$)A aq” 2V ds — Ae—(t—s)A p(S)(aq _Oq)ds

I/ 6
—fAe—<t—5>Af<s>ds +(aqq—*aq)(p(t) —w(ta*))+ f(1) =D Gy (D)
0

k=1
seklinde ifade edilebilir. Burada,

G (t) = Ae’mgo,
tot

GQ(t)—ffAe’“ S)A% w, (z,x2%)dsdz,

G3<t>—fA ~u-oa 8801 () ds

"
Gy (t) = —fAe’“’s)A peolad’ 1)y,

*

q

t
G5 (t) = —fAe_(t_s)Af(s)ds,
0
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aq”-—-aq)(

Gty =L iy w(raty) + Fo)

olur. R,exp{—AA} ve A operatorlerinin degismesi olgusundan, iyi bilinmektedir ki
IRz, ~5, <IRlz-pg (3.13)

esitsizligi ¢ikarsanabilir. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994). Simdi, herhangi k¥ = 1,2,3,4,5,6

icin G«(#)’larin kestirimini ayr1 ayr1 verelim. E« uzaymmin normunun tanimindan ve (3.13)’ten

otirt

1G (Dllg, =[Ae o], <[, _, 140l <[e,_ 140l

kestirimi elde edilir. (2.8) kestirimini kullanirsak, herhangi ¢t € [0,7'] icin

1GL (Dlp, < M| Aplp, (3.14)

elde ederiz. Simdi G2(?) icin kestirimimizi verelim.

1G> (Dllg, =

g

“tir. (2.14)’1 kullanirsak,

tt "

ffAe’“’s)Aaq—*Uqwz(z,x*)dsdz
q

0 z

E,

1/
Ao~ (t—)4 aq—*aq ds|w, (z,2")|dz

E,

t t

" "
f Ao (-4 :0(] ds — f Ae (-4 :0(] ds
t "
tsup [[AeAdeMAe -4 24— 944 g4
A>0 q* B

yazabiliriz ve E« uzaylarinda normun tanimindan otiirii,
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t

"
f Ae (- —oa0q" = oq d _f(t $) ¢ S)l—aAe—(t—s)Aaq :aq ds
t
< sy afer = :[_w—sw =
a z ’ Ea a Z q* Ea
T —
< — % " 24 - MQ(U/,O',OK,QJ*,(_[,T)
@ q E,

olur. (2.9) kestiriminden,

t 1
f A0 ge Mg t-0a 2 —99) g
z 1 B
t
<[ g2-a I HA Ftos v (A +i- 8)” A traad’ —oq
= 2—« "
J At t—s) 2 p-r|\ 2 I

/
< M; ca> Y —% ds

t
f()\+t—s)2 @

= M3 ca»

1
aq’ —o
< Mjzca» g g

aq — oq lt
. (a—l)(A+t s,

|

herhangi A > 0 i¢in yukaridaki esitsizligi veririz. O zaman,

B, (1—0z)()\ +t—2)@

t

"
sup [ [N @AeMAe 4 L — :Uq ds
A>0 Y q E
"
— 1
S M3(a) 4 * 2 = M4(CL,O',O&,LE*,Q)
¢y A-a)

elde edilir. Buradan da herhangi s, 0 <z < s <1 icin

t

J

z

Ae—(t=9)4 aq” —0q
q*

ds < M5 (a,a',oz,m*,q,T)
B,

ve
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1Gy (Dllg, < Mg(a,0,0,2%,0,T) [ |w. (z,2")|dz
0

t
< Mg (a,0,0.0%,,T) [ max|w. (z.0)|dz < Mg (a,0,000",,T) [ .5, dz (3.16)
0o~ - 0

esitsizlikleri elde edilir. G3(¢) iin kestirimini ise su sekilde elde ederiz.

—(t—5)A aq” —(t—5)A aq” —oq *
IGs (Dl = fAe (et ds fA = ds| el
E, E,
tir.
o (2%)] < max [ = lollp <lells, <[A7, _p 140ls < M]Aply, (3.17)
oldugundan ve z = 0 icin (3.15) kestirimini kullanirsak, herhangi ¢t € [0,7'] i¢in
”CTY3(t)||E(y S M7(G,U,&,I*,Q,T)”A§0“Ea (318)
olur. (3.15) kestiriminden G4(?) icin,
t aq” — oq
1Gy (D, = f Ae‘“‘”f“mmq—*ds < Mg (a,0,0,2%,, ) pllogor (3.19)
E,

kestirimi kolayca goriilmektedir. Simdi Gy (¢)’nin kestirimini verelim. £« uzaylarinda normun

tanimindan dolay1

t
= fAe_(t_s)Afw)ds

t
1G5 (D), = | [Ae 4 fcords
0

+sup A

t
Ae_’\AfAe_(t_s)Af(s)ds
A>0 0

E

yazilabilir. (2.14) kestirimini kullanarak
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t

< f(t — )t H(t —g)lm@ Ae_“_s)Af(s)HE ds

t
fAe_”_S)Af(s)ds
0

E 0
t (t )a t
a— —3S)
< f(t—S) Yds|| fllocm,) = ”f”C(EO)[_— 0]
0
tOé
= W lece,) = My (T flle,) (3.20)

ifadeleri yazilir. Simdi, ikinci terimi ele alalim. (2.14) denkleminden herhangi A > 0 icin

tferAA

‘Aei 2 f(s)HE ds

)\1—04

t
Ae_’\AfAe_(t_s)Af(s)ds
0

t
< Al—o‘fHAe’HZHA
0

‘EHE‘
E

=5+

— l-« _

LstA)T fem e Af(s)” ds
B

!

0]

< Myl fllecs,) (%::) < My <ol flleg,) (3.21)
E

= Al_o‘f(t—82+/\ )a—l(t—s2+,\ )—1H Lt Ao "7

ol

< M [ (S552) 7 £, ds
0

t [ (=50 )a—l

—a _ a—2
< Mg\ (=52)" " dsl fllogs,) = Mol fllecs, )
0 11—«

elde edilir. O zaman,

sup Al
A>0

t
Ae‘AAfAe_“_S)Af(s)ds
0

olur. (3.20) ve (3.21) kestirimlerini birlestirirsek,

1G5 (Ollg, < My (a0, T fllecr,) (3.22)

oldugu gosterilmis olur. Simdi Gg (¢) icin inceleyelim.

//_
1Gs (D)l = “(‘qu—*"”<p<t>—w<t,x*>>+f<t>

E,

dir.

w(t,x*) = w(0,z") +fwz(z,x*)dz = p(z") +fwz(z,:1:*)dz
0 0
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formiiliinii, £« uzaylainda normun tammm ve (3.17) kestirimini  kullanarak,

”—0(])

*

(ag

1Gs (Dlg, < + /e, )

t
[”PHC[O,T] + My | Apllp, + f”wz I, dz
E, 0

+ e, ) (3.23)

t
= M14 (a76707$*7Q)[”/)”C[0,T] + ”AQDHEQ + f"wz ”Ery dz
0

kestirimini elde ederiz.

(3.14), (3.16), (3.18), (3.19), (3.22) ve (3.23) kestirimlerini birlestirince,

t
lwlls, < M| Aplly, + Mg (a,0,0,2%,,T) [T, |, dz
0
+M7 (G,U,&,I*,Q,T”lAQO“EQ + M8 (CL,O’,O(,!E*,q,T)”[)”C[QT] + M12 (aaT)||f||C(Eu)

t
+My4(a,0,0,2%,q) ||P||C[0,T] +||A90||En +f||wz “En dz +”f”C(Eu) (3.24)
0

oldugunu gostermis oluruz. (3.24)’te Gronwall integral esitsizligini kullanarak,

il < eMilemesaTyMleos ) [ | A,
My (0,5,Ua$*aQ)<||P||c[o,T} + ||A90||Ea ) + (Mg (o, T') + l)llf“C(En)] (3.25)

oldugunu ispatlariz. Siradaki teorem Teorem 3.2.’nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.3. (Ashyralyev, 2007) 0 < @ < T icin E4(C[0,1],A) ve C**[0,1] uzaylarinin normlari
denktir.

Benzer tarzda, ¢cz> ilizerindeki bazi kisitlarla ¢ok boyutlu parabolik denklem i¢inde sag taraf

rekonstriiksiyonu ters probleminin iyi konumlanmisligini elde edilebilecegini not edelim.

Bu(t,x) o a\r%u(t’x)
5 = 2 @O g ggr — oulba) +plthgc

u(0,2) = ¢(z),z € R"
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cok boyutlu parabolik denklemini ele alalim. Burada u(#,x) ve p(f) belirsiz fonksiyonlar,

a,(x) 26 >0 yeterince diizgiin fonksiyon ve ¢ > 0 yeterince biiyiik say1 olsun. Ayrica, q(x)

yeterince diizgiin ve simirli fonksiyon ve ¢(z*) # 0 olsun.

R"™ uzayinda tanimli fonksiyonlar iizerine etki eden

alrl
B = F(X)—————
Y a ) PRI

Irl=2m

formundaki diferensiyel operatoriiniin

BY &) = Y a, () i) (i) E = (E1.+.&,) € R”

[rl=2m
semboliiniin £ # 0 i¢in,
0 < MIEP™ < (=1)"B*(E) < MLIEP™ < oo

esitsizligini sagladigim kabul edelim. O zaman, (3.26) probleminin 1yi konumlanmishg iizerine

asagida verilecek teorem vardir.

Once, sonuclarimizi formiile etmek icin, Holder kosullarini tasiyan R” °de tanimls,

¢ — ¢ (y)l
o5 (rey = sup ||+ sup
161e" () = sup @ ca] syeRmaty |2 =yl

normuna sahip biitiin siirekli #(x) fonksiyonlarinin olusturdugu C (R"), @ € (0,1), Banach

uzayini tanitalim.

o2«

o 2a+2
Teorem 3.4. ¢(x) €C  (R"), p'(¢) € C[0,T] ve f(t,z)e C|[0,T],C (R”)] olsun. O

zaman, (3.27) probleminin ¢oziimii i¢in,
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u o2 + ||u « 2t < M(x*, '
| t”C([o,TJ,CZ (ER”)) | ”c([o,ﬂ,c2 ’ (R”)) = MOl o,
+M(a,0,0,0,x*,q,T o 2042m + o2 + ,
( q )<||<P||C2 " ||f||c<[0’,[],c2 (W)> “p“C[O,T]>

I2leror < M(f’f’*a@”p/”cw,m

+M(a7 67 Uaavx*aQ7T)|||90||520+2"L(R”) + ”f”C[[O,T},E‘ZQ(R")] + ”p”O[QT]

koersif kararlilik kestirimleri vardir.

Teorem 3.4’iin ispat1 Teorem 3.1’in ispatinin semasini izler ve asagidaki teoremlere dayanir.

1
Teorem 3.5. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994) 0 <@ < 7= ve ;; € (0,1) belirteci (indicator)

i¢in, B, (C*(R"),A) ve O™ (R") uzaylarinin normlari denktir.

Teorem 3.6. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)

7l
E ar(x)a—u(z)—aum) = fw,r € R"

L. 7
I71=2m axl awﬂ”

eliptik probleminin ¢éziimii

a\r\u
Ozt --- Oy

2

Ir1=2m

< M(M)”f”cﬂ(w)
C*(R™)

koersif esitsizligine uyar.

3.2. Fark Semas1 Durumu

(3.1) probleminin yaklasik ¢oziimii icin,
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uf o —2uf -k

pk = p(tk)a%z = Q(In)axn = nh7 tk = kT?
1<kE<NI1<n<M-1Mh=INTt=T,

. . (3.27)

ug = ujp,—3ug + 4uf —us = ufy_o — 4uf;_y + 3uf,0 <k <N,

uy = p(z,), 0<n< M,

ufep=w = p(4),0<Sk<SNO<s<M

T
h

Rothe fark semas: kurulur. Burada, ¢s # 0.qo = qm,—3q0 +4q1 —q2 = qu2 —4qu1 +3qu
kabul edilmektedir.

Sonuglarimizi formiile etmek igin, $o = ¢um ile [0,1], = {x, : 1, = nh,0 <n < M,Mh =1}

tizerinde tanimli,

Iénll," = max |¢,|+  sup M|¢n+r — ¢u|(rh)®

1<n<M 1<n<n+r<

normuna sahip tim " = {o, }nM:_ll ag fonksiyonlarinin olusturdugu

o

C, =C [0,],,a € (0,1) Banach uzayim tamtalim.
Buna ilaveten, [0,7] = {#, : t; = k7,0 < k < N,Nh = T} ’da tanimli E-degerli,

T —
¢ ”CT(E) = 1%%}14\]”(?(%)”1?

normlu, biitin ¢” = {¢ ()} ag fonksiyonlarimn uzayr da C,(E)= C([0,T] ,FE)

Banach uzayidir.
O zaman, (3.27) probleminin iyi konumlanmiglig1 {izerine asagidaki teorem ispatlanmistir.

Teorem 3.7. (3.27) probleminin ¢oziimil i¢in

h o N
{U/c — U1 }
T k=1

+M(a,¢,0,T)

{p(tk)—ﬂ(tk_1)}N

T

k=1

+[{ohat 1, HCT[C;%] < M(g,5)

o 2«
Of[ch ] clo.rl,

It i+ [ b ) 1 e, ]
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{P(tk)—P(tk1)}N

T k=1

Ip” ”C[QT}T < M (q,s)
Cl0,T].

+M(a,p,a,T)

| D" .2 + H{f "t} HCT[é’,f“] o7 loror,

koersif kararlilik kestirimleri vardir. Burada, f"(t,) = {f(t.,z, )}%;11 .o ={o(z, )}ff;ll ,

_ N 9 b f Uy —2u,tu, M1 ~ 2 h h\s
pt ={p(h)timg, Diu’ = {+h—2}n:1 ve @ = 4(aDjq" —og¢") dir.

Ispat. (3.27) probleminin ¢oziimiinii

up = nFq, +wf (3.28)

formunda arayalim. Burada,
k .

=Y 1<k<Nnp'=0 (3.29)
i=1

tir. (3.28)’den fark tiirevlerini alirsak, herhangi n,1 < n < M —1 i¢in

ve

k koo ok k koo ok
Uy =2y + Uy ok Gns1 —2qn + qni + Wna = 2wy +w,

n+l
h? h? h?

elde edilir. Buna ilaveten, u* ic ag noktasim kullanirsak,

ut = ntqs +wt = p(ty)
ve

= p(%()]——ws (3.30)
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bulunur. Son esitlikten fark tiirevi aldigimizda,

1{p(t)—p(t bkt
qs T T
olur. Ucgen esitsizliginden, herhangi k,1 < k < N icin
t.) — p(t_ wf — wf‘l
T T
_ ko k=1
SM(q,s)[ max pt) = p 1) 4+ max max M]
1<k<N T 1<k<N 0<s<M T
_ h  ..h
< M (q,8)| max pt) = p (1) T max | Wk (3.32)
1<k<N T 1<k<N T é)hQn
elde edilir. Burada {wh }N
' » Uk Jk=0
( . i k k k :
wa _wal ! — a(xn) Wy 41 _2:;n+wn—l _|_ a(xn ) p(tkq)s_wéf In+1 _2Ijzn+qn,—1
-0 p(tkq)s_wf dn — Uwfi + f(tkaxn )7$n = nh’a tk = kTa
1<kE<N1<n<M-1Mh=I,Nt=T, (3.33)

wh = wh, —3wh + dwf —wh = wh_, — 4wl +3wf,0<k <N,

wy = @(x,), 0<n <M

fark semasinin ¢oziimii olur. Dolayisiyla, Teorem 3.7 nin ispat1 (3.32) esitsizligine ve takip eden

teoreme dayanmaktadir.

Teorem 3.8. (3.33) probleminin ¢oziimii i¢in,

h h N
{wk — Wi }
T k=1

S M(&7¢7a7T)

o 2a
CT[ch ]

o g + [ o, HCT[&,Z"] o7 legor,

41



koersif kararlilik kestirimi vardir.

Ispat. (3.33) fark semasim F = C'10,l], Banach uzayinda, u" iizerinde etki eden ve

Uy = upr,—3uy + 4wy — uy = up_9 — 4uy_1 + 3uy, kosulunu saglayan

M-1

nil — 2
Ajfuh _ {_a(xn)un+1 }?27; + Uy + O”LL} ~ (334)

olarak tammli A}, pozitif operatdrii yardimiyla

71)]?*7301?21 + A,,Lwh — (a Gni1—2q0+qn1 _ a.q)P(tk-)*wlf.

h2 qs
+" ()t = kT, 1<k < NNt =T, (3.35)
wg = "

abstrakt formunda yazabiliriz.

R = (I + 7A}P )" olarak ifade edelim. (3.35)’te Vk,1 < k < Nigin

—2q _ tp) — wh
w]? — Rwlicl—l —l—RT[(aq”H };]Qn +Qn 1 _Jq)P( k) W, +fh(tk)]

8

esitligine vardir. Yineleme bagintisini kullanilarak,

k

L ) —m T n —2 n + n—

wp = RFQ ZRk ,+1q_(aq +1 th q 1—Uq)p(tm)
m=1 S

1 k

_9 ,

—Zkam+1 l((l Intl }3; T 41 — o0q ) w;rb + ZRkierleh (tm )
m=1 ds

m=1

olur ve her iki tarafin tiirevini aldigimiz zaman

h h k k—1
wy — Wy, R — R 1 -2 _
k k—1 — (ph_l__(a%l-i-l q27L+Qn 1_O_q)p(tk)
T T qs h
i 1 —2g, +
+Z (Rk—m-i-l o Rk—m)_(a(bﬁ-l q2n qn—1 - O'Q)p(tm)
m=1 s h
1 -2
__((ZQnJrl q2n + qn—1 . U(])w§
qs h
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k
’ 1 -2

_Z (Rk—m-i-l . Rk—m )q_(a dn+1 h(I]Qn + qn—1 — g wzn
—1 s

k
+fh (tk) + Z (Rk—m—H _ Rk—m)fh (tm)

m=1
elde edilir.
i k
Z (ka’mﬂ#l . kam ) ,w;n, — Z (kam+1 o kam )(p(ws )
e m=1

1

m 7 /'71

formiiliinii uygularsak ve toplam semboliiniin sirasim1 degistirirsek,

i k
Z (ka’mﬂ#l . kam ) ,w;n, — Z (kam+1 o kam )(p(xs)
m=1 m=1
k k w./ — wjil
j=lm=j

elde ederiz. O zaman, (3.33) i¢in

h h k k-1
- - 1 —2
wp —wpy _ RT—R (’Oh+_(GQn+1 q27L+Qn—1_a_q)p(tk)
T T qs h
k
’ - o\ L [ @1 — 260 + G
T Rk m+1l Rk m _(a n+ n n-l_ 5 t
mz_:l( i e a|p(ty)
1 -2
_Z(GQn+1 hQQn + @1 —O'Q)wf
k
~ ( pk- —m L Gni1 =200 + gua
_ Rk m+1 _ Rk m _(a n+l n n-l _ 5 z,
mz_:l( ) e q|e(z,)
ko k 1 _9 + i i1
_ Z (ka’mﬂ#l . kam )_(a dn+1 dn dn—1 i O'Q) Wy Wy
=lm=j s h? T
k 6
H () A+ Y (R = R (1) = D
m=1 k=1

formiilasyonu elde edilir. Burada,
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m —-m 1 n —2 n+ n—
(Rk +1 _ pk )q_(afJH };12 q 1—aq)p(tm),

S
I
Bl
i

Jh = Z(Rk—m+1 _ Rk—m)l

= qs

n —2 n + n—
(anrl }32 d I_JQ)QO(IS)7

k m m—1

—j n 2n+ n— Wy — Wy
Il L e AR, )

j=lm=j

ok
I
Mw

(ka’mﬂ#l _ kam )fh, (tm ),

%
I
»Q|,_.

( ny1 — 2Q’n + 1 O_q)<p(tk)_w§)+fh(tk)

olur. Simdi herhangi bir 7 = 1,2,3,4,5,6 icin J5 nin kestirimini ayri ayri verelim. JF ile

baslayalim.
Rk _ Rk*l L

=" =R
T

_ p-1
LR o Rl (3.37)

tir. Dolayisiyla, E ; uzayinin normunun tanimini uygulayarak ve (3.37) faydalanarak

|78 = [B Ae | <R PR i P R

elde edilir.

”Rk ”E—»E =M (3.38)
kestirimini kullanarak, herhangi £,1 < k£ < N icin

|75 < ] Aiet | (3.39)

elde ederiz. Simdi, J# icin kestirim verelim.
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- 1 — 2, +

||J£€ ||E, _ Z (Rk—m+1 _ Rk—m )_(a Qn+1 q2n dn1 O_q)p(tm)

“ m=1 s h E;

k
— Z (kaerl . kam ) dp(tm) < linmaszp(tm Z || Rk m+1 kam )d E(:

m=1 m=

tir.
kam+1 o kam — ka’mﬁH <I o R71> — _Rk*77},+1A}LIL}T (340)

esitligini ve F, uzaylarinda normun tanimini kullanarak,

k

Z (ka’mﬂ#l . kam )d

m=1

k
< S |R g,

E, m=1

T Z et -+ ap) Rl

olur. Terimleri tek tek ele alalim. Birinci terimi iki parcaya ayiracagiz.

Z ” Rk m+1A’L ”E Z ” Rk m+1AL ”E + ”RA}?T&”E

m=1 m=1

olur. 1k parca icin, E(; uzaylarinda normun tanimini ve (2.15) denklemini kullanarak,

k 1 00 g

S|l < o / t f” -t umﬂ * A Ta, di
m=1 m=1 (k m)' (7t) -
<\lalgz kz_jl T 7 tr e ldt =|al ftk m—1ta,
a o mzl(k_m)! (Tt)lia E m= l(k )'

k-1

” ” f(k m—1)a+a 7(11‘t(k m—1)(1— a) —(1— a)fdt
Eo Tﬂz:l (k

elde ederiz.
p =4, = 7= i¢in Holder esitsizligini kullanirsak ve Gamma fonksiyonunun tanimindan

yararlanirsak,
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k—1 k 1 00 «
Z”Rk—m—&-lAg:Td” < ”d”E f t(k m-1Da+a —at>a di
m= b m= 1(k 0

o0 1-a
f(tw—m—l)(l—a)e—u—a)t )1% dt]
0
L o0 a (oo
= ||lal|| | Emetat ftkfm—leftdt
|| ||Ean_1(k_m)![[ ] [0

k—1 a
= Vg, Y- sy (DO = m D) (k= m))™"

m=1

X

11—«

cikarsanir. I'cn> = (n —1)! ve I'an> = (n — 1)I'(n — 1) ifadelerini kullanarak

kol k-1 «
k—m+1 Az~ ~ T o
mz_:l”R + AhTa“E <llalg mz:l(k )'(k‘ m)* T (k—m)
k-1 T k—1 .
= llalg ——— = |allg —
E“mzl(k—mﬂ Eamz_:l«k—mml
kT 1 ~ (kT—S)a kT
< e — — A S
Msllalg, fo (s —ds M2||a||Ea[ 0 ]

elde ederiz. Dolayisiyla,

k-1
m X kT “ ~
>R dzral < Malaty, T < vy o al, (3.41)
m=1
olur. Tkinci kisimda ise
IRA A, <|RATg pllally < Mylalg, (3.42)

esitsizligi vardir. (3.41) ve (3.42) kestirimlerini birlestirirsek
k
Yo R AT, < My (o, Tl (3.43)

elde ederiz.

Simdi ikinci terimin kestirimini verelim. Cauchy-Riesz formiiliinii (2.3) kullanarak,
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k )\(X

a A z\—1 pk—m+1 gz _
mz_:l)\Ah(A‘f’Ah) R +A7'a fst: 1+ 2 )k 7n+1)\+z -1
_ 1 SN 7
_%fz(l_;_z)k ’”H)\T—i—z( ) ( _Ah’) adz

S Sml

+ig

elde ederiz. z = pe~'?, |¢| < & olmasi dolayisiyla, (2.2) kestirimi

1 M

CRETE

- < M; (p) Ah( +Ah)1d

E

cikarsamasini saglar. Dolayisiyla

k

11—«

(AT)"

5 <
g IATH+2] T AT +p

SONAT (A + Af) T R AT

m=1

ook
p
S 6]2 k—m+1
0

B m:1 1—|—2pcos¢—|—p ] ’

“dir. Geometrik seriyi toplarsak,

<k 1-a
Z)\aAg ()\-l-A;Z) 1kam+1A]:f7_d < MG 14 .
m= B 0m:1[1—|—2pcos¢—|—p2]2
1 C(r)d A ) e (p)d
- | BTy, < _Mﬁf( L0 dp g,
[1+2pcos¢ + p* | T+p AT+ p)p?
elde ederiz.
21
() 0 1+[1+2pcosgb+,0 ]2
a4 — =
[1+2pcose + p? ]% 1 2cos¢ + p

Fonksiyonu p > 0 i¢in artan olmadigindan, her p > 0 i¢in, s (0) =

Buradan da herhangi A > 0 i¢in

Mg 1 (M) dp
cos@ (AT +p)p

wllallg,

k
Z)\aAg ()\ + A}i )—1 kaJrlAg;,rdH <
m=1 E

olur. Dolayisiyla,
47
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k
ZA(XAZ (}\ + Aii )*1 kam+1A]i;7_d

m=1

< Mz (¢,a)lalg, (3.44)
E

sup
A>0

elde edilir. (3.43) ve (3.44) kestirimlerini kullanarak

k
Y (R —RFEMal < Mg (¢,0,T)lalg, (3.45)
m=1 E',;

ve

|72, < max o (tn) Ms (6,0, T) @, (3.46)

’ya ulagilir. Simdi J§ icin kestirim verelim.

k
—-m —-m 1 dp —2 n+ n—
SS(R i) ot g ()
m=1 $

|75

,

E,

e (zy)l

(Rk—m—H _ Rk—m )l(a Gny1 — 2qn + @n
E,

gs h?

_Uq)

k
<>
m=1

’tir.

o (2l < max o ()] = [¢" [, <"

<|can|

/
B,

g |4 | < M| A" (3.47)

olmasi dolayisiyla ve (3.45) kestiriminden

17515, < My (6,0, T)llallg, | 47" (3.48)

elde edilir.

J¥ icin kestirim su sekilde verilebilir:
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1 -2 ] — w!
||Ji€ ||E, — ZZ (Rk—m—H . Rk—m )_(a n+1 q2n + qn1 . O'Q) Wy Wy -
¢ j=lm=j ds h T fo
P 1( Gui1—2q, +q w! —w!™!
SZZ (Rk—m-i-l_Rk—m)_(a n+1 2n n—1 —Uq) S S
== s h gl
’tir. (3.45) kestirimini kullanarak, herhangi /, 1 < j < m < k i¢in
L B k wf . wg'_1 . k wz _ wz_l
|74y, < Ms (00T alg, S| == |7 < My (60T il 3 | ==
elde edilebilir ve buradan da
. k wh _ wi‘Lil
14, < Ms(s,0,llaly, S| ——22 + (3.49)
’ i=1 E,
kestirimi vardir.
J¥ icin kestirim, E « uzaylarinda normun tanimi ve (3.45) denklemi kullanilarak
i N
781, = | D (Rt = R o < M @a D )L, ) 350
m=1 E{’y T\
elde edilir.
J& icin kestirimi verelim.
1 dn B QQn + qy—
[y, = [ (0 2 =20 et g ) () — k) + 7 (1)
@ qs h E,
“dir.
ki — it ki — it
wh = w? + Z—ws Tws T =p(z,)+ Z—ws Tws T (3.51)

formiiliinii uygularsak
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k h ..k
|71, <Nal, [g%m(tm i, + 3| T]

kestirimi yazilir. (3.39), (3.46), (3.48), (3.49), (3.50) ve (3.52) kestirimlerini birlestirirsek

h h
W — Wp_ ~
L <My | A" |, + max p(t,) Ms(¢,0,T)]dllg
T P a 1<m<N
k ’th — "LU}'Z_l
+My (¢, 0, TNy | Aielly + Ms (6,0, T)lallg Y | —L——|
j=1 E,

+o (D0 T+ D R, 4

k
E, +]Z_:1

h h
'LUJ — 'LUj,l
T

-
E,

< (1= (14 My(¢,0,T))lally, 7) ' [ M At

+lalg, [1r<rkg>;vlp<tk )+ M| A"

’
B,

E,

+1grlna<XN|p(t’m,)|M8 (QS,O[,T)”&”EA + M9 (QS,O[,T)”&”E‘; ”Aii@“E(;)

(Mg (6,0.7) + D {7 (1)}, |, +||a||E;(lrgr;;gwuk)l+M11||A,fso"||E;)]

(Ba)
k—1 h h
- Wy — Wj_q
+laly, 14 Ms(¢,0, TN | ———| 7
i=1 Eq

elde edilir. Son esitsizligi ve Gronwall esitsizliginin ayrik analogunu kullanarak her £,

1<k <N igin

h h
Wy, — Wg_1

< M0 My (a,6,0,T)| A"
A

+M, (d7¢704,T)H{fh (t )}iv:l H(;T

g E'(; +M13(d,q5,04,T)”,07— ||C[O7T]T

(Eé)l

olur. O zaman,
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S M15 (d,¢,0{,T)
C,(Ey)

h n N
{wk — Wi }
T k=1

“dir. Siradaki teorem Teorem 3.8."1n ispatin1 tamamlar.

4t + H{f”' (tk)}:]:l HCT(E;) + 10" leo,r,

Teorem 3. 9. (Ashyralyev, 2007) 0 <@ < T icin, E4(C[0.0],,A7) ve C**[0.1], uzaylarmn

normlar1 denktir.

Not edelim ki, (3.26) cok boyutlu parabolik denkleminin sag tarafinin rekonstriiksiyonunun ters

problemi i¢in kurulan fark semasinin da iyi konumlanmishigi benzer sekilde ¢alisilabilir.

(3.26) probleminin diskritizasyonu iki adimda gerceklestirilir. Birinci adimda R" Oklit uzayinda,

koordinatlari

T, = syh, 5, = 0,£L,£2,---;n =1--m
formiilii ile verilen biitiin noktalarin kiimesi olan R} (0 < A < hy) ag uzayi tanimlanir.

-2 s s Son—1 A S2n
By = h™> ) BIATAT - ARAR

2m<|sI<S

operatorii biitiin R} uzayinda tamiml biitiin fonksiyonlara etki eder. Burada, e, z; ekseninin

birim vektorii olmak iizere, s € R>"
Apef' x> = (" (z £ eh) — M )
negatif olmayan tamsay1 koordinatlarina sahip vektordiir.

A*(Eh,h) fonksiyonu A operatdriiniin 4 (exp {+i&,h} — 1) ifadesi ile degistirilmesi ile elde

edilir ve Bj fark operatoriiniin sembolii olarak adlandirilir.

|&.h| < 7 vesabit X icin By = Ajj — o), operatoriiniin A” (£h,h) semboliiniin

™

(=)™ A7 (gh,h) > MIEP™ Jarg A" (gh, )| < ¢ < ¢y < 3
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esitsizligini sagladifi varsayilacaktir. Bjf = Af — oI, operatoriiniin b5 katsayisinin  sinirli

oldugu ve € € (0, 1] sabit noktasi i¢in
byt — bl | < MhF,x € R},

esitsizligini sagladigimi kabul edelim.

Ikinci adimda, (3.26) problemi yerine

h _h _ 5 5 5
LTI — ] 2m2 <Z<SbfAil_Ai§r ABIAR N D — gult o
mIsI<

+pkqh(x) +fh(tk7$)ax € Rzapk = p(tk)atk = kT,]_ < k < N,NT = Ta (3 53)

uw) = x>, e RY,

W (y)=pt),0<k<Ny=[2]heQCR}

fark semasina konacaktir.

Sonuclarimizi formiile etmek i¢in, R} ’de tanimli,

h h

—o" (>

= sup gbh’(x)|+ sup |¢ () qj@ |
zeR] z,yeR} |y - $|

z#y

|| ¢h

o
¢ (Ry)

o«

normuna sahip biitin siurli ¢" cz> ag fonksiyonlarimn olusturdugu C (R}), a € (0,1),

Banach uzayini tanitalim.
(3.53) probleminin iyi konumlanmigligi iizerine siradaki teorem vardir.

Teorem 3.10. (3.53) probleminin ¢6ziimii
+

h n N
4|W — ukl}
T o2a
k=1 cr[c <Rz’;)]

{p(tk)—p(tk_l)}N
k=1

N
{hQ"" > AilAﬁ'-'A;’QﬁlAmuﬁ}

2m<is1<S k=1

o 2a
CT[C;L (RZ)]

< M(q,s) -

Cl0,T],
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+M(a,¢,0,T)

o2a

¢ (R})

—2m S s Sop— Som R
‘h D ALAR - ARAR

2m<1s1<8

) N T
+H{f} (tk)}kzlu 2 o7 lero,r, |

CT[Ch (R]})

{P(tk) —P(tk1)}N

T k=1

Ip" ”C[OvTL < M (q,s)
Clo.T],

+M(d7¢7a7T)

—2m s s 89, Som . R
‘h > ALAR - ApAet)
2m<1s1<8 C (RZ)

S LEATCON A I Vi v

CT[C}, (RZ’)}

koersif kararlilik kestirimlerini saglar.

Teorem 3.10’un ispati Teorem 3.7°nin ispatinin izledigi semay1 izler ve asagida verilen

teoremlere dayanir.

Teorem 3.11. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994) 0 < a < 5= ve p € (0,1) belirteci igin

E,(C*(R}),A) ve CHma(R}) uzaylarinin normlarn denktir.
Teorem 3.12. (Ashyralyev ve Sobolevskii, 1994)

R ST BIATLAR, - A Al <o — oul <o = " a3 € Ry
2m<|s1<S

eliptik probleminin ¢éziimii

Do A AR AR AR gy < M (1))

2m<|s1<S

[ ”c"(Rz )

koersif esitsizligini saglar.
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4. IKINCi DERECEDEN KARARLILIKLI FARK SEMASI

(3.1) probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in,

[,k k-1 k—1 1
Up —Up — (l( ) un+1 2un +un 1 + Un41 _2un +un 1
T - 2 h2 h2

ko, k-1 ko, k-
Uy, +U, p +p T
—0 2n + P Qn+f<tk_§7xn)7

g = p(tk)JQ’fL = Q(xn)vxn = nh7 tk = kT?
1<k<N1<n<M-1Mh=INr=T,

(4.1)

uy = ujy,—3uf + 4uf —us = uly o — 4dujy ;4 3uj,0 <k <N,

u) = @(x,), 0<n <M,

9, 9s+1 F 0,0 = qu  ve —3q¢y +4q — @ = qy—2 —4qy—1 + 3¢y kabul edilmek iizere,
Crank-Nicholson fark semasini kuralim. O zaman, (4.1) probleminin iyi konumlanmislig iizerine

asagidaki teorem ispat edilmistir.

Teorem 4.1. (4.1) probleminin ¢6ziimii i¢in

h o N N
{uk_ukl} +H{D’% Iicz}k 1” < M(q.s) {P(tk)—P(tk1)}
T k=, [0 ] [ ] T k=tlicro.r),
Mot Ikl + (" wdl, o) +||PT||0[07TJT]’
_ N
”pT”C[QT}T S M(q,S) {p(tk) p(tkl)}
T k=1licro,71,
#M (o) [P g+ [ k], (50 +107hear,
koersif ~ kararlilk  kestirimleri ~ vardir.  Burada, ) ={f(ty —%,m, )}24:_11,
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o' = {p(z )P ve p7 = {p(t) i, tir.
Ispat. (4.1)’in ¢oziimiinii

7 i—1

k
k p+p 0
—E— 1<k<N =0
n 2 5 TSRS N, N

olmak {iizere,

up = nFq, +wf (4.2)

formunda arayacagiz. (4.2yden fark tiirevleri alinca, herhangi k.1 <k <N ve

n, 1 <n < M-—1 igin

k k—1 k k—1 k k—1 k k—1 k k—1
Up — Uy, _ n—n wy, — Wy _ Db + Db Wy, — Wy
- G + ~ Gy + =
T 27 T 2 T
ve
Upy1 — 2un + Up—1 _ .k Qn+1 — QQn + qn—1 Wp41 — 2wn + Wp—1
h? B h? h?

elde ederiz. Ayrica,

k k * *
Ugrq — Uy , o x* — sh x* — sh

x” _Sh]wf +:1;* —sh

B Wi = p(t)

tir, oy = - ;Sh = % —[%] olarak ifade edelim. Tamdeger fonksiyonunun tanimindan,

0 <y < 1’°dir. O zaman,

p_ o) — (A —y)wl —ywlyy
(1=9)qs + yqs11

yazabiliriz. Son esitlikten, fark tiirevi alininca
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Pt )_Tp(tk—l) —(1—y) wh—wh y wh —wid

" " (4.3)

(1-vy)g + yqs41

elde edilir. Ucgen esitsizligini kullanarak, herhangi k,1 < k < N i¢in

t.) — p(t_ wf — wf‘l wf - wf‘l
|pk|§M1(q’8)[‘p(k) p (1) i 5| | Wst = Wesn
T T T
_ [ |
§M2(q,s)[ max pt) = p (1) 4+ max max u]
1<k<N T 1<k<N 0<s<M T
_ hoh
< M, (q,s)| max pt) = p (1) + max Wb — Wkl (4.4)
1<k<N T 1<k<N T 52n
h
. 1N
elde ederiz. Burada, {wk }k: 0
whoutt ate) [ Wap = 2w Fwn oy wi) = 2w 4w
T - 2 h2 h2
() 81 =20 0 [p(tk) —(—ywy —ywry  p(hy) = (A= yuwi™ = yw§+11]
2 " (1-y)gs + ygoa (1= 9)q +yg.11
_oqn[p(tk)_(l_y)wf —ywin | p(h) — (=) wh ™ —yui] _ g whtul (4.5)
? (1—=9)qs + Yqsa (1= )45 + Ygss1 ?
+f(t, —%,2, ).z, =nh, § =k1,1<k<N1<n<M-1LMh=INr=T,
wh = wh, 3wk + 4w —wh = wh_o — 4w}, 1 + 3wk, 0 <k <N,

fark semasinin ¢oziimiidiir. Dolayisiyla Teorem 4.1’in ispatinin sonu, (4.4) kestirimine ve takip

eden teoreme dayanmaktadir.
Teorem 4.2. (4.5) probleminin ¢6ziimii icin,

h ho N
Wy, — W1
T

k=1

o 2a
07[0}, ]

< M(a,¢,a,T)

||Q0h

o 2« h N T
oo+ (s <tk)}k_luq[5hga] 10 ey,

56



koersif kararlilik kestirimi vardir.

Ispat. (4.5) fark semasim E = C'[0,1];, Banach uzayinda, (3.35)’te tanimlanan A}, pozitif

operatoriiniin yardimiyla,

= 2 ==yl —yuly | p(ia) = (A —y)wi™ —yulid
’ (1=9)g + ¥gs1a (1=9)qs + Ygs1a

olmak iizere,

hooh o n 01— 4 Ak

Wy 77}1)]('—1 + A}; ( Wi, +2wk—1) — (a An+1 2h12n,+1n,—1 _ a.q)/Ts

+f"(t =), = k1,1 <k < N,NT =T, (4.6)
wg = "

abstrakt halinde yazmak miimkiindiir.

R=(I+%4 ) (1 —ZAY) ve C=(I+3ZA7 )" olarak ifade edelim. O zaman,
Vk,1 <k < N i¢in (4.6)’dan

wy = Ruwp'_, + CT[

%
Qpi1 — 29, + qp1 Iz b T

olur ve yineleme bagintisi ile

k
—9 _ zn,
w]? _ RkQOh + § :Rk—mCT[(a%rH }?271 +qn 1 _O_q)[g +fh(tm _%)]
m=1

elde edilir. Her iki tarafinda fark tiirevini alinca

h h k k—1 k
_ — R" — R n — 2 n n— s
Wy — Wg—1 _ goh—l—C(aq‘H q2+q'1—aq)u—‘—|—fh(tk—z)
T T h 2 2
k—1 —9 + m T
+ 1<Rk—m . Rk—m—l)c[(a%ﬂrl h(I]QrL dn—1 - O_q)u2s + fh(tm _5)]

elde ederiz. pg 1
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b P+ phy)  (A—y)wl +ywin + (1 —y)w™ +ywl]
T (1l =y)g + ygen (1= y)gs + Ygsn1

ifadesi ile yer degistirince ve (3.36) formiiliinii uygulayinca, (4.5) problemi i¢in

h _ ..h k _ pk-1
Wy, Wy, 1 — R R Q0h+0fh(tk—%)
T

Gt =200 + a1 ) p(t)+ p(h1)
h? 2((1—y)gs + yqsi1)
_C’ aQn+1 - 2q” + dn—1 _ a_q)(l - Z/)wf + waﬂ + (1 - y)wf_l + wa;ll
h? 2((1—y)gs + ygsi1)

T

+Cla

k—1
, , 2 t, [
+Z (kam _ kam 1 C(aqn+1 Qn + qn—1 — 0o ) P( m)+ p( m 1)
=l 2((1=y)gs + yqs11)
—1
_Z<Rk—m_Rk—m 1 C(aQn—l—l 2Qn+Qn 1 q) o (z,)
e 2((1=y)qs + yqs11)
—1k—1 _9 +
ZZ (kam o kal)c(a dn+1 q2n dn—1 - O'Q)
j=m=j h

A=yl —wl )yl -l )+ A —y)(wl ' —wd ) +y(wls —wlip)
2((1=y)gs + ¥qe11)
6
. (Rk m Rk—m—1>0fh(tm _%) _ EJk
=1

1

?T‘
)ﬁ

3
Il

gosterilisini elde ederiz. Burada,

Jf = ",
T
k-1
_ e —2¢, + gu_ p(tn)+ p ()
Jk: Rk m_Rk mlC(GQn—l—l n nl_a_) m m ,
i Zl( ) h’ 2((1—y)qs + Yqss1)
k—1
— —m— n _Qqn +Q7L71 ‘P(fﬁs)
Jk:_ Rk m_kalc«(anrl —O'q) :
’ mz_:l< ) h? 2((1—y)gs + ygs11)
k—1k—-1
lef — Z (kam . kal)C(GQn—&-l — 2hq2n + n _ aq)
]: 1=7
L=l —wl )y (wly —wlin )+ A -y (e —wl ™)+ y(wl - wlit)

Y

2((L=y)qs + Ygs+1)
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k—1

JE= S (RF™ - RE oft (tm _ 1),

m=1 2
Gnit —2¢n +qn1 ) p(t)+p (1)
h? 2((1=y)qs + yqs11)
_C(GQn—l—l —2G, + G _Uq)(l— ywh +ywi + (1 —y)wh ' + yuwl!
h? 2((1=y) g, + Yqs41)

JE=Cla

+cft (4 - )
2
tir. Simdi, herhangi 7= 1,2,3,4,5,6 icin J5 in kestirimlerini ayr1 ayri yapalim. Oncelikle,

ispatlarimiz sirasinda ihtiya¢ duyacagimiz kestirimleri verelim. (Ashyralyev, Sobolevskii, 2004).

”Rk pog S ”RIC ”EHE =Ml<k=<N, (4.7)

|&*C|l, e <|R*C|, _, <MO0<k<N, (4.8)
M

|AR'C?|, . < 1<k<N (4.9)

"dir. J} ile baslayalim.

kam+1 o kam — kam (R _ I) — kach}:fT (410)

oldugunu biliyoruz. O zaman, Ea uzaylarinda normun tanimini ve (4.8) ve (4.10) kestirimlerini

kullanarak, herhangi k. 1 < k < N igin

Rk _ kal )

R e IR LR
<|BClg g |4k, < ] Aiet ] (411)
elde ederiz. Simdi Jf icin kestirimimizi verelim. (4.10)’u kullanarak
k—1
Jk . — Rk—m . Rk—m—l C( n+1 — 2qn + @n . ) p(tm) + p(tmfl)
” 2||En rg—:l( ) ‘ h2 74 2((1_y)QS+yQS+1) E,;

k—1
ZRk—mA}"fC2T(a Qn+y1 — 2Qn + qn1 _ a—q)2(p(tm ) + p(tm—l)

h? (1—y)g + Ygsi1)

m=1 E(l
k
max |p(tn)|

- min{|q5|7|q8+1|}m:1

m g -2
kaA}JL,CaT(a dp+1 hQQn + dp—1

- a-q) ’
Eq
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ey . —2q, +q, _ ’
elde edilir. b = @29l _ 54 olarak atayalim. FE, uzaylarinin normunun tanimini

h
kullanarak,
k—1 _ k—1 _ k-1 _
;Rk‘mAijQTb i < ;”R’“‘mAﬁC%b”E + iggn;“)\o‘A;f (A + A7) R ARG

elde ederiz. Simdi her terim icin tek tek kestirimleri olusturalim. (4.9)’u kullanirsak

k—1
Z”Rk m Az C2Tb|| ZHRk m AL 1- Oéc? H
m=1

= m=1

ot ],

EF—F

k—
M z N\ T\ T
= 2 Ty D" Bl < M (AD)" B,

olur. (Ashyralyev, 2009)’de verilen

A fcr> = s (sI + A faaods

1
F(a)F(l—a){

formiiliinii uygularsak,

Aty = AA175)y = “05 A (sT + A) ' uds

F(a)F(l— a)f

1 1 .
_ “A(sT + A
F(a)F(l—a)[sl—gs (sl + A) "uds +

1
1 | B
A(sT + A
F(a)F(l—a)L[Sl—S (sI' + A)" uds

elde ederiz. Buradan da

00 1
a 1 1
HAQU‘E < M(oz)fﬁdsllullEa +M<a>fﬁdsnun3 < Miulig,
S 2 S 2
1 0

“dir. Son esitsizligi kullanarak,

k-1
D | B AR, < M3,

m=1

(4.12)
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yazilir. Simdi ikinci terime bakalim. Cauchy-Riesz formiiliinii (2.3) kullanarak

k—1
S OATAL (X + AT R ARCPTD

m=1

1 L—z\F ™ 2 A 2z bo-
_%IZ(Hz) (1+z)2(z+”)(__A") Aibdz

elde ederiz. Burada, z = pe*™,|¢| = sabit <Z ve 0 < p < oo ’tir. Ayrica

[— B 9 k—Qm
) _[1—2pcosp+p
1+2pcos¢ + p?

1 M (‘l—z

<
R i R T
P+

olup, buradan

k-1
S ONAR (A4 Af) T R ARCE T
m=1 E
o0 k-1 k—m -
3f [1—2p008¢+p ] p' (%) d B,
) =1+ 2pcosg +p* ) 1+ 2pcos¢ + p° (p+%)p”‘ B,
elde edilir. Geometrik diziyi toparlarsak,
k—1 0 P
AAL (X + AT RETAIC D < M
mE::l i ( i) j i 4[%1+2pcos¢+p2
-1
x| 1— ! 1 /\T
[1+2pcosgb+p2]2 (p—l—

olur. Bundan dolay1 da herhangi A > 0 icin

k—1
SONAL (A + Af) T R ARG T
E

m=1

<2 A
a(l—a)J (p-l— T)

“tir. Dolayisiyla,

k-1

Z)\‘*Ah (A+ A7) R AT C2Tb s

a(l—a«) b

<

sup (4.13)

A>0
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olur. (4.12) ve (4.13)’1i kullanarak,

k
Yo |IRF A CP D

m=1

g < Mscoo|p (4.14)

max | p ()|
JE|| o < AsmeN M b . 4.15
” 2||E(y - min{lelv'Qs—l—l'} 6(a)|| ”E“ ( )

elde ederiz.

Simdi, J§~ y1 inceleyelim.

= q 29, +4¢ ¢ (zy)

Jk , = kam o kamfl C(a n+l = “Yn n—-1 oq s
I3l =] 2. ) B2 2((1= )4, + ya) |,

: ()]
< Rk—m _ Rk—m—l Cg f— s

mz—:ln( ) Ea mln{lelv'Qs+1|}
’tir. (3.47) ve (4.14)’1 kullanarak,

M~ cad .

Jall < ——T bl || AFe" 4.16
Vale, < o Mamahl k2 142" s (4:16)

elde ederiz. /4 iin kestirimini ise su sekilde verebiliriz:

k—1k—1

-2
ZZ(Rk—m o Rk—m—l)c(aqn—H hq2n + qn1 o aq)
j=m=j
wl —wi™! w! 1—7113.711 wi Tt —wl? wl 1 —w!
A=y)==— 7ty 7+(-y)=—— 7+y—"5""
X
2((1=y)¢s + Ygor1)
M( ) fe —-m —-m\7
T o S (R = R

- min{lqs |7|QS+1 |} j=lm=j

Ji =

’
B,

wi —wl™!

T

’tir. (3.45) denklemini kullanirsak, herhangi /, 1 < j < m < k icin

JE . < 9 il wl — i
Il < el g, S
Molow) 5 s w! —wl”
b, w! —wi!
R min{|q5|,|qs+l|}” E”jz—:mglsgﬁ T T
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olur. Buradan da,

h h
j — Wy

w j—1

T (4.17)
B,

| My (a,y) 2],
E, — mln{|qs|7|qs+1|} Fo Jj=1

elde edilir.

|3

Simdi E, uzaylarinda normun tanimim ve (3.45) denklemini kullanarak, J¥ igin

(e -3)h

|5

< Mlo(Oé) (418)

/
By

k—1
k—m k—m—1 h T
mzl(R ~ R Of (b - 2 )

kestirimini verebiliriz.

5 s

J¢ 'nin kestirimini verelim.

|78

Qni1 — 2q, + Gy p(ty) + p(tp_1)
;= C’(a —Uq)
Eq H h? 2((1—y)gs + Yqs1)
o g durt = 200 + Gus (1—y)wh +ywl + (=) gl T
—C'la 5 —oq +Cf" |t — =
h 2((1—y)gs + ygsi1)

E,
’tir. (3.51) formiiliinii kullanarak,

Mll

Ea = min{|q; | 541

|78

b “E;

h h
'LU] — 'LUj,l
T

|}”C"E;HE,:

X

k
max |p ()| + My ||A;f90}L ”E; +
=1

1<k<N
(-3,

elde ederiz. Buradan da,

-
E,

HCllg, 5,

c.(E)

|78

, i o ¢ M ||AL h , J J-1
S (PR, max |p () + Mo | A" | +j§_:1 ——= E;T

+H{fh (% )}llfvzl HCT(E;) (4.19)

olur.

(4.11), (4.15), (4.16), (4.17), (4.18) ve (4.19) kestirimlerini birlestirince
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_wk — Wk z, h 1<m<N >
< M| A" |l +——= Mg cao bl .
e A by e SO U
M; cao 7 h My (o, y) R
- bl (A"l . bl J J -
mln{lelv'Qs+l|}|| Ea g Ea mln{lelv'Qs+1|}|| E”jz_:l T E(’y
N
F(1 4 My cad) {fh(tk —%)}k o,
= CT EO
My [5] -
- 2 max |p(t, )| + Mo || AF" || . + Bt
mln{lelv'Qs—H” 1§k§N|p( k)| 12” hy ”Ea ]Z—:]. T B

veya

wy — wf My (a,y) M - -

Pk k-1 < [1_[ _ Mol 4+ — 11 ]”b”E 7_] [M1|A;"fg0h
T E, mln{lQS|7|qS+1|} mln{lel;'Qs—HH o E
max |p ()| u

1<m<N > 7 Cad ~ h

+—= Mg can||bl|., +— o [Aro" || .

N
F(14 My o) {fh(tk —%)}k o
= CT EO
Ml ST
. e max |p (&, )| + M | A" | ) — W
mln{lelv'Qs—H” 1§k§N|p( k)| 12 hy Ea; T E(’l

elde edilir. Son esitsizligi ve Gronwall esitsizliginin ayrik analogunu kullanildiginda, her &,

1<k <N igin
h h
Wk, — Wy b,g,ax i z, h 7 T
s < Mu(bo. I)[MM(b,qs,a,T) Aoty + M (0,6,0.T) 107 ooy,
E,

M (B T)[{ o},

(£.)

olur ve
wh _ wh N 5
{M]’ < M16 <b7¢7057T>
T etles)

||

A+ [ oL ) 17 e,
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ispat edilmis olur. Teorem 3.9, Teorem 4.2.’nin ispatin1 tamamlar.

(3.26) ¢ok boyutlu parabolik denkleminin sag tarafinin rekonstriiksiyonunun ters problemi i¢in

kurulan fark semasinin da iyi konumlanmishigi benzer sekilde ¢alisilabilir.

(3.26) probleminin diskritizasyonu iki adimda gergeklestirilir. Birinci adimda, bir Onceki

boliimde tanitilmis olan R} (0 < h < hy) ag uzayi ifade edilir.

Ikinci adimda ise, (3.26) probleminin yerine

(. h h h h

LCrH—up (XD —9m x s YCxodup (3D
LSS Tuk 'Y — p 2m E bS’A?_AfZ "-A;?TlAff" LptTOT YD) Quk 17
2m<IsI1<S

h h k k—1
up CxHOFup_1 (T + h h
—o A L P _ha + M (4 — 3,2),0 € R,

p* =p(t),t, = kr, 1<k < N,N7 =T,

(4.20)

u) = x>, © e Ry,

ot —u* *
ub (y) + L W gy = p(4),0 < k < N,
y=[+]heQCR}

fark semasi ele alinir.
(4.20) probleminin iyi konumlanmighigi iizerine siradaki teorem vardir.

Teorem 4.4. (4.20) probleminin ¢oziimii

h h N
4|W — Up_1 } +
T k=1

N
{h‘m > A?_AiawAf;zlAmuﬁ}

o2a

cf[c <Rz>] 2m<I51<8 p=1 a[df“(n&ﬁ)]
. N
T k=1llcror),
+M (@,¢,0,T) ‘iﬂm Yo ALAR AR ARt
2m<1s1<S 8’ (Rp)

+H{fh(tk)}iivz1u ™ +||:0T”C[O,T}Ta

CT[C},, (R]})

65



{P(tk) _p(tkl)}N

T k=1

”pT ”C[QTL S M(Qas)
oro,T1,

+M(d7¢7a7T)

o2a

¢ (R})

‘h—zm Yo ALAR AR AR

2m<1s1<S

+{r ot I L e

CT[C}, (RZ’)J

koersif kararlilik kestirimlerini saglar.

Teorem 4.4’tin ispatt Teorem 4.1’in ispatinin semasin izler ve Teorem 3.11 ve 3.12°ye

dayanmaktadir.
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5. SAYISAL SONUCLAR

5.1. Lokal Olmayan Kosullu Parabolik Denklem
Kararlhilik esitsizliklerinde ortaya c¢ikan katsayilar ig¢in kati kestirimler yapmamiz miimkiin

olamamaktadir. Bu yiizden,

[ u X 2’!1, LT
Qubt) = SUED) () + p(t)cos(2z) + f(tx),

f(t,x) = (et —t* —1)cos(2x), z € (0,7), t € (0,1],
1u(0,z) = cos(2z), x € [0,7], (5.1)
U(t, 0) - U(t, 7T)7 U7<t, O) = U:I;(ta 7T)7 (S [07 1]7

u(t4) = cos(§)e”

problemini ele alarak, bu ornek iizerinden sayisal deney ile sonuglar1 ele alacagiz. (5.1)

probleminin gercek ¢oziimii u(Z,x) = e~ cos(2x) ve kontrol parametresi p(t) de 1+ ¢’dir.

5.1.1 Fark semalar

5.1.1.1 Birinci dereceden kararhlikl fark semasi

(5.1)’in yaklasik ¢6ziimii i¢in, Rothe fark semasi (3.27) nin uygulanmasi ile

[,k k—1 k k k
Up —Up Up41 —2’[1,,1, +un—1

T - n? _us—i_pkqn—'—f(tk?xn);
f(te,m,) = (de™ —tf —1)cos2x,,

pk = p(tk)aqn = COS(2x7L)7$7L = Tlh, tk = kTa
II<kE<N1<n<M-1LMh=m,Nt =T, (5.2)
u) = cos(2z,), 0<n <M,

uf = ulp,—3uf + 4uf —uf = uf;_o —4uf;_ + 3uf;,0 <k <N,

= p (), p (1) = cos(B)e™,0 <k < Nys =[]
fark semasi kurulur.

Ag noktalarindaki p(x) degerleri, (3.31) denklemi yardimiyla
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cos (2z,) T T

elde edilir. Burada wi,r = k,k -1

’wflj_wfx.,il — w§+1_2w§+w§71 p(tk)_wéﬂ COS(2£I?"+1 )_2005(21771,)+COS(2LL—1)

T - B2 + cos(2x) B2

) —wh k
_%COS(QIEN,) — Wy + f(tkazn)axn = nha tk = /{7’7',
1<k<N1<n<M-1,Mh=ILN7t=T, (5.4)

wh = why, —3wh + 4wf — wh = 3wk, 5 — 4wk, | + wh,0 <k <N,

wd = cos(2z,), 0<n<M

fark semasinin ¢oziimiinden elde edilmektedir. (5.4) fark semasi

(= b+ (34 1)k (= (=)

cos(2x,1 )—2cos(2x, )+cos(2z,_ 1) cos(2z, ) k
+ cos(2z, )h? "~ cos(2a,) $

t s(2x, —2cos(2z, )+cos(2z,_ t
_ Cops((;;s) c0s(2,,41) 003}52 T, )+cos(2m, ) cops((;a,’)s)COS(an) + F(t,z,),

] p(tk) = COS(%)G_tkaf(tkazn) = (46_tk - tlg - 1) C082$7L7
2, =nh, t, =kt 1<k<N1<n<M-1Mh=INr=T,

wh = why, —3wh + dwf —wh = wh_, — 4wl +3uwl,0<k <N,

w) =cos(z,), 0<n<M

seklinde diizenlenebilir. Ik olarak, (5.4) fark semasini uygulayarak, (M+1)x (M+1)

boyutunda lineer denklem sistemi elde ederiz ve

Aw" + Bw*™ = De*, 1<k < N,w® = {cos2z, }}, (5.5)

matris formunda yazabiliriz. Burada,

x——i —l—l-l—i—lv——l
- hgay_T h2 y Vo 7_7

_ €08(2%.41) — 2cos(2z, ) + cos(21,1)  cos(2x.)
cos (2z,) h? cos(2x,)

, (s4+1). siitunda

c

olmak iizere,
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1 0 0 O 0 0 0 -1
x y x 0 2l 0 0 O
0 =~ vy =« 29 0 0 O
A — )
0 0 0 O Zp—1 T Yy =z
-3 4 -1 0 0 -1 4 -3
(M +1)x(M+1)
000 . 000
0 v O 0 0 O
0 0 v 0 0 O
B = ,
0 0 O 0 v O
000 . 000
(M +1)x(M+1)
wp
w' = |: r =k + 1Lk, icin,
UM | ar iy
0
¢
ot =
Phr -1
0
(M+1)x1
k p(tk ) COS(anJrl ) —2 COS(Q{L'” ) + COS(Q‘(E”fl ) P(tk )
On cos (2z, ) h? COS(QIS)COS( o)+ ()

‘dir ve D (M + 1) x (M + 1)°lik birim matristir. (5.5)’i kullanarak
wh = A7 (D" — Buh ), k=12, N, v’ = {cos2z, )., (5.6)
yazilabilir. Buradan da w,’j,O <kE<N, 0<n< M c¢ozimlerine ulasilir. Ardindan, birinci

dereceden kararlilikli fark semast (5.2)'yi ve (5.3)’ii kullanarak, tekrar (M+1)x (M +1)

boyutumda yeni bir lineer denklem sistemine ulasiriz ve bu sistemi matris formunda

69



Apb 4+ Byuf ™t = Dk 1 <k < N, u® = {cos2z, 12

olarak yazabiliriz. Burada da x,y ve v ayn1 katsayilar olmak {izere, benzer sekilde

1 0 0 0. 0 0 -1
z y « 0 . 0 0 O
x y z . 0 0 O

A2 = )
0 0 0 O T Yy =z
-3 4 -1 0 -1 4 -3
(M+1)x(M+1)
000 .0O0O
0 » O 0 00
0 0 v 0 00
BQ - 9
0 00 0 v O
0 00 0 0
(M+1)x(M+1)
Uy
u" = |: ;v =k + 1k, icin
UM o
0
o
ot = :
P11
0
(M+1)x1

¢7]; = kan + f(tkaxn)
olur. Olusan fark denklemini ¢6zmek i¢in, yine (5.6)’da verilen iteratif metot uygulanir.

5.1.1.2 Crank-Nicholson fark semasi

(5.1) probleminin yaklagik ¢oziimii icin Crank-Nicholson fark semasi (4.1)’1 uygulayarak,
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Uy —Up ub o —2uf 4l + uf T —2uf s . ub ol + pF 4 pht

T 25 252 2 2 Un
+f(t —%,2,), f (4,3, ) = (de ' —f — 1) cos 2z,
p* = p(t,),q, = cos(2z,),z, = nh, t, = kT,
1<kE<N1<n<M-1L,Mh=mnNt=T, (5.7)
u) = cos(2x,), 0 <n <M,

ub = ul;,—3ub +duf —ub =uf, 5 —4uk, | +3uk,0 <k <N,

ul -l-”‘“ " (2" —sh) = p(t),p(t) = cos(be 0k < Nos =[]

kurulur.

(5.7)’de ag noktalarinda p(ty) degerleri (4.3) denklemi sayesinde

k—1 k k—1

P )—p(l1) (1— wh—wfwlg —w
7 y)— y—=
_ 1<k<N (5.8)

(1-y)gs + qu

formiilii ile elde edilir. Burada y = £t Sh “dir ve

’w'lfw'1 -1 — w5+1 - 2w5 + wz—l wS—I_—% - 2w5_1 + w,’ij
B 2h? 2h?
_|_ Qn+1_2%l,+(h—1 [p(tk ) - (1 - y)wf — yw§+1 _|_ p(tkfl) - (1 - y)wf‘il - wa‘lill ]
21 (1—y)gs + ygs (1=y)qs + Yqs 1
_q_w[p(tk)—(l—y)wf—waﬂ p(tk_1)—(1—y)w§1—yw§+11]_w ! (5.9)
2 (1—y)g, + ygsi1 (1—y)g, + yqgsi1 2

+f(ty —%,2, )3, =mh, {, = k1,1 <k <N1<n<M-1LMh=INt=T,

’LUIS—’LUM, 3100 +4w1 —’LU2 —3wM 2—4wM 1+’LUM,O<k<N

w) = cos(2z,), 0<n <M.

fark semasinin ¢oziimiinden elde edilir. (5.9) fark semasi
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/
1 k-1 1 1 1 k-1 1 k-1
(o wit + (F+ b+ )i+ (=5 wich
1 k 1 1 1 k 1 k
Hogm i + (B4 2wk + (5 )whe
_2 n+ n— 1_ n 1_ n _2 n+ n— n
4 (‘]n+2I gntqn-1)( y)+ gn(1-y) W§+ (412+1 qgntqn-1)y 4 qny W];+1
2h%((1=y)qs+yqsi1) 2((1=y)qstyqs1) 2h%((1=y)qs+yqsi1) 2((1=y)qstyq i)
20+ - 1— 1— _ —2G n+q n —
+<(qn+2| qntqn-1)(1-y) n qn(1-y) ) 15 1 +( (q;u qntqn-1)y I qny )Wk+]1
212 ((1-y)qs+yqsi1) 2((1=y)gstyqs+1) : 212 ((1-y)qs+yqss1) 2((A=y)g styqs+1) s
< L1 24n4401) _ an

= —2 2 (p(ty)) + p(ti)) + (1 — £.xn).

((A=y)gstyqs1)

p(ty) = COS(%)e_rk’f(tk’xn) = (de™ — 17 — 1) cos2x,,
Xp=nh,ty =kt,1 <k<N,1<n<M-1,Mh=I[Nt=T,

ko ok k k_ ok ok k k
Wy = Wi 3wy +4w —wsy = wy,, —4wy,  +3w),,0 <k <N,

Wg = COS()CH), 0<n<M.

seklinde diizenlenebilir ve ilk olarak ikinci dereceden kararlilikli fark semasi (5.9)’u ¢6zmek

istersek, (M + 1) x (M + 1) boyutunda lineer denklem sistemi elde ederiz ve bu sistemi
Awk + Bw* = Dok, 1 <k <N, w® = {cos2x, }

matris formunda yazabiliriz. Burada,

a—_i b—l+i+lc—_l+i+l
T A PR L X
20" (1 —y)qs + ygsi1) 2((1—y)gs + ygs11)
, (@n1 — 20, + 0 1)y 0,y ] .
In = + , (s+2). siitunda
20 (1= y)qs + yqer1)  2((L—¥y)qs + Ygss1)

olmak {iizere,
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1 0 0 0 0 0 0 0 -1
a b a 0 2 Ji 0 0 O
0 a b a 29 Jo 0 0 O
A= ,
0O 0 0 0 . z,_1 Jna a a
-3 4 -1 0 0 0 -1 4 -3
(M+1)x(M+1)
0 00 0 0 0 0 0
a v a 2 h 0 0 O
0 a c 29 7o 0 0 O
B = ,
0 00 . 2,94 Jp1 - a c a
0 00 0 0O . 000
(M +1)x(M+1)
wp
w' = |: ;v =k + 1Lk icin,
UM |
0
o
ot = :
k
M -1
0
(M+1)x1

(qn+l —2g, +Q7171) _ G
¢k _ 2h* 2
n -

(1—y)gs + ygsi1

(o) + () + F (b~ 500 )
p(t) = COS(%)et‘G f(t,z,) = (4 — 8 —1)cos2z,,

olup, D ise (M+1)x(M+1)°lik birim matristir. (5.6)’da verilen iteratif metot sayesinde

wﬁ,O <k<N, 0<n< M ¢oziimiine ulasabiliriz. Ikinci dereceden kararlilikli fark semast
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(5.7) ve (5.8) denklemini kullanarak, (M + 1) x (M + 1) boyutunda yeni bir denklem sistemine

ulasilir ve bu sistem de
Asuf + Bou*! = Dp*, 1<k <N, u® = {cos2x,},

matris formunda yazilabilir. a,b ve ¢ aym katsayilar olmak iizere,

1 0 0 0. 0 0 -1
a b a 0 . 0 0 O
0 a b a . 0 0 O

A2 - ;
0O 0 0 O a b a
-3 4 -1 0 -1 4 -3
(M+1)x(M+1)
00 0. 0O0@O
a ¢ a 0O 0 O
0 a ¢ 0O 0 O
BQ = y
0 0 O a ¢ a
00 0. 0O00O0
(M4+1)x(M+1)
ug
u" = |: ,r =k + 1k igin,
UM 1
0
of
o = :
k
M—1
0
(M+1)x1
k k-1
¢7])( = qu +f tk _171‘71, 7f(tk7xn) = 467% _tl% -1 COSan
2 2
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*dir. (5.6) denklemi bizi uﬁ ,0< k<N, 0<n < M sonucuna ulastirir.

5.1.2 Hata analizi
Cizelge 5.1’de  p(?¢)’nin gercek ¢oziimii ile Rothe ve Crank Nicholson fark semasinin

uygulanmasi i¢in yapilan sayisal islemler sonucunda elde edilen ¢oziimii karsilastirilmaktadir.

Hata

B, = max |p(t) — pi| (5.10)

formiilii ile hesaplanmaktadir.

Cizelge 5.1 p(t) icin hata analizi

N=30 N=60 N=90
BDKFS$ 0,3201 0,1451 0,0810
CNF$ 0,0943 0,0228 0,0066

Cizelge 5.2’de gercek ¢oziim ile birinci dereceden kararlilikli fark semalar1 (BDKFS) ve Crank
Nicholson fark semast (CNFS) kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziim arasinda hata analizi

yapilmistir. Cizelge 5.2°de sirayla N = M = 30,60 ve 90 degerleri alinmistir. Karsilastirma

icin, hata
_ k
E = nax. |u(tk,xn) — un| (5.11)
1<n<M

formiiliiyle hesaplanmustir.
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Cizelge 5.2 Ag noktalarindaki yaklasik ¢6ziim ile gercek ¢oziim arasindaki hata analizi

Metot N =M = 30 N = M = 60 N =M=90
BDKFS 0,0628 0,0345 0,0214
CNFS 1,3240.10™ 4,2111.10° 1,2088.107

Bu sonuclardan, CNFS ile elde edilen sonuglarin BDKFS ile elde edilen sonuglar ile
karsilastirildiginda, beklenilen sekilde daha hassas oldugu gozlenmektedir.

76




6. BIR BOYUTLU DOGRUSAL OLMAYAN PARABOLIK TERS PROBLEM

Dogrusal olmayan kontrol parametreli

ov(tz) _ d*(tx)

(be) — VD) () u(t,z) + f(t2),
x e (0,L), te(0,T],
10(0,2) = ¢(z), = €[0,L], (6.1)

v(t,0) = a(t), o(t,L) = B(t), ¢t €]0,T],
u(t,z*) = ~(t), t €[0,T], z* € (0,L)

parabolik problemini ele alalim. Burada, a(t), B(), y(#), f(t,x) ve @(x) verilen yeterince

diizgiin fonksiyonlar ve v (¢,x) ve p(t)’de belirsiz fonksiyonlar olsun.

(Isakov, 1998)’de dogrusal olmayan ters problemlerin ¢oziimii i¢in siklikla kullanilan sayisal
metotlar (dogrusallastirma, Cauchy probleminin varyasyonel regiilarizasyonii, relaksasyon
metodu, tabaka boliistirme ve ayrik metodu) Ozetlenmektedir. Bir¢cok uygulanabilir sayisal
¢Oziimde, dogrusal olmama halinin sabit bir katsay:1 etrafinda dogrusallastirma ile yok edildigi

goriilmektedir.

Bu boliimde kararli fark semalarini kullanarak yaklasik ¢oziim elde edecegiz. Bu semalarin
cOziimii i¢in iyilestirilmis Gauss yoketme metodu kullanilacaktir. Bu bdliimden elde edilen

sonuglar, (Ashyralyev, Erdogan ve Demirci, 2009)’da yayilanmustir.

6.1. Kontrol Parametresinin Yaklasik Degerinin Hesaplanmasi

[lk olarak (6.1) parabolik denklemini kullanirsak,

elde ederiz. (6.2) ve (6.3) denklemlerini kullanarak,

o Ut(t,$) o u?l(tax) . f(tax)
pt) = w(t,z) u(t,xz) u(tz)
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utt(t,x)u(t,x)— U?(t,l‘) o u(tax)(uxmx(t7x)+p(t)uxx(t7x)+fxx(t7x))

p(t) =

u? (t,2) u? (t,2)
+um(t,x)ut(t,x)—ﬁ(t,x)u(t,x)+f(t,x)u,(t,x)
u? (t,x) ’
" _ wyy (L, x)u(t, ) — uy (4, 2)u, (t,2)
p (1) = 2 (1)
u? (t,x)
u(t,x)
+P(t)(umm(t,$)+P(t)um(t,$)+fm(t,$))+fm(t,$)
u(t,x)
+(umm(t7x)+p(t)u:m’(t;x)+fm(t7x))ut(t7$)
u? (t,x)
|t (B2 uy (12) = fy (ba)u (o) + f (ha)uwy (ha) 2w (Bo)u(te) - uf (L))
u? (t,z) w’ (t,z)
_2u(t7x)(u'lfl'lf’[(t7x)+p(t)ul’[(t7x)+fl?'l?(t7x))
u? (t,x)
+2(um(t,x)ut(t,x)—ﬁ(t,x)u(t,x)+f(t,x)u,(t,x))
3
u” (t,z)

elde edilir. Bu formiillerde x = z*, ¢ = 0 koyarsak, o zaman

— i (O) . @xx(x*) _ f(va*)

0 )
POZ A T e el
p( )_ 2, * 2,
o™ (z7) p™(z7)
p*(z") ’
" O _ %‘tt(o)@(x*) _f}/tf(o)%‘(o) - f}/t(o)(@zmz(m*) +p(0)90”($*)+f;3(0,$*))
p ( )_ (% 2 %
p°(z7) o™ (z7)
_Sommzx(x*)+p(0)90m’m(x*)+fzzm(07x*>_pt(o)@m(x*)
p(a")
+p(0)(90:nm(55*>+P(0)90m($*>+fm(07$*>)+ﬁ.m(07$*)
p(a")

78



(Pagaz (27) + p(0) 0 (77) + fia (0,77) ) ¢ (0)

©*(z")
a7 (0) + £ (0,27 ) p(a) = £(0,2) 714 (0)  2(7 (0)p(a") — 77 (0))

o’ (") 0 (z")

20(2") (P (27) + 2 (0) 0 (27) + fi0 (0,27))

0’ (2%)
2(ue ()76 (0) = £ (0,27 p(z*) + f(0,27) 7, (0))

0> (z*)

_|_

_|_

_|_

olur. Ikinci olarak, p(t;), t, = k7, k = 1,2,---’nmin hesaplanmas1 icin yaklasik formiilleri

kuralim. p (7> igin elde ettigimiz p(0),p’(0) ve p” (0) degerlerini kullanarak,

2
P> = p(0) +p'(0)7 +p"(0) 5+ o(7°)
hesaplamasini yapabiliriz. p(27) ise

p(21) = =3p(0) + 4pcT>—27p'(0) + o(7°) (6.4)

formiilii kullanilarak elde edilebilir. p(t;, ), & > 3 degerleri

p(t) = (p(t3) —3p (o) +3p(t_1)(1+7") +o(7?),
t, =kr, k=3,N, Nt =T (6.5)

iterasyonu yardimiyla bulunabilecektir.

(6.4) ve (6.5) formiillerinin ispati belirsiz katsayilar metoduna dayanmaktadir. Son kiigiik

terimleri thmal ettigimiz zaman, p (¢) 'nin yaklasik degerlerini hesaplamak i¢in

[po = p(0),

p = p(0)+p' (0)7 +p"(0) %,

| py = =3p(0) + 4p, — 279/ (0),

Pr = (Pr—s —3pp2 +3p-)(1+7"), 3<k <N
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formiilunii elde ederiz.

6.2 Fark Semalar1 ve Sayisal Analiz

(6.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in, kararl birinci dereceden kararlilikli

ke k kb
ot maatn gk = of,
o = f(ty,2,), tp = kr, 1<k <N, Nt =T,
z, =nh,1<n<M-—1,Mh =1, (6.7)

uy = @(z,), 1, =nh0<n <M,

uh = aty), uyy = B(4), 4 =kr, 0< k<N

ve ikinci dereceden kararlilikl

ub—up T ubg 2uptuy sy wi2u bu puk it g
T - oR2 - o2 - 2 = @n,
k _ T _ —
on = f(t —Z,2,), 8 = k7, 1< kK< N, Nt =T,
2, =nhl<n<M-—1,Mh =1L, (6.8)

uy = @(z,), x, = nh,0<n <M,

uh = aty), uyy =B(4), 4 =kr, 0< k<N

fark semasini kuralim. Elde ettigimiz algoritmanin sayisal sonug¢larini gérmek igin,

8"‘&7‘”) - 82:‘9’;';"”) +p(tu(t,z) + (7?2 —(t +1)2)67t2 sinmz, z € (0,1), t € (0,1],
u(0,z) = sinmz, x € [0,1],

u(t,0) = 0, u(t,1) =0, u(t,}) =L2e " te[0,1]

t

problemini ele alacagiz. Bu problemin gercek ¢ozimii u(t,z) = e sinmztir ve kontrol

parametresi de 1+ ¢ dir.
Ik olarak, p(t) kontrol parametresinin yaklasik degerini hesaplayalim. Sayisal prosesimizde

t = 0 ve z = 1 degerlerini yerine koyarak,
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p(0)=1 p'(0)=0, p"(0)=2

degerlerini elde ederiz. O zaman, (6.6) formiiliinii kullanarak, biitiin p, , £ = 0, N degerlerine

ulasiriz.

Ikinci olarak, (6.7) fark semasin1 uygulayarak (N + 1) x (N + 1) boyutunda bir lineer denklem

sistemini olusturup, bu sistemi

matris formunda yazmamiz miimkiin olacaktir. Burada,

1 1 1 2
T VT T = e T P I1<kE<N

Tr =

olmak iizere

(N+1)x(N+1)
1 0 0 . 0 O 0
v y O 0 0 0
0 v y . 0 0 0
B = ,
0 0 O v yYyny—1 O
000 0 v uy (N+1)x(N +1)
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ug
U, =1|... , s =n—+1n,n—1 icin,
N
*lv+xa
Plty)
p = )
#lty) (N+1)x1
sin 7z,
1 0 0 .
9071,
0 1 0
R = 7()07Z =
N-1
00 .1 &
(N+1)x(N+1) N
¥n (N+1)x1

“dir. Dolayisiyla n’e baglh olarak ikinci dereceden fark denklemlerini elde etmis oluruz. Bu lineer
denklem sisteminin ¢oziimii iyilestirilmis Gauss yoketme metodu ile elde edilebilir. Biz ¢6ziimii

U’n, = an+1Un+1 + ﬂn+1= n=M-— 17"'7271

formunda arayacagiz. Burada, denklemde verilen kosula bagl olarak
00 .0 0

o = ve B, =

(N+1)x(N+1) (N+1)x1

olacaktir ve @k ve Pi’lar
a1 = —(B+ Can)_lAa

571—&-1 = (B +Can)_1(R§0n _Cﬁn)an = 1727"'7M -1

formiilii ile hesaplanmaktadir. @;’leri veB;’leri hesapladiktan sonra, U. ¢oziimleri z =1

noktasinda verilen sinir kosulundan faydalanarak,
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UM = 07
Un = an+1Un+1 +ﬁn+17 n=M _17"'7271

yineleme bagintisi ile elde edilir.

Son olarak, (6.8)’de verilen ikinci dereceden kararlilikli fark semasini uygulayarak, yeni bir

(N + 1) x (N + 1) ’lik lineer denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemi de

O = A— :
0 0 0 . q O
000 1 1 (N+1)x(N+1)
0 0 0 0 0 0
21 G 0 . 0 0 0
0 29 (o 0 0 0
B = ,

0 0 0 . ZN-1 9n-1 0

(N+1)x(N+1)

1 1 1 1 1
= —— = -4+ = — 1<kE<N =—4—=—-—pm, 1<ESN,
q thazk 7'+h2 Pr—1, SR> N, G T+h2 P =N >

olmak iizere (6.9) matris formunda yazmak miimkiin olacaktir.

(6.8) fark semasinin ¢oziimiine ulasabilmek icin de, tekrar iyilestirilmis Gauss yoketme metodu

ve MATLAB programi kullaniriz.

Simdi sayisal analizin sonuclarini verelim. Farkli N ve M degerleri icin sayisal sonuglar hesaba

alinmustir ve uy fark semalarinin (#;, z,, ) noktalarindaki sayisal sonuglarini temsil eder.

Cizelge 6.1’de p(t)’nin gercek degerleri ile (6.6) sayisal prosesi sonucunda elde edilen
degerleri karsilastirilmaktadir. Hata (5.10) formiiliiyle hesaplanir.
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Cizelge 6.1 p(t) i¢in hata analizi

N=20

N=40

N=60

Maksimum hata

0,0083

0,0044

0,0022

Cizelge 6.2’de gercek coziim ile fark semalar1 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim arasinda

hata analizi yapilmistir. Cizelge 6.2°de sirayla N = M = 20,40 ve 60 degerleri alinmistir.

Karsilastirma icin, hata (5.11) formiiliiyle hesaplanmistir.

Cizelge 6.2 Ag noktalarindaki yaklasik ¢6ziim ile gercek ¢oziim arasindaki hata analizi

Metot N =M = 30 N =M = 60 N =M =90
BDKFS$ 0,0048 0,0030 0,0016
IDKFS 0,0026 0,0006 0,0002

p(t) kontrol parametresini bulmak icin, ¢t = 0 icin u(t,z*) = v(t)esitliginden ve ¥(¢)’nin
r’ye gore birinci ve ikinci tiirevlerinin degerlerinden ve diizgiinliigiinden faydalanilmaktadir.

Dolayisiyla, 7(ft) ve uH’L ]] arasindaki hatada ele alinmistir.  Cizelge 6.3 sirasiyla
h

N = M = 20,40 ve 60 degerleri icin maksimum hatay1 vermektedir.
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Cizelge 6.3 7(t1) ve u

ﬂﬁ
h

]]arasmdaki hata analizi

Metot N=M=30 N=M=60 N=M=90
BDKFS 0,0034 0,0021 0,0011
IDKFS 0,0018 4,5662.10™ 1,1529.10"

Dolayisiyla, ikinci dereceden kararlilikli fark semasi birinci dereceden kararlikli fark semasina

kiyasla daha hassastir.

Aciklama 6.1. (6.5)'te, P = 4,5,0 icin 1+ 77 carpamm koyabiliriz. Bununla beraber, 1 + 77

olmadan da,

p(t) = p(tp-3) — 3p(tr—2) + 3p(t_1) + o(7%),
t, = kr,k=3,N,NT =T

ifadesini kullanmak miimkiin olup, son terimleri ihmal ettigimizde P« ’nin elde edilmesi i¢in bir

algoritma olusur. Bu algoritma ile elde edilen sonuclar asagidaki ¢izelgelerde verilmistir.

Cizelge 6.4 p(t) icin hata analizi

N=20

N=40

N=60

Maksimum hata

1,2212.10°"

4,7695.10°"

8,3393.10"
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Cizelge 6.5 Ag noktalarindaki yaklasik ¢coziim ile gercek ¢oziim arasindaki hata analizi

Metot N =M = 30 N =M =60 N =M =90
BDKFS 0,0049 0,0030 0,0016
IDKFS 0,0026 0,0006 0,0002
Cizelge 6.6 Y(1x) ve uﬂkl ]] arasindaki hata analizi
T

Metot N =M =30 N =M =60 N =M =90
BDKFS 0,0034 0,0021 0,0011
IDKFS 0,0018 4,5333.10™ 1,1327.10™

Cizelge 6.4’ten de goriildiigii lizere, hata ¢ok kii¢ciik olmasina ragmen, kontrol parametresi
p(t) nin yaklasik ¢oziimiiniin hesaplanmasinda sonug kararsizdir. Cizelge 6.5 ve 6.6’da elde
edilen hata sonuglar1 da neredeyse Cizelge 6.2 ve 6.3 ile aymidir. Not edelim ki, biz (1+7%)

carpim faktoriinii deneysel olarak bulduk ve kontrol parametresi P(Z)’nin yaklasik ¢oziimiine

kararl yaklasabilmek i¢in (6.6)’da kullandik.

Kontrol parametresini elde etmek i¢in gelistirmis oldugumuz bu yeni yolu, Chao-rong Ye ve Zhi-
zhong Sun’in calismasindaki sonuclarla (Chao-rong Ye ve Zhi-zhong Sun, 2007) ve M.
Dehghan’in makalesinde (Dehghan, 2001)

h=1/50 ve s=1/4 i¢in verilen hata degerleri ile

karsilastirdigimizda, daha hassas sonuclara ulasmamiz1 sagladigi gozlenmektedir.

Yiiksek kararlilikli fark semalar1 (Ashyralyev, Sobolevskii, 2004)’de verilen operator teorisi

yardimiyla kurulabilir.
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7. UYGULAMA

Bu boliimde sag taraf ozdesleme problemlerinin uygulamasina 6rnek olarak, belirsiz bir 1s1
kaynag1 dagiliminin yaklasik hesaplandig ters 1s1 transferi problemini ele alalim. Ters 1s1 iletimi
problemleri, 0rnegin (sicaklik veya 1s1 akisinda) sinir kosullarinin belirlenmesi, i¢sel enerji
kaynaklar1, termal iletkenlik, hacimsel 1s1 kapasitesi gibi onemli parametrelerin belirlenmesi
analiziyle ilgilenir. Bir cok dizayn ve iiretim probleminde, Ozellikle yiizey kosullarinin
Olciimiiniin direkt miimkiin olmadig durumlarda yaygin sekilde kullanilir. Sayisal yontemlerde
sistemin cevabini hesaplamak i¢in, ters problem sonlu fark, sonlu elemanlar veya sinir elemanlar
metodu ile formiile edilir. Belirsiz kosullari elde edebilmek i¢in, bu metotlar bir dnceki boliimde
de deginildigi gibi genellikle regiilarizasyon teknigi, dizisel regilarizasyon teknigi, Davidon-
Fletcher-Powell metodu, genetik algoritma ve ¢ok boyutlu simpleks metodu gibi optimizasyon

algoritmalari ile beraber kullanilmaktadir.

Sabit termal 6zelliklere sahip, / kalinliginda, sinirlan izole edilmis homojen bir tabaka, x = z*

belirli bir i¢ noktasinda yerlestirilmis P(f) 1s1 kaynag: tarafindan isitilmakta olup, boyutsuz

formda

5p08§t§7‘>+p08“<”> = k2D 4 () §(x—27),0 <@ < Lt >0,

k@u(f@) k@u(fl) _ 0 > O

Oz

w(0,2) = uy,0 < x < ]

olarak formiile edilmistir (Lin, Yang, 2007). Burada, u(t,x) sicaklik alani, k termal iletkenlik
katsayis1, PC hacim basina diisen 1s1 kapasitesi, negatif olamayan S degeri eski hale geri donme
siiresi (relaksasyon) ve O ise Dirac delta fonksiyonudur. Relaksasyon siiresi 4 = 0 oldugu

zaman, (Liu, 2008) ve (Yang, 1998) makalelerinde verilen

) — SULD) L p()6(x —27),0 < @ < Lt >0,
Ju(t,0 OJu(t,1
w0 = “(;j>_0t>o (7.1)

u(0,z)=0,0<z<1

formiiliine ulasiriz. (7.1) problemindeki belirsiz kaynagimin giicii P(1)’yi ve u(f,x) sicaklik
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alanin1 makalelerdeki gibi zamam 0 < ¢ < 1,8 alarak yaklasik olarak hesaplayabilmek i¢in fark

semalar1 uygulanabilir.

Benzer bir uygulama 2008 yilinda Yang ve arkadaslarinin ele aldig1 (Yan, Fu ve Yang, 2008)
makalede ve i¢inde verilen referanslarda da goze carpmaktadir. Bu makalede ele alinan bir 6rnegi

inceleyecegiz.
Ornek 7.1. f{t) zamana bagh bilinmeyen 1s1 kaynag1, u(z,x) bilinmeyen 1s1 kaynagi olmak iizere

[(Ou(t,x) _ d%u(tz)
ot 92

+f(),0<r<L0<t<1,

uw(0,z) = sinz —l—ix‘l,o <z <1,

: 1 (7.2)
w(t,0) = 0,u(t,1) = e 'sinl + 3¢ +Z’O <t <1,

1 1 3 1
t=|=e¢'sin-+=t+—,0<t<1
u(,2) e 81n2—|—4 —1-64,0_ <1,

parabolik denkleminin gercek ¢oziim ¢ifti u(t,z) = e 'sinz + 3tz® + ixQ ve f(t)=—6t

olur.

7.1. Sonuclar ve Degerlendirme

Rothe ve Crank Nicholson fark semalarin1 uygulayarak, belirsiz 1s1 kaynag1 ve sicaklik alaninin

yaklagik degerleri bulundu. Cizelge 7.1’de f(¢) fonksiyonunun gercek ve yaklasik degerleri
arasindaki ve Cizelge 7.2°de wu(t¢,z) fonksiyonunun gercek ve yaklasik degerleri arasindaki

maksimum hata incelemesi sunulmaktadir. Hatalar sirasiyla (5.10) ve (5.11) formiilleri ile

hesaplanmaktadir.
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Cizelge 7.1 Kontrol parametresi i¢in hata analizi

N=30 N=60 N=90

BDKFS$ 0,1425 0,0712 0,0366

CNF$ 0,1740 0,0423 0,0102
Cizelge 7.2 Sicaklik alani i¢in hata analizi

N=30 N=60 N=90

BDKFS 0,0148 0,0080 0,0042

IDKFS 0,0047 0,0011 0,0003

Cizelgelere gore, kurmus oldugumuz fark semalarinin etkin olarak calistigim1 ve CNFS ile gercek

¢Oziime daha yakin sonuglara ulasabildigimizi soylemek miimkiin olacaktir.
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8. SONUCLAR

Bu calisma parabolik denklemlerde sag taraf fonksiyonunun 6zdeslemesi ters probleminin iyi
konumlanmighigini incelemeye adanmustir. Calisma sonucunda ¢ikan orijinal sonu¢lar maddeler

halinde verilmektedir.

o 2«

e ( [[O,T],C [O,Z]]’de lokal olmayan kosullu parabolik denklemin sag tarafinin

rekonstriiksiyonu ters problemi

% = a(x)%—au(t,x)—i—p(t)q(w)—|—f(t,x),

O<zx<l, 0<t<T,

u(t,0) = u(t,l),u, (t,0) = u, (£,1),0 <t < T, (8.1)
u(0,z) =@, 0 <z <,

~u(t,az*) =p(t), 0<z"<10<t<T

"nin 1yl konumlanmishg ispatlanmistir.

e C([0,T],0%™ (R")) de

[ Du(t,z) 8'"u(t,z)
- A A —ou(l ¢
at \T\;mar(m)ax‘{l...ax;;n UU( 7x)+p< )q(x)
+f(t,x), e R*,0<t<Tiri=mn+mn-+--+rmn, 52)

u(0,7) = ¢(z),z € R",
u(t,z*)=p(),0<t<T,z" € QCR"

cok boyutlu parabolik denkleminin sag tarafinin rekonstriikksiyonu ters probleminin iyi

konumlanmislig1 {izerine teorem elde edilmistir.

e (8.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in,
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( & k—1 k k k
= a<xn) = h2n = Uy, D q, f ( tk? Ty, ) )

pk = p(tk)=Q’n = Q(wn)axn = ’flh, tk = kTa
1<k<N1<n<M-1Mh=ILNr=T,

8.3

uf

u‘i:]] =ul =p(t),0<k<NO<s<M

L L~

Rothe fark semas1 sunulmustur. (8.3) problemi icin koersif kararlilik kestirimleri ispatlanmigtir.

Cok boyutlu parabolik denklemin sag taraf rekonstriikksiyonunun ters problemi (8.2) nin

yaklasik ¢6ziimii icin kurulan

h _ah _
BE A _ | 2m2 <Z<Sb§Afl_Af‘ir ARl > — ouf o
m<isi<

+pkqh(x) +fh(tk7$)ax S RZapk - p(tk)atk - kT,]_ S k S N,NT - Ta

uw) = o>, zeRY,

uF(y)=p(t),0<k<Ny=[s]heQC Ry

birinci dereceden kararlilikli fark semasinin iyi konumlanmishgt gosterilmistir.

[k k—1 k k k k—1 k—1 k—1
Uy —Up — (1(,7,‘” ) Up 1 _2un, +un—1 + Up41 _2un, +un,—1
T - 2 h2 h2

ko k-1 ko k-1
Up p+p T
—0 2n + 9 Qn+f<tk_§7xn)7

pk = p(tk)7Q’n = Q(xn)vxn = nh7 tk = kT?
1<k<N1<n<M-1Mh=ILNr="T, (8.4)

ub = ul,—3uk + duf —ub = ul, 5 —4uk, |+ 3uf,0 <k <N,

u) = ¢(z,), 0<n<M,

~U§JrM(ﬂ:*—sh)zp(?fk),OSk‘SN,OSS:[[“"_*]]SJVI

Crank-Nicholson fark semasi kurulmustur. (8.4) problemi i¢in, koersif kararlilik kestirimleri elde

edilmistir.
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e (Cok boyutlu parabolik denklemin sag taraf rekonstriiksiyonunun ters problemi (8.2) nin
yaklagik ¢Oziimii i¢in kurulan

(,h h h h

URCTO—Up_1CT 3 —2m TASL AS Son—1 A S2n Uk CTOFUE 1 (XD

o waw _ S BEAL AL - Ao Aty o
2m<IsI<S

h h k k—1
wp CTOFup (T + h h
—o A L PP by + ' (4 — 3,2),0 € R,

p" =p(tp),ty =kt 1 <k < NNt =T,

u) ="y, © e Ry,

ot —u* *
ub (y) + L W gy = p(4),0 < k < N,
y=[+]he QCR}

ikinci dereceden kararlilikli fark semasinin iyi konumlanmighigi gosterilmistir.

¢ Fark semalarmin coziimii icin verilen teorik ifadeler sayisal Orneklerin sonuglari ile

desteklenmistir.
¢ Dogrusal olmayan parabolik ters probleminin sayisal ¢dziimlemesi ele alinmistir.

e Bir ters 1s1 transfer probleminde belirsiz 1s1 kaynagi dagiliminin kestirimi incelenmistir.
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EKLER

Ek 1 Rothe fark semasi (5.2) nin uygulanmasi i¢in yazilan Matlab programi
Ek 2 C.N.E.S. (5.7)’nin uygulanmasi i¢in yazilan Matlab programi
Ek 3 Rothe fark semasi (6.7) nin uygulanmasi icin yazilan Matlab programi
Ek 4 C.N.E.S. (6.8)’nin uygulanmasi i¢in yazilan Matlab programi
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Ek 1 Rothe fark semasi (5.2)’nin uygulanmasi icin yazilan Matlab program

function firstorderaccuracy(N,M)
if nargin<1; N=20; M=20; end;
h=pi/M; tau=1/N; s=floor(1/(4*h));
A=zeros(M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
A(n+1,n)=-1/h"2; A(n+1,n+1)=1/tau+2/h"2+1 ; A(n+1,n+2)= -1/h"2;
end;
for c=1:M-1;
A(c+1,8)=A(c+1,s)+(cos(2*(c+1)*h)-2*cos(2*c*h)+cos(2*(c-1)*h))/(cos(2*s*h)*h 2)-cos(2*c*h)/cos(2*s*h) ;
end
A(l,D=1; A(l,M+1)=-1;
AM+1,1)=-3 ; AM+1,2)=4 ; AM+1,3)=-1;
AM+1IM-1)=-1; AM+1,M)=4 ; AM+1,M+1)=-3 ;
B=zeros(M+1,M+1) ;
for n=2:M;
B(n,n)=-1/tau ;
end;
fii=zeros(M+1,M+1) ;
for k=1:M+1;
fii(1,k)=0 ;
fiilM+1,k)=0 ;
for n=2:M;
t=(k-1)*tau;
x=(n-1)*h;
fii(n,k)=f(x,t,h,s);
end;
end;
G=inv(A) ;
for n=1:M+1 ;
U(n,1)=cos(2*(n-1)*h) ;
end;
for k=2:N+1
U, k)=G*fii(:,k)-G*B*U(:,k-1);
end;
for k=1:N,
t=(k-1)*tau;
p(k)=(cos(1/2)*(exp(-t)-exp(-t+tau))-(U(s,k+1)-U(s,k)))/(tau*cos(2*s*h));
end
J%Exact P
for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau;
ep(k)=1+t"2;
end;
plot(p), hold, plot(ep)
Al=zeros(M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
Al(n+1,n)=-1/h"2; Al(n+1,n+1)=1/tau+2/h"2+1 ; Al(n+1,n+2)=-1/h"2;
end;
Al(1,D)=1; A1(1,M+1)=-1;
A1(M+1,1)=-3 ; Al(M+1,2)=4 ; A1(M+1,3)=-1;
AIM+1,M-1)=-1 ; AIM+1,M)=4 ; AI(M+1,M+1)=-3 ;
Bl=zeros(M+1,M+1) ;
for n=2:M;
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Bl1(n,n)=-1/tau ;
end;
fiil=zeros(M+1,M+1) ;
for k=1:M;
fiil(1,k)=0;
fiil(M+1,k)=0 ;
for n=2:M;
t=(k-1)*tau;
x=(n-1)*h ;
fii 1 (n,k)=f1(x,t)+p(k)*cos(2*x);
end;
end;
Gl=inv(Al) ;
for n=1:M+1 ;
Ul(n,1)=cos(2*(n-1)*h) ;
end;
for k=2:N+1
U1(,k)=G1*fiil(:,k)-G1*B1*U1(:,k-1);
end;
%EXACT SOLUTION OF PDE';
for k=1:M+1;
for j=1:M+1 ;
t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;
es(j,k) = exact(x,t);
end;
end;
%ERROR ANALYSIS';
maxes=max(max(es)) ;
maxapp=max(max(U1)) ;
maxerror=abs(maxes-maxapp);
relativeerror=maxerror/maxapp;
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
% ABSOLUTE DIFFERENCES ;
max(max(abs(es-U1)))
%GRAPH OF THE SOLUTION ;
figure; surf(U1); title('first order accuracy'); rotate3d ;
figure; surf(es); title('exact solution'); rotate3d ;
%FUNCTIONS ;
function estx=exact(x,t);
estx=exp(-t)*cos(2*x);
function ftx=f(x,t,h,s) ;
ftx=cos(1/2)*exp(-t)*((cos(2*(x+h))-2*cos(2*x)+cos(2*(x-h)))/h*2-cos(2*x))/cos(2*s*h)+(4*exp(-t)-t"2-
1)*cos(2*x) ;
function ftx1=f1(x,t,k);
ftx1=(4*exp(-t)-t"2-1)*cos(2*x) ;
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Ek 2 CNFS (5.7)’nin uygulanmasi i¢in yazilan Matlab program

function secondorderaccuracy(N,M)
if nargin<1; N=20; M=20; end;
h=pi/M; tau=1/N; s=floor(1/(4*h)); y=(1/4-s*h)/h;
A=zeros(M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
A(n+1,n)=-1/(2*h"2); A(n+1,n+1)=1/tau+1/h"2+1/2 ; A(n+1,n+2)= -1/(2*h"2);
end;
for c=1:M-1;
A(c+1,8)=A(c+1,8)+(cos(2*(c+1)*h)-2*cos(2*c*h)+cos(2*(c-1)*h))*(1-y)/(2*¥h 2*((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))+(cos(2*c*h)*(1-y))/(2*(((1-y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))) ;
A(c+1,s+1)=A(c+1,s+1)+(cos(2*(c+1)*h)-2*cos(2*c*h)+cos(2*(c-1)*h)) *y/(2*¥h "2 *((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))+cos(2*c*h) *y/(2*(((1-y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h))));
end
A(lL,D=1; A(0,M+1)=-1;
AM+1,1)=-3; AM+1,2)=4 ; AM+1,3)=-1;
AM+1I,M-1)=-1 ; AM+1,M)=4 ; AM+1,M+1)=-3 ;
B=zeros(M+1,M+1) ;
for n=2:M;
B(n,n-1)=-1/(2*h"2) ; B(n,n)=-1/tau+1/h"2+1/2 ; B(n,n+1)=-1/(2*h"2) ;
end;
for c=1:M-1;
B(c+1,8)=B(c+1,s)+(cos(2*(c+1)*h)-2*cos(2*c*h)+cos(2*(c-1)*h))*(1-y)/(2*h" 2*((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))+(cos(2*c*h)*(1-y))/(2*(((1-y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))) ;
B(c+1,5+1)=B(c+1,s+1)+(cos(2*(c+1)*h)-2*cos(2*c*h)+cos(2*(c-1)*h)) *y/(2*h 2*((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)))+cos(2*c*h) *y/(2*(((1-y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h))));
end
fii=zeros(M+1,M+1) ;
for k=1:M+1;
fii(1,k)=0 ; fii(M+1,k)=0;
for n=2:M;
t=(k-1)*tau-tau/2; x=(n-1)*h ; fii(n,k)=f(x,t,h,s,y,tau);
end; end;
G=inv(A) ;
for n=1:M+1 ;
U(n,1)=cos(2*(n-1)*h) ;
end;
for k=2:N+1
U, k)=G*fii(:,k)-G*B*U(:,k-1);
end;
for k=1:N,
t=(k-1)*tau;
p(K)=((cos(1/2)*(exp(-t)-exp(-t-tau)))-(((1-y) *(U(s,k+1)-U(s,k))+y*(U(s+1,k+1)-U(s+1,k))))/(tau*((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h)));
end
%Exact P
for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau; ep(k)=1+t"2; end;
plot(0:tau:(N-1)*tau,p,'b"),
hold,
plot(0:tau:N*tau,ep,'r"), legend
Al=zeros(M+1,M+1) ;
for n=1:M-1;
Al(n+1,n)=-1/(2*h"2); Al(n+1,n+1)=1/tau+1/h"2+1/2 ; Al(n+1,n+2)= -1/(2*h"2);
end;
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Al(1,D=1; A1(1,M+1)=-1 ; AlI(M+1,1)=-3 ; Al(M+1,2)=4 ; AI(M+1,3)=-1;
AI(M+1,M-1)=-1 ; AIM+1,M)=4 ; AIM+1,M+1)=-3 ;
Bl=zeros(M+1,M+1) ;
for n=2:M;
Bl(n,n-1)=-1/(2*h"2) ; B1(n,n)=-1/tau+1/h"2+1/2 ; B1(n,n+1)=-1/(2*h"2) ;
end;
fiill=zeros(M+1,M+1) ;
for k=1:M-1;
fiil(1,k)=0; fiil(M+1,k)=0;
for n=2:M;
t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h ; fiil (n,k)=f1(x,t-tau/2)+(p(k)+p(k+1))/2*cos(2*x);
end; end;
Gl=inv(Al);
for n=1:M+1 ;
Ul(n,1)=cos(2*(n-1)*h) ;
end;
for k=2:N+1
U1(,k)=G1*fiil(:,k)-G1*B1*U1(:,k-1);
end;
%'EXACT SOLUTION OF PDE';
for k=1:M+1;
for j=1:M+1 ;
t=(k-1)*tau; x=(j-1)*h; es(j,k) = exact(x,t);
end;
end;
%'ERROR ANALYSIS';
maxes=max(max(es)) ;
maxapp=max(max(U1)) ;
maxerror=abs(maxes-maxapp);
relativeerror=maxerror/maxapp;
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
% ABSOLUTE DIFFERENCES ;
max(max(abs(es-U1)))
%GRAPH OF THE SOLUTION ;
figure; surf(U1); title('second order accuracy'); rotate3d ;
figure; surf(es); title('exact solution'); rotate3d ;

%FUNCTIONS ;

function estx=exact(x,t);

estx=exp(-t)*cos(2*x);

function ftx=f(x,t,h,s,y,tau) ;

ftx=cos(1/2)*(exp(-t+tau/2)+exp(-t-tau/2)) *((cos(2*(x+h))-2*cos(2*x)+cos(2*(x-h)))/(2*h"2)-cos(2*x)/2)/((1-
y)*cos(2*s*h)+y*cos(2*(s+1)*h))+(4*exp(-t)-t"2-1)*cos(2¥x) ;

function ftx1=f1(x,t,k);

ftx1=(4*exp(-t)-t"2-1)*cos(2*x) ;
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Ek 3 Rothe fark semasi (6.7)’nin uygulanmasi icin yazilan Matlab programi

function controlparameter(N,M)
if nargin<1; N=20; M=20; end;
h=1/M; tau=1/N;
P(1)=1; PF=2; PS=0; P(2)=P(1)+PF*tau+PS*tau"2/2; P(3)=-3*P(1)+4*P(2)-2*tau*PF;
for k=4:N+1;
P(k)=(P(k-3)-3*P(k-2)+3*P(k-1))*(1+tau”3);
end;
A=zeros(N+1,N+1);
for k=2:N+1;
A(k,k)=-1/h"2;
end;
B=zeros(N+1,N+1);
for k=1:N;
B(k+1,k)=-1/tau; B(k+1,k+1)=1/tau+2/h"2-P(k);
end;
B(1,1)=1; C=A;
for i=1:N+1;
D(,i)=1;
end;
fii=zeros(N+1,N+1) ;
for n=1:M+1;
fii(1,n)=sin(pi*(n-1)*h);
for k=2:N+1;
t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h ; fii(k,n)=f(t,x);
end;
end;
alpha{2} = zeros(N+1,N+1) ;
beta{2}=zeros(N+1,1) ;
for n=3:M+1;
alpha{n}=-inv(B+C*alpha{n-1})*A;
beta{n}=inv(B+C*alpha{n-1})*(D*(fii(:,n-1))-C*beta{n-1});
end;
for k=1:N+1;
U(k,M+1)=0;
end;
for n=M:-1:2;
U(:,n)=alpha{n+1}*U(:,;n+1)+beta{n+1};
end;
%EXACT SOLUTION OF PDE';
for k=1:N+1; for n=1:M+1 ;
t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h; es(k,n) = exact(t,x);
end;
end;
% ERROR ANALYSIS';
maxes=max(max(es)) ;
maxapp=max(max(U)) ;
maxerror=max(max(abs(es-U)));
relativeerror=max(max((abs(es-U))))/max(max(abs(U)) );
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror|
figure ; surf(es) ; rotate3d ; axis tight; title EXACT SOLUTION';
figure ; surf(U) ; rotate3d ; title ' DIFFERENCE SCHEMES SOLUTION'; axis tight;
function estx=exact(t,x); estx=exp(-t"2)*sin(pi*x);
function ftx=f(t,x) ; ftx=(pi*2-(t+1)"2)*exp(-t"2)*sin(pi*x);
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Ek4 C.N.FE.S. (6.8)’nin uygulanmasi icin yazilan Matlab programi

function controlparameter(N,M)
if nargin<1; N=20; M=20; end;
h=1/M; tau=1/N;,
P(1)=1; PF=2; PS=4*pi"2-pi*4; P(2)=P(1)+PF*tau+PS*tau’2/2; P(3)=-3*P(1)+4*P(2)-2*tau*PF;
for k=4:N+1;
P(k)=(P(k-3)-3*P(k-2)+3*P(k-1))*(1+tau”3);
end;
A=zeros(N+1,N+1);
for k=1:N;
A(k+1,k)=-1/(2*h"2); A(k+1,k+1)=-1/(2*h"2);
end;
B=zeros(N+1,N+1);
for k=1:N;
B(k+1,k)=-1/tau-P(k)/2+1/h"2; B(k+1,k+1)=1/tau-P(k+1)/2+1/h"2;
end;
B(1,1)=1; C=A;
for i=1:N+1;
D@,i)=1;
end;
fii=zeros(N+1,N+1) ;
for n=1:M+1;
fii(1,n)=sin(pi*(n-1)*h);
for k=2:N+1;
t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h ; fii(k,n)=f(t-tau/2,x);
end;
end;
alpha{2} = zeros(N+1,N+1) ;
beta{2}=zeros(N+1,1) ;
for n=3:M+1;
alpha{n}=-inv(B+C*alpha{n-1})*A;
beta{n}=inv(B+C*alpha{n-1})*(D*(fii(:,n-1))-C*beta{n-1});
end;
for k=1:N+1;
U(k,M+1)=0;
end;
for n=M:-1:2;
U(:,n)=alpha{n+1}*U(:,n+1)+beta{n+1};
end;
%'EXACT SOLUTION OF PDE';
for k=1:N+1; for n=1:M+1 ;
t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h; es(k,n) = exact(t,x);
end; end;
% ERROR ANALYSIS';
maxes=max(max(es)) ;
maxapp=max(max(U)) ;
maxerror=max(max(abs(es-U)));
relativeerror=max(max((abs(es-U))))/max(max(abs(U)) );
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
figure ; surf(es) ; rotate3d ; axis tight; title ' EXACT SOLUTION';
figure ; surf(U) ; rotate3d ; title ' DIFFERENCE SCHEMES SOLUTION'"; axis tight;
function estx=exact(t,x);
estx=exp(-t"2)*sin(pi*x);
function ftx=f(t,x) ;
ftx=(pi"2-(t+1)"2)*exp(-t"2) *sin(pi*x);
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