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ONSOZ

Fen ve miihendislik bilimlerinin birgok alaninda karsilasilan fark denklemleri, iizerinde ¢ok
calisma yapilmis olmasmna ragmen hala ¢ok giincel ve arastirmalara acik bir konudur.
Ozellikle dérdiincii mertebeden rasyonel fark denklemleri, hakkinda gok az arastirma yapilmis
bir alandir. Tezde, dordiincii mertebeden lineer olmayan rasyonel denklemlerin bir grubunun
global dzellikleri belirlenerek bu alana katki yapilmaya c¢alisilmistir. incelenen denklemlerin
asikar ¢oziimlerinin varligi, yari donme analizi ve kararlilik analizi yapilip elde edilen
bulgular belirtilmistir.

Bu calismalarin her asamasinda bana sabirla yol gdsteren tez danismanim Prof.Dr. Mustafa
Bayram’a, fikir ve gorilisleriyle bana yardimci olan Prof.Dr. Mehmet Ahlatgioglu’na,
Prof.Dr.Miifit Giresunlu’ya ve Do¢.Dr. Cengiz Cinar’a, destegini hi¢ esirgemeyen esim Caner
Gllpinar’a, aileme ve arkadaslarima tesekkiirii bir borg bilirim.
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OZET

Rasyonel fark denklemleri, pozitif bilimlerin birgok alaninda bu denklemlerle
karsilasilmasindan dolayi, arastirmalarin yogunlasarak siirdiigii ¢ok genis bir alandir.
Uzerinde calisilmasi gereken oldukg¢a ¢ok sayida agik problem olmasi bu alami cazip hale
getirmektedir. Rasyonel fark denklemlerini ¢ozebilmek her zaman miimkiin olmamakta,
¢Oziimlerinin kesin olarak belirlenebilmesi i¢in baslangi¢ kosullarina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Genel olarak ele alinan fark denkleminin baslangi¢ kosullarina gore global davranislar
belirlenerek, hangi kosullar altinda bu oOzellikleri sagladigi arastirilmaktadir. Bu tezde,
baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere dordiincii mertebeden lineer olmayan
rasyonel fark denklemlerinin bir grubunun global 6zellikleri incelenmistir. Bu gruptaki
denklemler iki parametreye bagli olup, bu parametrelerin farkli degerlerine gore 10 fark
denklemi {iiretmektedir ve incelenen denklemler baslangic kosullarinin secimine goére farkl
ozellikler gostermektedir. Tezde, birinci bolimde fark denklemleri hakkinda genel bir bilgi
verilmis, ikinci béliimde ise konu ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii
boliimde de tretilen denklemlerin global 6zellikleri incelenmistir. Bu amagcla, ele alinan
denklemlerin denge noktalar1 belirlenmis ve hangi baslangi¢ kosullar1 altinda asikar ¢oziime
sahip oldugu, salinimli oldugu ve denge noktasinin global asimptotik kararli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosullarin neler oldugu incelenmistir. Tezden, incelenen denklemlerin yar1 donme
analizleri hakkinda detayli bir bilgiye ulasmak miimkiindiir. Ek olarak, kararlilik analizi
kapsaminda, denklemlerin global ¢ekici ve yerel asimptotik kararli olmalar1 i¢in gereken
kosullar saptanmis ve bunlarin ispatlarina genis bir sekilde yer verilmistir. Ayrica genel halde
verilen denklemin 06zel bir alt grubunun ayni salinimlilik yapisina sahip oldugu tespit
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemi, Global Asimptotik Kararlilik, Yar1 Donme, Salinimlilik,
Denge Noktasi.
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ABSTRACT

Rational difference equations are a large field of study that needs intensive research due to
encountering such kind of equations in many branches of positive science. Having many open
problems to investigate getting this area intriguing. In many cases, solving rational difference
equations is not possible, the initial conditions are needed to determine the exact solutions of
these equations. In general, global behaviours with respect to the initial conditions of
handled difference equation is elaborated and it has been studied under which circumstances
that the solutions of the equation verify these properties. In this work, we examined the global
properties of some nonlinear rational fourth order difference equations with initial conditions
which are positive real numbers. The chosen difference equations with two parameters
generate ten difference equations according to different values of these parameters and these
equations represent different proporties with respect to the choices of initial conditions. In
thesis, it has been mentioned about the general information concerning difference equations in
the first section, the basic definitions and theorems which take places in the thesis are enrolled
in the second section. In third section, the global propertios of the generated difference
equations are researched. To this end, the equilibrium point of these equations has been
determined and it has been investigated under which circumstances that the difference
equations have trivial solutions, oscillatory property and the necessary and sufficient
conditions of the equilibrium point to be globally asimptotically stable. It is quite possible to
reach information about the semicycle analysis of the observed equations in depth. Moreover,
the conditions to ensure the difference equations globally attractive and lacally asimptotically
stable are assigned and their proofs are worked out in details in the sense of stability analysis.
Furthermore, having the same oscillatory structure of a special subgroup of the equation given
in general is a pointing out detection.

Key Words: Difference Equations, Global Asimptotic Stability, Semicycle, Oscillatory,

Equilibrium Point.



1. GIRIS

Fark denklemlerinin belirleyici 6zellikleri hakkindaki ¢alismalar, bu tip denklemlerle pozitif
bilimlerin birgok alaninda karsilasilmasindan dolay1r gilinlimiizde ilgi odagi olmustur. En

popiiler fark denklemlerinden biri baslangic kosullar1 X, =1 ve X , =1 olmak lizere
Xn+1 = Xn + Xn—]

seklindeki Fibonacci dizisidir. Benzer bir bakis agisiyla iterasyon fonksiyonlar1 da fark
denklemleridir. Bir fonksiyonun degerini, koklerini veya bir diferensiyel denkleminin
¢Oziimiinii yaklagik olarak belirlemek i¢in kullandigimiz Sonlu Farklar Metodu, Newton
Metodu gibi iterasyon fonksiyonu olusturarak ¢oziim yapilan yontemlerde aslinda problemin
fark denklemleri olusturulmaktadir. Gliniimiizde, yaygin bir sekilde, fark denklemlerinin
baslangi¢ kosullarinin se¢imine gore global davranislar1 belirlenmeye ¢alisiimaktadir.

Ozellikle rasyonel fark denklemleri hakkindaki calismalar ¢ok yetersizdir.

Mertebesi birden biiyiik lineer olmayan fark denklemlerinin global davraniglarinin temel
teorisinin  gelistirilebilinmesi i¢in bazi 6n ¢alismalarin rasyonel fark denklemlerinin
sonuglarindan elde edilmesinden dolayi, mertebesi birden biiyiik rasyonel fark denklemleri
tizerinde caligmasit gereken bir konudur. Buna ragmen bu fark denklemlerinin global
davraniglariyla baglantili genel etkin bir yontem heniiz bulunamamustir. Her denklem
(denklem grubu) i¢in o denkleme (denklem grubuna) Ozgiin teoremler gelistirilmeye

calisilmaktadir.

Rasyonel fark denklemleri ile ilgili olarak, oncelikle G. Ladas ve arkadaslar1 « €[0,0) ve

baslangic kosullart x_,, X, olmak lizere

n+

X =a+ n=0,1,.. (1.1)
X

n

denkleminin global 6zelliklerini incelemistir (Amleh vd., 1999). Bu denklem, 2004 yilinda
J.Feuer (2004) tarafindan « € (0,1) kosulu altinda yeniden c¢alisilmistir. M.R.Kulenovic ve

arkadaslart «, B, A, B, C negatif olmayan parametreler ve X ,, X, negatif olmayan
baslangi¢ kosullar1 olmak {izere

« - a+ fX,
n+1 >
A+Bx,+Cx_

n=0,1,... (1.2)



ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin global davranislarini incelemistir (Cunningham

vd., 2001).

(1.1) denkleminin genellestirilmis hali olan

X,, =@+l keN (1.3)

n

ikinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemi ise A.E.Hamza ve A.Morsy (2009)

tarafindan incelenmistir. 2004 yilinda

Xoy = L (1.4)

ticlincli mertebeden rasyonel fark denklemi hakkinda ¢alisilmistir (Camouzis vd., 2004). Ayni
yil

ax,
="t 1.5
1+bx X, , (1.5)

n+1

ikinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global

ozelliklerini C.Cinar (2004) incelemistir. Bir y1l sonra ise

_ax, +hx,
c+dx, X,

n+1 (1 6)
denkleminin ¢6ziimlerinin 6zellikleri X.Yang ve calisma arkadaslar1 tarafindan belirlenmistir

(Yang vd., 2005).

Ikinci ve iigiincii mertebeden fark denklemleri ile ilgili yayinlar daha da arttirilabilir (Ragheb
ve Sarris, 2000; Camouzis ve Ladas, 2002; Gibbons vd., 2002; Kulenovic vd., 2003;
Kalabusic ve Kulenovic, 2004; Amleh vd., 2007). Hem pay1 hem de paydas1 lineer olan ikinci
ve liclincii mertebeden rasyonel fark denklemleri hakkindaki ¢caligmalr sirasiyla 2002 ve 2007
yillarinda yazilan kitaplarda toplanmistir (Kulenovic ve Ladas, 2002; Camouzis ve Ladas,

2007). Bu tipteki denklemler hakkinda en detayl1 bilgiye bu kaynaklardan ulasilabilir.

Dordiincii mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemleri hakkindaki ¢aligmalar heniiz
yeni yeni gelismektedir. Bu konudaki yayin sayisi, ikinci veya tigiincii mertebeden fark
denklemleri hakkindaki yayin sayisiyla kiyaslandiginda yok denecek kadar azdir. Bunlardan

biri yine G. Ladas ve arkadaslar tarafindan hazirlanan



OX, , +X, 3

"AEX 17

denkleminin ¢6ziimlerinin global 6zelliklerinin aragtirildig1 yayindir (Camouzis vd., 2007).

2005 yilinda ise dordiincii mertebeden hem pay1 hem de paydasi lineer olmayan

XX, X +a

n‘n-2

b b
X, + X, X0 5+

(1.8)

n+1

fark denklemi, a,b e[0,0) ve pozitif baslangi¢ kosullart altinda irdelenmistir (Li ve Zhu,
2005). Daha sonra X. Li

X XX H X X, X, A

n-1"*n-2"n-3

X X J+X X . +X X .+1+a

n-1""n-2 n-1""n-3 n-2""n-3

n+1

denklemini ve

XX Xy X X X s+

n"n—-1""n-3

XX  +XX . +X X .+1+a

n“*n-1 n“n-3 n-1"*n-3

n-+1

denklemini incelemistir (Li, 2005a;2005b). Yukaridaki denklemlere ek olarak D.Li ve
arkadaglar1 yukaridaki denklemlerden daha genel olan bir denklem {izerinde de ¢alismislardir

(Li vd., 2008).
Bu tezde, en genel hali

_ F (Xn > Xn—l ’ Xn—z ’ Xn—3)

= n=0,1
n+1 s shoees
G(Xn > anl b Xn72 > Xn—3)

olan dordiincli mertebeden rasyonel fark denklemlerinin bir alt grubunun global 6zellikleri

belirlenmistir. Bu denklem sinifin1 biraz 6zellestirerek incelenen denklemleri j,k =0,1,2,3

olmak tuzere

Xo_ Xnoi Kooy + Xo_j + X + %5 +@

n—j*n—-k *n-3

F (Xn—j ) Xn—k ) Xn—3) =

(1.9)

Xoo i Xok T X0 i Xos + X0 X5 H1+@
ile ifade edebiliriz. Burada denklemlerden,

Xn+1 =F (Xn—j ) Xn—k ) Xn—3)

seklinde parametrik bir gosterilisle s6z edilmektedir. Ayrica yazimi kolaylagtirmak icin



F (X, 5 X0 k5 Xy 5) = Fy ile gosterilmistir. F; ile F; ayni fonksiyonu belirttigi asikardr,

dolayisiyla bu fonksiyonlardan sadece bir tanesi ele alinmistir. j ve Kk ’nin degerleri
yukaridaki dordiincii mertebeden rasyonel fark denkleminde yerine yazildiginda 10 farkli
denklem tiiretilir. Bu denklemlerin listesi ve detayli incelemesi {igiincii boéliimde yer

almaktadir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu kisimda, fark denklemleri ile genel bir bilgiye, tezde adi gecen temel tanimlara ve
kullanilan teoremlere yer verilmistir. Bu bolimde fark denklemleri ile ilgili yer alan tanimlar
ve teoremler “Dynamics of Second-Order Rational Difference Equations with Open Problems
and Conjectures” ve “Dynamics of Third-Order Rational Difference Equations with Open
Problems and Conjectures” isimli kaynaklardan alinmistir (Kulenovic ve Ladas, 2002;

Camouzis ve Ladas, 2007).

2.1 Temel Tamimlar

I kiimesi genellikle bir reel say1 araligi, araliklarin birlesimi veya tam sayilar kiimesi gibi

|k+l:

kesikli bir kiime olsun. F, i | ’ya doniistiiren herhangi bir fonksiyon olmak iizere,

(k +1) . mertebeden fark denklemi, en genel hali ile
Xn+1 = F(Xnﬁxn—l""’xnfk) (21)
ile gosterilir.

Fark denklemlerinin ¢6ziimii ise, her n>0 degeri i¢in (2.1) denklemini saglayan {Xn}::_k

seklinde bir dizi olusturacaktir.
Bazi 6zel fark denklemleri agagidaki gibi siralanabilir:

Riccati Fark Denklemi, a,b,c,d verilen reel sayilar olmak {izere

_a+bx,
c+dx,

n+1

seklindedir. Lyness’ Denklemi ise,n =0,1,... olmak {lizere

14X,

n+l H

Xn—l

ile ifade edilebilir. Todd’s Denklemi, n = 0,1,... olmak lizere

_1+xn+xIH

n+l T >

Xn72

seklinde yazilabilir.



Tanim 2.1.1:

n ve k pozitif dogal say1 olmak iizere, biitin n>—k degerleri i¢in (2.1) denkleminin sabit

bir ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziime (2.1) denkleminin denge ¢oziimii denir. Eger her n > —K igin
X =X

(2.1) denkleminin bir denge ¢6zlimii ise, X noktasina (2.1) denkleminin bir denge noktasidir

(equilibrium point) denir veya kisaca (2.1) denkleminin bir dengesidir denir.

Tanim 2.1.2:

{X,}"_,» (2.1) denkleminin asikar ¢oziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {x }”

¢Ozlimiiniin denklemin denge ¢6zlimii olmasidir.

Tanim 2.1.3:

X, (2.1) denkleminin bir denge noktas1 olsun. Eger her ¢ >0 i¢in {Xn }::_k , (2.1) denkleminin
X = X|+[X g =X+ [ = %] <5

esitsizligini saglayan bir ¢oziimii iken

|Xn - 7| <&

olacak sekilde en az bir 6 >0 varsa, X denge noktasina yerel kararlt (locally stable) denir.

Tanim 2.1.4:
Eger X yerel kararl1 ve |X7k —7|+|X7k+1 —7|+---+|X0 —7| <y iken

limx, =X

nN—oo

olacak sekilde en az bir ¥ >0 sayis1 var ise X denge noktasina yerel asimptotik kararli

(locally asymptotically stable) denir.

Tanim 2.1.5:
(2.1) denkleminin her {x,}"  ¢dziimii igin

limx =X

n—o



oluyorsa X denge noktasina global ¢ekici (global attractor) denir.

Tezde X denge noktasinin global cekici oldugunu gostermek icin asagidaki teoremlerden

yararlanilmistir.

Teorem 2.1.1:

Monoton azalan ve alttan sinirli bir dizi yakinsaktir (Wrede ve Spiegel, 2002).
Teorem 2.1.2:

Monoton artan ve iistten sinirh bir dizi yakinsaktir (Wrede ve Spiegel, 2002).
Tanim 2.1.6:

Eger (2.1) denkleminin X denge noktasi hem yerel kararli hem de global ¢ekici ise X denge

noktasina global asimptotik kararli (globally asymptotically stable) denir.
Eger X denge noktas1 yerel kararli degilse kararsizdir (unstable) denir.

Tanim 2.1.7:

Eger |X7k —Y|+|X7k+l—7|+---+|X0—7|< r iken |Xn —7|> r olacak sekilde bir r >0 sayisi

bulunabiliyorsa X denge noktasina kaynak (repeller) denir.

2.2 Lineerlestirilmis Kararhhk Analizi

F fonksiyonunun X denge noktasinin bazi agik komsuluklarinda siirekli tiirevlenebilir
oldugu kabul edilsin. F(u,,u,,...,u,) fonksiyonunun i=0,1,2,...,k i¢in u, degiskenine gore

kismi tiirevinin X denge noktasindaki degeri de
qi :_(X,X,...,Y) (22)

ile gosterilsin. Bu takdirde n=0,1,2,... i¢in

Yo = Ao Yo T A Yo o H A Yok (2.3)

denklemine de X denge noktasi civarindaki (2.1) denkleminin lineerlestirilmis denklemi

(linearized equation) denir ve ¢, ’ler (2.2) ifadesinden elde edilmek tizere

lk“_qoﬂk_qllkfl_..._qk_lﬁ_qk =0 (2.4)



denklemine (2.3) denkleminin X noktasi civarindaki karakteristik denklemi (characteristic

equation) ad1 verilir.
Teorem 2.2.1: Lineerlestirilmis Kararhhk Teoremi

F fonksiyonunun X denge noktasinin bazi agik komsuluklarinda siirekli tiirevlenebilir

oldugunu kabul edilsin. Bu takdirde

1) (2.4) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degeri birden kiigiik ise (2.1)

denkleminin X denge noktasi yerel asimptotik kararlidir.

i) (2.4) denkleminin en az bir kokiiniin mutlak degeri birden biiyiik ise (2.1)

denkleminin X denge noktasi kararsizdir.
Tanim 2.2.1:

Eger karakteristik denklemin her bir kokiiniin mutlak degeri birden farkliysa X denge

noktasina hiperboliktir (hyperbolic) denir.

Eger karakteristik denklemin mutlak degeri bir olan bir kokii varsa X denge noktasina

nonhiperboliktir (nonhyperbolic) denir.
Tanim 2.2.2:

Eger X denge noktasi hiperbolik ve (2.4) denkleminin en az bir kokiiniin mutlak degeri
birden kiigiikken, mutlak degeri birden biiyiik olan baska bir kokii varsa, X denge noktasina

eyer noktasi (saddle point) denir.
Tanim 2.2.3:

Eger karakteristik denklemin biitlin koklerinin mutlak degeri birden biiyiikse X denge

noktasina kaynak (repeller) denir.
Tamm 2.2.4:

Biitiin n > —k sayilari i¢in, p tam say1 olmak iizere

olacak sekilde en az bir p >1 sayist var ise (2.1) denkleminin {Xn}::_k ¢cOzimii periyodiktir

(periodic) denir ve periyodu da p ’dir.



Eger p, (2.4) denklemini saglayan en kiiciik pozitif tam say1 ise, {Xn}::_k ¢Oziimii p asal

periyotlu(periodic with prime period p)dur.

Bu durumda, bir (X ) p-lisine (2.1) denkleminin bir p-déngiisii (p-cycle) denir.

n+12 Xn+2,“., Xn+ p

Tanim 2.2.5:

Orijine uzaklig1 1°den kii¢ilik olan noktalar kiimesine a¢ik birim disk(open unit disc) denir ve
D ={x:|x <1

ile ifade edilebilir. Benzer sekilde

D ={x:|X| <1} bélgesine kapalt birim disk(closed unit disc) denir (Adams, 2006).

Teorem 2.2.2:

a, ve a, reel sayilar olmak tizere

A +al+a, =0

karakteristik denkleminin biitiin koklerinin birim disk i¢inde yer almasi i¢in yeter ve gerek

kosul

la|<1+a,<2

olmasidir.

Teorem 2.2.3:

a,, @, ve a, 1n reel sayilar oldugu kabul edilsin.. Bu takdirde
A +al’+al+a, =0

karakteristik denkleminin biitiin koklerinin, birim disk i¢inde yer almasi igin yeter ve gerek

kosul

la, +a,|<1+a,

la, -33,|<3-a,
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ve

a, +a,—-aa, <1

olmasidir.

Teorem 2.2.4:

a,, a,, a, ve a, reel sayilar olmak tlizere
A'+al’+al’+al+a, =0

karakteristik denkleminin biitiin koklerinin birim disk i¢inde yer almasi igin yeter ve gerek

kosul

la, +a,|<1+a,+a,,

la, —a,|<2(1-a,),
a,—3a,<3
Ve

2 2 2 2 3
a,+a,+a, +a, +a,a, +a,a; <l+2a,a, +aa, +a,aa, +a,

olmasidir.
Teorem 2.2.5:

Qy>0,5---»0, sayilarnin

0]+l +-+a <1

kosulunu saglayan reel sayilar oldugunu kabul edilsin. Bu takdirde
A —q A -q A" =~ ,4-0q, =0

denkleminin biitiin kokleri birim disk i¢inde yer alir.
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2.3 Yari Donme Analizi

Tanim 2.3.1:

X, (2.1) denkleminin bir denge noktasi ve {X, }::_k da denklemin bir ¢oziimii olsun. {x, }:O:_k

¢Oziimiiniin bir pezitif yart donmesi(positive semicycle), biitiin elemanlar1 denge noktasindan
biiyiik veya esit olan vel > —k ve m < oo olmak iizere

| =—k yada | >-k oldugunda

<X

Xl—l

ve M=o yada m<oo oldugunda
<X

X

m+1

kosullarini saglayan biitiin terimlerin olusturdugu, {X,X,,,,...,X,} seklinde bir terim dizisidir.

(m=I+1)" ise eleman sayisin1 gostermektedir.
Tanim 2.3.2:

X, (2.1) denkleminin bir denge noktasi ve {X,}  da denklemin bir ¢oziimii olsun. {x }”

¢Oziimiinlin bir negatif yari donmesi(negative semicycle), biitiin elemanlar1 denge

noktasindan kiigiik olan ve | > -k ve m <o olmak iizere
| =—k yada | >—k oldugunda

X >X

ve m=o0 yada m<o oldugunda

>X

X

m-+1

kosullarini saglayan biitiin terimlerin olusturdugu, {X,X,,,,...,X,} seklinde bir terim dizisidir.

(m—=1+1)" ise eleman sayisin1 géstermektedir.
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Tanim 2.3.3:

{X,}"_, (2.1) denkleminin bir ¢&ziimii olsun. Eger biitin n> N igin

olacak sekilde en az bir N >—k sayis1 varsa {Xn}:}k ¢Ozimi X civarinda salinimsizdwr

(nonoscillatory) veya kisaca salinimsizdir denir. Aksi takdirde ¢6ziim X civarinda

salintmhidir (oscillatory) veya kisaca salinimhidir denir.
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3. X, =F(X,_j3X;% ;) DORDUNCU MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ

GLOBAL DAVRANISLARININ INCELENMESI

Bu tezde a €[0,), baslangi¢ kosullar1 X ;,X ,,X ,X, €(0,0) ve j,k=0,1,2,3 olmak iizere

39

X XX T X X FX A

n—j*n-k “*n-3

X

3.1)

n+1

X, i X T XX s+ X X +1+a

n—j*n—-k n—j“*n-3

tipindeki dordiincii mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemleri ele alinmistir ve bu

denklem, j ve K ’nin aldig1 degerlere gore 10 farkli denklem iiretmektedir. Bunlar :

2
X, X, 3 +2X, +X 5 +a

n

1. j=0 ve k=0 iken X, = fark denklemi
. X 242x X, +1+a
XX X . +X +X . +X . +a )
2. j=0 ve k=1 iken X,,, =—— T fark denklemi
XoXoy + X, X3 + X, X, 5 +1+a

XX X o +X +X X  +a
3. j=0vek=2iken Xpy =— — . fark denklemi
XX 4+XX . +X X .+1+a

n“n-2 n“*n-3 n-2"n-3

2
X s X, + X, +2X 5+

- . a .
4. j=0 ve k=3 iken X,,; = X§73 F2X X . +l1a fark denklemi

n

_ _ X2 X +2X  +X ,+a -
5. J=1ve k=11iken X ,; =— fark denklemi
X, +2X, X, ,+1+a

n—-1"n-3

Xy X0 X5 X, +X, ,+X, ;+a

n—-1"*n-2"n-3

6. Jj=1ve k=2 iken X ,; = fark denklemi
Xy Xy o + X X3+ X, ,X, ;s +1+a
. . Xn—lxr?—S + Xn—l + 2Xn—3 +a .
7. j=1ve k=3 iken X ,; =—, fark denklemi
X3 +2X, X, 5 t1+a
2
XX 42X+ X . +a
8. j=2 ve k=2 iken X, = "5 ———"2—"2— fark denklemi
Xo ., +2X X ;+1+a
2
X X2 +X o+2X . +a
9. j=2 ve k=3 iken X,, = "> 1—"2—— 12— 1k denklemi

2
Xo 3 +2X, ,X ,+1+a
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3
X: 3 +3X, 5+

a
3X§_3 lia fark denklemi

10. j=3 ve k=3 iken X, =

seklinde listelenebilir.

Bu tezde yukaridaki fark denklemlerinin ¢dziimlerinin global davranmiglari aragtirilmustir.
Incelemeler sirasinda denklemlerin hangi kosullar altinda asikar ¢dziimiiniin oldugu, asikar
olmayan ¢oziimlerinin salinimliligi ve global asimptotik kararliligir arastirilmistir. (3.1)

denkleminin denge noktalar1 X, yerine X yazilarak elde edilen

_ X’+3X+a
X:—Z—
3X“+1+a

denkleminin kokleridir ve bu denklemi diizenlersek

2X°+(a-2)Xx-a _

0
3X*+1+a

\%

(X-1)(2X* +2X+a) _ 0
3X*+1+a
elde edilir. Boylece denkleminin tek pozitif denge noktast ise X =1’dir. Yukaridaki grupta

bulunan 2 ve 6 numarali denklemlerin global 6zellikleri Xianyi Li tarafindan belirlenmistir

(Li, 20052; 2005b).

Simdi verilecek alt boliimlerde ise yukarida listelenen rasyonel fark denklemlerinin hangi
kosullar altinda asikar ¢oziimii oldugu, salmimli oldugu ve ¢ozlimlerinin X =1 denge

noktasinda global asimptotik kararli olup olmadig1 arastirilmistir.

3.1 X, =F(X,;;X;X,,) Fark Denkleminin Global Davramslarinin incelenmesi

Ik olarak ae[0,0)ve baslangic kosullart X ,,X,,X,X, €(0,00) olmak iizere, (3.1)

denkleminde j =k =0 alindiginda elde edilen

. - X X +2X +X ,+a
n+l 2 (32)
X,  +2X.X,; +1+a

dordiincii mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemini ele alalim. Bu denklem metin
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icinde X, =F,(X,,X, ;) ile gosterilmistir. X, =F,(X,,X, ;) fark denkleminin biitiin

n+1
¢oziimlerinin tek pozitif denge noktasi olan X =1 noktasindaki global ozelliklerini
inceleyecegiz. Simdi, (3.2) denkleminin bahsedilen 6zelliklerini belirleyebilmek i¢in gerekli

olan bazi lemma ve teoremleri verebiliriz.
Lemma 3.1.1:

X0 = Foo (X5 X,_3) denkleminin {Xn}::_3 pozitif ¢oziimiiniin 1’e esit olmasi yani asikar ¢6zim

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(X, =D(x, =D(x, =D(X,-1)=0 (3.3)
olmasidir.

Ispat:

Lemmanin olmayani ergi yonteminden faydalanarak ispati yapilirken, oncelikle gereklilik
kosulunun saglandig1 kabul ederek yeterlilik kosulunun saglandigi gosterilmistir. Buna gore

keyfibir N 21 sayistigin X, =1 ve =3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

2
Xy Xyg T2Xy + Xy, +a _

1
2
Xy +2Xy  Xy_q t1+2a

Xy =

dir. Burada bazi diizenlemeler yapilirsa (X,_, —1)(Xy_, —1)° =0 olmas1 gerekliligi ortaya

cikar. Buda -3<n<N -1 icin X, #1 ile geliski olusturur.

Simdi de (X, —-1)(x,-D(X,—=1)(X,—1)=0 oldugunu kabul ederek gereklilik kosulunun
saglandigini gostermeye ¢alisalim. (X, —1)(X, —=1)(x_, =1)(Xx, —1) = 0 alindiginda 4 durum s6z
konusu olur. Yani X, =1 veya X, =1 veya X, =1 veya X, =1 durumlarindan bir tanesi

gecerlidir. Buna gore;

1) X, =1 ise biitiin ¢oziimlerin asikar ¢o6ziim oldugu gosterilmelidir. Bu ise tiimevarim

ile kolaylikla gosterilebilir.

2 2
_ X X+ 2X XA X +2x0+1+a:1
X, +2% X, +1+a X +2% +1+a

1
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XX, 2% HX, A X +2x +1+a 1
X +2x X, +1+a x> +2x +1+a

ve X, , =1 oldugu kabul edilirse

2
« = X0 X, +2X  +X ,+a _

X2, +2X X _,+1+a

n—-1"*n-4

1

bulunur. Boylelikle tiimevarimla n>1 i¢in X, =1 oldugu ispatlanmis olur.
i) X, =11ise n>2 icin X, =1 oldugunu gosterelim.

2
_ XX+ 2% X, +a
X0 +2%X,X 5 +1+a

1

2
_XX, +2X +X, +a
x> +2xX,+1+a

2

X7 +2x +1+a

X’ +2x +1+a
=1

ve X, , =1 oldugu kabul edilirse

2
« - Xo X, +2X  +X ,+a _

"X 2% X, +1+a

n—-1"*n-4

1

bulunur. Boylelikle tiimevarimla n>2 i¢in X, =1 oldugu ispatlanmis olur.
Diger iki durum da incelendiginde
i) X ,=lise n>3 icin X, =1,

iv) X, =1lise n>1i¢in X, =1,

oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu sonuglar, (i) ve (ii) kosullarindakine benzer sekilde islemler

yapilarak elde edilmistir ve burada bu islemlerin detaylarina deginilmeyecektir.

Eger (3.2) denkleminin higbir baslangi¢c kosulu (3.3) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{X,}._, ¢Oziimii igin X, #1°dir. Yani agikar olmayan ¢dziimii vardur,
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Lemma 3.1.2:

(X} s %o = Fyo(X,, X, 5) denkleminin agikar olmayan pozitif ¢Sziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
) (X, -DX,_,-D>0
i) (X, — X)X, —-1)<0
i) (X, =X, 3)(X,,—-1)<0
Ispat:
Yukaridaki {ic maddenin ispat1 asagidaki gibi yapilmistir:

1) (3.2) denkleminde 1 ¢ikartirsak

X X ,+2X +X _,+a L (X, =1’ (x,, -1

Xy —1=— =
X, ,+1+a X7 +2XxX _,+1+a

e X 2 +2X

n n

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paym isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

olacaktir. Dolayistyla (X, —=1)(X, ; —1) >0 oldugu acikca goriiliir.
i1)  (3.2) denkleminden X, ¢ikartilirsa

2
X, X, 5 +2X, +xn_3+a_X

X ., —X =—=

n+1 n 2 n
X" +2X.X, ;+1+a
— (Xn — 1)[(Xn + Xn—3 )(Xn + 1) + a]
X2 +2x X _,+1+a

(X, +X, )X, +)+a
X7 +2Xx X _,+1+a

n“*n-3

elde edilir. Burada ifadesi pozitiftir. Goriildigi gibi (X, —X,) ile
(X, —1) ters isaretli olmalidir. Dolayisiyla (X, ,, — X, )(X, —=1) <0 olur.

Diger kosul da (ii) maddesinin ispatina benzer bir yaklagimla gosterilebilir.
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Teorem 3.1.1:

(X%} s %o =Fo(X,,X, ;) denkleminin kesin salimmh bir ¢dziimii olsun. Bu takdirde
¢oziimiin pozitif ve negatif yart donmeleri ,...,17,37,17,37,1",37,1",37,..., veya
e 35,1,30,10,37,17,37,1, .. veya e, 27,27,27,27,27,27,27 27, veya

L1111, ,10, 10, seklindedir.
Ispat:

(3.2) denkleminin kesin salinimli olmasi i¢in p >0 olmak {izere 4 durum s6z konusudur:

) X, >1, X, <L, %, >1, x,>1
i1) xp73>1,xp72<1,xp71>l,xp<1
) x>, x,, <1, X, <1, x,>1
wv) X, >1, X, <1, x,, <L, x, <I.

Gorildiigii gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayisi en fazla 3 olabilir. Lemma 3.1.2(i)

kullanilarak sirastyla her durum igin belirleyelim.

) X5>1 X, <1, X, >1, x,>1, X, >1, X, ,<I, X, ;>1, x,,>1, X, s>1

X <1, x .>1, x .>1, x ,>1, x_ .<1, %X ,.,>1, x  ..>1, x .>1, X ,<I1

p+6 p+7 p+8 p+9 p+10 p+11 p+12 p+13

X >, x >1,x >, x <1, x .>1, X >1, x . >1,...

p+15 p+16 p+17 p+18 p+19 p+20 p+21

Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri gorildigi gibi ...,3%,17,3",17,3",17,3%,17,...

kuralini izlemektedir.

) x,;>1, x,,<I, X

Xp+6 <l > Xp+7

Xpis > 1o Xpue <1y Xpp>1, X5 <1, X,,0>1, X

Xpios > Lo

olarak hesaplanir. Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin kuralimin ise

L1, 110,10, 1. oldugu goriiliir.
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Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.1.2:
X, = Foo(X,, X, ;) denkleminin X =1 pozitif denge noktas: global asimptotik kararlidir.
Ispat:

Burada ispat icin denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global ¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.2) denkleminin
lineerlestirilmis  denklemini olusturarak Teorem 2.2.1°deki kararlilik teoreminden
yararlanilmigtir. Teoreme gore 3.2) denkleminin lineerlestirilmisi
Vou =% Ya +4 Yo, +9Y,, +0;Y,;  seklindedir. Burada ki @, katsayilarn ise,

2
U,"U; +2u, +u; +a

F(u,,u.,u,,u,)=
I 2+ 2u,u, +1+a

denkleminin i.indise gore tiirevinin denge noktasindaki

degeridir. Buna gore, X ,, = F,(X,,X, ;) denkleminin lineerlestirilmis denkleminin katsay1lari

asagidaki gibi elde edilir:

q = OF _ 2uu;+2  (u'uy +2u, +u, +a)(2u, +2u,)
° ou, u,+2uu,+1+a (U,? +2u,U; +1+a)’
6= ®xx g = ErAE_,
ou, 4+a (4+a)
oF
:—:O
%=
oF
:—:0
% = o
q = oF u,” +1 ~ (uy’uy +2u, +u, +a).2u,
oau, ul+2uu +l+a (Ul 42U, +1+a)’
oF _ _ _ _ 2 4+a)2
q3 =_(X9X5X3X)= _( )2 =
ou, 4+a (4+a)

Lineerlestirilmis denklem ise
Yo =0oYn + A Yo + Yo +05Y, 5 =0y, +0y,, +0.y, , +0.y, ;=0

olarak bulunur. Her |Qi| <1 oldugundan X =1 denge noktas1 yerel asimptotik kararlidir.
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Simdi ise lim X, =X =1 oldugu gosterilmelidir.

nN—o0
CoOziimiin limitinin 1 oldugunu iki adimda gosterelim:

1) Eger baslangi¢ kosullar (3.3) denklemini sagliyorsa, X, =1 dir ve dolayisiyla

limX, =X =1 saglanir.

2) Baslangi¢ kosullar1 (3.3) denklemini saglamiyorsa n > -3 i¢in bir X, #1 vardur.

a) Eger ¢6ziim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.1.2°den dolay1

monotonik ve sinirhidir. Dolayisiyla yakinsaktir yani

limx, =L

nN—oo

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.2) denkleminin her iki yaninin n sonsuza

3
giderken limiti alinirsa L = W elde edilir ve bu denklem c¢oziiliirse L =1
+1+a

bulunur. Yani limx, = L =1"dir.

n—w

b) Eger ¢oziim salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
301,30, 1,30,1,35,1,... veya .., 17,37,17,37,17,37,17, 37,... veya
c27,27°,27,27,27,27,27,27, .. veya L., 10, 11T LT T
seklindedir.

Oncelikle pozitif ve negatif yar1 donmelerin ,...,3%,17,3",17,3%,17,3",1",..., kural

ile olustugunu kabul edelim. {Xp’xp+1’xp+2}+ pozitif yar1 donmeleri, {XM}

negatif yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+4n > Xp+4n+1 > Xp+4n+2 } ve {Xp+4n+3 }_
seklinde alinabilir. Buna gore Lemma 3.1.2 de kullanilarak

i) X <X <X

p+4n+2 p+4n+1 p+4n 5
11) Xp+4n+3 < Xp+4n+2 5 Xp+4n+4 > Xp+4n+3
111) Xp+4n+4 < Xp+4n; Xp+4n+3 < Xp+4n+7
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elde edilir. Bu bagintilardan dolay1 {Xp+4n}(:=0 azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx . =L

oo p+4n

olsun. Yine X, 0., <X,.4ny < Xp,4p esitsizliginden dolay1

lim x L

n—oo

p+4n+1 = L’ 111’1’1 Xp+4n+2

olur.

Benzer sekilde X,,..; <X,.4,., esitsizliginden dolay {Xpﬂm}n:0 artandir ve

dstten 1 ile smrhdir, dolayisiyla yakinsaktir. {Xp+4n+3}wo’nin limiti
n=

hm X

pians3 = M olsun. Yukaridakine benzer sekilde burada da th =M

p+4n+7

olacaktir. Burada X,.,,,, hesaplanir ve her iki tarafin n sonsuza giderken limiti

alunirsa
X +2X +X ., +a
X _ 7'p+4n+3 p+4n p+4n+3 p+4n
p+4n+4 — 2
Xp+4n+3 + 2Xp+4n+3xp+4n + 1 +a
Ve

_M’L+2M +L+a
M?>+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

elde edilir. Hem L hem de M pozitif sayilar oldugundan yukaridaki esitligin sifir
olabilmesi i¢in L =1 olmalidir. Benzer islemler M ’yi belirleyebilmek i¢in de

yapilirsa yani

2

Xp+4n+6X

p+4n+7 = 2
X

+2X + X +a

p+4n+3

p+4n+6 + 2Xp+4n+6x

p+4n++ p+4n+3

p+4n+3 +1+ a

denkleminin her iki tarafinin da limiti alinirsa
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M — M.L>+2L+M +a
L+2M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 ve buradan da
M =1 bulunur. Gorildiigi gibi M =L =1 ve

limx, =1
dir.
Coziimiin pozitif ve negatif yart donmelerinin ...,17,37,17,37,17,37,1", 37,...

kuralini sagladigini kabul edelim.

+ .o . e . - . .. . .. .
{Xp} pozitif yar1 déonmeyi, {XpH,XM,XM} negatif yar1 donmeleri gdstersin.

Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+4n } 4 {Xp+4n+l > Xp+4n+2 > Xp+4n+3 }_
seklinde yazilabilir. Buna gore Lemma 3.1.2 de kullanilarak
<X

i) X <X

p+4n+l1 p+4n+2 p+4n+3 5
11) Xp+4n+3 < Xp+4n+4 5 Xp+4n > Xp+4n+1
111) Xp+4n+4 < Xp+4n; Xp+4n+l < Xp+4n+5

elde edilir. Bu bagintilardan dolay1 {Xp+4n}m , azalandir ve alttan 1 ile simrhidir.

n=

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx ., =L
n—oo p+4n

alinirsa X, ..., < X,.,, esitsizliginden dolay1

lim Xp+4n+4 =L 4
n—o

olur.
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Benzer sekilde X, ... <X, 4000 < Xpianis esitsizliginden dolay1 {X artandir

00
p+4n+1}n=0

ve istten 1 ile sinirhidir, yani yakisaktir. lim X =M olsun. Yukaridakine
n—

p p+4n+1

benzer sekilde burada da

lim X = lim X M

Nesoo p+4n+2 oo p+4n+3

olacaktir.

Burada x hesaplanirsa

p+4n+4

2
_ Xp+4n+3xp+4n +2Xp+4n+3

p+4n+4 T 2
Xp+4n+3 + 2X X

+X +a

p+4n
+1+a

X

p+4n+3 " p+4n

ve limit alinirsa

_M’L+2M+L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D2M(L+1)+a]=0
dolayistyla L =1 bulunur.

Benzer sekilde M’yi belirlemek i¢in

2
_ X p+4n+4 X
p+4n+5 — 2

Xp+4n+4

+2X + X +a

p+4n+1

+2X

p+4n+4
X

p+4n+1
+1+a

X

p+4n+4 " p+4n+l

denkleminin her iki tarafinin limiti alinirsa

M = M.L*+2L+M +a
’+2M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 bulunur ve buradan

da M =1 olarak hesaplanir. Goriildiigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—oo

dir.
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Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ...,2%,27,27,27,27,27,27,27,...
kuralin1 saglasin. Pozitif yar1 déonmeler {Xp,XpH}+ ile, negatif yar1 donmeler de

{XM,XM}_ ile temsil edilebilir. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif yari

+ . . . . .
donmeler {Xp+4n,xp+4n+1} ile, negatif yar1 donmeler ise {Xp+4n+2,xp+4n+3} ile

gosterilebilir. Buna gore Lemma 3.1.2°den dolay1

l) Xp+4n+2 < Xp+4n+1 < Xp+4n ’ Xp+4n+2 < Xp+4n+3 < Xp+4n+4 ’
11) Xp+4n+4 < Xp+4n; Xp+4n+5 < Xp+4n+1 < Xp+4n
111) Xp+4n+2 < Xp+4n+6; Xp+4n+3 < Xp+4n+7

esitsizlikleri elde edilir. Bu bagintilardan dolay1 {Xp+4n}?=0 azalandir ve alttan 1 ile

siirlidir. Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

limx,,, =L

oo p+4n

olsun. Yine X,.,n.s <X,.4n. < Xp.4q sitsizliginden dolay:

%1_{2 Xoranst = %1_1;2 Xoranis = L,

olur.

Benzer sekilde X, 40,0 <Xjunis <Xpanys  €sitsizliginden  dolay: {XP+4”+2}:>:0

M

artandir ve Ustten 1 ile smrhdir. Dolayisiyla dizi yakinsaktir. r111_r)n Xpiania =

00

olsun. Yukaridakine benzer sekilde burada da

}122 Xp+4n+3 = }]gg Xp+4n+7 = M
olacaktir.
Burada X, , hesaplanirsa
X2 X 42X +X_, +a
X _ 'p+4n+37 p+4n p+4n+3 p+4n
an+d —
prran X2 +2X X . +1+a

p+4n+3 p+4n+3“p+4n
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ve her iki tarafinin n sonsuza giderken limiti alinirsa

L - M2?L+2M +L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirleyebilmek i¢in

2
_ Xp+4n+5xp+4n+2 + 2X
p+4n+6 2

Xp+4n+5

+ X +a

p+4n+5 p+4n+2

X

+ 2Xp+4n+5Xp+4n+2 + 1 +a

denkleminin her iki tarafinin limitini aldigimizda

M = M.L*+2L+M +a
’+2M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 bulunur ve buradan

da M =1 oldugu goriiliir. M =L =1 oldugu agiktir yani

limx, =1

dir.
Son olarak da ...,17,1,1",17,17,17,1°,17,... kuralinin saglandigimi kabul edelim.

{x,} " ile pozitif, {x

o4l }7 ile de negatif yar1 donme temsil edilsin. Periyodik olarak

devam ettiginden pozitif yar1 dénmeler {Xp+2n}+ ile, negatif yar1 donmeler ise

{Xpm” }_ ile gosterilsin. Buna gére Lemma 3.1.2°den dolay1

1) Xp+2n+l < Xp+2n ) Xp+2n+l < Xp+2n+2
11) Xp+2n+3 < Xp+2n+2 ’ Xp+2n+3 < Xp+2n+4
111) Xp+2n+4 < Xp+2n ) Xp+2n+1 < Xp+2n+5

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xpﬂn}::o azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.
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Dolayistyla limiti vardir ve sonludur. limx_, =L olsun.
n—

p p+2n

Benzer sekilde {Xp+2n+1}:_o artandir ve Ustten 1 ile siirhidir. Dolayisiyla limiti

vardir. limx .,
n—

00

=M olsun. Burada X, _,,., asagidaki gibi hesaplanirsa

2
. Xp+2n+3X
p+2n+4 2

Xp+2n+3

+2X + X +a

p+2n+3 p+2n
X, +l+a

p+2n
+2X

X

p+2n+37 p+2n

ve esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

L - M2L+2M +L+a
M2+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D[2M(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek igin

2
__XWQMAX
p+2n+5 — 2

Xp+2n+4

+2X + X +a

p+2n+1

+2X

p+2n+4
X

+2n+1
X p

+1+a

p+2n+4 " p+2n+1

denkleminin limitinden

M = M.L>+2L+M +a
L*+2M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigii gibi M =L=1 ve limx, =1 dir. Boylelikle her

n—oo

kosulda

limx, =X =1

n—o

oldugu bulunmus olur. Dolayisiyla denge noktast global asimptotik kararlidir.
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32 X, =F(X;X ,;X ;) Fark Denkleminin Global Davramsslarinin incelenmesi

Bu kisimda ae[0,00) ve baslangi¢ kosullar1 X ,,X,,X ,,X, €(0,00) olmak {izere, (3.1)

denkleminde j=0, k =2 alinarak elde edilen

XX Xos X, F X, X, +a

n“*n-2""n-3

XX S +XX . +X X .+1+a

n“*n-2 n“n-3 n-2"*n-3

(3.4)

n+1

dordiincti mertebeden fark denklemi incelenmistir (Giilpinar ve Bayram, 2009). Yukaridaki

Xo = Fo (X, X, 5, X, 3) denkleminin tek pozitif denge noktas1 X =1 noktasidir.
Lemma 3.2.1:
(3.4) denkleminin {Xn }::_3 pozitif ¢ziimiiniin 1’e esit olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

(X, =D, =D(x, =D)(x,-DH=0 (3.5)
olmasidir.

Ispat:

N >1 keyfi bir say1 olmak iizere X, =1 ve =3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

XN—IXN—SXN—4 + XN—l + XN—3 + XN—4 +a —
Xy Xns T Xy Xnos T Xy s Xy T1+2a

1

Xy =

dir. Bu denklemde igler diglar ¢arpimi  yapilir ve denklem diizenlenirse
(Xy_s =D(Xy_5 —=D(Xy_, —1) =0 olmas1 gerekir. Bu da -3<n<N-1 i¢in X, #1 ile celiski

olusturur.

(X, =D(x, =1)(x, =1)(X, —1) =0 olsun. Bu takdirde her ¢arpanin tek tek sifira esit olmalar

durumlar1 s6z konusudur. Yani
i) x,=11ise

g = XXXt X+ X+ X, +a XX, + X+ X, +1+a

=1
1
XX, + X X5 + XX +1+a XX, +X,+X,+1+a

o 2 XK XX EX A X X X XA

1
2
XX, +XX,+X X, +1+a X, +X,+X ,X,+1+a
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dir ve tiimevarimla X, , =1 oldugu kabul edilirse

X = Xn—] Xn—3Xn—4 + Xn—l + Xn—3 + Xn—4 +a _

] =
X Xz X X3 + X, 5%, 4 t1+2a

1

n>1ic¢in X, =1 bulunur. Diger maddeler i¢in de benzer sekilde islemler yapilarak
i) X,=1lise n>1igin X, =1,
i) x,=lise n>2 icin X, =1,
iv) X, =1lise n>1i¢in X, =1,
elde edilir.

Eger (3.4) denkleminin higbir baslangic kosulu (3.5) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{Xn }173 ¢ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.

Lemma 3.2.2:

{Xn}:}y (3.4) denkleminin asikar olmayan pozitif ¢oziimii olsun, bu takdirde asagidaki

ifadeler dogrudur:
) (X, DX, -D(X,_,=D(X,;-1)>0
i) (X, = X)X, -1)<0
1i1) (X, =X, ,)(X, , =1 <0

iV) (Xn+1 — X3 )(Xn—3 - 1) <0

1) X, =F,(X,,X,,,X, 3;) denkleminden 1 ¢ikartirsak

12 KXo Xns H Xy F Xy F Xyt a 1 (X, —D(X,_, —D(X, s =1
X X, + XX 5 +X X 5 +1+a XX ,+XX ,+X X .+1+a

n“*n-2 n“*n-3 n-2"n-3

X

n+1

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paym isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

olacaktir. Dolayistyla (X, —D)(X, —=1)(X,_, —=1)(X,_; —=1) > 0 olacaktir.
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i) X, =F,(X,,X,,,X, ) denkleminden X, cikartilirsa

n“"*n-2"*n-3

XX J+XX . +X X .+1+a

n“n-2 n“*n-3 n-2"n-3
_ (Xn _1)[Xn—2(xn + l) + an3(xn + 1) + a]
XX J+XX . +X X .+1+a

n“n-2 n“n-3 n-2"n-3

oy = XXXt X X E XA

n+1 n

n

[X, (X, +D)+X (X, +1)+a]
+X X +X X .+1+a

n“n-2 n“n-3 n-2"*n-3

elde edilir. Burada ifadesi pozitiftir. Gorildugi gibi

(X, —X,) ile (x, —1) ters isaretlidir. Dolayisiyla (X,,, — X, )(X, —1) <0 olmalidur.

n+1

Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.1:

{Xn}::_3 , X = Fp (X, X, ,,X, ;) denkleminin kesin saliniml bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde
¢oziimiin pozitif ve negatif yart doénmeleri ...,3%,37,3%,37,3%,37,3",37,... veya
LL2010,20 1,201,201, veya L2010 20 120,120 T, veya

17,10, 10,17,17,17,17, 17, ... kuralimi saglar.

Ispat:

(3.4) denkleminin kesin salinimli olmas1 i¢in p >0 olmak tlizere 4 durum séz konusudur.
) X _,>1, X _

<1, xp_l>1, xp>1

<1, xp_l>1, xp<1

p-3 p-2
111) xp73>1,xp72<1,xp71<l,xp>1
wv) X, >1, X, <1, x,, <, x, <1

goriildiigii gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayisi en fazla 3 olabilir. Lemma 3.2.2(i)

kullanilarak sirastyla her durumu inceleyelim.

D X, >1, X, <1, x, >1, x,>1, x, ., <1, X, ,>1, X, 5>1, X, <1, X, s>1,
Xpro > 1, Xp7 <L, Xpg >1, Xpoo >1, X0 <1y Xou > 1, X0 > 1, X5 <1y X, >1,
Xpis > 1o X6 <1y Xp7 > 1, Xpe > 1, X000 <1, Xp00 >1, X0 >1,
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elde edilir. Gortildiigii gibi pozitif ve negatif yar1 donmeler ...,2%,17,27,17,2",17,2%,17,...

olarak hesaplanir.

Diger maddeler de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.2:

Xo = Fo (X1, X, 55X, 3) denkleminin pozitif denge noktas: global asimptotik kararlidir.
Ispat:

Burada ispat i¢in denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global c¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.4) denkleminin

lineerlestirilmisi y,,, =q,Y, +q,Y,, + 9, Y., +0;Y,; seklindedir. g, ’ler ise

UoU,Uy +U, +U, +U; +2a
UoU, +U,U, +U,uU, +1+a

F(u,,u,,u,,u;) = denkleminden

q = oF u,u, +1 _(u0u2u3+u0+u2+u3+a)(u2+u3)
® AU, Ugl,+UyU, +UU, +1+a (UU, +UyUy + WU, +1+a)
oF _ _ _ _ 2 4+a)2
do :—(X,X,X,X): _( )2 =
ou, 4+a (4+a)
oF
=—=O
O au,
q, = oF Uyu, +1 _(u0u2u3+u0+u2+u3+a)(u0+u3)
U, U, +uU U +1+a (UoU, +UyUy + WUy +1+a)
F 2 4+a)2
T s CN
ou, 4+a (4+a)
g, = oF u,u, +1 _(u0u2u3+u0+u2+u3+a)(u0+u2)
AUy U, +U Uy + U, +1+a (UoU, + Uy, +UUy +1+a)°
0, = xR XK = - G2
ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir. (3.4) denkleminin lineerlestirilmis denklemi
Yot = Ao Yo + A Yoy T8 Ynn + 0¥, =0y, +0.y,, +0.y,, +0.y, ;=0

olarak bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise denge noktasinin
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global ¢ekici oldugunu, yani

limx, =X =1

esitligini sagladigini gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim:

1) Eger baslangi¢ kosullar (3.5) denklemini sagliyorsa, X, =1 dir ve dolayisiyla

lim X, =X =1 saglanir.

n—w

2) Baslangig¢ kosullar1 (3.5) denklemini saglamiyorsa n > =3 igin bir X, # 1 vardir.

a) Eger ¢ozliim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.2.2°den dolay1

artan veya azalan bir yapidadir ve sinirhidir. Dolayistyla yakinsaktir yani

limx, =L

nN—o0

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.4) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

L’+3L+a

L =————— elde edilir ve bu denklem ¢oziildiigiinde ise L =1 bulunur. Yani
3L +1+a

limx, =L =1"dir.

n—oo

b) Eger ¢oziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
,..,37,37,37,37,3°,37,3°,37,..., veya ...,2",17,2",17,2",1",2",1,... veya

L2010 27, 1,20, 10,270, 1, L veya L. 10, 1,10, 10,10, 1, seklindedir.

Oncelikle pozitif ve negatif yar1 dénmelerin ,...,3",37,37,37,3%,37,3",37,...,

kurali ile olustugunu kabul edelim. {Xp,Xp+1,Xp+2}+ pozitif yar1 donmeleri,

{xp+3,xp+4,xp+5}7 negatif yar1 doénmeleri gostersin. Periyodik olarak devam

ettiginden n=0,1,...i¢in

+ -
{Xp+6n ’ Xp+6n+1 4 Xp+6n+2 } 2 { Xp+6n+3 ’ Xp+6n+4 > Xp+6n+5 }

seklinde yazilabilir. Buna gére Lemma 3.2.2 de kullanilarak

1) Xp+6n+2 < Xp+6n+1 < Xp+6n; Xp+6n+3 < Xp+6n+4 < Xp+6n+5

) Xpgne <X > X

p+6n+2 2 Xp+6n+9 p+6n+5
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elde edilir. Bu bagintilardan ise

X <X <X <X ve X

p+6n+l p+6n <X <X

p+6n+3 p+6n+4 <X

p+6n+6 p+6n+2 p+6n+5 p+6n+9

['e]

elde edilir. X, 1.6 < Xpionia < Xprona < Xpren  esitsizliginden dolayi {Xp%n}

n=0

azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

i X =L

olsun. Yine X,.¢..5 < Xp.6nia < Xpienes < Xpienso €sitsizliginden dolayi

11_{1; Xpsens1 = L, }}_{g Xprenia = L

olur.

Benzer  sekilde  X,.q0.3 <Xpienia < Xpionss < Xpienso  sitsizliginden  dolay1

{Xp+6n+3}10 artandir ve Ustten 1 ile smirhdir, dolayisiyla yakinsaktir.

limx, ¢, =M olsun.  Yukaridakine  benzer  sekilde burada da
nN—o0
limX, ¢, =limX, .5 =M olacaktir.
n—o0 n—w
Burada X, 4.6
X _ Xp+6n+5xp+6n+3xp+6n+2 + Xp+6n+5 + Xp+6n+3 + Xp+6n+2 +a
p+6Nn+6
p+6n+5Xp+6n+3 + Xp+6n+5Xp+6n+2 + Xp+6n+3xp+6n+2 + 1 +a

olarak hesaplanir ve her iki tarafinin limiti alinirsa

L MML+M+M+L+a
MM+ML+M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=D[2M(L+1)+a]=0

bulunur. Hem L hem de M pozitif sayilar oldugundan yukaridaki esitligin sifir

olabilmesi i¢in L =1 olmalidir. Benzer sekilde 1<X, ¢ ., <X, 4., oldufundan

M ’yi belirleyebilmek i¢in
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X + X + X + X +a

_ Xp+6n+4 p+6n+2
p+6n+5
p+6n+4X

X

p+6n+4 p+6n+2 p+6n+l1

+1+a

p+6n+1

+ X

X

X + X X

p+6n+2 p+6n+4 " p+6n+l1 p+6n+2 7 p+6n+l1

olarak alinirsa, limiti

M — MLL+M+L+L+a
ML+M.L+LL+1+a

olarak hesaplanir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve

buradan da M =1 bulunur. Goriildiigi gibi M =L =1 oldugundan ¢6ziimiin limiti

limx, =1

n—oo
dir.

Simdi de pozitif ve negatif yar1 donmelerin ...,2°,17,2%,17,2",17,2",1,... kurali

ile olustugunu kabul edelim. {Xp,xpﬂ}+ pozitif yar1 dénmeleri, {Xp+2} negatif

yar1 donmeleri gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif ve negatif yar1

donmeler n=0,1,...i¢in

{Xp+3n’ Xp+3n+1} > {Xp+3n+2}7
seklinde yazilabilir. Buna gore Lemma 3.2.2 de kullanilarak

X > X

X > X p+3n+1 p+3n+4

X > X p+3n p+3n+4 ;

1) X > X p+3n p+3n+3 ;

p+3n p+3n+1°

11) Xp+3n+5 > Xp+3n+2

elde edilir. Bu bagintilardan ilkinden

X > X,,3n.4 €lde edilir ve bu esitsizliklerden dolay1

> X > Xoanes VE X

p+3n p+3n+1 p+3n+3

{Xpm}w azalandir ve alttan 1 ile sinirlidir. Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.
n=0

limx, ,, =L
n—oo

olsun.
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Yine X,,.50 > Xp.300 > Xpian.  €sitsizliginden dolay1

lim X =L l1m X

oo p+3n+1

=L, th =L

p+3n+3 p+3n+4

olur.

Benzer sekilde X 5,.5 > X, 5,., esitsizlifinden dolay1 {Xp+3n+2}n=o artandir ve

tstten 1 ile smirhidir. Dolayisiyla limiti  vardir.  lim X

n—oo

piansa =M olsun.

Yukaridakine benzer sekilde burada da hm N X 5005 = hm N X 5005 = M olacaktir.

Burada

X X +X + X + X +a

_ Xp+3n+5

p+3n+6 —
Xp+3n+5xp+3n+3 + Xp+3n+5Xp+3n+2 +X

p+3n+3p+3n+2 p+3n+5 p+3n+3

X

p+3n+2
+1+a

p+3n+3 " p+3n+2

hesaplanir ve limiti alinirsa

~_MML+M+M+L+a
ML+MM+M.L+1+a

bulunur. Bu denklem dizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

dolayisiyla L=1 bulunur. 1<X,;, <X

p43n42 oldugu kullanilarak M ’yi

belirlemek igin X, 5’1 olusturulursa

X X + X + X + X +a

Xp+3n+4
X

p+3n+2 7 p+3n+l1 p+3n+4 p+3n+2

X

p+3n+l1

+1+a

p+3n+5 =

p+3n+4p+3n+2 + Xp+3n+4xp+3n+l + Xp+3n+2 p+3n+l1

ve limiti alinirsa

~_ MLL+L+M+L+a
ML+LL+M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve

buradan da M =1 bulunur. Gortildiigii gibt M =L =1 ve limXx, =1"dir.

n—oo
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Simdi de pozitif ve negatif yar1 donmelerin ...,27,17,27,17,27,17,27,17,... kurali
ile olustugunu kabul edelim. Negatif yar1 donmeler {Xp,xp+l}_ ile, pozitif yari

donme ise {XM}+ ile gosterilsin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+3n 2 Xp+3n+1 } > {Xp+3n+2 }
seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.2.2 de kullanilarak

1) Xp+3n < Xp+3n+l; Xp+3n < Xp+3n+3; Xp+3n < Xp+3n+4; Xp+3n+1 < Xp+3n+4

11) Xp+3n+5 < Xp+3n+2

elde edilir. Bu bagintilardan ilkinden

Xoian < X < Xpianea VE X <X elde edilir ve bu esitsizliklerden dolay1

p+3n p+3n+l p+3n+3 p+3n+4

{Xp+3n }w artandir ve istten 1 ile sinirhidir, dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.
n=0

limx ., =L

nN—o p+3n

olsun. Yine X_ , <X <X esitsizliginden dolay1

p+3n p+3n+l p+3n+4
rl]l_l;ll Xp+3n+1 L 111’1’1 Xp+3n+3 L 111’1’1 Xp+3n+4 L
olur.

Benzer sekilde X <Xpi3nso €Sitsizliginden dolayt {XP+3”+2}::0 azalandir ve

p+3n+5

alttan 1 ile siirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. 11mX =M olsun. Yukaridakine

p+3n+2

benzer sekilde burada da hm X hm X =M olacaktir.

p+3n+5 p+3n+8
Burada
X _ Xp+3n+5Xp+3n+3Xp+3n+2 + Xp+3n+5 + Xp+3n+3 + Xp+3n+2 +a
3n+6
P X +X X +X X +1+a

p+3n+57 p+3n+3 p+3n+5" p+3n+2 p+3n+3 " p+3n+2

teriminin limiti alinirsa
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L MML+M+M+L+a
ML+MM+M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=D[2M(L+1)+a]=0

dolayisiyla L=1 bulunur. 1<Xx <X oldugu kullanilarak, M ’yi

— p+3n+5 p+3n+2

belirlemek i¢in X terimi

p+3n+5

X X X + X + X + X +a

p+3n+1

+1+a

p+3n+4
X

p+3n+2 " p+3n+1

+X

p+3n+4 p+3n+2

X

p+3n+5 =

X + X X

p+3n+4 " p+3n+2 p+3n+4 " p+3n+1 p+3n+2 " p+3n+1

seklinde yazilir ve her iki tarafinin n sonsuza giderken limiti alinirsa

_ MLL+L+M+L+a
ML+LL+M.L+1+a

elde edilir. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve

buradan da M =1 bulunur. Goriildigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

dir.
Son olarak da pozitif ve negatif yar1 donmelerin ..., 17,17,17,17,17,17,17,1",...

kurali ile olustugunu kabul edelim. {Xp}+ pozitif yar1 donmeleri, {Xpﬂ}f negatif

yar1 donmeleri gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

+ _
{Xp+2n} b {Xp+2n+l}

seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.2.2 de kullanilarak

1) Xp+2n+4 < Xp+2n; Xp+2n+6 < Xp+2n+2

11) Xp+2n+1 < Xp+2n+5 5 Xp+2n+7 > Xp+2n+3

elde edilir. Bu bagintilardan ise

X <X ve X <X

p+2n+4 p+2n p+2n+6 p+2n+2
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oldugu kolaylikla gortilebilir. {Xpﬂn}io azalandir ve alttan 1 ile sinirhdir.
Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx ,, =L

nN—o p+2n

olsun. Yine yukaridaki esitsizliklerinden dolay1

111’1’1 Xp+2n+2 = L 4 111’1’1 Xp+2n+4 = L

n— N—o

olur.

Benzer sekilde X ., <Xpanis V€ Xy > Xpi0n,s  sitsizliklerinden  dolayi

{Xp+2n+l}::0 artandir ve istten 1 ile siirhdir, dolayisiyla yakinsaktir.

lim X =M olsun. Yukaridakine benzer ekilde burada da
oo p+2n+1 s
%l_r)l; Xpianis = rlll_)rg Xpian:s = M olacaktir.

Burada

X X + X + X

p+2n+17 p+2n p+2n+3 +X +a

p+2n+l1 p+2n
X, ., +1+a

_ Xp+2 n+3
+2n+4 T
P X

X
+ X

X + X

p+2n+3" p+2n+1 p+2n+37 p+2n p+2n+1" p+2n

hesaplanir ve ifadenin her iki tarafinin limiti alinirsa

~_ MML+M+M+L+a
MM+ML+M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D[2M(L+1)+a]=0
dolayisiyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

X X + X + X + X +a

_ Xp+2n+4
p+2n+5 —
X

p+2n+2 " p+2n+1

+ X

p+2n+4 p+2n+2 p+2n+1

+1+a

X

X + X X

p+2n+4 " p+2n+2 p+2n+4 " p+2n+1 p+2n+2 " p+2n+1

ve iki tarafinin da n sonsuza giderken limiti alinirsa

M = MLL+M+L+L+a
ML+M.L+LL+1+a
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olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da
M =1 bulunur. Gorildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

nN—o0
dir.

Yani X, =F,(X,,X, ,,X, ;) denkleminin denge noktas1 global asimptotik

kararhidir.

33 X, =F(X; X_3> Xn_3) Fark Denkleminin Global Davramislarinin Incelenmesi

Bu kisimda, ae[0,00) ve baslangi¢c kosullar1 X ;,X,,X,,X, €(0,00) olmak tzere, (3.1)

denkleminde j=0, k =3 alindiginda elde edilen

2
— Xn—3Xn
X, +2X

+X, +2X, ;+a
X,; +1+a

(3.6)

n+1
n

dordiincii mertebeden fark denkleminin global davranislar1 incelenmistir. X, ,, = F;(X,,X, ;)

denklemin tek pozitif denge noktast X =1 noktasidir.

Lemma 3.3.1:

(3.6) denkleminin {x, }"  pozitif ¢dziimiiniin 1’¢ esit olmas i¢in gerek ve yeter kosul

(X, =D, —D(x, =D(%, -1)=0 (3.7)
olmasidir.
Ispat:

Keyfi bir N >1 sayisiigin Xy =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

2
Xy Xna T Xy 2%y, +2a _

1
2
Xn_g T2Xy Xy, +1+2a

Xy =

dir. Burada igler dislar ¢arpimi yapilip diizenlenirse (X, —1)(Xy_, —1)> =0 olmas1 gerekir.

Buda -3<n<N-1 i¢in X, #1 ile ¢eligki olusturur.
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(X5 =D(X, =D(Xx, =1)(X, —=1) = 0 olsun. Bu takdirde 4 durum s6z konusudur.
1) X, =1 1ise

2
_ XXy H X h2X A X X +2+a
X, 42X X, +1+a  1+2x,+1+a

1

XX, X H2X,+a xfz+2x_2+1+a_1

oxLH2xx, +l+a XL +2x,+1+a

ve benzer sekilde devam edilirse tlimevarimla n>1 i¢in X, =1 bulunur. Diger terimler i¢in de

benzer sekilde islemler yapilarak
i) X,=1lise n>2 i¢in X, =1,
i) X ,=lise n>3 icin X, =1,
iv)  X,=1lise n>1i¢in X, =1,
elde edilir.

Eger x,,, = Fy;(X,,X,_;) denkleminin higbir baslangi¢ kosulu (3.7) denklemini saglamiyorsa

herhangi bir {Xn}:}3 ¢Ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.
Lemma 3.3.2:

{X.}"_ss %o = Fy3(X,,%, ) denkleminin agikar olmayan pozitif ¢3ziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
1) (Xn+1 _1)(Xn _1) > O
11) (Xn+1 - Xn )(Xn - 1) < 0

i) (X =X, 5)(% 5 =) <0
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Ispat:
i)  (3.6) denkleminden 1 ¢ikartirsak

2 2
« _szmgh+&+2gd+a_1: (X, —D(X, 5 =D
e X2 +2x X, +1+a X2 4 + 2% X

n“*n-3 n“*n-3

+1+a

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paymn isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

n+1

olacaktir. Dolayistyla (X ,, —1)(Xx, —1) > 0 olacaktir.

n+1

i1)  (3.6) denkleminden X, ¢ikartilirsa

x2x-+&+2@4+a_x___o%—DD@40%+D+ﬂ

X . —x =-n=3"n
+1+a X, +2X X ,+1+a

n

U2
Xn—3 + 2Xn Xn—3 n‘“*n-3
2%, 5(X, +)+a
+2X X . +1+a

n-3 n“n-3

elde edilir. —

X ifadesi pozitiftir. Gorildiigi gibi (X, —X,) ile (X, —1)

ters isaretli olmalidir. Dolayistyla (X,,, — X,)(X, —1) <0 olur.

Digeri de (ii) maddesine benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.3.1:
{X.}_ss %o = Fy3(X,, %, ;) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimiidiir.
Ispat:

Lemma 3.3.2(1)’ye bakilarak (3.6) denkleminin sadece pozitif yar1 donmelere veya sadece

negatif yar1 donmelere sahip oldugu kolaylikla goriilebilir. Burada p>0 olmak {izere iki
durum s6z konusudur. (X,,, —1) ile (X, —1) ayni isaretli oldugundan ya ikisi birden pozitif ya

da ikisi birden negatif olacaktir. Yani

>0 x>, X, > X, >, X >1 X, >1, X o>1, X o>1,

p+9>1, Xp+10>1, X . .>1, x . .>1, X . .>1, x_ .,>1, X ,.>1,

>1 2 Xp+l9
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Xpor <1, Xpp <1, X0 <1, Xp <1, Xpo <L, Xpon <1, Xp5 <L, X, <1, X5 <1,
Xpi16 <1, Xpi17 <1, Xpi18 <1, Xpi10 <1, Xp:20 <1,xp+21 <1, X122 <1, Xpi23 <1,...

olur.

Teorem 3.3.2:

X.., = Fi(X,,X, ;) denkleminin X =1 pozitif denge noktas: global asimptotik kararlidir.
Ispat:

Burada ispat i¢in denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global ¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.6) denkleminin

lineerlestirilmisi y,,, =q,Y, +q,Y,, +9,Y,, +0;Y,; belirlenmelidir. ¢, ’ler ise

uUs; +U, +2u, +a

Fu,,u,u,,u,)= denkleminden
Uyt U ) uZ +2u,U, +1+a
q = oF u’ +1 ~ (UgU; +U, +2u, +a).2u,
AU, ul+2uu +l+a (U’ +2u,U, +1+a)’
Gy =2 (X KR R == D2

ou, 4+a (4+a)

oF

:—:O
9=

oF

=—=0
% au,
q = OF _ 2uU;+2  (Uus +U,+2u, +2).(2u, +2u,)
oou,  u”+2uu,+1+a (U,” +2U,U, +1+a)’
6= mxa =,

ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir.
Yot = GoYn T Yt T Yoo + Yo =0y, +0.y,, +0.y, , +0.y, ;=0
bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise

limx =X =1

n
nN—oo
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oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim.

1))

2)

Eger baslangi¢ kosullar1 (3.7) denklemini saghiyorsa, X, =1 dir ve dolayisiyla

limXx, =X =1 saglanir.

n—o

Baslangi¢ kosullar1 (3.7) denklemini saglamiyorsa n > -3 igin bir X, # 1 vardir.

Coziim denge noktasi civarinda salinimsizdir. C6ziim, Lemma 3.3.2(ii1)’den dolay1

(X,,—1)>0 ise X, _, > X, dir. Yani monoton azalandir ve alttan sinirlidir. Dolayisiyla

limit vardir.

limx =L

n—oo

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.6) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

3
L=M elde edilir ve bu denklem c¢ozilirse L=1 bulunur. Yani

3 +1+a

limx, = L=1"dir.

n—o0

(X,, -1 <0 ise X, , <X, dir. Yani monoton artandir ve iistten sinirhidir. Dolayisiyla

limit vardir.

limx, =M

n—oo

olacak sekilde bir M sayis1 vardir. X,,, = F;(X,,X, ;) denkleminin her iki yaninin n

3
sonsuza giderken limiti alimirsa M =w elde edilir ve bu denklem

3M?+1+a

¢Oziiliirse M =1 bulunur. Yani

limx, =M =1"dir.

n—o0

Boylelikle

limx, =X =1

n—owo

oldugu bulunmus olur. Dolayisiyla denge noktasi global asimptotik kararlidir.



43

34 X, =F(X ;X ;X ;) Fark Denkleminin Global Davramslarmm incelenmesi

ae[0,0) ve baslangic kosullar1 X ,,X ,,X ,X, €(0,0) olmak iizere, (3.1) denkleminde

j =k =1 alinarak iiretilen

2
XX t2X X A

n-1""n-3

X2, +2X X +1+a

n—1""n-3

(3.8)

n+l

dordiincii mertebeden fark denkleminin global davranislarini inceleyelim. Bilindigi gibi

X,,; = F,(X,,X,;) denkleminin tek pozitif denge noktas: X =1 noktasidur.

Lemma 3.4.1:

(3.8) denkleminin {Xn }::_3 pozitif ¢éziimiiniin 1’e esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(X5, =D(x, =D =0A(x,-1)(x,-1)=0 (3.9
olmasidir.

Ispat:

Keyfibir N >1 sayisti¢in X, =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

2
_ XuoXna +2Xy_, + Xy, +a _

1
Xp , +2Xy Xy, +1+a

XN
dir. Burada igler diglar garpimi yapilip diizenlenirse (X,_, —1)(X,_, —1)> =0 olmas1 gerekir.
Buda -3<n<N -1 i¢in X, #1 ile ¢eliski olusturur.
(X, =D(x, =) =0A(x, =1)(x, —1) =0 olsun. Bu takdirde 4 durum s6z konusudur.

1) X,;=1AX,=11ise

XX 2% XA X P +2%, +1+a i
X 2+2X X, +1+a X 2+2x,+1+a

1

XX, 2% X, A X 2%, +1+a 1
X, +2%X, +1+a x> +2x,+1+a

2

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse tiimevarimla n>1 i¢in X, =1 bulunur ve agik¢a
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goriildiigi gibi X ; =1 kosulu tek indisli ¢oziimlerin, X , =1 kosulu ise ¢ift indisli ¢6zlimlerin

asikar ¢0zlim olmasini saglamaktadir. Diger terimler i¢in de benzer sekilde islemler yapilarak
i) X,=lAXx,=1l1se n=1i¢in X, =1,

i) X,=l1AX,=1lise n=1i¢in X, =1,

iv) X,=1AX,=1ise n>1 i¢in X, =1

oldugu gosterilebilir.

Eger X,,, = F,(X,;,X, ;) denkleminin hi¢bir baslangi¢ kosulu (3.9) denklemini saglamiyorsa

herhangi bir {Xn}:=,3 ¢Ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.
Lemma 3.4.2:

{Xn}::_3 , Xo = F1 (X, X,_;) denkleminin asikar olmayan pozitif ¢oziimii olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
) (X, -DX_,;-D>0
i) (X, =X )X, ,-D<0
i) (X, =X, )X, ,—-1)<0
Ispat:

1) (3.8) denkleminden 1 ¢ikartarak

X X L +2X +X _,+a e (X, =1’ (x,_, -1

—1 = n
2
X,  +2X.X, 5 +1+a XoXn_p + X X3 T X, X, 5 +1+a

n

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paym isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

olacaktir. Dolayisiyla (X,,, —1)(X,_; —1) > 0 olacaktir.

i1)  (3.8) denkleminden X, ¢ikartilirsa

Xo X3 T2X + X 5 +a (X =D[(x, + X)X, +1)+a]

—X = n X =—
X,; +1+a

X
T X P 42x x L +l+a X2 +2X

n n
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(X, +X, )X, +1)+a
X2+2X X ,+1+a

n“n-3

elde edilir. Burada ifadesi pozitiftir. Gortildiigi gibi  (x,,, —X,) ile
(x, —1) ters isaretlidir. Dolayistyla (X,,, —X,)(X, —1) <0 olur.

Digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.4.1:

(X%} s Xuu=F, (%, 1,X, ;) denkleminin kesin salimmli bir ¢dziimii olsun. Bu takdirde
¢oziimiin pozitif ve negatif yarnn doénmeleri ,...,17,37,17,37,17,37,1",37,..., veya
L3130, 10,351,300, veya e 2,27,27,27,27,27,27,27, . veya

L1111, 11,17, 10, .. seklindedir.
Ispat:

(3.8) denkleminin kesin salinimli olmasi i¢in p >0 olmak {izere 4 durum s6z konusudur.

) X, >1, X, <L, x,, >1, X, >1
i1) xp73>1,xp72<l,xp71>l,xp<l
) x>, X, <1, X, <1, x,>1
v) xp73>1,xp72<l,xp71<l,xp<l

goriildigi gibi pozitif veya negatif yari donmelerin sayist en fazla 3 olabilir. Lemma

3.4.2(1)’y1 kullanarak sirasiyla her durum i¢in belirleyelim.

) X, >1, X, <1, x,>1, x,>1, X, >1, X, <1, X, >1, X, ,>1, X, s>1,
Xpso <1y Xpur 1, Xoo >1, Xo o >1, X0 <1y X0, >1, X0 > 1, X0 > 1, X, <1,
Xpos > 1o X6 > 1, X0 > 1, Xo e <1, X0 > 1, X000 >1, X0 > 1,00

Cozimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri gorildigia gibi ...,3%,17,37,17,37,17,3",1°,...

kuralini izlemektedir.

i) x
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Xpors > 1o Xpoe <1s Xpuy > 1, Xoe <Ly Xp > 1, X000 <1,X5, > 1,

olarak hesaplanir. Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin  kuralimin ise

11,1, 10,17,17,17, 1, L. oldugu goriiliir.

Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.4.2:

X,.; = F,(X,_;,X,_;) denkleminin pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.
Ispat:

Burada ispat i¢cin denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global c¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin X =1 denge noktasi civarinda (3.8) denkleminin

lineerlestirilmisi y,,, =0,Y, +4,Y,, + %, Y, , + Y, ; seklindedir. ¢, ’ler ise

2
U,"U; +2U, +u; +a

Fu,u,u,,u,)= denkleminden
(U, U, ) u,” +2u,u, +1+a
q = OF _ 2uu;+2  (u'u; +2u, +U, +a)(2u, +2u,)
° du, u’+2uu,+l+a (U,? +2u,U, +1+a)’
6= ®xx g = AL,
ou, 4+a (4+a)
oF
=—=O
5
oF
:—:O
% = o
q = oF u,” +1 ~ (uy’uy +2u, +u, +a).2u,
oau, ul+2uu,+l+a (U 42U, +1+a)’
oF _ _ _ _ 2 4+a)2
q3=_(X9X9X5X)= _( )2 =
ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir.
Yo = QoY TAYny T Yoo T Yns = O'yn + O'yn—] + O'yn—z + O'yn—3 =0

bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise
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limx, =X=1

nN—o0
oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim.

1) Eger baslangi¢ kosullari (3.9) denklemini sagliyorsa, X, =1 dir ve dolayisiyla

limX, =X =1 saglanr.

nN—o0

2) Baslangi¢ kosullar1 (3.9) denklemini saglamiyorsa n > -3 i¢in bir X, #1 vardur.

a) Eger ¢0ziim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.4.2°den dolay1
monoton artan veya azalandir ve ayn1 zamanda sinirhidir. Dolayisiyla limiti

vardir. Yani

limx =L

n—o

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.8) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

3
L= w elde edilir ve bu denklem ¢oziiliirse L =1 bulunur. Yani
3L +1+a
limXx, = L =1"dir.

n—ow

b) Eger ¢6ziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
.,35,17,37,1,3°,17,3°,1,... veya ...,1",37,1",37,1",37,1", 37,... veya
27,27,27,27,27,27,27,27, ... veya ..., 17,1, 1,1, 17,1, 17,1,
seklindedir.

Oncelikle pozitif ve negatif yar1 donmelerin ,...,3%,17,3",17,3%,17,3",1",..., kural

ile olustugunu kabul edelim. {Xp,xp+1,xp+2}+ pozitif yar1 doénmeleri, {XM}

negatif yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+4n ’ Xp+4n+1 H Xp+4n+2 } H {Xp+4n+3 }_
seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.4.2 de kullanilarak

1) Xp+4n+2 < Xp+4n+1 < Xp+4n 5

i) X <X X > X

p+4n+3 p+4n+2 > “p+4n+4 p+4n+3
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) X <Xpians X <X

p+4n+4 p+4n+3 p+4n+7

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {XP+4”}:O azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.
Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.
=L

hm 0 X, 4n

olsun. Yine X, ..., <X, 404 < X,,4n esitsizliginden dolay1

l1m N X 4n1 = L, hm N X 4ne0 = L

olur.

Benzer sekilde X, .5 <X, 4., esitsizliginden dolay1 {Xp+4n+3}::0 artandir ve

iistten 1 ile sinirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. hm X =M olsun. Yukaridakine

p+4n+3

benzer sekilde burada da l1m X =M olacaktir.

s p+4n+7

Burada X, ,,., hesaplanirsa
X2 X 42X +X , +a
X _ 'p+4n+37 p+4n p+4n+3 p+4n
p+4n+4 2
Xp+4n+3 + 2Xp+4n+3xp+4n + 1 +a

ve limiti alinirsa

_M’L+2M+L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D[2M(L+1)+a]=0

bulunur. Hem L hem de M pozitif sayilar oldugundan yukaridaki esitligin sifir

olabilmesi i¢in L =1 olmalidir. Benzer sekilde M ’yi belirlemek igin

2
_ Xp+4n+6
p+4n+7 2
Xp+4n+6

X +2X + X +a

p+4n+3
+2X

p+4n++

X

p+4n+3
+1+a

p+4n+6 " p+4n+3

ve limiti alinirsa
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M — M.L>+2L+M +a
L+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—o
dir.
Simdi de ¢Oziimiin pozitif  ve negatif  yar donmelerinin

~L17,37,17,37,17,37,17, 37,... kuralim sagladigini kabul edelim.

+ .o . e . - . .. . .. M
{Xp} pozitif yar1 déonmeyi, {XpH,XM,XM} negatif yar1 donmeleri gostersin.

Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

+ _
{Xp+4n} s {Xp+4n+l > Xp+4n+2’ Xp+4n+3}

seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.4.2 de kullanilarak

1) Xp+4n+1 < Xp+4n+2 < Xp+4n+3;
11) Xp+4n+3 < Xp+4n+4; Xp+4n > Xp+4n+1
111) Xp+4n+4 < Xp+4n; Xp+4n+l < Xp+4n+5

elde edilir. Bu bagintilardan dolay1 {Xp+4n}m , azalandir ve alttan 1 ile simrhidir.

n=

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

=L

lim X
nN—o0 pran

olsun. Yine X, .., <X, esitsizliginden dolay1

hm Xp+4n+4 = L
n—o0

olur.
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artandir

< Xpans3 Csitsizliginden dolayi {XP+4H+1}n=o

Benzer sekilde X, 4., <X, 400

ve istten 1 ile smrhdir, dolayisiyla yakinsaktir. limX =M olsun.

P p+4n+1

Yukaridakine benzer sekilde burada da

lim Xp+4n+2 =lim Xp+4n+3 =M
n—oo n—w

olacaktir.

Burada X, ,,., hesaplanirsa

2

_ Xp+4n+3xp+4n +2Xp+4n+3

p+4n+4 2
Xp+4n+3 + 2X X

+X +a

p+4n
+1+a

X

p+4n+3 " p+4n

ve her iki tarafinin limiti alinirsa

_M’L+2M+L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

2
__Xm4m4x
p+4n+5 2

Xp+4n+4

+2X + X +a

p+4n+1
+2X

p+4n+4
X

p+4n+1
+1+a

X

p+4n+4 " p+4n+l

ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

M — M.L*+2L+M +a
>’+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—o

dir.
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Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ...,27,27,27,27,27,27,27,27,...
kuralinm saglasin. {Xp, Xp+1}+ ile pozitif, {Xp+2, Xp+3}_ ile de negatif yar1 donmeleri
temsil etsin. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler

+ . . . . - . . . .
{Xp+4n, Xp+4n+l} ile, negatif yar1 donmeler ise {Xp+4n+2, Xp+4n+3} ile temsil edilsin.

Buna gore Lemma 3.4.2°den dolay1

1) X <X <X X <X <X

p+4n+2 p+4n+l p+4n > “p+dn+2 p+4n+3 p+4n+4 >

11) Xp+4n+4 < Xp+4n; Xp+4n+5 < Xp+4n+1 < Xp+4n

i) X <X X <X

p+4n+2 p+4n+6° p+4n+3 p+4n+7

elde edilir. Bu bagmtilardan dolayi {Xp+4n}w , azalandir ve alttan 1 ile sirhdir.

n=

Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

lim X =L

oo p+4n

olsun. Yine X, ,..5s <Xy,4n. < X,,4q €sitsizliginden dolay1

}122 Xp+4n+l = %ljl:i Xp+4n+4 = L ’
olur.

. . . ew e ©
Benzer sekilde Xopsansz < Xpranss < Xpians7 esitsizliginden dolay1 {Xp+4n+2}n:0

artandir ve Ustten 1 ile smirhdir, dolayisiyla yakinsaktir. lim X =M olsun.

Nesoo p+4n+2

Yukaridakine benzer sekilde burada da

hm Xp+4n+3 = hm Xp+4n+7 = M
n—w n—w

olacaktir.

Burada x hesaplanirsa

p+4n+4

2
_.Xm4msx
p+4n+4 — 2

Xp+4n+3

+2X + X +a

p+4n
+2X

p+4n+3
X

p+4n

X

+1+a

p+4n+3 " p+4n
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elde edilir ve x , Un her iki tarafinin limiti alinirsa

p+4n+

_M’L+2M +L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D[2M(L+1)+a]=0

dolayisiyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek icin

2

_ Xp+4n+5xp+4n+2 + 2X

p+4n+6 2
Xp+4n+5 + 2Xp+4n+5Xp+4n+2 + 1 +a

+ X +a

p+4n+5 p+4n+2

X

esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

M = M.L>+2L+M +a
L>+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da
M =1 bulunur. Goriildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

dir.

Ve son olarak da ...,17,17,1",1,1°,17,1",1",... kuralim saglandigimi kabul edelim.
{Xp}+ ile pozitif, {Xp+l}_ ile de negatif yar1 déonmeyi temsil edelim. Periyodik
olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler {Xp+2n}+ ile, negatif yar1 donmeler

ise {Xpmﬂ}f ile temsil edelim. Buna gére Lemma 3.4.2’den dolay1

1) Xp+2n+1 < Xp+2n 5 Xp+2n+1 < Xp+2n+2
11) Xp+2n+3 < Xp+2n+2 ) Xp+2n+3 < Xp+2n+4
111) Xp+2n+4 < Xp+2n ) Xp+2n+1 < Xp+2n+5

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xpm}m , azalandir ve alttan 1 ile simrhidir.

n=
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Dolayistyla limiti vardir ve sonludur. limx__, =L olsun.
n—o0

p+2n

Benzer sekilde {Xp+2n+1}:_0 artandir ve dUstten 1 ile sinirhdir, dolayisiyla

yakinsaktir. lim X =M olsun.

0

p+2n+1

Burada X hesaplanirsa

p+2n+4

2

_ Xp+2n+3xp+2n +2Xp+2n+3

p+2n+4 2
Xp+2n+3 +2X X

+X +a

p+2n

X

+1+a

p+2n+37 p+2n

ve her iki tarafinin limiti alinirsa

_M’L+2M +L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

2
__Xm2m4x
p+2n+5 2

Xp+2n+4

+2X + X +a

p+2n+1
+2X

p+2n+4
X

p+2n+1
+1+a

X

p+2n+4 " p+2n+1

ve her iki tarafinin limiti alinirsa

M — M.L*+2L+M +a
>’+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—o

dir. Boylelikle

limx, =X=1
n—o

oldugu bulunur. Dolayisiyla denge noktas1 global asimptotik kararlidir.
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35 X, =F(X ;X 3;X, ;) Fark Denkleminin Global Davramslarimmn incelenmesi

Simdi de ae[0,0) ve baslangic kosullar1 X ,,X,,X ,X, €(0,00) olmak iizere ve (3.1)

denkleminde j=1, k =3 alinarak olusturulan

2
« - X, X 3 +2X ;+X , +a 510)
X X L+ X +1+a '

n-1"*n-3

dordiincli mertebeden fark denklemi ele alinsin, bu denklem kisaca X ., =F;(X,,X, ;) ile

gosterilecektir. Bu denklemin de tek pozitif denge noktasi X =1 noktasidir ve bu nokta

civarindaki global 6zellikleri irdelenecektir.

Lemma 3.5.1:

X, = F3(X,_;,X,;) denkleminin {Xn}:;3 pozitif ¢oziimiiniin 1’e esit olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul

(X5 =DX,=D=0A(X,=-D(X-D=0 (3.11)
olmasidir.

Ispat:

Keyfibir N 21 sayistigin X, =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

X o Xn g+ 2%y 4+ Xy o +2

1
2
Xy_g T2Xy_,Xy_q t1+2

Xy =

dir. Bu denklemde igler dislar garpimi yapilirsa (X,_, —1)(X,_, —1)° =0 olmasi gerekir. Bu da

-3<n<N-1i¢in x, #1 ile geliski olusturur.
(X, =D(x, =D =0 A (X, =1)(X, —1) =0 olsun. Bu takdirde 4 durum s6z konusudur.

1) X,=1ve x,=11ise

X X +2X,+X,+a 2x,+2+a
X1 = 3 = =1
2X X, +X5+1+a  2x,+2+a
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2
_XXG 22X, X A 2%, +2+a 1
2X, X, +X5, +1+a  2x,+2+a

Xy
elde edilir ve benzer sekilde devam edilirse tiim n>1 i¢in X, =1 elde edilir.
i) Xx,=1ve X, =11ise

X X5, +2X,+X,+a 2X, +2+a
X1 = 3 = =1
2X X5+ X5 +1+a 2x,+2+a

2 2
« = X X5 +2X, + X, +a X5, +2x, +1+a

= =1
2 2 2
2X, X, +X,+1+a  2x,+Xx5, +1+a

elde edilir. Diger degerler i¢in yapildiginda tiim n>1 i¢in X, =1 oldugu agiktir.
i) X,=lveXx,=1ise n>1i¢in X, =1

iv)  X,=1ve x,=1ise n>1igin X, =1
elde edilir.

(111) ve (iv) maddelerin ispatlar1 yukaridakilere benzer sekilde yapilabilir.

Eger (3.10) denkleminin higbir baslangi¢ kosulu (3.11) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{Xn }:?3 ¢ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.
Lemma 3.5.2:

(X} s %y =F3(X,, %, ;) denkleminin agikar olmayan pozitif ¢oziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
1) (Xn+1 - 1)(Xn—l - 1) >0
i) G =X )%, —D <0

i) (X, =X 3) (%5 —1) <0
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Ispat:
i)  (3.10) denkleminden 1 ¢ikartirsak

e X X +2X ,+X _ +a o (X _,—=1*(x,_, =1

2 - 2
2X, X, ;X s +1+a 2X, X, 5, + X s +1+a

n—-1"n-3

n+1

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paymn isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

n+1

olacaktir. Dolayistyla (X.,, —1)(X, , —1) >0 olacaktur.

i1)  (3.10) denkleminden X, cikartilirsa

XoXas 2% 3 X%, +& (X,, —D[2x, (%, ,+1)+a]

—x | =013 = - X, =— .
2X, X5+ X s +1+a

2 n—
2Xn—lxn—3 + Xn—3 + 1 +a n—-1"n-3

[2X, (X, +D)+a]
2X, X+ X +1+a

n-1"*n-3

elde edilir. ifadesi pozitiftir. Goriildigi gibi (X, —X,,) ile

(X,_; —1) ters isaretlidir. Dolayisiyla (X,,, — X, )(X,_, —1) <0 olur.

Digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.5.1:

(X} s X1 =F3(%,,X,5) denkleminin kesin salmmli bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde

¢ozlimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ...,17,17,17,17,17,17,1",1",... seklindedir.
Ispat:
(3.10) denkleminin kesin salinimli olmasi i¢in p >0 olmak tizere 2 durum s6z konusudur.

) X,,>1, %, >1, x, <1

11) xp72>1,xp71<1,xp>1

goriildiigii gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayisi en fazla 2 olabilir. Lemma 3.6.2(i)

kullanilarak sirastyla her durum i¢in belirleyelim.

) X, >1 X, >1, X, <L, X, >1, X, <L, X ,>1, X, <1, X, s>1, X, <1

X ->1, X .<1, X .>1, x..<1l, X ..>1, x .<I1, X_ .>1, X ., <l

p+7 p+8 p+9 p+10 p+11 p+12 p+13
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>1, x ... <1

X «>1, X .. <1, X >1, X . <1, X 0420

p+15 p+16 p+17 p+18 p+19

olarak hesaplanir. Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin  kuralimin ise

L1110, 10,10, oldugu goriiliir.

Diger madde incelendiginde de pozitif ve negatif yar1 donmeleri yukaridaki gibi
L1110, 17,10,17, 1, .. kuralini saglar.

Teorem 3.5.2:

X, = F5(X,_;»X,_3) denkleminin pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

Ispat:

Burada ispat i¢in denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global c¢ekici

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.10) denkleminin

lineerlestirilmist y,,, =0,Y, +0,Y, + 9, Y., + 0¥, ; seklindedir. g ’ler ise

uus +u +2u, +a

5 denkleminden
2uu, +u; +1+a

F(U,,u,,U,,u;) =

oF
:—:0
%=
_oF _ us +1 ~(Uu; +u, +2u, +a).2u,
'ou, 2uu,+ul+l+a (Quu, +ul +1+a)
T s
oy, 4+a (4+a)
F
ou,
q = OF _ 2uu+2  (uug +u +2u, +a)(2u, +2u,)
P oou, 2uu,+ul+l+a (2u,u, +u? +1+a)
q3=a—F(7,7,7,7)= : _(4+a).24=0
ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir.

Yo =QoYn TA Y Yo QY05 = O'yn + O'yn—l + O-ynfz + O'yn—3 =0



58

bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise global ¢ekici oldugunu yani

limx, =X=1

nN—o0
oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim:

1) Eger baslangi¢ kosullar1 (3.11) denklemini sagliyorsa, X, =1’dir ve dolayisiyla
limX, =X =1 saglanir.

n—o

2) Baslangi¢ kosullar1 (3.11) denklemini saglamiyorsa n > -3 icin bir X, #1 vardir.

a) Eger ¢6zlim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.5.2’den dolay1
monoton ve siirlidir. Dolayisiyla limit vardir.

limx, =L

nN—o0

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.10) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

L’ +3L+a

L =————— elde edilir ve bu denklem ¢oziiliirse L =1 bulunur. Yani
3L +1+a

limx, =L =1"dir.

nN—o0

b) Eger ¢6ziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri

L1, 1, ,10, 10, .. seklindedir.

Cozimiin pozitif ve negatif yart doénmelerinin ..., 17,17,17,17,17,1,1°,17,...
kuralim1 saglandigim1 kabul edelim. {Xp}+ ile pozitif, {Xp+1}_ ile de negatif yari
donmeler temsil edilsin. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler

{Xpm}+ ile, negatif yar1 donmeler ise {XMM}_ ile temsil edilebilir. Buna gore

Lemma 3.5.2°den dolay1

1) Xp+2n+2 < Xp+2n ; Xp+2n+4 < Xp+2n+2

i) X > X X <X

p+2n+3 p+2n+1 2 p+2n+3 p+2n+5

111) Xp+2n+4 < Xp+2n ) Xp+2n+1 < Xp+2n+5

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {Xpﬂn}w . azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

n=
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Dolayistyla limiti vardir ve sonludur. limx__, =L olsun.
n—

p p+2n

Benzer sekilde {Xp+2n+1}:_0 artandir ve dUstten 1 ile sinirhdir, dolayisiyla

yakinsaktir. lim X =M olsun.

0

p+2n+1

Burada X hesaplanirsa

p+2n+4

2

_ Xp+2nxp+2n+2 + 2Xp+2n + Xp+2n+2

p+2n+4 2
Xoion T 2X) 0000 X0 1+

+a

X
p+2n

ve limiti alinirsa

L’+3L+a

L:2
3L°+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=D[2L(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

2
_ Xp+2n+1X
p+2n+5 2

Xp+2n+1

+2X + X +a

p+2n+3
+2X

p+2n+1
X

p+2n+3
+1+a

X

p+2n+3 7 p+2n+1

ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

M?+3M +a
M=——r—r
3M“+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigii gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—o

dir. Boylelikle

limx, =X=1
n—o

oldugu bulunmus olur. Dolayisiyla denge noktas1 global asimptotik kararlidir.
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3.6 X, =F(X _,;X ,;X ;) Fark Denkleminin Global Davramslarinin incelenmesi

ae[0,0) ve baslangi¢ kosullart X ,,X,,X ,X, €(0,0) olmak lizere, j=Kk =2 yazlarak

elde edilen

2
XXt 2X, , +X, 5 +a

X2, +2X X +1+a

n+l

(3.12)

dordiincii mertebeden fark denklemini inceleyelim. X ,, =F,(X,,,X,;) denkleminin tek

pozitif denge noktas1 X =1 noktasidir.

Lemma 3.6.1:

X.., = F» (X, ,,X, 3) denkleminin {Xn}:;3 pozitif ¢dziimiiniin 1’e esit olmasi icin gerek ve
yeter kosul

(X5 =D(X, =D(x, =D(X, =) =0 (3.13)
olmasidir.

Ispat:

Keyfibir N 21 sayistigin X, =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

2
Xn_3Xn_g T2Xy_3 +Xy_4 +@ _

1
2
Xy_3 T 2Xy 35Xy, T1+2a

Xy =
dir. Bu denklemde igler dislar ¢arpimi yapilip diizenlenirse (X, , —1)(Xy ;—1)> =0 olmasi
gerekir. Buda -3<n<N -1 icin X, #1 ile ¢eliski olusturur.
(X, =D(x, =1)(x_, =1)(X, —1) =0 olsun. Bu takdirde 4 durum s6z konusudur.

1) X, =1 ise

CXL,IXGH2X, A XA X, +2X, +1+a 1
X0+ 2X X +1+a X, +2x,+1+a

1
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2
« = XX, +2X ,+X,+a
X 2 +2X X, +1+a

2

XX 2%, X, +a
X0 +2%,X, +1+a

3

XX +2X X A 2%, +2+a
X*+2%X +1+a  2x,+2+a

4

Benzer sekilde devam edilirse tlimevarimla n>8 i¢in X, =1 bulunur. Diger terimler i¢in de

benzer sekilde islemler yapilarak

i) X,=11ise n>8 i¢in X, =1,
i) Xx,=lise n>5i¢in X, =1,
iv) X,=lise n=6 i¢in X, =1,
elde edilir.

Eger (3.12) denkleminin hi¢bir baslangi¢ kosulu (3.13) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{X,}._, ¢Oziimii igin X, #1°dir. Yani agikar olmayan ¢dziimii vardr,

Lemma 3.6.2:

{Xn}::_3 s Xon = F (X5, X, ;) denkleminin asikar olmayan pozitif ¢dziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
) (X, -DX_,;-D>0
i) (X, =X, ,-1D<0
i) (X, =X, )X, ,-1)<0
Ispat:

1) (3.12) denkleminden 1 ¢ikartirsak

—1= X§—2Xn—3 +2X,, T X +a —1= Xpea _I)Z(Xn% -1

2 2
X, , +2X ,X ,+1+a X, , +2X, ,X, ;+1+a
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elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paymn isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

olacaktir. Dolayisiyla (X,,, —1)(X,_; —1) > 0 olacaktir.

ii)  (3.12) denkleminden X, , cikartilirsa

2
X = o Xns T 2X, ., + X3 +a Y = (Xn—z _1)[(Xn—2 + X3 )(Xn—z +1)+a]
X2, +2X X +1+a

X2, +2X L%  +1+a n2

(Xn—z + Xn—3 )(Xn—Z + 1) +a
2
X, +2X X ,+1+a

elde edilir. ifadesi pozitiftir. Gorildigi gibi (X, —X,,) ile

(X,_, —1) ters isaretlidir. Dolayisiyla (X, ,, — X, ,)(X, , —1) <0 olur.

Digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.6.1:

{Xn}:?z‘, X, = F,, (X, ,,X, ;) denkleminin kesin salimmli bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde
¢oziimiin pozitif ve negatif yarnn doénmeleri ,...,17,37,17,37,17,37,1",37,..., veya
35,10,35,17,37,1,30, 1, . veya 2,27,27,27,27,27,27,27, .. veya

L1, 1,1, 1,17, 10, .. seklindedir.

Ispat:

(3.12) denkleminin kesin salinimli olmast i¢in p >0 olmak iizere 4 durum s6z konusudur.
L <1, X, >1,x,>1

o<1, X1 >1, xp<1

o<1, x,, <1, x,>1

v) Xp3>1, X, <1, x,, <1, X, <1

p-3 p-2

goriildiigii gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayisi en fazla 3 olabilir. Lemma 3.6.2(i)

kullanilarak sirastyla her durum i¢in belirleyelim.

L <l X, >, x, >1, X, >1, X,

>1, Xpo>1, X0 <1, X, >1, X
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X .>1, X >1, X . <1, X ,>1,X >1, X >1

p+16 p+17 p+18 p+19 p+20 p+21 ER

Cozimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri gorildigia gibi ...,3%,17,37,17,37,17,3",1°,...

kuralini izlemektedir.

) X, 5 >0, X, <1, X, >1, X, <1, X, >1, X, <1, X, s >1, X, ., <1, X, s >1, X, <1,
Xpi7 >1, X <y Xpo>1, X0 <1, Xo>1,0 X, <1, X5 >1, X, <1, X5 >1,
Xpie <o Xpu7 > 1, Xoe <Ly Xo > 1, Xp 00 <1, X000 > 1, X0, <1, X 00> 1,00

olarak hesaplanir. Cozlimiin pozitif ve negatif yari donmelerinin  kuralinin ise

oL 17,10,15,17,17,17,17,17,..... oldugu goriilir.

Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.6.2:

X, = Fn (X, 5, X, ;) denkleminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidur.
Ispat:

Burada ispat i¢in denge noktasinin hem yerel asimptotik kararli hem de global c¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.11) denkleminin

lineerlestirilmist y,,, =0,Y, +0,Y, + 9, Y., + 0¥, ; seklindedir. g ’ler ise

u,’u, +2u, +U; +a

F(u,,u,,u,,u,)= denkleminden
(Ug> Uy, U, Us) u,> +2u,U, +1+a
oF
:_:0
%=
oF
=_:0
& au,
6, = oF _ 2uu,+2  (uuy +2u, +u, +a)(2u, +2u,)
U, u’+2uU,+1+a (U,” +2u,U, +1+a)’
0= F rxano_t Grad_g

ou, ’ 4+a (4+a)
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q = oF ul +1 ~ (u3uy +2u, +u, +@).2u,
oou, ul+2uu,+l+a (UR+2u,u, +1+a)
oF _ _ _ _ 2 4+a)2
q3=_(X9X9X7X)= _( )2 =
ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir.

Yoo =QoYn TA Yo T Yo TAY0s = O'yn + O'yn—] + O'yn—z + O'yn—3 =0

bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise

limx, =X=1

nN—oo
oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim.

1) Eger baslangi¢ kosullar1 (3.13) denklemini sagliyorsa, X, =1’dir ve dolayisiyla
limx, =X =1 saglanir.

2) Baslangi¢ kosullar1 (3.13) denklemini saglamiyorsa n > -3 icin bir X, #1 vardir.

a) Eger ¢ozliim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.6.2°den dolay1
monoton ve siirlidir. Dolayisiyla limit vardir ve

limx, =L

nN—oo

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.12) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

L+3L+a

L =————— elde edilir ve bu denklem ¢oziiliirse L =1 bulunur. Yani
3L +1+a

limx, =L =1"dir.

b) Eger ¢oziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
30,1030, 1,301,351, .. veya .., 17,37,17,37,17,37,17, 37, veya

e, 27,27,27,27,27.27,27. 27, veya L., 1L 1T T LT T

seklindedir.

Oncelikle pozitif ve negatif yar1 dénmelerin ,...,3%,17,3%,17,3%,17,3%,1",..., kurah

ile olustugunu kabul edelim. {xp,xp+1,xp+2}+ pozitif yar1 doénmeleri, {XM}

negatif yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in
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{Xp+4n b Xp+4n+1 s Xp+4n+2 } s {Xp+4n+3 }7
seklinde olacaktir. Buna gére Lemma 3.6.2 de kullanilarak

) X <X X <X X <X

p+4n+3 p+4n > “p+4n+4 p+4n > “‘p+4n+5 p+4n+1

11) Xp+4n+3 < Xp+4n ) Xp+4n+3 < Xp+4n+7

elde edilir. Bu bagintilardan dolay1 {Xp+4n}m , azalandir ve alttan 1 ile simrhidir.

n=

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx_,, =L
oo p+4n

olsun. Burada

111'1’1 Xp+4n+1 = L’ 111’1’1 Xp+4n+2 = L
n—ow n—w

olur.

Benzer sekilde X, .5 <X, 4., esitsizliginden dolay: {X artandir ve

}CXJ
p+4n+3 n=0

ustten 1 ile sinirhdir, dolayisiyla yakmsaktir. limx,,,,.; =M olsun. Yukaridakine
n—

00

benzer sekilde burada da lim X

—>00

=M olacaktir.

p+4n+7

Burada X, ,,., hesaplanirsa
X2, X, +2X +X ., +a
X _ T'p+4n+1Tp+4n p+4n+1 p+4n
p+4n+4 2
Xp+4n+1 + 2Xp+4n+lxp+4n + 1 +a

ve esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

_L+3L+a
2% +1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2L(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in



66

2
_ Xp+4n+4x
p+4n+7 — 2

Xp+4n+4

+2X + X +a

p+4n+3
+2X

p+4n+4
X

p+4n+3
+1+a

X

p+4n+4 " p+4n+3

olusturulur ve limiti alinirsa

M — M.L*+2L+M +a
>’+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve hem L hem

de M pozitif sayilar oldugundan yukaridaki esitligin sifir olabilmesi i¢in M =1
olmalidir. Gortldiigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

n—w
dir.
Cozliimiin diger pozitif ve negatif yar1 donmeleri de incelendiginde

limx, =1

oldugu kolaylikla gortiliir. Boylelikle

limx, =X =1

oldugu bulunmus olur.

Coziimiin pozitif ve negatif yart donmelerinin ...,17,37,17,37,17,37,1", 37,...

kuralini sagladigini kabul edelim.

+ .o, . e . - . .. . .. .
{Xp} pozitif yar1 déonmeyi, {XpH,XM,XM} negatif yar1 donmeleri gdstersin.

Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+4n} s {Xp+4n+l > Xp+4n+2 > Xp+4n+3 }_
seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.6.2 de kullanilarak

i) X <X X <X X <X

p+4n+1 p+4n+4 > p+4n+2 p+4n+5°> “p+4n+2 p+4n+6

<X <X

11) Xp+4n+3 p+4n+6 5 Xp+4n+3 p+4n+6
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i) X <Xyans X

p+4n > <X

p+4n+4 p+4n+1 p+4n+5

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {XP+4”}:O azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

hrnX =L

p+4n

olsun. Yine X,.,.., <X,.4, esitsizliginden dolay1

hmx =L,

p+4n+4

olur.

Benzer sekilde (i) ve (ii) esitsizliklerinden dolay1 {Xp+4n+1}::0 artandir ve tstten 1
ile siirhdir, dolayisiyla yakinsaktir. hm 0 X 4nt = M olsun. Yukaridakine benzer

sekilde burada da

lim X M

p+4n+2
n—oo

11_1;1’1 Xp+4n+3

olacaktir.

Burada X, ,,., hesaplanirsa

2
p+4n+1 p+4n

x> +2X

X +2X + X +a

p+4n+4

p+4n+1
X

p+4n
+1+a

p+4n+1 p+4n+1" p+4n

ve limiti alinirsa

_M’L+2M +L+a
M?>+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=-D[2M(L+1)+a]=0

dolayisiyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek icin

2
_ Xp+4n+2
p+4n+5 — X2
p+4n+2

X +2X + X +a

p+4n+1

+2X

p+4n+2
X

p+4n+1

+1+a

p+4n+2 " p+4n+l



68

ifadesinin limiti alinirsa

M?+3M +a
M=—— ™
M~ +1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

dir.
Cozimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ...,27,27,27,27,27,27,27,27,...

kuralini saglasin. {Xp, Xpﬂ}+ pozitif, {XM, Xp+3}7 de negatif yar1 donmeleri temsil

etsin. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler {Xp+4n, Xp+4n+l}+ ile,

negatif yar1 donmeler ise {Xp+4n+2, Xp+4n+3}_ ile temsil edilebilir. Buna gore Lemma

3.6.2’den dolay1

<X <X <X

1) Xp+4n+4 p+4n ’ Xp+4n+4 p+4n+l1 9 Xp+4n+l p+4n+5 9

11) Xp+4n+2 < Xp+4n+5; Xp+4n+2 < Xp+4n+6

i) X <X <X

p+4n+3 p+4n+6 > Xp+4n+3 p+4n+7

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {Xpﬂn}::o azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.
Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

limx ,, =L

oo p+4n

olsun. Yine (i) esitsizliklerinden dolay1

lim Xp+4n+1 =lim Xp+4n+4 =L >
nN—o n—oo
olur.

Benzer sekilde (ii) ve (iii) esitsizliklerinden dolay: {Xp+4n+2}?_0 artandir ve Ustten 1

ile smirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. lim X =M olsun. Yukaridakine benzer
n—

i p+4n+2
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sekilde burada da

%l_rg Xpranss = 11_133 Xprans7 = M

olacaktir.

Burada x ifadesi hesaplanip, limiti alinirsa

p+4n+4

2

X _ Xp+4n+1Xp+4n + 2Xp+4n+1 + Xp+4n +a
p+4n+4 2
Xp+4n+1 + 2Xp+4n+lxp+4n + 1 +a
Ve
L_Jf+3L+a
3L +1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=D[2L(L+1)+a]=0

dolayisiyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirleyebilmek i¢in

2
_ Xp+4n+3 X
p+4n+6 2

Xp+4n+3

+2X + X +a

p+4n+2 p+4n+3 p+4n+2
+2X X +1+a

X

p+4n+3 " p+4n+2
esitliginin limiti alinirsa

M?+3M +a
M=—r—"—""2
3IM“+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigi gibi bu salinim kurali iginde M =L =1 ve

limx, =1

dir.
Son olarak da ...,17,1,1",1,1",1",17,1,... kuralm saglandigim kabul edelim.
{Xp}+ ile pozitif, {Xpﬂ}f ile de negatif yar1 donmeyi temsil edilsin. Periyodik

olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler {Xp+2n}+ ile, negatif yar1 donmeler
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ise {szn“}f ile gosterilsin. Buna goére Lemma 3.6.2°den dolay1

1) X <X X <X

p+2n+4 p+2n > p+2n+6 p+2n+2

11) Xp+2n+1 < Xp+2n+5 5 Xp+2n+3 < Xp+2n+7

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xpﬂn}::o azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx_, =L
n—w p+2n

olsun.

Benzer sekilde {Xp+2n+1}:—o artandir ve {Ustten 1 ile sinirhdir, dolayisiyla

=M olsun.

yakinsaktir. El_r)n Xpians1

0

Burada X,.,,,, hesaplanir, ve limiti alinirsa
X2 o X0 +2X + X, T2
X _ 7'p+2n+17p+2n p+2n+l p+2n
p+2n+4 2
Xp+2n+1 + 2Xp+2n+1xp+2n + 1 +a
ve

_M’L+2M+L+a
M?+2M.L+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L=D[2M(L+1)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek icin

2

_ Xp+2n+2xp+2n+l + 2Xp+2n+2 +X

p+2n+5 — 2
Xp+2n+2 + 2X X

+a

p+2n+l

+1+a

X
p+2n+2

p+2n+l

ifadesinin limiti

M__MJf+2L+M+a
L+2M.L+1+a
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olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Gorildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

nN—o0

dir. Boylelikle

limx, =X=1

nN—oo

oldugu bulunmus olur. Dolayisiyla denge noktast global asimptotik kararlidir.

37 X, =F (Xn,z; X, 33X, 3) Fark Denkleminin Global Davramislarimn Incelenmesi

Bu kisimda a€[0,0) ve baslangi¢ kosullart X ,,X,,X ,X, €(0,0) olmak iizere, j=2,

k =3 alinarak elde edilen

2
« - X, X s +X ,+2X ;+a
n+l — % X Xz 1 (3.14)
n-2 nf3+ nf3+ +a

dordiincii mertebeden fark denklemi incelenerek global o6zellikleri arastirilmistir.

X,.; = F53(X,,, X, 3) denkleminin tek pozitif denge noktas1 X =1 noktasidir.

Lemma 3.7.1:

X.., = F,; (X, ,,X, ;) denkleminin {Xn}::_3 pozitif ¢oziimiiniin 1’e esit olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul

(X, =D(x, =D (x, =D)(x,-D) =0 (3.15)
olmasidir.

Ispat:

Keyfibir N >1 sayisiigin Xy =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

2
_ XnaXnea F Xy +2Xy_, +a _

2
2Xy 3 Xy_g T Xy_g H1+a

Xy 1

dir. Bu denklemde igler diglar carpim yapilirsa (X, —1)(Xy_, —1)> =0 olmasi gerektigi
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kolaylikla goriilebilir. Buda —3<n< N —1 i¢in X, #1 ile ¢eliski olusturur.
(X5 =D(x, =1 (X, =1)(x, —=1) =0 olsun. Bu takdirde 4 durum s6z konusudur.

1) X, =1 1ise

2
X::Kﬂ4+x4+2x3+a:2x2+2+a:
o2xx,+xL+l+a 2x,+2+a

olur. Diger baslangi¢ kosullar1 bilinmediginden X,, X, ve X, ¢oziimleri 1’den farklidur.

Diger c¢oztimler ise 1 olarak elde edilmistir. Dolayisiyla fark denkleminin indisi 6’dan

biiyiik ¢oziimleri asikar ¢oziimdiir. Yani n>7 i¢in X, =1
i) X,=11ise n>4 i¢in X, =1,
i) x,=lise n>5icin X, =1,
iv)  X,=11ise n>6 i¢in X, =1,
oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Eger (3.14) denkleminin higbir baglangi¢ kosulu (3.15) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{Xn }::_3 ¢ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.

Lemma 3.7.2:

(X} s Xou = Fy(X, 2, X, 5) denkleminin agikar olmayan pozitif ¢dziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
) (X, -DX_,-1)>0
i) (X =% )X, =1 <0

i) (X = X)X 5 =1 <0
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Ispat:
i)  (3.14) denkleminden 1 ¢ikartirsak

e X X +X ,+2X +a e (X _, —=D(X,_;—1)°

2 - 2
2X, X 5+ X s +1+a 2X, X, s+ X, +1+a

n+1

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paymn isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

n+1

olacaktir. Dolayistyla (x.,, —1)(X, , —1) > 0 olacaktir.

i1)  (3.14) denkleminden X, , ¢ikartilirsa

XooXas T Xp $2% s +& (X = DI2X%,5 (X, +D +a]

— X = X = 3
2X, X, s+ X s +1+a

2 n-2
2X, X, 5+ X s +1+a

2X, 5(X, ,+1)+a

2
2X, X, 5+ X ;s +1+a

elde edilir. ifadesi pozitiftir. Gorildigia gibi (X, —X,,) 1le
(X,_, —1) ters isaretlidir. Dolayisiyla (X,,, —X,_,)(X,, —1) <0 olur.

Digeri de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.7.1:

(X}~ s Xps =Fy(X,,,%,_;) denkleminin kesin salimmli bir ¢dziimii olsun. Bu takdirde
¢oziimin pozitif ve negatif yar1 doénmeleri ...,2%,17,27,17,2",1",2%,1,... veya

L1270 10,27,17,27,17,27,... seklindedir.
Ispat:
(3.14) denkleminin kesin salinimli olmasi i¢in p >0 olmak tizere 3 durum s6z konusudur.

1) Xo o > 1, X, <1, x,>1

p-2
- x,,>1, x,, <1, x, <1
i) Xo 2 >1, X1 >1, X, <1

goriildiigii gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayis1 en fazla 2 olabilir. Lemma 3.7.2(i)

kullanilarak sirastyla her durum igin belirleyelim.



74

) X,,>1 X, <1, x;>1, X, >1, X, <1, X,,>1X,,>1, X, <1, X, ,>1,
Xpi7 >1, X <l Xoo>1, Xo0>1, X <1, X, >0, X5>1, X, <1,
Xpos > 1o X6 > 1, X7 <Ly Xpoe > 1, X0 > 1, X000 <1, X0 >1,

Coziimiin pozitif ve negatif yar1 dénmeleri gorildigi gibi ...,27,17,27,17,2%,17,2",17,...

kuralini izlemektedir.

x> x <L, x, <1, X, >1, X, <l, X, ;<1, X, >1, X, <L, X, (<I,
Xpir > 1, Xpg <b, Xoo <1, Xo0>1, Xo <1, X <D, X5>1, X, <l,
Xpors <Ly Xpoe > 15 Xouy <1, X <X 00 > 1, X0 <1, X0 <1,

olarak hesaplanir. CoOziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin kuralinin ise

L 10,27,10,27,10,27,17,27,... oldugu goriilir.

Diger durum da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.7.2:

X,., = F,;(X,,,X, ;) denkleminin pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir.
Ispat:

Burada ispat icin denge noktasmnin hem yerel asimptotik kararli hem de global ¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktas1 civarinda (3.14) denkleminin

lineerlestirilmisi y,,, =q,Y, +a,Y,, + 9, Y., +0;Y,_; seklindedir. g, ’ler ise

2
u,u; +u, +2u,+a

F@u,,u,,u,,u,)= denkleminden
(U, U, Us) 20U, +U +1+a
oF
:—:O
do ou,
_8F=O

ql_a_ul
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6. = oF u; +1 ~ (u3u, +u, +2u, +a).2u,
Poou, ul+2uu +l+a (Ul +2uu+1+a)’
P ou, 777 4+a (4+a)

q = OF _ 2uju,+2  (Uju, +u, +2u; +a)(2u, +2u,)
P ou, uZ+2uu,+l+a (U2 +2u,u, +1+a)>

4 (4+a)4 _
4+a (4+a)

oF _ _ _ _
=—(X,X,X,X)=
d, . ( )
olarak elde edilir.

Yo =QoYn A Y T4 Yo QY05 = O'yn + O‘yn—l + O-yn—z + O'yn—3 =0

bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise

limx, =X =1

n—oo
oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim.

1) Eger baslangi¢ kosullari (3.15) denklemini sagliyorsa, X, =1’dir ve dolayisiyla
limX, =X =1 saglanir.

2) Baslangi¢ kosullar1 (3.15) denklemini saglamiyorsa n > -3 icin bir X, #1 vardir.

a) Eger ¢6ziim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.7.2°den dolay1

monoton ve siirlidir. Dolayisiyla limit vardir ve

limx, =L
olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.14) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

L’+3L+a

L = ————— elde edilir ve bu denklem ¢o6ziiliirse L =1 bulunur. Yani
3L +1+a

lim X, = L =1"dir.

n—o

b) Eger ¢oziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
L2020 1,20 1,20 1, veya L, 10,27, 10,2710,20, 1,20,
seklindedir.
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Oncelikle pozitif ve negatif yar1 dénmelerin ...,2%,17,27,17,2%,17,2",17,... kurah

ile olustugunu kabul edelim. {xp,x }+ pozitif yar1 dénmeleri, {XM}_ negatif

p+1

yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+3n b Xp+3n+l} s {Xp+3n+2 }7
seklinde olacaktir. Buna gore Lemma 3.7.2 de kullanilarak

1) Xp+3n+3 < Xp+3n; Xp+3n+4 < Xp+3n

11) Xp+3n+4 < Xp+3n+1 5 Xp+3n+5 < Xp+3n+1

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xp+3n}:=0 azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

=L

lim X
n—o p+3n

olsun. Burada

hm Xp+3n+l = L
nN—o0

olur.

Benzer sekilde X5, <X,.3,.5 esitsizlifinden dolay {XP+3“+2}n:o artandir ve

iistten 1 ile sinirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. lim x =M olsun. Yukaridakine

00

p+3n+2

benzer sekilde burada da rlll_rg Xpianss = rlll_rg X438 = M olacaktir.
Burada X .., hesaplanirsa
X2 i Xouames F Xouanes 2%, +@
__ 7'p+3nTTp+3n+l p+3n+1 p+3n
Xp+3n+4 -

2
Xp+3n + 2Xp+3n+lXp+3n + 1 +a

bulunur ve bu ifadenin limiti alinirsa

_L+3L+a
32 +1+a
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bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D2L(L+D+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

2
X _ Xp+3n+4Xp+3n+5 + Xp+3n+5 + 2Xp+3n+4 +a
PR A2 X +1+a
p+3n+4 p+3n+5"p+3n+4
Ve

M — M.L>+2L+M +a
L+2M.L+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2L(M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Gorildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

dir.
Simdi de pozitif ve negatif yar1 donmelerin ...,17,27,17,27,17,27,1",2",... kurali

ile olustugunu kabul edelim. {Xp}+ pozitif yar1 donmeleri, {XpH,XM}_ negatif

yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+3n } H {Xp+3n+1 b Xp+3n+2 }7
seklinde olacaktir. Buna gére Lemma 3.7.2 de kullanilarak

) X <X <X

p+3n+6 p+3n+3 p+3n
11) Xp+3n+4 > Xp+3n+1; Xp+3n+5 > Xp+3n+1
111) Xp+3n+5 > Xp+3n+2

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {XP+3”}::0 azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

limx, ,, =L
n—o0
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olsun. Ayni zamanda hm N X505 = hm 01X, 5006 = L *dir.

Benzer sekilde X 5., <X,.,,, esitsizliginden dolay1 {XP+3H+1}:=0 artandir ve
tstten 1 ile smirhdir, dolayisiyla yakinsaktir. hm 01X 500 = M olsun. Ayrica

Xpianes > Xpuzne V€ Xpianys > X 30, esitsizliklerinden  dolay1 11mXp+3n+2 M

olacaktir. Yukaridakine benzer sekilde burada da hm 0 X 5004 —hm 0 X 505 = M
olacaktir.
Burada X ,,., hesaplanirsa

2
Xp+3n+2

p+3n+6 = 2
Xp+3n+2 + 2Xp+3n+3

X + X +2X +a

p+3n+3 p+3n+3
X

p+3n+2
+1+a

p+3n+2
elde edilir ve bu ifadenin limiti ise

_LM?+L+2M +a
> +2ML+1+a

seklindedir. Bu denklem diizenlenirse (L—-1)[2M(L+1)+a]=0 dolayisiyla L =1

bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

2
p+3n+1

X

X + X +a

X + 2Xp+3n+1

+1+a

p+3n+2
X

p+3n+2
+2X

p+3n+5 =

p+3n+2 " p+3n+l

p+3n+1

ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

_ M’+3M +a
3M’* +1+a
olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

nN—oo

dir. Boylelikle limX =X =1 oldugu bulunmus olur. Dolayisiyla denge noktasi

n—oo

global asimptotik kararlidir.
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38 X, =F(X 3;X 35X, ;) Fark Denkleminin Global Davramslarimn incelenmesi

ae[0,0) ve baslangic kosullar1 X ,,X ,,X ,X, €(0,0) olmak iizere, (3.1) denkleminde
j =k =3 alinarak olusturulan
X ,+3X _,+a

™3k +1+a (3-16)

dordiincii mertebeden fark denkleminin global 6zelliklerini belirleyelim. X ., = F;(X, ;)

denkleminin tek pozitif denge noktas1 X =1 dir.

Lemma 3.8.1:

X = Fy3(X,_;) denkleminin {x,}”  pozitif ¢éziimiiniin 1’¢ esit olmasi igin gerek ve yeter
kosul

X;-D=0 A(X,-D=0A (X, -D)=0A(x,-1)=0 (3.17)
olmasidir.

Ispat:

Keyfibir N 21 sayistigin X, =1 ve -3<n<N -1 i¢in X, #1 olsun.

. = X3, +3Xy_, +a 1
“oo3x ,+l+a

dir. Yukaridaki denklemde igler diglar ¢arpimi yapilip diizenlenirse (X,_, —1)’ =0 olmasi

gerekir. Buda -3<n<N -1 i¢in X, #1 ile geliski olusturur.

X5;=D=0 A(X,=1)=0A (X, -1)=0 A (X, —1) =0 olsun. Bu takdirde tek durum yani her
baslangi¢ kosulunun 1 olmasi s6z konusudur. Buna gore

X, +3x,+a 4+a

= = =1
3x,+1+a  4+a

1

X, +3x,+a 4+a
X — — —

= = =1
3x%, +1+a  4+a

2
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X, +3x,+a 4+a

= = =1
3x*,+1+a  4+a

3

X +3%,+a 4+a

=2 = =1
3x, +1+a 4+a

4

olur. Agike¢a goriildiigii gibi her n>1 i¢in X, =1 olacaktir.

Eger (3.16) denkleminin hicbir baslangi¢ kosulu (3.17) denklemini saglamiyorsa herhangi bir

{Xn }::_3 ¢ozlimii i¢in X, # 1°dir. Yani asikar olmayan ¢6ziimii vardir.
Lemma 3.8.2:

{X,}"_,» X4 =Fy(X,;) denkleminin asikar olmayan pozitif ¢oziimii olsun, bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur:
) (X, -DX_,-1)>0
) (X, —X%3)(X, 5—-1D<0
Ispat:
1) (3.16) denkleminden 1 ¢ikartirsak

- X ,+3X _,+a R (X _5—1)’
3x),+1+a 3x) ,+1+a

elde edilir. Burada payda pozitif oldugundan paym isareti ile (X, —1)’in isareti ayni

olacaktir. Dolayisiyla (X,,, —1)(X,_; —1) > 0 olacaktir.

i1)  (3.16) denkleminden X, , cikartilirsa

X t3X,+a . - (X5 —D[2X (X _,+1)+a]

X . —X = =
TR 3k 4lva 32, +1+a

[2X, (X, ; +]D)+a]
37, +1+a

elde edilir. ifadesi pozitiftir. Goriildigi gibi (X, —X,;) ile (X, 5 —1)

ters isaretlidir. Dolayisiyla (X,,, —X, ;)(X,; —1) <0 olur.
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Teorem 3.8.1:

{X, }w X,,; = F33(X,_;) denkleminin kesin salinimli bir ¢dziimii olsun. Bu takdirde ¢6ziimiin

n=-3"
pozitif ve negatif yarl donmeleri .,35,1,37,1,37,1,37,1,... veya
RS L S LS IS LS I L O veya ,25,27,27,27,27,27,27 20, veya

L 10,37,17,37,17,37,17,37, ... seklindedir.
Ispat:

(3.16) denkleminin kesin salinimli olmasi icin p>0 bir tamsay1 olmak {izere 4 durum s6z

konusudur:

L <1, X, >1, x,>1

o<1, X >1, xp<1

p-3 p-2
1i1) xp73>1,xp72<l,xp71<l,xp>1
v) xp73>1,xp72<l,xp71<l,xp<l

Gortildiigl gibi pozitif veya negatif yar1 donmelerin sayisi en fazla 3 olabilir. Lemma 3.8.2(i)

kullanilarak sirastyla her durum i¢in belirleyelim.

) X, 5 >0, X, <L, X, >1, Xp>1, X, >1, X, <L, X3 >1, X0 >1, X s>1, X <1,
Xpir >1, X >1, X0 >1, X0 <1, X >0 X, >1, X >1, X, <1, X5 >1,
Xpie > 1o X7 > 1, X0 <Ly Xoo > 1, X 00 >1, X0 > 1,0

Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri gorildiga gibi ...,3%,17,3",17,3",17,3",1°,...

kuralini izlemektedir.

) X, 5 >0, X, <1, X, >1, X, <1, X, >1, X, <1, X, >1, X, ., <1, X, s>1, X (<1,
Xpi7 >1, X <y Xpo>1, X0 <1, Xoo>1,0 X, <1, X5 >1, X, <1, X5 >1,
Xpiae <1s X7 > 1, Xog <Ly Xp > 1, Xp 00 <1, X000 > 1, Xp0 <1, X0 > 1,00

olarak hesaplanir. Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin  kuralimin ise

LI, 1,1, T oldugu gbriliir.
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Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.8.2:
X..; = F33(X, ;) denkleminin pozitif denge noktasi global asimptotik kararhdir.
Ispat:

Burada ispat icin denge noktasmnin hem yerel asimptotik kararli hem de global ¢ekici
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in X =1 denge noktasi civarinda (3.16) denkleminin

lineerlestirilmisi y,,, =0,Y, +4,Y,, + %, Y, , + 0V, seklindedir. ¢, ’ler ise

3
F Uy Uy, U) = 5% 72 g enkeminden
3u; +1+a
oF
:_:0
%=
oF
:—:O
%=
oF
:—:O
% = o
] _OF _ 3uj+3  (uj+3u,+a).6u,
ou, 3ul+l+a (Bui+l+a)
3:a_F(Y5797)¥): 6 _(4+a)26=
ou, 4+a (4+a)

olarak elde edilir.
Yo =doYa T4 Yo + 6 Yoo 0¥, =0y, +0.y,, +0.y, , +0y, ;=0
bulunur. Dolayisiyla X =1 yerel asimptotik kararlidir. Simdi ise

limx, =X=1

oldugunu gostermeliyiz. Bunu iki adimda gosterelim.
1) Eger baslangi¢ kosullari (3.17) denklemini sagliyorsa, X, =1’dir ve dolayisiyla

lim X, =X =1 saglanir.

n—o
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2) Baslangig¢ kosullar1 (3.17) denklemini saglamiyorsa n > -3 icin bir X, #1 vardir.

a) Eger ¢6zlim denge noktasi civarinda salinimsiz ise Lemma 3.8.2’den dolay1

monoton ve siirlidir. Dolayisiyla limit vardir ve

limx, =L

nN—o0

olacak sekilde bir L sayis1 vardir. (3.16) denkleminin her iki yaninin limiti alinirsa

3
L= L+3L+a elde edilir ve bu denklem ¢oziiliirse L =1 bulunur. Yani

3 +1+a

limx, =L =1"dir.

nN—o0

b) Eger ¢6ziim kesin salinimli ise pozitif ve negatif yar1 donmeleri
©n30,10,30,10,30, 1,37, 1, veya L 1L, 10,1, 10,10, veya
c,25,27,27,27,27,27,27 27, veya ..., 17,37 ,17,37,17,37,17,37,...

seklindedir.

Oncelikle pozitif ve negatif yar1 donmelerin ...,3,17,3%,17,3",17,3%,1",... kurah

ile olustugunu kabul edelim. {xp, Xpi1o XM}+ pozitif yar1 donmeleri, {xp+3}

negatif yar1 donmeyi gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in

{Xp+4n ’ Xp+4n+1 b Xp+4n+2 } b { Xp+4n+3 }7
seklinde olacaktir. Buna gére Lemma 3.8.2 de kullanilarak

<X

p+4n+1 5 Xp+4n+6 p+4n+2 5 Xp+4n+8 <X

<X <X

1) Xp+4n+4 p+4n ; Xp+4n+5 p+4n+4

> X > X >1

11) Xp+4n p+4n+4 p+4n+8

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xp#m}w , azalandir ve alttan 1 ile simrhidir.

n=

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur. limx,,, =L olsun. Burada
nN—o
}113.1 Xp+4n+1 = L’ %LH;OI Xp+4n+2 =L

olur.
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Benzer sekilde X <Xpiane; ©sitsizliginden dolayi {Xp+4n+3}10 artandir ve

p+4n+3

ustten 1 ile sinirhdir, dolayisiyla yakimsaktir. limx, .., =M olsun. Yukaridakine
n—

00

benzer gekilde burada da limx, , ., =M olacaktir.

n—w
Burada X ,,,, hesaplanirsa
3
y _ Xpan T3Xp4
Primt—3x2 , +1+a

p+4n

ve limiti alinirsa

L’+3L+a

L="mr
2L +1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D[2L(L+1)+a]=0
dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek igin

X +3X +a

__ 'p+4n+3

p+4n+7 2
3Xp ans T1+A

p+4n+3

X

esitliginin limiti alinirsa

MM *+3M +a
3M*+1+a
olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

nN—o0
dir.
Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmelerinin ...,17,37,17,37,17,37,1", 37,...

kuralin1 sagladigin1 kabul edelim. {Xp}+ pozitif yar1 donmeyi, {Xp+1,xp+2,xp+3}_

negatif yar1 donmeleri gostersin. Periyodik olarak devam ettiginden n=0,1,...i¢in
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+
{Xp+4n} s {Xp+4n+1 > Xp+4n+2 > Xp+4n+3}

seklinde olacaktir. Buna gére Lemma 3.8.2 de kullanilarak

1) Xp+4n+8 < Xp+4n+4 < Xp+4n 5
11) Xp+4n+l < Xp+4n+5 < Xp+4n+9;
111) Xp+4n+2 < Xp+4n+6; Xp+4n+3 < Xp+4n+7

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {Xpﬂm}w . azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

n=

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx ,, =L

oo p+4n

olsun. Yine X, .., <X,.4, esitsizliginden dolay1

lim X L,

p+4n+4 =
n—oo

olur.

Benzer sekilde (ii) ve (iii) esitsizliklerinden dolay1 {X artandir ve lstten 1

}CXJ
p+4n+l1 n=0

ile smirhidir, dolayisiyla yakinsaktir. lim X =M olsun. Yukaridakine benzer
n

o p+4n+l

sekilde burada da

lim X = lim X M
n—o0 n—

s p+4n+3

p+4n+2

olacaktir.

Burada X hesaplanirsa

p+4n+4

3

 Xpuan +3X

p+4n+4 2
3Xp 4 t1+a

p+4n +a

X

ve N sonsuza giderken limiti

_L+3L+a
3% +1+a
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ifadesine esit olur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D2L(L+D+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek i¢in

X3 +3X%

__ "p+4n+l

prants 3x2.,  +1+a

p+4n+l

+a

p+4n+1

X

iadesinin limiti alinirsa

M?+3M +a
M=
M~ +1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Gorildigi gibi M =L =1 ve

limx, =1

dir.
Coziimiin pozitif ve negatif yar1 donmeleri ...,2%,27,27,27,27,27,27,27,...

kuralin1 saglasin. {Xp, Xp+]}+ pozitif, {XM,XM}_ de negatif yar1 donmeleri temsil

etsin. Periyodik olarak devam ettiginden pozitif yar1 donmeler {xpm, xp+4n+1}+ ile,

negatif yar1 donmeler ise {Xp+4n+2, Xp+4n+3}7 ile temsil edilebilir. Buna gore Lemma

3.8.2’den dolay1

i) X <X <X X <X

p+4n+8 p+4n+4 p+4n > ““p+4n+5 p+4n+1

i) X <X X <X

p+4n+2 p+4n+6 2 p+4n+3 p+4n+7

elde edilir. Bu bagmtilardan dolay1 {Xpﬂm}w . azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

n=

Dolayisiyla limiti vardir ve sonludur.

limx_,, =L
oo p+4n

olsun. Yine (i) esitsizliklerinden dolay1
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lim x =lim X L,
n—oo n—

00

p+4n+l p+4n+4 =

olur.

Benzer sekilde (ii) esitsizliklerinden dolay1 {Xp+4n+2}:0 artandir ve tistten 1 ile

sinirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. lim X =M olsun. Yukaridakine benzer
n—

0

p+4n+2

sekilde burada da

lim X = lim X =M

N> p+4n+3 o0 p+4n+7

olacaktir.

Burada x hesaplanirsa

p+4n+4

3

 Xpuan +3X

p+4n+4 2
3Xp 4 t1+a

p+4n +a

X

ve bu denklemin limiti

L’+3L+a

L:2—
3L°+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse
(L-D2L(L+D)+a]=0

dolayistyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek igin

3

_ Xp+4n+2 + 3X

p+4n+6 — 2
3Xp+4n+2

p+4n+2 +a

+1+a

X

ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

M?+3M +a
M:2—
3M“+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigl gibi bu salinim kurali iginde M =L =1 ve
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limx, =1

dir.
Son olarak da ...,17,17,1",1",1°,17,1°,1",... kuralinin saglandigim1 kabul edelim.

{Xp}+ ile pozitif, {Xpﬂ}f ile de negatif yar1 donme temsil edilsin. Periyodik olarak

devam ettiginden pozitif yar1 donmeler {Xpm}+ ile, negatif yar1 donmeler ise

{XMM}_ ile temsil edilebilir. Buna gore Lemma 3.8.2°den dolay1

<X

< Xp+2n ; Xp+2n+6 p+2n+2

1) Xp+2n+4

11) Xp+2n+1 < Xp+2n+5 5 Xp+2n+3 < Xp+2n+7

elde edilir. Bu bagintilardan dolay: {Xpﬂn}::o azalandir ve alttan 1 ile smirhdir.

Dolayistyla limiti vardir ve sonludur.

limx_, =L
oo p+2n

olsun.

Benzer sekilde {Xp+2n+1}:—o artandir ve {Ustten 1 ile simirhdir, dolayisiyla

yakisaktir. lim X =M olsun.
n—

i p+2n+1

Burada X hesaplanirsa

p+2n+4

3

_ Xp+2n + 3Xp+2n

p+2n+4 2
3Xy.0n H1+2a

+a

X

ve limiti alinirsa

L’+3L+a

L= >
3L°+1+a

bulunur. Bu denklem diizenlenirse

(L-D[2L(L+1)+a]=0
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dolayisiyla L =1 bulunur. Benzer sekilde M ’yi belirlemek icin

e +3X

_ "'p+2n+l p+2n+1

pe2n+s 3x2.  +l+a

p+2n+l1

+a

X

ifadesinin her iki tarafinin limiti alinirsa

M?+3M +a
M:2—
3M“+1+a

olur. Denklem diizenlenince (M —1)[2M (M +1)+a]=0 elde edilir ve buradan da

M =1 bulunur. Goriildiigi gibi bu salinim kurali iginde M =L =1 ve

limx_ =1dir.

nN—oo

Boylelikle

limx, =X =1

oldugu bulunmus olur.

Dolayisiyla denge noktasi global asimptotik kararlidir.
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4. SONUCLAR

En genel hali ile a €[0,) ve baslangi¢ kosullar1 X ;,X,,X ,,X, € (0,00) olmak iizere

B Xn—an—k X3+ Xn—j + X, T X, +a

j,k=0,1,2,3

n+1

Xo_ i Xnoy + Xo_ ;X

n—j”*n-3

+X, (X, +1+a

dordiinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemlerinin global o6zellikleri
incelenmistir. Bu denklemlerin {Xn}(:?3 coziimlerinin hangi gerek ve yeter kosullar altinda

asikar ¢ozlimlerinin oldugu belirlenmistir. Ayrica her denklemin yari donme analizleri

yapilmis bu analizlerin sonuglari incelendiginde

X

2

n—j

n+l 2
n

@4+2@4+g4+a

2 j:0’15293

+2x X . +1+a

X—j n—j“*n-3

tipindeki fark denklemlerinin benzer Ozellikler gosterdigi gozlenmistir. Bu denklemden
tiretilen 4 fark denklemi de, baslangi¢ kosullarinin se¢imine bagl olarak, ayni saliimlilik

Ozelliklerine sahiptir.

Ek olarak bu denklemlerin kararlilik analizi de yapilarak hangi gerek ve yeter kosullar altinda
global asimptotik kararli olduklari, iiretilen her denklem i¢in ayr1 ayr1 saptanmustir. Elde

edilen temel sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

X

N+l I:(Xn—j ) Xn—k; Xn—3)

Yar1 Donme Analizi

Sonuglari

Kararlilik Analizi

Sonuglari

TS L IS LS IS LS

X =1 denge noktas1

Xan_3 +2Xn+Xn_3 +a "-)2+72772+’27’2+)277"- . .
Nl = global asimptotik
X, +2X X ,+1+a I L R h
n n’\n-3 L 1,37,10,37,10,30,
kararlidir.

L33, 1,30,10,
...,37,37,37,37,3",37,...

e X =1 denge noktas1
X XX s X X, X+ TS L B L (S S IO

n+1 XX

n“*n-2

+ XX

n“*n-3

+X, ,X, 5 +1+a

L2010, 20 10,20,

2,127,121

global asimptotik

kararlidir.
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2
_ XX +X, +2X, ;+a

n"n-3

Denklemin tim

X =1 denge noktasi

30, 10,30,10,30, 1,

n+l 2 global asimptotik
Xy +2X.X, 5 +1+a ¢oziimleri salinimszdir. Cararlid
ararhidir.
USSR RV RS
- - - X =1 denge noktasi
X2 X 42X +X .+a | -.-27,27,27,27,27,27,..
— n-1"n-3 n-1 n-3 . .
Nl T T2 global asimptotik
Xt + 2% X5 +1+a TS S S L L SO Cararlir
LL30,10,30, 10,300,
5 5 X =1 denge noktasi
X X . +X  +2ZX ,+a
gyt =3 el n-3 ST A% S S8 S L global asimptotik
X: 5 +2X X, ,+1+a
kararhidir.
NS 8 IS L RV RS
~ - - X =1 denge noktasi
XX 42X L +X .+a | -..27,27,27,27,27,27,...
— n-2"n-3 n-2 n-3 . .
Nl 2 global asimptotik
o2 2% 5%, s t1+a TS B L O L SO S
LL30,10,35,10,30 0,
X =1 denge noktasi
Xn_2X§_3 +Xn_2 +2Xn_3 +a '",2+’1_,2+’1_72+,1_)"' . .
Xo1 = global asimptotik
Xis+2X, 0%, 5 +1+a 8 L0 8 Lo i L Cararhdis
NS LS B L RV RS
~ - - X =1 denge noktasi
X3 +3X +a. "‘92+72 ’2+92 ’2+92 bR
_ n-3 n-3 . .
nel = ) global asimptotik
3x . +1+a + - 1+ 72— 1+ 12—
i =535, 35 10,30 kararlhidir
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