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OZET

Bu tezde, (2+2) boyutlu GL(1/1) kuantum siiper grubunun Z,-dereceli diferansiyel

geometrisi insa edilmistir. Grup iizerine diferansiyel hesap, grubun o&zelliklerinden
cikarilmaktadir ve o, grup itizerindeki fonksiyonlari, onlarin diferansiyellerini, diferansiyel

formlari ve tiirevleri icermektedir. ilk olarak, GL,; (1/ 1) stiper grubu tanitilmis ve bu grubun
bir siiper Hopf Cebiri oldugu gosterilmistir. Daha sonra, GL_; (1/1) siiper grubunun stiper

diferansiyel cebiri bulunmus ve bu yapimin bir sol kovaryant diferansiyel hesap oldugu
gosterilmistir. Sonrasinda, bu siiper grup iizerindeki Cartan-Maurer formlar tanimlanmis ve

bu formlarin sol invaryant oldugu gozlemlenmistir. Boylece, GL_ | (1/ 1) in geometrik semasi

ortaya konmustur. Son olarak ise, kismi tiirev operatorlerinden faydalanilarak bu siiper grubun
kuantum stiper Lie cebiri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Z,-dereceli kuantum siiper diizlem, ¢ -deformasyon, Hopf Cebiri, Z,-
dereceli kuantum siiper grup, diferansiyel hesap, kuantum siiper Lie cebiri.
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ABSTRACT

In this thesis, we constructed the differential geometry of (2+2) dimensional Z,-graded

quantum supergroup. The differential calculus on a group is obtained from its properties. This
calculus includes the coordinate functions on this group, its differentials, differential forms

and derivatives. Firstly, we introduced the supergroup GL ; (l/ 1) and it was shown that it is a

super Hopf algebra. Then, we obtained the super differential algebra of this group and it was
shown that this algebra is a left covariant differential calculus. After that, we introduced the
Cartan-Maurer forms on this supergroup, which is a left invariant structure. Hence, the

geometric schema of this supergroup GL, (1/1) is found out. Finally, we obtained the

quantum super Lie algebra of this supergroup by using the partial derivative operators.

Key Words: Z,-graded quantum superplane, (-deformation, Hopf Algebra, Z,-graded
quantum supergroup, differential calculus, quantum super Lie algebra.
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1. GIRIS

Gegtigimiz yillarda Drinfeld (1986), adina kuantum grubu dedigi ve daha sonra kuantum
stiper gruba genellestirilen yeni bir matematiksel konu insa etmistir. Sonra, Faddeev vd.

(1987) bu konuyu Lie grup ve Lie cebiri teorisine sistematik bir sekilde adapte etmislerdir.

Esas itibariyle Drinfeld iki rankli bir kuantum grubunu olustururken SL(2) ozel lineer

grubunun Lie cebirinden hareketle, daha sonra deformasyon parametresi olarak adlandiracagi

bir g=e " kompleks sayisiyla SL(2) deki bir matrisin matris elemanlarin1 birer koordinat

fonksiyonu olarak diisiinerek onlar arasinda saglanan bagintilari drnegin ab=q'ba, vb.
seklinde ortaya koymustur. Dolayisiyla matris elemanlar1 ancak q nun 6zel deger(ler)i icin

degismeli olabilmektedir.

Sunu agikca belirtelim ki, kuantum gruplar1 bilinen manada bir grup degildir. Kuantum
gruplar1, grup kavraminin bir genellestirilmesidir. Daha tam olarak bir kuantum grubu, bir
grubun deformasyonu olarak diistiniilmiistiir. Deformasyon parametresinin 6zel degerleri i¢in
klasik duruma doniilmektedir. Daha sonra, Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu konuya

degisik yorumlar getirmistir.

Manin, bir kuantum matris grubunu elde ederken, grubun elemanlarini uygun uzaya etki

ettirmistir. Bu uzayin elemanlar1 yine ¢ parametresine bagli bagintilar saglamaktadir. Manin

bu sekildeki uzaylar1 kuantum (siiper) uzaylar olarak adlandirmistir.

Son zamanlarda, kuantum (siiper) uzay lizerindeki diferansiyel hesap hem matematikg¢iler hem
de matematiksel fizik¢iler tarafindan yogun sekilde calisilmis ve calisilmaya devam
edilmektedir. Kuantum gruplarinin diferansiyel geometrisi de siiphesiz s6z konusu olmustur
ve bu konuda bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Woronowicz (1989), Schmidke vd. (1990), Wess ve
Zumino (1990), Soni (1991), Brzezinski vd. (1992), Celik (2000) bu ¢alismalardan bazilarini

gergeklestiren yazarlardir.

Degismeli olmayan geometriye yon veren temel yapi bir birlesmeli cebir i{izerindeki bir
diferansiyel hesaptir. Woronowicz (1989) kuantum gruplarimin degismeli olmayan
geometrisini takdim ederken; kuantum grubu temel degismeli olmayan uzay olarak almig ve

grup lizerindeki diferansiyel hesabi grubun 6zelliklerinden faydalanarak elde etmistir.

Bir diger yaklagim, kuantum uzaylar {izerine Manin’in vurgusunu takip eden Wess ve Zumino

tarafindan baslatilmistir. Wess ve Zumino’nun ortaya koydugu teknik kullanilarak kuantum



uzaylar iizerine diferansiyel hesap, siiper uzaylar olarak adlandirilan Z,-dereceli uzaylara
genellestirilmistir (Soni, 1991; Celik, 1998b). Daha sonra Z, -dereceli kuantum uzay: tizerine

yapilan diferansiyel hesap da Z,-dereceli kuantum uzaylara genellestirilmistir (Chung, 1994;

Kerner, 1996; Le Roy, 1996; Kerner ve Abramov, 1999; Abramov ve Bazunova, 2002; Celik,
2002b; El Baz vd., 2004).

Bu ¢alisma, (2+2) boyutlu GL(1/1) kuantum siiper grubunun Z,-dereceli diferansiyel

geometrisi lizerine olacaktir. Calismamizin ¢ikis noktast Celik (2002a) tarafindan yapilan “

Differential geometry of the Z,- graded quantum superplane “ isimli makaledir. Bu makalede,
(1+1) boyutlu kuantum stiper diizlemin Z, dereceli yapisi bulunmus ve c¢alismada

goriilmiistlir ki bu yapi, ad1 gegen stiper diizleme etki eden GL(l/ 1) siiper grubuna da aynen

genisletilebilir. Bizim ¢alismamiz da bu fikir {izerinden yola ¢ikilarak baslamistir.
Bu c¢alisma, asagidaki boliimlerden olugsmaktadir:

e (Calismamizin baglangi¢ noktasi Celik (2002a) de bulunan sayfa 4267 de yer alan

bagintilarin yorumlaridir. O kisimda, GL(I/I) deki bir matrisin, matris elemanlari
arasinda saglanan Z, dereceli komutasyon bagmtilar1 elde edilmistir. Biz bu
bagintilar1 kullanarak 6nce Z, dereceli GL(l/ 1) (bundan sonra yazarin notasyonu ile
GLq’j(l/ 1) ile gosterecegiz) siiper grubunun bir siiper Hopf Cebiri oldugunu

gosterecegiz. Bu elde ettigimiz Hopf Cebir yapisi, ilerleyen kisimlarda onlimiizii

agacaktir.

e GL,; (1/ 1) siiper grubundaki bir matrisin matris elemanlar1 birer koordinat

fonksiyonudur ve dolayistyla bu elemanlarin diferansiyellerinden bahsedilebilir.
Calismamizda ikinci olarak, koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri ile olan
bagntilar belli kriterlere uyum saglayacak sekilde elde edilecektir. Amag, GL, ; (1/ 1)

siiper grubunun stiper diferansiyel cebir yapisini tam olarak bulmaktir ve bu yapinin

bir sol kovaryant diferansiyel hesap oldugunu ortaya koymaktir.

e (alismada tgiincii olarak, stiper grup lizerindeki Cartan-Maurer formlar1 tanimlanacak

ve ilgili yapilar ortaya konacaktir. Ayrica, bu tanimlanan formlarin sol invaryant



olduklart belirtilecektir. Neticede, GL, ; (1/1) siiper grubunun geometrik semasi

ortaya ¢ikmig olacaktir.

Calismada dordiincii olarak, koordinat fonksiyonlarinin kismi tlirev operatorleri goz

Online almacak ve ilgili yapilar elde edilecektir. Amacimiz GLq’j(l/ 1) siiper

grubunun kuantum siiper cebirini bulmaktir. Gerekli islemler yapilarak siiper cebiri

elde edilecek ve bu cebirin bir Lie cebiri oldugu belirtilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde kullanacagimiz bazi 6énemli kavramlar agiklanmaktadir.
2.1 Cebir, Ko-cebir ve Hopf Cebiri

Bu kisimda, mevcut ¢alismanin daha iyi anlagilmasini saglamak amaciyla, tezin omurgasini
olusturacak bazi temel kavramlardan bahsedecegiz. Bu kavramlar, tanimlar seklinde asagida

verilmektedir.

2.1.1 Tanm Uzerinde toplama ve ¢arpma tanimlanmus bir R kiimesine, asagidaki 6zellikler

saglanirsa bir halka denir:
1. (R,+) bir degismeli grup,
2. Her a,b,ceR i¢in a.b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+b.c,
3. Her a eR i¢cin a.l=1.a olacak sekilde 1€ R elamani mevcut,
4. Her a,b,ce Rigin a.(b.c) =(ab).c.
Eger her a,b €R i¢in ab=b.a oluyorsaR ’ ye degismeli halka denir.
2.1.2 Tamm (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. Eger
9:RxM > M, (a,x)>ax, (p:MxR—>M, (x,a) xa)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlar1 saglarsa, M ’ye bir sol (sag) R -modiil, kisaca sol

(sag) modiil, ¢ tasvirine de sol (sag) R - modiil M *nin yapi tasviri adi verilir:
Va,beR ve VX,y € M igin,
i) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)
i) (a+b)x=ax+bx, (x(a+h)=xa+xb)
iii) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)
iv)  Ix=X, (x1; = x)

Eger M hem sag hem sol R-modiil ise M ’ye kisaca modiil denir. Ek olarak R halkas1 bir

cisim ise, M modiiliine vektor uzay1 veya bir lineer uzay denir.



2.1.3 Tammm V veW , bir K cismi iizerinde birer vektdr uzay1 olmak {izere,
T:VeHW

tasviri, her v,,v, eV ve a,beK i¢in
T(av,+bv,)=aT (v,)+bT (v,)
sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adini alir.

2.1.4 Tanmm U,V ve W, bir K cismi {izerinde birer vektér uzayr olmak {izere

¢:UxV - W tasviri asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ ye bir iki-lineer tasvir denir.
u,u'eU;v,v'eV ve 4, ueKigin,

) e(Au+uu,v)=AeU,v)+up’,v),

ii) U AV+uV)=Ae,Vv)+ ue(u,V).

Kabul edelim ki U, m—boyutlu ve V, n—boyutlu birer vektor uzayi olmak tizere

i=12

{G}" , U nun ve {vj}:zl,v nin taban elemanlarinin kiimesidir. Bu takdirde 1<i<m ve
1< j<n olmak {izere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis giftleri W daki bir

{Wij}m’n tabanini indislemek i¢in kullanilabilir. Béyle yapinca, ¢:U xV —W tasvirini

i=1, j=1

u ve y=y'v; olmak iizere

X = X
¢(ia9) = Xi ijVij

seklinde tanimlariz. Asikar olarak ¢, bir iki-lineer tasvirdir ve @ (U xV) cW (goriintii)

kiimesi, {Wij } tabanini ihtiva eder. Dolayisiyla ¢, W uzayini gerer.

Sonug olarak, U ve V iki vektor uzayi olmak iizere bir W vektor uzayi i¢in asagidaki iki sart

saglanirsa W ya, U veV uzaylarinin tensér c¢arpimi denir ve sembolik olarak U ®V ile

gosterilir:

i) pU xV), W y1 gerer.

ii) W:UxV >W herhangi bir lineer tasvir ise W =®o¢p olacak sekilde bir



®:W — W lineer tasvir mevcuttur.

215 Tanm T:U, -V, T,:U, >V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, €U, ve
u, eU, igin
d:U U, >V, RV, ®Uu,®u,)=TU,)®T,(u,)
seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki @ ’ye T, ve T, ’nin tensor ¢arpimi
denir ve ® =T, ®T, ile gosterilir.
2.1.6 Tammm L, bir vektor uzay1 olmak {izere eger,
[,]:LxL—>L
iki-lineer tasviri agagidaki iki sart1 saglarsa L ’ye bir Lie cebiri denir:

o [x,yl=-[y,x],

i) [X,[y,z]]+[z.[X,y]]+[y,.[z,x]]=0, ¥X,y,z e L.

2.1.7 Tammm G bir grup ve K bir cisim olsun. A ile G’den K ’ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. Yani
A=Map(G,K)={f | f:GC— K}
olsun. Eger agagidaki ii¢c aksiyom saglanirsa, A’ya bir K -cebiri denir:
D (o f)x)=a f(x),
2) (F+900=TF0)+9g(x),
3)) (fgx)=FfxX)gx), f,ge A, aecK, xeG.
Eger bir lineer T : A— A tasviri
T(f.9)=T(f).T(9)
esitligini de saglarsa, T ’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K —cebirini (basitlik i¢in sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde
tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektdr uzayr olarak

distindlir:



uU:ARA—->A u@®b)=ab,
n:K—-A nk)=Kk.l.

Burada |, A’nin birim elamanidir. Bu tasvirler i¢in

po(id® p) = po(u®id) (Ass)

. . . 2.1)
pe(id®@mn)=po(n®id)  (Uni)

Ozellikleri gecerlidir. (Ass) aksiyomu, x carpma tasvirinin asosyatifligini ifade ederken,
(Uni) aksiyomu, 7(l)’in A’nin hem sag§ hem de sol birim elamani oldugunu ifade

etmektedir.
Boylece ortaya ¢ikan (A, u,77) tcliisiine bir cebir diyecegiz.

Eger A A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,K) oldugunu kabul edersek, G deki islemi

kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz: Her X,y € G i¢in
A:A—> AR A Af(x®Y)=f(xy),
e:A—>K, g(f)=f(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir ko-¢carpmasi ve ¢ tasvirine de cebirin ko-
birimi denmektedir. A ve & cebir homomorfizmleri, sirastyla x ve 77 tasvirleri icin verilen

(Ass) ve (Uni) 6zelliklerine (denklem (2.1)) dual olan 6zelliklere sahiptir. Yani

(1d®A)ocA=(A®id) oA (coass)

: : : : (2.2)
Ho(e®id)cA=id=po(id®¢) oA (counit)

dir. Genel olarak, K iizerindeki bir lineer A uzayina, yukarida tanimlanan x,7,A K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir K-ko-cebir (kisaca ko-cebir) ve A lineer uzayma p,n,A,& K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f € A, xe G i¢in

S:A> A Sf(x)=f(x™")

seklinde tanimlanan ve

Ho(ld®S)A=nog=puo(S®id)A (2.3)

ozelligini saglayan bir S cebir anti-homomorfizm ile (A,u,77,A,¢,S) altilisina bir Hopf

Cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf Cebiri igin,



(A, u1,n,A,¢g,S) altilisini degil sadece A yi1 kullanacagiz.

2.1.8 Tammm C, bir ko-cebir olsun. Eger bir lineer M uzayi ve bir lineer

Y"M->M®C

tasviri i¢in agagidaki diyagramlar komutatif ise (M ,‘I—’) ikilisine bir sag C —ko-modiil denir.

Bir sol C —ko-modiil de benzer sekilde tanimlanabilir.

P 1d® ¢ .
MK < M??C M ®C®Ce v ®id M?C
~ 74 1d®A v
M M®C = M

v

Bir bimodiiliin tanim1 i¢in asagidaki agiklamalara ihtiyag¢ vardir:

B, bir bicebir ve M de
oy - M®B->M, ¢, (M X)=mx

seklinde tanimlanan yap1 doniigiimiiyle birlikte bir sag B —modiil olsun. Bu durumda,

Pues (M ®BY®B >M ®B,

Puos (MOXBY) =D my, ®xy,, M®xeM®B
0

seklinde tanimlanan yap1 doniisiimiiyle birlikte, M ® B de bir sag B -modiil olur. Buna ek

olarak,
Y, :M>M®B
K - lineer yap1 doniisiimii ile birlikte M bir B -ko-modiil ise,

¥, s M®B > (M®B)®B,

Yhes(MOX)= D My ®X, ®m,X,, M®xeM @B
(M0

seklinde tanimlanan K -lineer yap1 doniistimiiyle birlikte M ® B bir B -ko-modiil olur.



Bu durumda bir bimodiiliin tanimini su sekilde verebiliriz:

2.1.9 Tanmm Eger M, hem sag B -modiil ve hem de B -ko-modiil olmak {izere asagidaki

sartlar saglanirsa M ’ye bir B -bimodiil denir:

e ¢, 'nin bir sag B -ko-modiil homomorfizmi olmas1 icin gerek ve yeter sart ¥,, ‘nin

bir sag B -modiil homomorfizmi olmasidir.

2.2 Siiper Matrislerin Grubu

Siiper matrislerin grubunu elde ederken siiper diizlemden faydalanacagiz. Bu nedenle 6nce

stiper diizlemi kisaca tanitarak ise baslayalim.

Siiper diizlemi, X bir ¢ift koordinat fonksiyonu ve @ da bir tek koordinat fonksiyonu olmak

uzere
X0=60x, 6*=0

sartlarin1 saglayan bir birlesmeli cebir olarak tanimlariz (buradaki cift ve tek fonksiyon

kavramina, asagida T eGL(l/ 1) sliper matrisi tanimlandiktan sonra kisaca deginilmektedir).

Bu tammladigimiz cebiri R(1/1) ile gosterelim:
X 2
RO 5> || & xo=0x =0
Bu cebirin dualini de R"(1/1) ile gosterirsek, sembollerle

R*(l/l)a((jj & py=Yye, @ =0

yazariz. Simdi, bir T lineer transformasyonu siiper diizlem ve dualine etki etsin. Bu takdirde,

T:R(1/1) > R(1/1),
T:R'(1/1) - R (1/1).

olacaktir. Diger taraftan, her lineer tasvir bir matris temsiline sahip oldugundan T yi bir 2x2

matris olarak diislinebiliriz. Boyle matrislerin bir grup olusturacagim1 gostermek zor degildir.

Boyle bir gruba bir siiper grup denmektedir. Bu grup, matris elemanlarinin ikisi ¢ift ve ikisi

de tek olan 2x2 tipindeki siiper matrislerin grubudur ve GL(I/I) ile gosterilmektedir. Bu



10

grup hakkindaki 6zet bilgiler agagida verilmistir. TeGL(1/1) olsun. Bu takdirde T siiper

matrisi

o

seklindedir. Burada a ve d (latin harfleri) T nin ¢ift olan matris elemanlaridir ki bunlar T

nin diger biitiin elemanlar1 ile komutatiftir; f ve y (yunan harfleri) T nin tek olan matris
elemanlaridir ve bu elemanlar kendi aralarinda anti-komutatif ve T nin diger matris

elemanlar1 (yani a ve d) ile komutatiftir. Yani T eGL(l/ 1) ise, T nin matris elemanlari

apg=pa, d g= pd,
ay=ya, dy=yd,
ad —da =0, Ly+y =0,
B =0, y*=0

seklindeki (anti)-komutasyon bagintilarini saglar. T matrisinin siiper determinanti
sD(T)=ad™-gd" yd™

olarak tanimlanmistir (Berezin, 1987). T matrisinin siiper tersi ise, uzunca islemler

yapildiginda

T a'+a’'pd'ya’ —a' pd”!
—d'ya d'+dya’ gd

olarak bulunmustur. Burada T nin a ve d matris elemanlarinin terslerinin mevcut olduklari

kabul edilmistir.

2.3 Z,-Dereceli Cebir

Bu kisimda c¢alismamizin daha iyi anlasilabilmesi ic¢in Z;-dereceli yapiyr biraz
detaylandirmakta fayda goriilmektedir. z, Z,-dereceli bir degisken olsun. O takdirde, z
degiskeninin

=0

bagitisin1 sagladigini sdyleyebiliriz. z degiskenine bagli olarak f(z); a,,a,, ve q
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dereceleri sirasiyla deg(a,)=0, deg(a,)=1 ve deg(a, )=2 olan sabit sayilar olmak iizere
z degiskenine bagl ikinci dereceden bir polinom olur. Yani f (Z) yi

f(z)=a,+a z+a, 7’

seklinde yazariz.

Z, devirli grubu, 1 in kiip kokleri ile temsil edilebilir. j=e > (i*=-1) olsun. O takdirde,
i’=1 ve i’+j+1=0

dir. Z,-dereceli [U,V ]| komutatériinii, deg(U )=u ve deg(V )=V olmak iizere

[U.V], =UV-j*VU

seklinde tanimlayabiliriz. Eger U ve V , j-degismeli iseler, o takdirde

Uv=j"Vvu

esitligine sahip oluruz.
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3. Z,-DERECELI KUANTUM SUPER DUZLEME BiR BAKIS

Bu boliimde, oncelikle Z,-dereceli kuantum siiper diizlem iizerindeki fonksiyonlarin

olusturdugu cebire bir géz atilacaktir. Daha sonra incelenen bu cebirin Hopf Cebir yapisi

kisaca aktarilacaktir. Son olarak da, Z,-dereceli h-deformasyona kisaca deginilecektir.

3.1 Z,-Dereceli Kuantum Siiper Diizlem Uzerindeki Fonksiyonlarin Cebiri

Manin (1988), Z, -dereceli kuantum siiper diizlemi asagidaki gibi tanimlamigtir.

3.1.1 Tammm Z,-dereceli kuantum diizlem ya da kisaca kuantum siiper diizlem, X bir ¢ift

koordinat fonksiyonu ve @ da bir tek koordinat fonksiyonu olmak tizere
x0=q0x, 6°=0

sartlarin1 saglayan bir birlesmeli cebir olarak tanimlanir. Burada ¢, sifirdan farkli bir

kompleks deformasyon parametresidir.

Celik (2002a) da yaptig1 ¢alismada, Manin’in vurgusundan yola ¢ikarak Z,-dereceli siiper

diizlemi incelemis ve bu diizlemin diferansiyel geometrisini inga etmistir. Bunu yaparken,

Z,-dereceli kuantum siiper diizlemi genellestirmek igin, onun tek olan jeneratoriiniin

nilpotentlik derecesini artirmistir. Boylece, uygun bir genellestirme, X ve € koordinat

fonksiyonlari ile
x0=q0x, 6 =0 (3.1)

sartlarin1 saglayacak sekilde bir birlesmeli, birimli cebir olarak tanimlanmistir. Bu ifadede,

Z,-dereceye gore X koordinat fonksiyonunun derecesi 0 ve Z,-dereceye gore € koordinat

fonksiyonunun derecesi 1 dir. Kompleks sayilar kiimesi {lizerinde tanimlanan bu birlesmeli

cebir, kuantum siiper diizlemi iizerindeki polinomlarin cebiri olarak bilinir. Bu tanimlanan

cebiri R, (1/1) ile gosterecegiz:

X 3
R,(1/1) > p & X0=q0x, 6°=0.
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q— 1 limitinde bu cebir, degismeli olur ve iki boyutlu siiper diizlem iizerindeki C[x,6]

polinomlar cebiri olarak diisiiniiliir. Eger bu cebirin dualini R_(1/1) (kuantum diferansiyel

yapisi olusturulurken | parametresi gelecek) ile gosterirsek,
* Q o 3
Ry (171) > y| e ey=aive ¢'=0 (3.2)
elde ederiz. Burada,
[R,(1/1)] =Ry ;(1/1)
olarak tanimlanmustir. R, (1/1) cebirine, birim elemam ve X~ elemanin

XX '=1=x"x

esitlikleri saglanacak sekilde ekleyerek, kuantum siiper diizlemi genisletilmis bir cebir olarak

diistinebiliriz. Bu genisletilmis cebiri A = Fun(Rq (1/ 1)) ile gosterecegiz.

3.2 A4 Cebiri Uzerine Hopf Cebir Yapisi

Kisim 2.1 den, verilen bir cebir yapisinin hangi sartlar altinda bir Hopf Cebir yapisina sahip
olacagini biliyoruz. Burada amag, 4 cebiri iizerindeki ko-g¢arpim, ko-birim ve ko-ters

operatorlerini tanitmaktir.
1) Ko-garpim operatorii A , : 4 > AR A,

A4 (X)=x®X,
A, (0)=x®0+0®x,
A, (1)=10®1

ile taniml1 bir cebir homomorfizmidir.

2) Ko-birim operatérii ¢ ,: . 4—>C,

ile taniml1 bir cebir homomorfizmidir.
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3) Ko-ters operatorii S ,: 4 —> A4,
S, (x)=x7,
S, (0)=—x"0x"
ile taniml1 bir cebir anti-homomorfizmidir.

A cebirinin tanimlanan ko-carpim, ko-birim ve ko-ters operatorleriyle bir Hopf Cebir
yapisina sahip oldugunu biliyoruz. Bu tanimlanan operatorlerin (2.2) ve (2.3) de verilen
Ozdeslikleri sagladiklar1 kolaylikla goriilebilir. Daha detayli bilgiler (Celik, 2002a) da

bulunabilir.

3.3 Z,-Dereceli h-Deformasyona Bir Bakis

Z,-dereceli kuantum siiper diizleminin, X' ve ' koordinat fonksiyonlar: arasinda
X'0'-q0'x'=0, 6”=0 (3.3)

formunda komutasyon bagntis1 oldugunu biliyoruz (h-deformasyona gegilecegi i¢in islii

harfler kullanilmistir).

Amacimiz, Aghamohammadi vd. (1995) de kuantum diizlem i¢in yapilana benzer bir siingiiler
benzerlik transformasyonu kullanarak, siiper diizlemin h -deforme yapisini1 ortaya koymaktir.

Bunun i¢in, tersi mevcut bir g matrisini

1 0
g=|_h

— 1
g-1

olarak alalim ve

o) 02)

diyelim. Bu takdirde, yeni x ve € koordinatlar

!

X=X, 9:9'—Lx’
g-1

seklinde yazilir. Simdi, X ve @ koordinatlar1 arasinda saglanan bagintiy1 elde etmek i¢in (3.3)
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deki ilk bagintiy1 kullanirsak,
X0=00x+hx’

bagintisina ulasiriz. h parametresi X koordinati ile degismelidir. Ayrica €' Grassman

koordinati

0" =0

esitligini sagladigindan,
fh=qjhao, h*=0
olmak sartiyla

0’=0

esitligi elde edilir. g—1 limitinde Z,-dereceli h-sliper diizlemi tanimlayan asagidaki
bagintilara ulagilir.

Xx0=60x+hx*, 6°=0, h’=0. (3.4)

Elde edilen bu yap1 kullanilarak, Z,-dereceli h -siiper grubu tanimlamak miimkiin olabilir. Bu

da, ayr1 bir ¢alisma konusu olabilir.
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4. Z,-DERECELI KUANTUM SUPER GRUBU

Bu boliimde, ilk olarak Z,-dereceli siiper uzaya etki eden kuantum matrisler incelenecek ve
matris elemanlarinin sagladigi Z,-dereceli (q, j) -komutasyon bagintilar1 bulunacaktir. Daha
sonra Z,-dereceli bir siiper matrisin siliper tersi ve siiper determinanti, bazi yeni
tanimlamalarla elde edilecek ve Z,-dereceli kuantum siiper grubu elde edilecektir. Son olarak,
elde edilen Z,-dereceli kuantum siiper grubun bir Hopf Cebir yapisina sahip oldugu

gosterilecektir.

4.1 Z,-Dereceli Siiper Uzaya Etki Eden Kuantum Matrisler

Bu kisimda, Z,-dereceli 2x2-tipindeki kuantum siiper matrislerin yapisini inceleyecegiz.
Kisim 3.1 de degindigimiz lizere, Z,-dereceli kuantum siiper diizlemin, X ve & koordinat

fonksiyonlar1 yardimiyla (3.1) deki komutasyon bagintilar ile iiretildigini biliyoruz. Ayni

kisimda, Z;-dereceli dual kuantum siiper diizlemin de ¢ ve Yy koordinat fonksiyonlari

yardimiyla (3.2) deki komutasyon bagintilarin1 saglayacak sekilde iiretildigini biliyoruz.

Z,-dereceli uzaydaki 2 x 2 -tipindeki bir siiper matrisi

_(a B
T—(]/ d} (4.1)

seklinde tanimlayalim. Bu matriste yer alan elemanlarin her biri birer koordinat fonksiyonu
olmak tizere, Z,-dereceye gore dereceleri, a ile d nin 0 ve £ ile y nin da sirasiyla 2 ve 1
dir. Burada, T nin biitiin matris elemanlarinin sagladigi deforme edilmis komutasyon
bagntilar1 elde edilecektir. Bu nedenle, T nin a ve d matris elemanlarimin R, (1/ 1) ve
R;, i (1/ 1) siiper diizlemlerinin (biitiin) koordinatlar1 ile komutatif ve £ ile y ninda X ve y

ile komutatif, € ve ¢ ile de j-komutatif olduklar1 yani,

[u,x]=[u, y]=[u,0]=[u,¢]=0, ue{a,d}

[v,x]=[v,y]=0, [e,v]23 :[go,v]z3 =0, ve{B,y) 4.2)

bagintilarinin saglandig1 kabul edilecektir. Bu kabuller altinda, asagidaki ozellikleriyle iki

lineer doniisiim goz Oniine alalim:
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TR, (1/1) - R, (1/1),

X X (4.3)
T:R,; (1/1) - R, (1/1).
Ustteki lineer doniisiimiin sonucu olarak
X=ax+ 6, é:7x+d¢9 (4.4)

koordinat fonksiyonlar1 (3.1) bagintilarin1 saglamalidir. Bu bagintilar1 kullanarak asagidaki

komutasyon bagintilarina ulasabiliriz:

ay=qya, dy=qyd,
dp=q'jpd, »’=0.

Benzer sekilde,

p=ap+j’py, Y=jrp+dy (4.5)
koordinat fonksiyonlar1 da (3.2) bagintilarini saglamalidir. Bu bagintilar1 da kullanirsak
af=q"j'pa, p’=0

komutasyon bagintilarini elde ederiz. Ayrica, Celik (2002a) da yer alan

R9=a9%+(j* D40

bagintis1 da kullanilarak,

ad=da+q'(1-j) By, Br=a’rp

komutasyon bagintilar elde edilir.

Sonug olarak, T matrisinin matris elemanlar1 arasindaki komutasyon bagintilar1 Celik (2002a)

da da verildigi lizere, toplu halde

af=q"'j"' pa,

ds=q" jAd,

ay=qQqyra,

dy=qyd, (4.6)
ad=da+q"' (1-j) By,

Br=9’yp,

ﬁ3:O, 73 :0
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seklindedir.

Kisim 4.2 de, matris elemanlar1 bu bagmtilar1 saglayan matrislerin bir kuantum grubu
olusturdugu ilave bilgilerle ortaya konacaktir. O kisma ge¢cmeden once, T matrisinin siiper
tersi ve determinanti hesaplanirken kullanilacak olan bazi bagintilar1 verelim. Eger T
matrisinin @ ve d matris elemanlarinin terslerinin mevcut (invertible) oldugu kabul edilirse,

(4.6) dan

a’' pf=qjpa’,

d" pg=qj’ pd,

a'y=q'ya’,

dy=q'yd", (4.7)
a'd=da’+q(j-1)a" ypBa’,

d'a=ad™"+q(1-j)d" ypd™,

a'd'=d"a'+q(l-j)a’d'ypd"a"

bagintilar1 elde edilir.

4.2  Z,-Dereceli Bir Siiper Matrisin Siiper Tersi ve Siiper Determinanti

[lk olarak, 2x 2 -tipinde Z,-dereceli bir T siiper matrisinin siiper tersini elde edecegiz. Bunun

i¢in islemleri kisaltmak amaciyla,

D,=ad-q' By (4.8)
D,=da-qjy (4.9)
diyelim. Bu halde, matris elemanlar1 (4.6) bagintilarin1 saglayan T matrisinin sag tersi,

TT, =1

esitligini saglamalidir. Buradan, gerekli islemleri yaptigimzda, T;" (ters) matrisini

-1 AN -1
TR—I :( (iIlDl y q Jﬂ_!:)2 j (410)
-q 7 D1 a D2

olarak buluruz. D, ve D, ile T nin matris elemanlar1 arasinda saglanan bagintilar ise, su

sekildedir:
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D,d=d D, D,a=aD,,
D, 8=q" S D,, D, 7=0’yD,, k=12 (4.11)
pD;'=q7 Dy, yD'=q’ D" .

Bu bagmtilarin dogrulugu, (4.6) ve (4.7) bagntilar1 kullanilarak kolayca kontrol edilebilir.
Gergekten, 6rnegin, (4.6) dan

D, f=(ad—q”' B»)p
=q” pad-q” BBy
:qizﬂDl

ve (4.7) den

yDl=yd'a'+d'a’ pd ' ya'+da pd ya pd 7l yat)
=q2 d—l a—l }/+q2 d—l a_lﬂd_l }/a_ly+q2 d—l a_lﬂd_l }/a_lﬂd_l }/a_ljf
=9’ D'y

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde yapilabilir. Ayrica

aD,'=d'+d'ya' pd'+d'ya' pd ' ya' pd

(4.12)
dD'=a'+a'Bd'ya'+a' pd ' ya' pdya’

olduklarmi gdstermek oldukga kolaydir. Ornegin,

aD;'=a(da-qjyp)"
=a(a'd'+a'd'ya' pgd'+a'd ' ya' pd ' ya pd )
—d'+d'ya'pd+d " yal fd 7 ya g

dir.

T.' yi iki matrisin ¢arpim seklinde yazmak, yani (4.10) daki matrisi ikiye ayirmak igin onu

L _(d7@*D) -qjBD;’
T;{_ o) s j (4.13)
q rb a (aD,)

olarak yazalim. Bu durumda

-1 _a-l -1 2 -1
oo d a pa d° D, 2071 (4.14)
—d ' yd”! a 0 a D,

olacaktir. O halde T nin Z,-dereceli kuantum siiper determinanti
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D, ,(T)=a>D;'=D;' a’ (4.15)

olarak tanimlanabilir. Buradaki a’D,' ifadesi agik olarak yazilir ve diizenlenirse, T nin
kuantum siiper determinanti
D,;(T)=ad'+ad'ya" gd'+ad"' ya' pd ' ya"' pd" (4.16)

seklinde elde edilir.

Benzer diisiinceyle , T nin sol tersi T, de
T 'T=1
olmasi gerceginden hareketle

TL_l _ Dl_l d _q_1 j2 Dl_l ﬂ
-qDb,'y D,'a

seklinde hesaplanir. O asikardir ki (4.11) bagintilari,
TR—l =T—] =TL—1
oldugunu ortaya koymaktadir.

Not olarak, T siliper matrisinin siiper tersi, (4.1) deki T matrisinin, Crout redaksiyonu

kullanilarak
a 0 1 a
T . s (4.17)
y d—ya g0 1
seklinde yazilmasiyla da elde edilebilir. Gergekten,
a 0 B
y d-ya'p

a’ 0
_(—d"l ya'—-d'ya'pd'yal dl'+d'ya'pd'+d ' yal pd ' yal pd”! ]
a’ 0
_[—q“ 7D’ aD;'j

Ve
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1 a‘lﬂ_l_l —a'p
o 1 ) o 1

olduklarindan
(1 a' g (a o Y
0 1 y d—ya'p
(a'+a'pdya+a pd ya pd 7 ya —a'pd'-a' pd'ya' gd”
~d'ya'-d'ya'pd’ya" d'+d'ya'gd'+d "' ya' pd ya’ pd!
:TR‘I

c¢ikar. Bu durumda Z,-dereceli kuantum siiper determinant

D, (T)=a(d-ya"p)’

seklindedir ki bu ifade agilip diizenlendiginde (4.16) ile ayni olur.

43 GL,,(1/1) Siiper Grubu

Bu kisimda, iistte elde ettigimiz siiper ters ve siiper determinanta ilaveten, Z,-dereceli uzaya

etki eden iki matrisin ¢arpimini inceleyecegiz. Amacimiz, kapalilik 6zelliginin de saglandigini

gosterip Z,-dereceli grup yapisini ortaya koymaktir.

O nedenle kabul edelim ki

2 2 )
1 noq ’ ’ 7, 4,

her ikisi de birer Z,-dereceli kuantum siiper matristir. Eger T, ve T, nin matris elemanlar

icin; dereceleri 0 olanlar digerleri ile degismeli ve geri kalanlar arasinda

ﬂ17/2:j7/2ﬂ1, ﬂl/gz:jzﬂzﬂ]a
71ﬂ2:jﬂ271: 7172:j27271

seklindeki komutasyon bagintilar1 varsa, beklendigi tizere T, T, nin matris elemanlar1 (4.6)

bagintilarini gercekler.
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Bu kisimdan sonra (4.6) komutasyon bagntilarini saglayan a, ,7 ve d ile olusturulmus Z,-

dereceli kuantum siiper grubu GL,; (1/1) ile gosterecegiz.

Not 1: Z,-dereceli kuantum siiper determinant, Z,-dereceli iki parametreli kuantum siiper
grubun merkezi eleman: olmasina ragmen (Dabrowski ve Wang, 1991), Z,-dereceli kuantum

stiper determinant, Z,-dereceli kuantum siiper grubun merkezi elemani degildir.

Not 2: TeGL,,(1/1) matrisinin siiper transpozesi

% )
B d

seklindedir. Boylece, (4.3) doniisiimleriyle birlikte

TR, (1/1) - R, (1/1),
TR (/1) — Ry, (1/1)

doniigiimlerinin de (4.6) bagintilarin1 verecegi kolayca kontrol edilebilir.

Not 3: Eger TeGL,(1/1) ise T eGLq,l)j,l (1/1) dir.

Ispat: Eger (4.13) deki T~' matrisi

T,I_AB
lc D

. . g —1 e e .
seklinde ifade edilirse, T~ matrisinin matris elemanlarinin

AB=q jBA,

DB=qj*BD,

AC=q'CA,

DC=q'CD, (4.18)
BC=q°CB,

B*=0=C’,

AD=DA+q'(1-j)CB

bagintilarini sagladigi kolayca gosterilebilir. Gergekten, Grnegin
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AC=(dD;')(-q"' »D;")
:_Cr1 d Df1 e Dlil
=-q dy D' D'
=—q”yd D' D"
=g (- 7D;")(d D)
=q'CA

Ve

DB=(aD,')(-aj AD;')

=—q’ ja pD,'D,’
=qj’(-aj BD;')(aD;")
=qj’BD

dir. Netice itibariyle, T € GL,. . (1/1) oldugunu gdriiyoruz.

44 Z,-Dereceli GL (1/ 1) Kuantum Siiper Grubunun Hopf Cebir Yapisi

Bu kisimda, Z,-dereceli GL, (1/ 1) kuantum stiper grubunun bir siiper Hopf Cebir oldugunu

gosterecegiz. Bunun i¢in, GL, (1/ 1) kuantum siiper grubu iizerinde, siiper diizlem iizerinde

de tanimladigimiz gibi, isimleri sirasiyla ko-carpim, ko-birim ve ko-ters olan ve A, ¢ ve S

ile gosterecegimiz li¢ tane operatdr tanimlayacagiz.

Ko-carpim operatorii olan A operatorii,
A:GL (1/1)—>GLqﬂj (1/1)®GLq’j (1/1),
A(T)=T®T

seklinde tanimlanmustir. Buradaki ®  sembolii matris-tensérel carpma islemini
gostermektedir. Yani, normal matris ¢arpimi gibi yapilacak ancak araya tensor isareti

konacaktir (bak (4.20)). A, yine (coass) aksiyomunu saglamaktadir. Burada Z,-dereceli

carpma

(A®B)(C®D)=j**®* AC®BD (4.19)
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kurali ile verilmektedir. A ko-¢arpiminin, GL_ (1/1) grubunun matris elemanlar1 {izerine

etkisi, (4.18) den

A(a)=a®a+p®y, A(f)=a®p+p®d,

4.20
A(y)=r®a+d®y, A(d)=r®p+d®d (4.20)

olarak yazilir. Burada, A ko-carpiminin (4.6) bagintilarini invaryant biraktigini géstermek zor
degildir. Bir ornek olmasi bakimindan, (4.6) daki ilk bagintiya A y1 uygulayalim. Bu

takdirde, A nin bir cebir homomorfizmi olmasi gercegi ve (4.20) de tanimlamalar kullanilarak

A(ap)=A(a)A(B)=(a®a+L®y)(a®p+L®d)
=a’®af+af®ad+pBa®yf+j p®yd
=g j*{(a®p+p®d)(a®a+S®y)}
=q" ’A(B)A(a)=A(q | pa)

oldugu goriiliir.

Ko-birim operatorii olan & operatorii de

g:GL,;(1/1)>C,

e(T)=1

seklinde tanimlanmustir. & ko-biriminin, T e GL ; (1 / 1) matrisinin matris elemanlari lizerine
etkisi

e(a)=1, ¢(B)=0, &(r)=0, &(d)=1 4.21)
seklindedir. Ko-birim operatorii bilindigi gibi,

po(e®id)eA=p'o(id®g)oA

olacak sekilde bir cebir homomorfizmidir. Bu esitlikte yer alan g ve ' tasvirleri kanonik

olarak izomorf olup,

w:C®GL, , (1/1)>GL, ;(1/1),  #:GL,,(1/1)®C—GL,, (1/1),
u(c®a)=ca=y4'(a®c), VaeGL (1/1), VceC

seklinde tanimlanmuaslardir.
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Boylece, GL_; (1/1) grubunun asagida tanimlanan m ¢arpmasiyla bir ikili cebir yapisina

sahip oldugunu gostermis olduk. m ¢arpma tasviri,
m(a®b)=ab

ile

mo(m®id)=mo(id ®m)

seklinde tanimlanmis birlesme aksiyomunu saglayan bir tasvirdir.
Ko-ters operatorii olan S operatori,

S:GL, (1/1)—>GLq’j (1/1),

S(T)=T" (4.22)
seklinde tanimlanmustir.

S ko-ters operatdrii de,

Mo(S®id)eA=g=mo(id®S)oA

bagintisini saglayan bir cebir anti-homomorfizmidir.

Sonraki kisimda GL, (1/1) siiper grubu iizerine bir diferansiyel hesap kuracagiz. Simdi,

yukarida elde ettigimiz GL_; (1/1) Hopf Cebiri iizerindeki fonksiyonlarin cebirini A4 ile

gosterelim. !

' Bu kisim, Celik ve Yasar (2008) de verilmistir..
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5. Z,-DERECELI GL_,(1/1) SUPER GRUBU UZERINE DIFERANSIYEL HESAP

Bu bolimde, Z;-dereceli 4 cebiri [GL,,(1/1) kuantum siiper grubu iizerindeki

fonksiyonlarin cebiri] iizerine degismeli olmayan bir diferansiyel hesap insa edecegiz. Bu

hesap, .4 nin elemanlarini, bunlarin diferansiyellerini ve diferansiyel formlari igerecek.

5.1 d Dis Diferansiyel Operatorii

Bu kisima dis diferansiyel operatoriin 6zelliklerini siralayarak baslayalim. d dis diferansiyel

operaratdrii, Z,-dereceli 4 cebirinin jenaratdrlerini diferansiyellerine tasvir eden bir

operatordiir:

d: 4—->dA4
udu, ue{af,y.d}.

d dis diferansiyelinin asagidaki iki 6zelligi saglamasini talep ediyoruz:

d* =0 (nilpotentlik 6zelligi) (5.1)
veE
d(fg)=(df)g+j*'" f(dg). (Z,-derece Leibniz kuralr) (5.2)

Klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlarin diferansiyelleri ile degismeli olduklart bilinir.
Cebirsel bir bakis acgisiyla, 1-formlarin uzayi, birinci mertebeden diferansiyeller tarafindan
tiretilmis diizgiin fonksiyonlar cebiri iizerine bir serbest, sonlu bi-modiildiir ve degismelilik,

onun sag ve sol yapisinin nasil birbirine bagli oldugunu gosterir.

Biz Bolim 4 den, 4 cebirinin (4.6) bagintilar1 ile (4.1) in matris elemanlar tarafindan
tiretilen bir birlesmeli cebir (esasen bir dereceli-Hopf Cebiri) oldugunu biliyoruz. .4 cebiri
tizerindeki bir diferansiyel cebir, (5.1)-(5.2) bagintilariyla verilen bir lineer d operatori ile

donatilmus bir Z,-dereceli birlesmeli cebirdir.

Asagidaki O6nermeyi vermeden once, d operatoriinin .4 nin jeneratorlerine etki etmesi

halinde nasil derecelendigini aciklamak gerekmektedir.

Lineer d operatérii a koordinat fonksiyonuna uygulandiginda Z,-dereceye gore derecesi 1

olan bir 1-form firetir. Benzer sekilde d, £ ya uygulandiginda Z,-derecesi 0; y ya
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uygulandiginda Z,-derecesi 2 ve d ye uygulandiginda Z,-derecesi 1 olan 1-formlar1 elde
ederiz. Elde ettigimiz 1-formlar1 sirasiyla da, df, dy ve dd ile gosterecegiz. d lineer
operatorii da ya uygulandiginda (veya a ya iki defa uygulandiginda), Z,-derecesi 2 olan bir
1-form elde ederiz. Bunu d’a ile gosterecegiz. Benzer sekilde, df ya uygulandiginda d’f
ile gosterecegimiz ve Z,-derecesi 1 olan bir 1-form, dy ya uygulandiginda d’y ile
gdsterecegimiz ve Z,-derecesi 0 olan bir l-form ve dd ye uygulandifinda d°d ile

gosterecegimiz ve Z,-derecesi 2 olan bir 1-form iiretilmis olacaktir.

5.2 Koordinat Fonksiyonlar: ve Onlarin Birinci Mertebe Diferansiyelleri Arasindaki

Bagmtilar

Bu kisimda, A4 cebirinin jeneratorleri olan T eGL, ; (1/ 1) matrisinin matris elemanlari ile

onlarin birinci mertebe diferansiyelleri arasinda saglanan bagintilar asagidaki Onerme ile

verilmektedir. Onermenin ispat1 yapilirken, Celik (1998a) deki teknik kullanilmaktadar.

5.2.1 Onerme Eger T eGL,; (1/ 1) ise T nin matris elemanlar ile onlarin birinci mertebe

diferansiyelleri asagidaki (q, J) -komutasyon bagintilarini saglar:

ada=j’daa,
ady:qdyaJr(j2 —l)day,
yda=q'jday,

ydy=jdyy,

adg=q"' j’dpa+(j’-1)dag,
Bda=qjdag,

Bdp=dpp,

ydB=q7j*dBy+q"(j-J*)dad,

pdy=q’jdy g+q(1- j)dad,

ddy =qj*dyd,

ydd =q7'j*dd y+(j - j*)dyd,

ddd =j*ddd,

pdd =qdd g+(1-j)dgd,

ddg=q'dad,

dda=dad, (5.3)
add =dda+(j-D(1-j>)dad+ql-j)dyB+q"' (1-j)dBy
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Ispat: Yukaridaki bagintilar1 elde etmek igin, Z,-dereceli kuantum grubundaki bir matrisin

matris elemanlart ile onlarin diferansiyelleri arasinda saglanmasi muhtemel asagidaki

bagintilar1 yazarak baglayalim.

ada= X, daa,

ady =F,dya+F,day,

yda=F, day+F, dya,

ydy =X,dyy,

adp =K, dpga+K,dag,

pda=K, dag+K, dga,

BdB=X,dB B,
ydg=L,dgy+L,dypg+L,dad+L, dda,
pdy=L,dypg+L,dgy+L,,dad+L,,dda,
ddy=M, dyd+M,dd y,

ydd =M, dd y+M,,dyd,

ddd =X,ddd,

pdd =N, dd f+N,,dgd,

ddg =N, dgd+N,, dd g,

add =R,dda+R,dad+R,dyS+R, dfy,

5.4
dda=R, dad+R,dda+R, dyA+R, dA7. >4)

Yukarida, muhtemelen q ve j parametrelerine bagli 36 adet sabit bulunmaktadir. Amacimiz

bu bagintilarda yer alan X, X,, X,, X,,F.,K,,L;,M

45 T ijo T rijo iy ij?

N;,R; katsayilarmi bulmaktir.

Asagida a, y ve onlarin diferansiyelleri géz ontine alinarak (5.4) deki ilk dort bagint1 agikca

elde edilecektir. Oyleyse,
ay=qra, 7'=0

bagintilartyla olusturulan cebiri 4, ile gdsterelim. Bu durumda 4, cebirinin diferansiyel
cebiri olan d.4,  cebirinin jenaratorleri da ve dy olup, .4, wd.4, cebirinin jeneratdrleri

arasinda saglanmas1 muhtemel komutasyon bagintilari [ (5.4) deki ilk dort baginti]

ada =X, daa, (5.5)
ady=F,dya+F,day, (5.6)

yda=F, day+F,dya, (5.7
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ydy=X,dyy (5.8)

seklindedir. Buradaki X; (i=1,2) ve F; (i,j=12) katsayilarin1 bulmak i¢in deZismeli

olmayan hesabin kovaryanthi§in1 kullanacagiz (Celik, 2002a). O nedenle oOnce, kisaca

kovaryantliktan bahsedelim.

Q(ﬂ) , A cebiri {izerinde {a,,B, 7,d,da, d,B,d}/,dd,dza,dzﬂ,dzy,dzd} kiimesinin
elemanlari ile olusturulmus, bir sonlu sol modiil olsun. Bu Q(ﬂ ) modiild, eger (3.1) ve (5.4)

bagintilariyla Q(ﬂ ) lizerinde bir ¢arpma kurali tanimlanirsa, bir birimli, birlesmeli cebir

olur.

Simdi, bir

4 :Q(A)>A0Q(A) (5.9)
tasvirini

¢ od=(r®d)oA (5.10)

seklinde tanimlayalim. Burada 7: Q(A4)—Q(.A) tasviri
7(u)=j*u, vueQ(.A) (5.11)

seklinde tanimlanan derecesi sifir olan bir lineer tasvirdir. Bu tanimlamalar 15181 altinda

asagidaki ifadelere sahip oluruz:
¢ (da)=a®da+j’ f®dy, ¢ (dy)=jr®da+d®dy. (5.12)

Simdi de, asagidaki sekilde tanimlanan bir A| tasviri gz oniine alalim:

A, (u; dv, +dv, u, )=A(u, )@, (dv,)+¢, (dv,)A(u,). (5.13)

Bu bilgiler dogrultusunda 6nermemizin ispatina kaldigimiz yerden devam edelim. Eger, bu

A, lineer tasvirini (5.5) bagintisina uygularsak,

A, (ada)=A(a)g¢, (da)
=(a®a+p®y)(a®da+ |’ f®dy)
=a’®ada+ j’af®ady+pa®yda+ jB @ydy
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=X,a’®daa+j’F,ap®dya+j’ F,af®day+qjF,af®day
+qjF,ap®dya+ X, ®@dyy
=X,(a’®daa+j’ap®ady+qap®@dya+ f/®dyy)
+(I*Fy+qjF, - J’ X, )ap®@day
+ (PR +ajF,—gX,)ap®@dya+(jX,-X,) 5 ®dyy
=X, A (daa)+(j*F,+qjF, - J* X,)ag@day
+(I*F+qjF,-aX,)aB®dya+ (jX,-X,) B’ ®dyy

yazariz. Oyleyse, son ii¢ terimdeki parantez icindeki ifadeler sifir olmalidir:
i’F,+qjF,—j* X, =0, iR, +qjF,—-qX, =0, 1 X, =X, =0
A, nin (5.6) bagmtisina uygulanmasi neticesi —gerekli kisaltmalar yapilinca-

A, (ady)=A(a)d, (d7)
=F, A (dya)+F,A, (day)+(j X, —qjF, =] Fu)a;/®daa

+(q2 j2 F - Fll)yﬂ®da7
+ (q(l_j)Fll +q2 j2 Fzz_q2 ] F12)7ﬂ®d7a
+ (Xz_cr1 PR -1 F12):Bd®d7/7

elde edilir ki buradan,

le—q“an—jFu:O, q2 jz F, - F,=0,
q(l_j)Fll +q2 j2 Fzz_q2 ] F,=0

olmasi gerektigini anliyoruz. A, yi (5.7) bagintisina uygulayinca

A (02)=A(7)4; (da)
=F, A (day)+F,A (dya)+(X,-qjF,—jF,)ya®daa

+( PR -0 F21)7ﬂ®d?/a
+(j2 Flz_Q(l_ j)le +F, )7ﬂ®da7
+(sz _quzl_szz)dﬂ®d77

¢ikar ki bu durumda

Xl_quZI_jFM:O’ j2 Flz_q(l_j)le"" F22:0

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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olmalidir. Son olarak, A, yi (5.8) bagintisina uygulayinca
AL (rdy)=A(7)4.(d7)
= XZAL(d77)+(j X, —j? X2)72®daa
+(F11+q j’ F,—q i’ Xz)]/d ®dya
+(Fy+q i’ Fy—j X, )yd®day

elde ederiz ki, buradan yeni bir denklem gelmez.

Netice itibariyle, yukarida elde ettigimiz son bagintilardan goriildiigii iizere, sol kovaryantliga

sahip olmak i¢in F,,=0 olmalidir. Bu durumda, eger X, katsayisin1 keyfi alirsak, diger

katsayilar
Fllijz X,, Flzz(j_jz)xz (5.17)
lezqilxz’ Xl:jXZ

olarak bulunur. Diger taraftan, d dis diferansiyel operatdriiniin y° =0 ifadesine etkisiyle
1+ )X, +j* X,2=0
elde edilir. Bu denklem, X, ic¢in iki ¢6ziim verir:

1. X, =1 olabilir. Ancak bunu istemiyoruz. Zira bu durumda, (5.4) deki bagmtilara d

operatdriinii uyguladigimizda [ki bu durumda (5.21) deki bagmtilar1 bulacagiz]

homojen yapiy1 bozan ifadeler ortaya ¢ikmaktadir. Biz ise, bunu istemiyoruz.
2. X, =] olabilir.
Buradan devam edersek,

Fllzq’ F12:j2_1
F21=q_l ja X1=j2

elde ederiz. Boylece, (5.3) deki ilk dort bagmtiyr elde etmis oluyoruz. Benzer islemler

yapilarak, (5.3) de verilen diger bagintilar i¢in katsayilar da kolayca bulunabilir.

5.3 Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, istteki kisimda tanimladigimiz degismeli olmayan diferansiyel hesabin
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kovaryanthigin1 kullanarak (bak sayfa 29), birinci mertebe diferansiyeller arasinda saglanan

bagintilar1 asagidaki 6nerme ile veriyoruz.

5.3.1 Onerme Eger TeGanj(l/ 1) ise T nin matris elemanlarinin birinci mertebe

diferansiyelleri arasinda

dandy =q jdyada,

dandg =q7'jdSnda,
ddady=qjdyadd,
ddAdB=q'dBAdd,

dBady =q*dyadB+q(l— j)dd Ada,
dandd = j>dd Ada,

dandanda=0,

dd Add Add =0

(5.18)

seklindeki (g, j)-komutasyon bagntilari gegerlidir.

Ispat:  Z,-dereceli kuantum siiper grubundaki bir matrisin matris elemanlarmin birinci

mertebe diferansiyelleri arasinda saglanmas1 muhtemel bagintilar

dandy = E, dyada,

dandp =E,dfAda,

dd Ady =E,dyAdd,

ddAdg =E,dpnAdd,

dpady =E,dyAdg+E,dd Ada,
dandd =E, dd Anda+E;dyAdp

(5.19)

seklindedir. Oyleyse amacimz, muhtemelen ¢ ve | parametrelerine bagli olan
E (i=1,2,..,8) sabitlerini (katsayilarini) bulmak olacaktir. Bu katsayilar1 bulmak igin,

Onerme 5.2.1 de de yaptigimiz iizere degismeli olmayan diferansiyel hesabin kovaryantligim

kullanacagiz.

Asagida, (5.19) daki ilk bagint1 elde edilmekte ve dolayisiyla E, katsayist bulunmaktadir.

Benzer islemlerle diger katsayillar da kolaylikla hesaplanabilir. Onerme 5.2.1 de

tanimladigimiz A lineer tasvirini (5.19) daki ilk bagintrya uygulayalim. Bu durumda,
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A, (dandy)=A, (da)A, (dy)
(a®da+ j’ f®dy)(jy®da+d®dy)

j’ay®dasrda+rad®dandy+j’ Br@dyada+ |’ fd@dy Ady
qj’ya®danda+E da®dyada+q(l-j)E yf®dyAda

+0° j y BOdy ada+ j> fd @dy Ady
=E A, (dy)A (da)+(q )’ - JE )ya®danda+(j’~q"'jE )Bd®dy ady

+[a(1-J)E,+0” i’ ~J E] |y B®dy ada

olup,
q jz —] E =0,
i’-97jE =0, (5.20)

a(1-j)E+a” j°—j B =0

olmas1 gerektigini anliyoruz. Aslinda -elde edilen bagintilardan- ortada iki denklem vardir ve

tek ¢oziim E, =q j dir.

5.4 Koordinat Fonksiyonlar1 ve ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, A4 cebirinin jeneratorleri olan T eGL (1/ 1) matrisinin matris elemanlar ile

onlarin ikinci mertebe diferansiyelleri arasinda saglanan bagintilar Z,-dereceli Leibniz kurali

kullanilarak asagidaki onerme ile verilecektir.

5.4.1 Onerme Eger T eGL, ; (1/ 1) ise T nin matris elemanlar ile onlarin ikinci mertebe

diferansiyelleri asagidaki (q, J) -komutasyon bagintilarini saglar:

ad’a= j°d’aa,

ad’y =qd’ya+(j’-1)d’ay,
yd’a=q'd’ay,

yd’y=dyy,
ad’f=q"'j"d’pa+(j’-DHd’ap,
pdia=qj’dap,

pd*p=jd’ pp,
yd*p=q7jdBy+q(1-j)dad,
Bdy=q*Jd’yp+q(j-j*)d’ad,
dd’y=qj’d’yd,
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yd*d =q ' jdd y +(1- j)d’yd,

ddd = j>d*dd,

Bdd=qjddp+(j-j’)d*pd,

dd’s=q'd’4d,

dd*a=d’ad,

ad’d =d*da+(j-1)(1- j*)d’ad+q(1- jHd’yB+q~ (1-j)d’By.

(5.21)

Ispat: Yukaridaki bagintilari elde etmek igin, (5.3) deki bagintilara Z,-dereceli Leibniz

kuralin1 uygulayacagiz. Asagida, keyfi olarak sectigimiz iki bagintinin nasil elde edildigi
acikca ortaya konmaktadir. Diger bagintilar da benzer islemlerle kolayca elde edilebilir.

Simdi,

ady =qdya+(j* -1)day (5.22)
bagintisini1 géz Oniine alarak d operatdriinii uygulayalim. Bu takdirde sol taraf
d(ady)=danrdy+ad’y

ve sag taraf

d(qd7a+(j2—1)day)=qd27a+q j?dy ada+(j?~1)d%ay+(1- j)dandy

seklini alir. Elde edilen bu iki ifadeyi esitler ve (5.18) bagintilarin1 da kullanarak diizenlersek,

son esitligi

ad’y =qd’va+(j’-1)d*ay

seklinde yazariz. Bu, (5.21) deki ikinci bagitidir. Benzer sekilde,
pdy =q’jdy f+q(1- j)dad

bagintisinin her iki tarafina d operatdriinii uygularsak,

d(pdy)=dB ady+j* pd’y
d(g’jdy B+q(1- j)dad)=q’jd’y f+q(1- j)d°ad +¢” dy AdB+q(j-j*)dandd

olup, (5.18) bagintilarinin kullanima ile,

Bdy =’ dyB+q(j-j*)d’ad
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yazariz. Bu da, (5.21) deki dokuzuncu bagintidir.

5.5 Birinci ve Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda da, Z,-dereceli Leibniz kuralindan faydalanilarak, 4 cebirinin jeneratorlerinin

birinci ve ikinci mertebeden diferansiyelleri arasindaki bagintilar asagidaki Onerme ile

verilmektedir.

551 Onerme Eger TeGLq’j(l/ 1) ise T nin matris elemanlarimin birinci mertebe

diferansiyelleri ile ikinci mertebe diferansiyelleri arasinda

dard’a=jd’anda,

dand’B=q"' &’ Brda+(j-j’)d’ands,

dpard’a=q jd’andp,

dgAd’B=j*d’B Adp,

dy and’a=q"' j*d*andy,

dand’y=qd’y rda+(j-j*)dandy,

dy ad’y=d’y Ady,

dgAd’y =@ jzdzj//\dﬂ-i—(](l—j)dza/\dd,

dd Ad’y=q j> d*y Add,

dy ad’B=q" &’ BAdy+q7'(j*-1)d’andd,

dd Ad’d = jd*d Add,

dy ad’d =g~ d’d ady+(1-j)d*y Add,

dd Ad’f=q"' jd*B Add,

dpad’d=qd’d Adg+(j*-1)d’BAdd,

dd Ad’a= j*d*andd, (5.23)
daAd2d=j2d2dAda+(1—j2)2 dandd+q(1-j) d’y adp+q' (j-j7)d*BAdy

seklindeki (g, j) -komutasyon bagntilari saglanur.

Ispat: Onermede verilen bagintilar, (5.21) deki bagmtilara Z,-dereceli Leibniz kural

uygulanarak elde edilebilmektedir. Asagida, keyfi olarak sectigimiz iki bagintinin nasil elde
edildigi agikca ortaya konmaktadir. Diger bagintilar da benzer islemlerle kolaylikla

gosterilebilir. 11k dnce,

ad’p=q"j*d’pa+(j’-DHdap
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bagmtisim goz oniine alalim. Bu bagintiya d*=0 oldugunu géz oniine alarak d diferansiyel

operatoriinii uygularsak dogrudan
dand’B=q"' &’ B rda+(j-j’)d’ands
esitligine ulasiriz. Simdi de,

ey = dyp+q(j-j*)dad
bagintisina d yi uygulayalim. Bu halde,
dgad’y=q*j>d’y A dﬂ+q(1— j)dza/\dd

cikar.

5.6 Ikinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Diferansiyel semay1 tamamlamak i¢in geriye, T nin matris elemanlarinin ikinci mertebe
diferansiyelleri arasinda saglanan komutasyon bagmtilarini ortaya koymak kaldi ki, o

bagintilar da asagidaki 6nerme ile verilmistir.

5.6.1 Onerme Eger TeGLq’j(l/ 1) ise T nin matris elemanlarmin ikinci mertebe

diferansiyelleri asagidaki (q, J) -komutasyon bagintilarini saglar:

dard’f=q'd*psrd*a,

d’and’y=qj*d’yad’a,

d*Badid=q jd’d AdB,

d’d Ad’y=q j>d’y Ad’d, (5.24)
I pad’y=q" | I’y nd’B+q(j’ —1)d’and’d,

Iy adp=q7 dBad’y+q ' (j-j*)d’andd,

d’and’d=j* d’d Ad’a.

Ispat: Bu &nermenin ispati da son iki onermede oldugu gibi Z,-dereceli Leibniz kural

kullanilarak yapilacaktir. (5.23) deki bagmtilara d®=0 oldugu goz oOniine alinarak d
diferansiyel operatoriiniin uygulanmasiyla (5.24) bagmtilar1 kolaylikla elde edilebilir. O
halde, (5.23) den keyfi olarak secilen bir bagintiya diferansiyel operatoriinii uygulayarak

sonuca ulasalim. Kalan bagintilarin da benzer sekilde elde edilecegi aciktir. Simdi,
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dBAd’d=qd’d Adg+(j*~1)d’BAdd
bagintisint géz oniine alalim. O halde,
d(dprd’d)=d[ qd’d ndB+(j*~1)d*Add ]
dpad’d=qj*d’d Ad’S+(1-j)d* S Ad’d
elde edilir. Son esitlik diizenlenirse,
d’Bad’d=q jd’d Ad’B
ile ispat tamamlanmais olur.

Ozet: Simdi, 5. Bolim bashg: altinda buraya kadar yapmis oldugumuz calismayi, elde

ettigimiz veriler dogrultusunda kisaca 6zetleyelim.

Yukarida verilen bes onermede gegen baZintilart A, lineer tasvirinin invaryant biraktigini

kontrol etmek zor degildir. Ayrica asagidaki esitliklerin saglandig1 da kontrol edilebilir:
(Id®A )oA =(A®id)oA, mo(&®id)oA, =id. (5.25)

A, lineer tasvirini sol ko-etki olarak adlandiriyoruz. A tasviri Q(.4) cebirini bir A4 -
modiil yapar. Boylece, (Q(ﬁ ),AL) ¢ifti 4 Hopf Cebiri tizerinde bir sol kovaryant sol 4

modiildiir. Bununla birlikte, (Q(ﬂ ),d) cifti 4 cebiri lizerinde bir diferansiyel hesaptir ve

d operatorii bir sol ko-modiil tasviridir, yani her ue 4 igin
(F@d)oA(u)=A, (du) (5.26)
olur.

Sonug olarak, (Q(ﬂ ),d,AL ) ucliisii 4 Hopf cebiri tizerinde bir sol kovaryant diferansiyel

hesaptir.

5.7 Ters Matrisin Matris Elemanlar ile Diferansiyel Hesap

Bu kisimda, sonraki kisima 11k tutmasi agisindan T eGL, | (1/ 1) iken T~' matrisinin matris

elemanlar1 ve onlarin diferansiyelleri arasinda saglanan bagintilari, toplu halde bir 6nerme

olarak ortaya koyacagiz. Kisim 4.2 den eger TeGL,(1/1) ise T™ eGL . (1/1) oldugunu
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biliyoruz. Burada, ilk olarak T~' nin matris elemanlarmin kendi aralarinda saglanan

komutasyon bagintilarini kisaca hatirlayalim.

Eger, TeGL,;(1/1) igin T nin tersini

_— A B
lc D

seklinde yazarsak, T~' matrisinin matris elemanlarinin

AB=qjBA,
DB=qj’BD,
AC=q'CA,
DC=q'CD,
BC=q>CB,
B*=0=C’,
AD=DA+q"(1-j)CB

bagintilarini sagladigini biliyoruz.

Simdi iistte tammlanan d dis diferansiyel operatorii yardimiyla T~' ters matrisinin elemanlari
ile bir diferansiyel sema olusturacagiz. Elde edecegimiz diferansiyel semayi, Onerme 5.7.1
altinda fazlaca ayrintiya girmeden ve bazi kisa bilgiler ile verecegiz. Ayrintili ispatlari, iistte

verdigimiz 6nermelerin ispatlarina benzer sekilde yapilabilir.

5.7.1 Onerme Kabul edelimki T eGL, (1/ 1) dir. Bu takdirde:

a) T~' nin matris elemanlar1 ile onlarm birinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)-

komutasyon bagintilarini saglar:

AdA= j>dAA,
AdB=g jdB A+(j’~1)dAB,
BdA=q' j>dAB,
BdB=dB B,

CdA=q jdAC,
AdC=q"'dC A+ (j’-1)dAC,
cdc = jdcc,
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CdB=q’ j*dBC+(j-j*)dCB,

BdC =q2dC B,

DdB=q j’dBD+(j’-1)dDB,

BdD =q' jdDB,

CdD=q j*dDC+(j-j’)dCD, (5.27)
DdD=j’>dDD,

DdC=q"' j*dCD,

AdD=j*dD A+q™'(j*~1)dCB+q(1- j)dBC,

DdA=dAD+(j*~1)dD A+q™'(j-1)dCB+q(j* - j)dBC.

b) T nin matris elemanlarmin birinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)-komutasyon

bagintilarini saglar:

dAAdB=qdB AdA,

dAAdC=q' jdC AdA,

dBAdC=q j°dC AdB,
dBAdD=q"' j>dD AdB,

dC AdD=q j*dD AdC,
dA/\dD:dD/\dA+q’1(j—1)dC/\dB,
dAAdAAdA=0,

dD AdD AdD=0.

(5.28)

¢) T nin matris elemanlar: ile ikinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)-komutasyon

bagintilarini saglar:

Ad*A=j*d’A A,

Ad’B=qjd’B A+(j’-1)d*A B,
B d’A=q'd*A B,

B d’B=jd’B B,

C d*’A=qd’AC,

AdC=q"d’C A+(j’-1)d’AC,
c d’c=dC C,

C d’B=q” jd’B C+(1- j)d’C B,
B d’C=q? jd’C B,

C d’D=q jd’D C+(1-j)d’C D,



40

D d’C=q' j>d’C D,

D d’D=j*d’D D,

B d’D=q"' j*d’D B,

D d°B=q j*d’B D+(j’-1)d’D B, (5.29)
AdD=j’d’D A+q”'(j*-1)d°C B+q(1-j)d’B C,

D d’A=d’A D+ (j*-1)d’D A+q”'(j-1)d’C B+q(j’ - j)d’B C.

d) T"' nin matris elemanlarinin birinci mertebe diferansiyelleri ile ikinci mertebe

diferansiyelleri asagidaki (q, j) -komutasyon bagintilarini saglar:

dAAd*A= jd*AAdA,

dAAd’B=q j’ d’BAdA+(j-j*)d*AndB,

dBAd’A=q'j*d*’AAdB,

dBAd’B=j’d’BAdB,

dC Ad*A=q j°d*’AAdC,

dAAPC=q" ’C AdA+(j-j ) AAdC,

dC Ad*C=d*C AdC,

dC Ad’B=q’ j?d’BAdC +(1- j)d’C AdB,

dBAd’C=q~ jd°C AdB,

dC Ad’D=q dzD/\dC+(l—j)d2C/\dD,

dDAd’C=q”" j*d°C AdD,

dDAd’D=jd’DAdD,

dBAd°D=q"' jd°’D AdB,

dDAd’B=q d’BAdD +(j-j*)d’D AdB,

dAAd’D=jd’DAdA+q" (J~1)d’C AdB+q(j- j’)d°BAdC, (5.30)
dDAd* A= jd*AAdD + (j—j*)d*DAdA+q ' (j—1)d’C AdB+q(1-j*)d*B AdC.

e) T ' nin matris elemanlarinin ikinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)—komutasyon

bagintilarini saglar:

d’And’B=q j°d’BAd*A,
d°C Ad’A=q jd*AAd’C,
d’CAd’B=0q’ j*d’BAd’C,
d°’C Ad’D=q jd’DAd’C,
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d’BAd°D=q'd°DAd’B, (5.31)
d’Ard’D=d’DAd’A+q(j-1)d*BAd’C. '

Simdi, dnermenin (a) kismi igin bazi aciklamalar yapalim. Bunun icin, T~' nin matris
elemanlar1 ile onlarin diferansiyelleri arasinda saglanmasi muhtemel bagmntilar1 yazarak

baslayalim. Bunlar

AdA=Y, dAA,

AdB=K, dB A+K,, dAB,

BdA=K, dAB+K,, dBA,

BdB=Y,dB B,

AdC=L,, dC A+ L, dAC,

CdA=L, dAC+L,,dC A,

cdc =Y,dCcC,

BdC =R, dCB+R,dBC+R,dAD+R,dD A,
CdB=R,, dBC+R,,dCB+R,;dAD+R,,dD A,
DdC=M, dCD+M,,dDC,

CdD =M,,dDC+M,, dC D,

DdD=Y,dDD,

BdD =T,,dDB+T,,dBD,

DdB=T, dBD+T,,dDB,

AdD=N, dD A+N,,dAD+N,,dCB+N,_,dBC,

5.32
DdA=N,dAD+N,,dDA+N,,dCB+N,,dBC (-32)

seklindedir. Burada, muhtemelen  ve | parametrelerine bagli 36 adet sabit bulunmaktadir.

T.

ij>

Amacimiz bu bagntilarda yer alanV,,Y,,Y,,Y,,K,,L;,R.,M

i» Lij> Ry N; katsayilarini bulmaktir.

ij>

Asagida A, B ve onlarin diferansiyelleri goz oniine alinarak (5.32) deki ilk dort bagintiya bir
yon verilecektir. Fakat islemler sonuna kadar gdtiriilmeyip, ayrintiya girilmeyecektir.
Siiphesiz, asagida anlatilan yolla diger bagintilarda ortaya ¢ikan katsayilar da kolayca elde

edilebilir. Simdi, A ve B elemanlarin1 g6z oniine alarak
AB=q jBA, B*=0
bagintilartyla olusturulan cebiri 4, ile gosterelim. Bu durumda A4, cebirinin diferansiyel

cebiri olan d.4,, cebirinin jenaratérleri dA ve dB olup, A4,,ud.A,, cebirinin

jeneratorleri arasinda saglanan muhtemel komutasyon bagintilar: [ (5.32) deki ilk dort baginti]
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AdA=Y, dA A,
AdB=K, dBA+K,, dAB,
BdA=K, dAB+K,, dB A,
BdB=Y,dB B

seklindedir. Buradaki Y,(i=1,2) ve K;,(i,j=1,2) katsayilarm1 bulmak igin Hesabimn

Tutarhiligim kullanacagiz (Wess ve Zumino, 1990). Dolayisiyla,

d(AB-qjBA)=0,
(AB—q jBA)dA=0,
(AB-qjBA)dB=0

bagntilarini gz 6niine alip, gerekli islemler yapildiktan sonra Y,,Y,,K; katsayilarinin uygun

kabuller altinda
Y1:j29 K11:qja K12:j2_1’
Kzlch1 jzs Kzz =0, Y2:1

seklinde bulunabilecegi goriilecek ve ele alinan bagintilar elde edilmis olacaktir.

5.8 Cartan-Maurer Formlar

Klasik diferansiyel geometride bir Lie grubu iizerinde tanimlanmis sol-invaryant 1-formlar ile
W=dT T (5.33)

olacak sekilde bir matris degerli W formunu olusturabiliriz. Eger T eGL,;(1/1) matrisinin

tersini Kisim 4.3 de oldugu gibi

T,I_AB
lc D

seklinde yazarsak, elde edilen W formunun matris elemanlarin1 asagidaki gibi elde ederiz:

w, =da A+dgC,
u=daB+dgD,
v=dy A+ddC,
w, =dd D+dy B.

(5.34)

Bu kisimdaki amacimiz, ele alman bu formlar arasinda saglanan komutasyon bagintilarini
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bulup, bu formlarin sol-invaryant olduklarini géstermektir.

Ustte verilen formlar arasindaki bagimtilart bulabilmek icin bazi bagmtilara sahip olmamiz
gerekmektedir. Bu bagintilari, lemmalar halinde, nasil elde edildiklerini de ispatlayarak

asagida sunuyoruz.

-1

5.8.1 Lemma Eger TeGL | (1/ 1) ise T nin matris elemanlart ile T~ in matris elemanlari

asagidaki (q, j) -komutasyon bagimtilarini saglar:

aA=j*Aa+1-j°,
aB=q"'j’Ba,
aC=qCa,
aD=Da,
BA=q"j AB,
fB=q’Bg,
pC=Cp,
AD=q" jDg,
yA=qy A,
yB=By,
yC=q’Cy,
yD=qDy,

d A=Ad,
dB=q"' jBd,
dC=qCd,
dD=jDd+1-]j.

(5.35)

Ispat: Kisim 4.1 ve Kisim 4.3 de elde edilen (4.6) ve (4.13) bagmtilar kullamlarak yukarida
verilen bagintilar kolayca elde edilebilir. Asagida, ilk ve son bagintinin nasil ¢iktig1 agik bir

sekilde ortaya konacaktir. Kalan bagintilar ise benzer sekilde bulunabilir.

aA=a(a'+a' pd'ya'+a' pd ' ya' pd ' ya’)
=a'a+q ' ja’' pad'ya'+q " ja’ pad ' ya pd " ya”
—a'a+q' jfa’ pdaya’+(1-j)a’ pd'ya'apd ' ya’
+q'jfa’' pd'aya’ pd ' ya
—a'a+j’a'pd'yaa+q'(j*~j)a’ pd ' ya pad ' ya
+q' ja'pd'ya' pad ' ya’

1
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2 41

—a'a+j’a’pd'yala+(j’~jJa' pd'ya' pd ' yala
+ja'pd'ya’' pd'ya'a

=j’a’a+j’a'pd'yala+j’a’' pd'ya' pd'ya'a+rala-j’a'a

=j’Aa+l1-j’

ile ilk bagintiyi,

dD=d(d"+d"'ya'pd ' +d" ya'pd ' ya' pd"')

=d'd+qd'yda’'pd'+qd'yda' pd ' ya’' pd’

=d'd+qd'ya'dBd " +(1-j)d ' ya' pd'dya’ gd”
+qd'ya'dpd'ya’ gd

=d'd+jd"ya' pdd+q(1-j)d"'ya' pd' yda’ gd”
+jd'yatpd'dya’ pd!

=dd+jd"ya' gdd+(j-j*)d " ya' pd ya' pdd
+j’d'ya'pd'ya' pd'd

=jd'd+jd'ya' d'd+jd" ya' pd'ya' fd'd+d'd—jd'd

=jDd+1-j

ile son bagintiy1 elde ederiz.

5.8.2 Lemma Eger TeGLq’j(l/l) ise T~ nin matris elemanlar1 ile T nin matris

elemanlarmin birinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)-komutasyon bagtilarin

saglar:

Ada=jdaA,

AdB=q jds A,
Ady=qdy A,

Add =dd A,

Bda=q j*daB,
Bdy=j’dyB+(1-j’)daA,
Bdg=q’ jdgB,

Bdd=q jdd B+q(1-j*)dB A,
Cda=q™"' j°daC,
CdB=dBC+(1-j*)daA,
Cdy=q™ j*dyC,
Cdd=q'ddC+q™'(1-j7)dy A,
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Dda=daD,

DdB=qdBD+q(1-j’)daB,

Ddy=q”' jdyD+q'(j-1)dacC,

Ddd=jdd D+(j—1)dyB+(j’—j)dBC+(1-j) daA.

(5.36)

Ispat:  Yukaridaki bagmtilar1 elde etmek igin (4.13) ve (5.3) bagmtilarini birlikte
kullanacagiz. Asagida birinci ve dokuzuncu bagmtinin ortaya ¢ikarilist agik bir sekilde

yapilmaktadir. Diger bagmtilar da benzer sekilde elde edilebilir. Ilk olarak birinci bagmntry:

Ada=(a"'+a'pd'ya'+a'pd ' ya' pd ' ya')da
—jdaa'+ja'Bd'ydaa'+ja' pd'ya' fd ' ydaa”
=jdaa*‘+q*1 jza*ﬂd*‘dayafﬂq*‘ jza*lﬁd*lya*l,b’d’ldaya"
—jdaa'+a'dapgd'ya'+a' fd'ya'dapd ! ya
=jdaa'+jdaa’' pd'ya'+jdaa’ pd'ya' pd ' ya’
=jda A

seklinde elde ederiz. Simdi de Cda=q' j>daC bagintisim ele alalim.

Cda=(-d"'ya'-d"'ya'pd"ya')da
=—-d'ya'da-d'ya'pgd'ya'da
=—jd'ydaa’ —jd'ya' pd' ydaa™
=-q'j’d'daya’-q'j’d'ya' pd'day a”’
=-q'j’dad'ya’'-q"' j’d'ya' Bdad 'y a™
=-q'j’dad'ya'~d'ya'dagd 'y a"
=-q'j’dad'ya'- jd'ydaa’' Bd'ya’
=—-q'j’dad'ya'-q"'j’d'daya’ pd'ya"
=—-q'j’dad'ya'-q"'j’dad'ya'pd"'ya"
=q" j’da(-d"ya'-d"ya'pdya")
=q'j’dacC.

Asagidaki dnermenin ispati da, (5.21) bagintilar1 kullanilarak Lemma 5.8.2 deki ispata benzer

sekilde yapilabilir. Bu yiizden, ispat verilmeyecektir.

5.83 Lemma Eger TeGL,,(1/1) ise T~ nin matris elemanlar1 ile T nin matris

elemanlarimin ikinci mertebe diferansiyelleri asagidaki (q, j)—komutasyon bagintilarini

saglar:
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Ad’a=jd*a A,

Ad’f=q jd’BA,

Ad’y=q ' d’y A,

Ad’d =d’d A,

Bd*a=q d’aB,

Bd’y=d’yB+(j-1)d’aA,

Bd’f=q’ j"d’5B,

Bd’d=q d’dB+q(j’-j)d’BA,

Cd’a=q"' jd’aC,

Cdp=j2dBC+(j*-j)daA,

Cd’y=q~ jd*»C,

Cd'd=q" j*ddC+q ' (i*-j)dy A

Dd’a=d’aD,

Dd2ﬂ=qd2ﬂD+q(1—j2)d2aB,

Dd*y=q"' jd°yD+q"'(j-1)d’aC, (5.37)
Dd*d=jd*d D+(j-1)dy B+(j*—j)d*BC+(1-]) da A

5.84 Lemma Eger TeGL (1/ 1) ise T nin matris elemanlar: ile W nin matris elemanlar1

aw,=j’w, a,

av=qva+q(l-j)w,z,
au=q"'j’ua,
aw,=w,a+(1- ' )war(1- )(1- I )ur.
Bw,=w, S,

pv=qvB+q(l-j)wd,

pu=q" jup,

,Bw2:jwz,b’+(1—j)2 w, S+(1-j)ud,
YW=t w

yu=q" juy+q(j-J*)wa,
yv=qj’vy,
yw,=jw,y+(j-J%)va,

dw =wd,

du=q ud+q ' (I-j)w 3,
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dv=qgj’vd,

5.38
dw,=jw,d+(j*-1)vp (5.38)

seklindeki (g, j) -komutasyon bagntilarini saglar.

Ispat:  Yukarida verilen bagmtilari elde etmek icin (5.3), (5.33), (5.34) ve (5.35)
bagintilarindan faydalanacagiz. Asagida birinci ve sekizinci bagintinin nasil ¢ikarildiklari agik

bir sekilde ortaya konmaktadir. Digerleri de benzer sekilde elde edilebilir. Birinci baginti i¢in

aw,=a(daA+dsC)
=j’daaA+q’ j"dpaC+(j’-1)dapC
=jdaAa+(j’-j)da+j*dpCa+(j’ ~1)daCp
= *(daA+dpC)a+dal (j-j*)Aa+(j*~j)+(i’~1)C ]
=j’w, a+da[(j— i7)Aa+(j2-j)+(J? —1)Cﬂ]

buluruz. O halde istenileni gergeklestirmek i¢in sag taraftaki ikinci ifadenin sifir oldugunu

gostermek gerekir. Bunu ise, asagidaki gibi diizenleyerek kolayca gorebiliriz. Gergekten,

Aa=l+a' pd'y+a' gd ya' pdy,
Cp=—-d'ya'p-d'ya'pd'ya'p

olup,

(F-1aA+(j-i*)(1=i)+(i*-j)+(iP-1)Bc=(i* i)+ (i-§’)(1-1)
+(P-1)[1+pd yat+pd " ya! pd 7 ya |
+(j?-1)[-pd" ya'-pd " ya' pdya =0

dir. Simdide Sw,=jw, ﬂ+(1— j)2 W, ﬂ+(1— j)u d bagintisini elde edelim.

Sw,=4(dd D+dyB)
=qdd SD+(1-j)dgdD+q* jdy #B+q(1-j)dad B
= jdd Dﬂ+jdyBﬂ+(j—j2)d,BDd+(1—j)2 dp+(j-j’)daBd
=j(dd D+dyB)B+(j—j*)(dBD+daB)d+(1-j) dB
=jw, B+(j-J*)ud+(1-j) dB

buluruz. Simdi, istenileni gergeklestirmek i¢in son esitlikteki df ifadesine bir yon verelim.
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(5.33) den df=w, f+ud oldugunu biliyoruz. O halde kaldigimiz yerden devam edersek

Bw,=jw, B+(j—j*Jud+(1-j) (w S+ud)
=jw, +(1=) w A+(1-)ud

ile istenilen esitlige ulasilir.

5.8.5 Lemma Eger TeGLqﬂj(l/ 1) ise T nin matris elemanlarmin birinci mertebe

diferansiyelleri ile W in matris elemanlar1 asagidaki (q , j) -komutasyon bagintilarini saglar:

w, Ada=jdaAw,

w, Ady=j’dy aw +q7 (1-j)danv,

w, AdS=dp AW,

w,Add =jdd A w+q" (1= j7)dB Av,
uada=qgj*danau,

undy=qgjdy au+(1-j’)danw +(j’—1)darw,,
uadg=qdgau,

undd=qdd Au+(j*=j)dgaw +(j-1)dB Aw,,
vada=q'danav,

vAady=q~dyAv,

vadS=q " jdBAv+(1-j)dd Aw,

vadd =q'dd Av,

w, nda=jdanw,,

w, Ady=j*dy aw,+q7' (J* - j)danv,

w, Adf=jdB aw,+q(1-j)dd Au, (5.39)
W, Add=jdd Aw,+q " (1-j*)dBAv+3 j>dd Aw,.

Ispat:  Yukaridaki bagmtilar1 elde etmek igin (5.36) ve (5.18) bagntilarini birlikte
kullanacagiz. Asagida ilk ve on dordiinclii bagintinin ortaya c¢ikarilist acik bir sekilde
yapilmaktadir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

w, rda=(daA+dBC)Ada
=jdandaA+q" j?dpAdaC
=jdaandaA+ jdandpC
=jdanw,.

Benzer sekilde
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W, /\d}/z(dd D+dy B)/\d}/
=q"' jdd AdyD+q'(j—-1)dd ndaC+j*dy adyB+(1-j*)dy ada A
=j’dyAdd D+ j*dy adyB+q" (j’— j)danddC+q"' (- j)dandy A
=j’dy A(dd D+dyB)+q "' (j’ - j)dan(ddC+dy A)
=’ dyaw,+q7 (j7 - j)danv.

on dordiincii bagintiy1 elde etmis oluruz.

5.8.6 Lemma Eger TeGLq’j(l/ 1) ise T nin matris elemanlarinin ikinci mertebe

diferansiyelleri ile W in matris elemanlar1 asagidaki (q, j) -komutasyon bagintilarini saglar:

w, Ad’a=j*d’anw,

wAdy=dy aw+q7 (j- ) danv,
w,Ad’B=jd’ B Aw,

wAdd = dd aw +q7 (-7 )d*BAv,
usd’a=qjd’anu,

und’y=qd’y au+(Jj* - j)danw +(j-j’)danw,,
uand’g=qj*d’gau,

vadia=q'd’anv,

vadiy=q ' d*y Av,

vAad’S=q " d’ B Ay,

vadid = g d*d Av,

w, nd’a=j*d’anw,,

w, Ad’y=d’y aw, +q7' (1= )d’any,

w, Ad*B= jd* B Aw,. (5.40)

Ispat: Yukaridaki bagmtilar elde etmek igin (5.23), (5.34) ve (5.37) bagmtilarim birlikte
kullanacagiz. Asagida birinci ve altinct bagintinin ortaya c¢ikarilist agik bir sekilde

yapilmaktadir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir. Birinci bagint1 i¢in

w, rd’a=(daA+dBC)Ad’a
=jdard’aA+q’' jdpad’aC
=j’d’ardaA+j’d’ardsC
=j’d’an(daA+dsC)

=j*d’arw,
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ile istenileni buluruz. u/\d27/:qd27//\u+(j2—j)dza/\wl+(j—jz)dza/\w2 bagintisi1 da

asagidaki sekilde elde etmek zor degildir.

uad’y=(daB+dgD)Ad’y
=dard’yB+(j-1)dard’aA+q” jdBAd’yD+q™'(j-1)dg~d’aC
=qd’y rdaB+(j-j’)dandyB+(j’ - j)d’ardaA+qd’y AdBD
+(j-J*)d’andd D+(j* - j)d*ardpC
=qd’y A(daB+dBD)+(j’ - j)d’an(daA+dBC)+(j-j*)d’an(dd D+dyB)
=qd’y Au+(J - j)danw +(j-j7)danw,.

5.8.7 Lemma Eger TeGL,; (1/ 1) ise T~' nin matris elemanlar1 ile W in matris elemanlari

asagidaki (q, j)-komutasyon bagmntilarim saglar:

w, A= j* Aw,

w,B=j’Bw,

w,C=Cw,

w,D=Dw,,

uA=q"j* Au+q’(j-j’)Bw,
uB=q"' jBu,

uC=q"' jCu+q™"'(1-j)Dw,
uD=q"'Du,

VA=qAv,

vB=qj’Bv+q(l-j)Aw,

vC=qCy,

vD=q j’Dv+q(1-j)Cw,

w, A= Aw, + (j—jz)2 Awl+(j—j2)Bv,
w,B= jBw, + (jz—l)Au,
w,C=jCw,+ (1-j) Cw+(j’-1)Dv, (5.41)
w, D=j?Dw, + (j—j*)Dw+(1-j)Cu.

Ispat: Yukaridaki bagintilar1 elde etmek igin (4.18), (5.34) ve (5.36) bagintilarim birlikte
kullanacagiz. Asagida birinci ve on dordiincli bagintinin ortaya cikarilis1 agik bir sekilde

yapilmaktadir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir. Birinci baginti
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w, A=(da A+dfC)A=daAA+dSC A
—daAA+qdSAC=j>AdaA+j>AdsC
=j* A(daA+dBC)=j’ Aw,

seklinde elde edilir. Simdi, w, B= jBw, + (j2 —1) Au bagintisini asagida elde edelim.

w, B=(dd D+dy B)B
—qj’ddBD+dyBB
=jBddD+q(l1-j)dBAD+jBdyB+(1-j)daAB
=jB(dd D+dyB)+(j*~1)A(dBD+daB)
=jBw,+(j’-1)Au.

5.8.8 Onerme W nin matris elemanlar1 asagidaki (q, j) -komutasyon bagintilarini saglar:

W, AU=UAW,,

W, AV=VAW,,

W, AU=jPUAwW, +(1-j)w, Au,

W, AV= VAW, +( 7= )W AV, (5.42)
W AW, = 2 Wy AW +( 7 = fJuav+ (1= 7 ) (1= ))w Aw,

VAU=U /\v+(j— jz)u AW, +(1=j)w, Aw,.

Ispat: Yukaridaki bagintilar elde etmek icin (5.18), (5.34), (5.39) ve (5.41) bagmtilarim
birlikte kullanacagiz. Asagida, iiclincii bagintinin ortaya cikarilist acik bir sekilde
yapilmaktadir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir.

W, AU=W, A(daB+ds D)
=jdaaw,B+jdSAw, D+q(l1-j)dd AuD
=j*daBw,+(1- j)daAu+dBDw,+(j*~1)dBDw,
+(j—J*)dBCu+(1-j)dd Du
=j’(daB+dpD)Aw,+(1-j)dBDw, +(1- j)(daA+dBC)Au
+3jdACu+(j’~1)dDw, +(1-j)dd Du
= uAw,+(1- j)w, Au+(1-j*)dBDw, +3 jdBCu+(j*~1)dFDw, +(1- j)dd Du.

Simdi, istenileni elde etmek i¢in son esitlikte yer alan

(1-j*)dBDw,+3 jdBCu+(j*~1)dBDw,+(1- j)dd Du
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ifadesinin 0 a esit oldugunu gorebilmek i¢in, bu ifadede yer alan Cartan formlarini (5.34) deki

bagintilar1 kullanarak asagidaki gibi acik olarak yazarak diizenleyelim.

(1-j?)dBDw,+3 jdBCu+(j*~1)dBDw,+(1-j)dd Du
=(1-j’)dBD(dd D+dy B)+3 jdBC(daB+dBD)
+(j*~1)dpD(daA+dBC)+(1-j)dd D(daB+dBD)
=(1-j’)dBDdd D+(1-j*)dBDdyB+3 jdBCdaB
+3jdBCdBD+(j’~1)dpDdaA+(j’-1)dsDdAC
+(1-j)dd DdaB+(1-j)dd DdAD.

Simdi de, (5.41) bagintilarindan yararlanarak iistte yer alan ifadeyi bir kez daha diizenleyelim.

(1-j°)dBDw,+3 jdBCu+(j*~1)dBDw,+(1- j)dd Du
=(j-1)dBAdd D*+(1-j*)(j-1)dB AdyBD+(1-j*)(j*~ j)dB AdBCD
+(1-j*)(1-j) dBAdaAD+q " (j-1)dBAdyDB+q ' (1- j*)(j—1)dB rdaCB
+3¢"'dBAdaCB+3jdBAdBCD+3(j-1)dBrdaAD+(j’~1)dBAdaDA
+q(j*-1)dBAdBDC+q(j’-1)(1- j’)dBAdaBC+(1-j)dd ndaDB
+q(1- j)dd AdBD +q(1-j)(1- j*)dd rdaBD.

Son olarak, son esitligi (5.18) bagmtilarini kullanarak tekrar diizenlersek istenilenin elde
edildigini kolayca gorebiliriz.
Siiphesiz, elde ettigimiz bu yapilarin sonucunda, Cartan-Maurer formlarinin, uzunca islemler

sonucunda sol-invaryant olduklari kontrol edilebilir.
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6. Z,-DERECELI KUANTUM SUPER LIE CEBIRI

Bu béliimde, Lie cebir jeneratorlerinin deforme siiper Lie cebirini elde edecegiz. Ilk olarak

(5.33) de tanimladigimiz Cartan-Maurer formlarini

dT=WT

seklinde diizenleyerek, matris elemanlari cinsinden

da dg) (w uj\fa B
P9 i

olarak yazalim. Bu takdirde,

da=w, a+uy,
dg=w, f+ud,
dy=va+w,y,
dd=vg+w,d

(6.1)

formlarma sahip oluruz. Simdi, kuantum siiper cebirini elde etmek i¢in d dis diferansiyel

operatoriinii asagidaki formda yazalim:

df =(WT,+uV, +vV_+w,T,)f. (6.2)

Burada T,, V., V_ ve T, Lie cebir jeneratorleridir. Kuantum siiper cebirini elde ederken, .4

cebirinin jeneratorlerinin kismi tiirevlerinden faydalanacagiz. Kuantum siiper cebirini Kisim
6.5 de yer alan Onerme 6.5.1 ile verecegiz. Fakat oncesinde, bu cebiri elde ederken

kullanacagimiz lemmalar alt bagliklar altinda asagida sunuyoruz.

6.1 Koordinat Fonksiyonlar ile Kismi Tiirevler Arasindaki Bagintilar
[Ik olarak, A4 cebirinin jeneratdrleri ile onlarin kismi tiirevleri arasindaki komutasyon

bagintilarin1 ortaya koyalim.

6.1.1 Lemma Eger T eGL; (1/ 1) ise T nin matris elemanlar1 ile onlarin kismi tiirevleri

d,a=1+j’ad,+(j*-1)Bo,+(i’-1)ro,+(j-1)(1- j*)da,,
aﬁa:(:r1 jz aaﬂ"'qil(l_ j)78da
0,a=qad,+q(1-j)Bo,,
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0ya=ady,
0,4=0p0,+q(j’-1)da,,

0, B=1+] po,+(j’-1)d oy,
a0, =9’ po,,

04 B=0Q jzﬂad’
0,7=0q"J’yo,+q"(i’-1)da,,
d,7=0q"70,,
o,y=1+i’y0,+(j*~1)da,,

0y 7=q"'yd,,

0,d=da,,

d,d=q7'dd,,

8,d=qj’da,,

0,d=1+j"do, (6.3)

seklindeki (g, ) -komutasyon bagntilarmni saglar.

Ispat: Yukaridaki bagmtilar1 elde etmek igin, Kisim 5.1 de tanimladigimiz d dis diferansiyel

operaratorini
df=(dao,+dpo,+dyo,+ddo,)f (6.4)

seklinde yazalim. T nin matris elemanlarini bu esitligin iki yanina etki ettirirsek istenilen
bagintilar1 kolayca elde ederiz. Asagida sadece a jeneratorii kullanilarak 0, a, d,a, 0, a ve
04 @ bagmtilarinin nasil ¢iktif1 agikga ortaya konacaktir. Diger bagintilar da benzer sekilde
B, v ve d jeneratorleri kullanilarak kolayca elde edilebilir. (6.4) iin sol tarafinda f yerine

a f yazarak (5.3) bagintilarin1 kullanirsak

d(af)=daf+a(dad,+dBo,+dyo,+ddo, ) f
=da f+j’daag, f+q"' j°dBad, f+(j’-1)dagf
+qdyad, f+(j*~1)dayo, f+ddag, f+(j—1)(1-j’)dad o, f
+q(1-j)dy B8, f+q'(1-j)dByo, f (6.5)
=da(1+jzaaa+(jz—1),B+(j2—1)7/8y+(j—1)(1—jz)d 2, )f
+dB(q" i*ad,+q" (1= 1)y 0, ) f+dy(qad, +q(1-j) Bo, ) f
+dd (ad,) f
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buluruz. Simdi de (6.4) iin sag tarafinda f yerine a f yazarsak

(dao,+dBo,+dyo,+ddo,)(af)=da(o,a)f+dB(d,a)f

6.6
+dy(0,a)f+dd (0, a) f (¢

olur. Boylece, (6.4) deki esitligi gerceklestirmek i¢in (6.5) ve (6.6) de elde edilen bagintilari

birbirine esitlersek

d,a=1+j’ad,+(j*-1)po,+(i’-1)ro,+(j-1)(1- j°)da,,
dsa=q" jSad,+q ' (1-])yo,,

d,a=qad,+q(1-j)Bd,,

04 a=ad,

elde ederiz ki bu, (6.3) de elde etmek istedigimiz ilk dort bagintidir.

6.2 Kismi Tiirevlerin Kendi Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, 4 cebirinin jeneratorlerinin kismi tiirevlerinin kendi arasinda saglanan

komutasyon bagintilarini agagidaki lemma ile ortaya koyuyoruz.

6.2.1 Lemma Eger T eGL; (1/ 1) ise T nin matris elemanlarinin kismi tlirevleri arasinda

0,0,=q"0,0,,
0,0,=90,0,,
8,0,=03,0,,

0,0,=0"j0,0,+q"(j—J)0,0,,
op a}/:q jza}/ O4»

ad aa: jzaaéd’

(aﬂ)3:0’

(2,)=0

(6.7)

seklinde (g, ) -komutasyon bagntilari vardur.

Ispat: Yukaridaki bagmtilar elde etmek igin, Kistm 5.1 de yer alan d dis diferansiyel
operatdriiniin nilpotentlik 6zelliginden yararlanacagiz. Fakat, bu bagmtilarin elde edilisi

olduk¢a uzun oldugundan ayrintiya girilmeden elde edilis yolu anlatilacaktir. ilk olarak, (6.4)

de tanimladigimz esitligin her iki yanma d dis diferansiyel operatoriinii d* =0 olacak sekilde



56

etki ettiririz. Sonrasinda (5.18), (5.23) ve (5.24) bagintilarindan yararlanarak elde edecegimiz

ifadeyi diizenlersek istenilen sonuglara ulagsmis oluruz.

6.3 Kismi Tiirevler ile Birinci Mertebe Diferansiyeller Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, A4 cebirinin jeneratorlerinin kismi tiirevleri ile onlarin birinci mertebe

diferansiyelleri arasindaki bagintilar1 ortaya koyuyoruz.

6.3.1 Lemma Eger TeGL, (1/ 1) ise T nin matris elemanlarinin kismi tiirevleri ile birinci

mertebe diferansiyelleri arasinda

0,da=jdao,,

0,dB=qjdpo,,

0,dy=q"'dy9,,

0,dd=dda,,

0,da=q"' j*dad,,
0,dp=(1-j*)dao, +dpa,,
0,dy=q" jdyd,,
0,dd=q"'ddo,+q"'(1-j*)dya,,
0, da=qj’dad,,

0,dp=q" jdpa,,
0,dy=(j’—j)dao,+j’dya,,
0,dd=q jddo,+q(j’-j)dpa,,
0,da=dad,,
0,d8=qdBo,+q(1-j*)dad,,
0,dy=q" jdyo,+q"'(j* - j)daao,,
0,dd=(j-1)(j* - j)dad,+(j-1)dBa,+(j-1)dyo, + jdd o,

(6.8)

seklinde (g, j)-komutasyon bagntilari vardur.

Ispat: Yukaridaki bagintilar1 elde etmek igin, Z,-dereceli kuantum grubundaki bir matrisin

matris elemanlarinin kismi tiirevleri ile birinci mertebe diferansiyelleri arasinda saglanmasi

muhtemel agagidaki bagintilar1 yazarak baslayalim.

0,da=B dad, +B,dfd,+B,dyd, +B,dd d,,
0,dp=B,dpd, +B,dad,+B,ddd, +B,dyd,,
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0,dy=B,dyd, +B,,dad, +B,,ddd,+B,dsa,,
0,dd=B,,dd d, + B, dad, +B,dfd, +B,dyd,,
0,da=B,,dad,+B,dpd,+B,dyd, +B,ddd,,
0,dp=B, dad, +B, dfd,+B, dyd,+B,ddd,,
0,dy=B, dyd,+B, dBo,+B, dad, +B,dda,,
0,dd=B,,ddd,+B,, dfd, +B, dyd, +B, dad,,
0,da=B, dad, +B,, dyd,+B, B0, +B,ddd,,
0,df=B,,dBd, +B,dyd,+B,dad, +B,dda,,
0,dy=B, dad, +B, dfd,+B, dyd, +B,ddd,,
0,dd =B, dd d, +B,,dyd, +B,, dBd,+B,dad,,
0,da=B, dad, +B,,dd o, +B, dBd, +B,dyd,,
0,df=B,,dBd, +B,dd 8,+B,dad, +B, dyd,,
0,dy =By, dyd, +By,dd 8, +By,dad, + B, dAa,,
8, dd =By, dad, + B, d#d, + B, dyd, + B, dd d,. (6.9)

Yukarida, muhtemelen q ve | parametrelerine bagli 64 adet sabit bulunmaktadir. Amacimiz
bu bagmtilarda yer alan Bi(i:1,2,...64) katsayilarint bulmaktir. Bunun i¢in, (5.3)

bagntilarindan faydalanacagiz. (5.3) de yer alan bagntilara 0,, 0,, 0, ve 0, kismi

ﬁ')
tiirevlerini soldan etki ettirirsek tiim katsayilar1 elde etmis oluruz. Asagida ilk baginti agik

sekilde elde edilecektir. Ancak, bunu yaparken asagidaki agiklamalara ihtiyag¢ vardir:

d dis diferansiyel operatorii ile (6.7) bagintilarindan faydalanarak

d(o,)=j’0,d,
d(6,)=0,d,
d(o,)=jo,d,
d(d,)=j’0,d

bagintilarini elde ederiz. Ayrica, kismi tiirev operatoriiniin tanimindan
8, (X1 dx*)=5; 5/ dx*
bagintisina sahibiz.

Ik bagint1 elde edildikten sonra, kalan bagimtilar da benzer sekilde elde edilebilir. (6.8) deki
birinci bagint1 i¢in (5.3) deki ilk bagintiy1 kullanarak
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aa(ada—jzdaa)z (0,a)da—j*(0,da)a
=da- j*(B,dad,+B,dBo,+B,dyo,+B,dd 9, )a
=da-j’B,da
=(1-j*B,)da

yazariz. Burada, ada—j’daa=0 oldugundan, yukaridaki esitlik ancak ve ancak 1— j* B, =0

oldugunda gergeklenir. Buradan B, = j buluruz. Benzer sekilde (5.3) deki altinct bagintidan

0,(Bda-qjdap)= (2, f)da-qj(0,da)p
=—q (B dao, +B,dpo,+B,dyd,+B,ddd,) s
=—q J Bz dﬂ:O

esitligini buluruz ki, bu esitlikten B, =0 ¢ikar. Simdi, (5.3) deki {igiincii bagintiy1 kullanirsak

0,(rdaq”'jday)= (o, 7)daq" j(2,da)y
=-q"'j(B,dag,+B,dBd,+B,dyd,+B,ddd,)y
=—q"' jB,dy=0

buluruz ki, buradan B, =0 cikar. (6.9) deki ilk bagintida yer alan son katsayiy1 bulmak i¢in
(5.3) deki on besinci bagintiy1 kullantyoruz. Boyle yapinca,
d,(dda-dad)=(9,d)da—(0,da)d

=-(B,dad, +B,dBd,+B,dyo,+B,dd o, )d

=-B,dd =0
esitliginden B,=0 elde ederiz. Sonug¢ olarak, (6.8) deki ilk baginti olan 0,da=jdaoc,

bagintisini elde etmis oluruz.

6.4 Siiper Lie Cebir Jeneratorleri ile Koordinat Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, GL,; (1/ 1) nin siiper Lie cebir jeneratorleriyle 4 cebirinin jeneratorleri
arasinda saglanan komutasyon bagintilarini ortaya koyuyoruz.
Once, siiper Lie cebir jeneratdrlerinin kismi tiirevlerle arasindaki iliskiden kisaca bahsedelim.

(6.2) ve (6.4) de d dis diferansiyel operatoriinii Cartan-Maurer formlar1 ve kismi tiirevlerle

baglantili olarak ayr1 ayr1 tanimlamigtik. Simdi, (6.1) de verilen diferansiyel formlar1 (6.4) de
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kullanirsak

df

(dao,+dBo,+dyo,+dd o, ) f
[(wa+uy)o,+(w B+ud)d,+(va+w, ), +(vA+w,d)d, | f
W(a8 +p0, )f+u(7/8a+d8ﬂ)f+v(a8y+ﬂ8d)f+W2(787+d8d)f

olacaktir. Bu, (6.2) de verilen ifadeye esitlendiginde, yani

df=w(ad,+B0,)f+u(yo,+do,)f+v(ad,+Bo,)f+w,(y0,+do,)f
=w,T,+uV_ +vV_+w,T,

yazildiginda, siiper Lie cebirinin jeneratdrleri,

T,=a0,+p0,,
V,=y0,+d0,
V_=ad, +p0,,
T,=y0,+d o,

seklinde bulunur.

(6.10)

6.4.1 Lemma Eger TeGL, | (1/ 1) ise GL ; (1/1) nin siiper Lie cebir jeneratorleriyle T nin

matris elemanlar1 arasinda

Ta=a+j’aT,+q(1-j)yV_+(j-1)(1-j*)aT
T, B=p+J BT +a(i*-1)dV_+(j-1)(1-*) AT,
T]}/:;/T]—i-q’l(jz—l)avw

T,d :dTl+q*1(1—j)ﬂV+,
V.,a=y+q'jav, +(i’ -1)rT,,

V,B=d+q" BV, +(j*-1)dT,
V.r=q'j’yv,,

v.d=q'dV,,

V_a=qaV_,

V_p=qj’pV.,

V_y=a+qyV_+(j’-1)aT,

V. d=p+qjdV_+(j*-1)BT,,

T,a=aT,

T, p=pT,,

6.11)
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Try=r+i‘yrT,,
T,d=d+j°dT,

seklinde (0, j)-komutasyon bagntilari vardir.

Ispat: Yukaridaki bagmtilar1 elde etmek icin (4.6), (6.3) ve (6.10) bagmtilarindan
yararlanacagiz. Asagida, birinci ve altinct bagmtinin ortaya cikarilist agik bir sekilde

verilecektir. Diger bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir. Birinci baginti i¢in

T,a=(ad,+pB0,)a
=a(0,a)+p(0,a)
=a{1+ jfao,+(j*-1)po,+(i*-1)ro,+(j-1)(1-j*)d ad}
+,B{q‘1 jPad,+q ' (1- j)yad}
=a+j’a’0,+(j’-1)aBo,+(j’-1)ayao,+(j-1)(1-j’)ada,
+q' j*pad,+q ' (1-j)Bro,
=a+j’a(ad,)+ j2a(ﬂﬁﬂ)+q(jz—l)y(aﬁy)+q(1— )7 (Bd,)
+(j-1)(1-j*)a(d8,)
=a+j’a(ad,+B0,)+q(1-j)y(ad,+Bo,)+(i-1)(1-i’)a(ro,+da,)
=a+j’aT,+q(1-j)yv_+(j-1)(1-j’)aT,

cikar. Benzer sekilde altinc1 bagintiy1

V.B=(yo,+do,)p
=7(0,8)+d (2, B)
=r{apo,+a(i*-1)do,|+d {1+ po,+(i*~1)da,}
=qy B0, +q(i’~1)yda,+d+j’d Bo,+(j*-1)d’ 5,
=d+q"' B(rd,)+a" B(da,)+(i*~1)d(ra,)+(i*~1)d(da,)
=d+q"' B(yo,+da,)+(i*~1)d(ro,+dd,)
=d+q" BV, +(j*-1)dT,

olarak elde ederiz.

6.5 Siiper Lie Cebir Jeneratorlerinin Kendi Arasindaki Bagintilar

Bu kisimda, deforme kuantum siiper cebirini asagidaki dnerme ile ortaya koyuyoruz.
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6.5.1 Onerme GL_(1/1) nin siiper Lie cebir jeneratorlerinin kendi arasinda

(6.12)

seklinde j-komutasyon bagintilar1 vardir.

Ispat: Yukaridaki bagintilar1 elde etmek icin, ilk olarak (6.10) da elde ettigimiz bagintilardan
faydalanacagiz. Asagida (6.12) deki ikinci bagintinin elde edilisi ayrintili olarak verilecektir.
Kalan bagintilar da benzer sekilde elde edilebilir. (6.10) daki birinci ve {igiincii bagintiy1, (6.3)

bagintilarini da kullanarak diizenlersek

T,V_=(ad,+B0,)(ad,+pBd,)
=a0,ad,+ad, f0,+p0,a0,+50, 0,
=ad,+B0,+j’aas,d,+(j’~1)ayo,0,+(j*~1)ad o, o,
+j’afo,0,+qafo,0,+q (1-j)Byo,0,
+iPBBO,0,+(-1)Bd 8, 0,

buluruz. Simdi, (6.7) bagintilarini da kullanarak diizenlemeye devam edersek

T,V_=ad,+p0,+qaad,o,+(j’ ~1)aye,a,
+q(j-j*)ado,8,+qj’ B B0, 0,
+(j*-1)pdo,0,+qjapo,o,+(j’—j+1)Bas,o,
+q'(1-)Bro,0,

ifadesine ulasiriz. Son ifadeyi de (6.3) ve (6.7) ile tekrar diizenlersek

T,V_=ad,+pB0,+ad,ad,+(1-j)ad,yd,+(1-j) o, 70,
+ [0, ﬁ8ﬂ+(1— j)ﬂad do, +(j—l)ﬂ6d +(j—1)a67
+(1-j)ao,do,+(1-j)po,a0,+p0,a0,
+(q"' - j+1)aa, po,

c¢ikar. Son elde edilen ifadeden gerekli diizenlemeler yapildigi takdirde istenilen sonucun
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bulundugu kolayca goriilebilir.

Not: Elde edilen kuantum siiper cebirinin, Tanim 2.1.6 ya gore bir siiper Lie cebiri oldugu

goriilmektedir.
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7. SONUCLAR

Bu ¢alismada, (2+2) boyutlu GL(1/1) kuantum siiper grubunun Z,-dereceli diferansiyel

geometrisi lizerinde caligildi. (1 + 1) boyutlu kuantum siiper diizlemin Z, dereceli yapis1 2002

yilinda Celik tarafindan incelenmisti. Bu calismada, incelenen bu yapinin adi gecen siiper

diizleme etki eden GL(l/ 1) siiper grubuna da aynen genisletilebildigi gosterildi. Z, dereceli
GL(1/1) yani GL,(1/1) ile gosterdigimiz siiper grubun bir siiper Hopf Cebiri oldugu elde
edildi. GL; (1/1) siiper grubunun siiper diferansiyel cebir yapisi bulundu ve bu yapimimn bir
sol kovaryant diferansiyel hesap oldugu ortaya kondu. GL, (1/1) stiper grubu iizerindeki
Cartan-Maurer formlarin sol invaryant oldugu gozlemlendi. Neticede, GL (1/ 1) stiper

grubunun geometrik semasi ortaya ¢ikartildi. Ayrica, GL; (1/ 1) siiper grubunun kuantum

stiper cebiri bulundu. Elde edilen kuantum siiper cebirin bir Lie cebiri oldugu sonucuna

varildi.
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