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SĐMGE L ĐSTESĐ 

0p  2Ox  ekseni yönünde etki eden hareketli tekil kuvvetin yoğunluğu 

1 2 3, ,x x x  Boyutlu global Lagrange koordinatları 

mh  Örtük levhadaki m  ( 1,2m = ) indisli katın kalınlığı 

j
iδ  Kronecker sembolü 

( )m
iu               m indisli malzemeye ait yerdeğiştirme vektörü bileşenleri 

( )m
ijσ  m indisli malzemeye ait gerilme tansörü bileşenleri 

( )m
ijε  m indisli malzemeye ait şekil değiştirme tansörü bileşenleri 

( )mθ             Düzlem şekil değiştirme durumunda hacimsel yer değiştirme 

( )mρ  ( 1,2,3m = ) m . malzemenin yoğunluğu 

( )mE  ( 1,2,3m = ) m . malzemenin elastisite (Young) modülü 

( )mλ  ( 1,2,3m = ) m . malzemenin Lamé sabiti 

( )mµ  ( 1,2,3m = ) m . malzemenin kayma modülü  

( )mν  ( 1,2,3m = ) m . malzemenin Poisson oranı 

( )
2

mc            ( 1,2,3m = ) m . malzemedeki enine dalga hızı 

V  Hareketli tekil (yayılı) yükün hareket hızı 

crV  Hareketli tekil (yayılı) yükün kritik hız değeri 

RV  Örtük plaka malzemesinde Rayleigh dalga yayılım hızı 
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ÖN GERĐLMEL Đ TABAKALARLA ÖRTÜLÜ ÖN GER ĐLMEL Đ YARI DÜZLEMDE 

SABĐT HIZLA HAREKET EDEN YÜKÜN D ĐNAM ĐK ETK ĐSĐ 

ÖZET 

Bu çalışmada, öngerilmeli yarı düzlem ve onu kaplayan plakalardan oluşan sistemin hareketli 
yüke dinamik tepkisi, parçalı homojen cisim çerçevesinde, ön gerilmeli sistemlerdeki 
ÜDEDYT (üç boyutlu doğrusallaştırılmış dalga yayılım teorisi) kullanılarak incelenmiştir. 
Sistemi oluşturan malzemelerin izotrop ve homojen olduğu kabul edilmiştir. Aynı zamanda 
örtük plaka üzerinde hareket eden yükün hızı da sabit kabul edilmiştir. Araştırma düzlem 
gerilme durumunda, hareketli yükün sesten yavaş durumu için, iki tip temas koşulunda 
gerçekleştirilmi ştir, sırasıyla: ideal ve ideal olmayan temas koşulu. Çeşitli problem 
parametreleri için, nümerik kritik hız sonuçları elde edilmiştir. Çok sayıda yeni sayısal 
sonuçları elde etmek için gerekli algoritma ve programlar MATLAB’da tarafımızdan 
yapılmıştır. Bu çalışma dört ana bölümden oluşmaktadır. 

Çalışmanın birinci bölümü sırasıyla; tez konusuna ait genel bilgiler, tez konusuna ait 
araştırmaların kısa özeti, konunun gerekliliği ve güncelliği, yapılan araştırmaların amaçları 
olmak üzere dört kısımdan oluşmaktadır. 

Đkinci bölümde, iki farklı durum incelenmiştir. Birinci durumda ön gerilmeli tabakayla örtülü 
ön gerilmeli yarı düzleme etki eden sabit hızlı doğrusal tekil yükün dinamik etkisi ideal ve 
ideal olmayan temas koşulları için incelenmiştir. Đkinci durumda ise ön gerilmeli tabakayla 
örtülü ön gerilmeli yarı düzleme etki eden sabit hızlı düzgün yayılı yükün dinamik etkisi ideal 
ve ideal olmayan temas koşulları için incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde ise ön gerilmeli iki katlı tabaka ile ön gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş 
sisteme etki eden sabit hızla hareket eden doğrusal tekil ve düzgün yayılı yükün dinamik 
etkisi ideal ve ideal olmayan temas koşulları için incelenmiştir. 

Dördüncü bölüm elde edilen sayısal sonuçların yorumlarından oluşmaktadır. 

Anahtar Kelimeler: Hareketli yük, kritik hız, ön gerilme, dinamik etki, plakayla kaplı yarı 
düzlem, orta plaka, üst plaka, yarı düzlem. 
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DYNAMICAL RESPONSE TO THE MOVING LOAD OF A PRE-STRA INED 

SYSTEM COMPRISING SUBSTRATE AND COVERING LAYERS 

ABSTRACT 

In the present study , within the framework of the piecewise homogeneous body model by the 
use of the TLTEWISB (Three-dimensional Linearized Theory of Elastic Waves in the 
Initially Stressed Bodies) the dynamical response of the system consisting of the pre-stretched 
covering layers and pre-strained half-plane to the lineal located moving load is investigated. It 
is assumed that the materials of the constituents are isotropic and homogeneous. It is also 
assumed that the velocity of the moving load which acts on the covering layer is constant. The 
investigations carried out for the plane-strain state under subsonic velocity of the moving load 
for two types of contact conditions. For various values of the problem parameters the 
numerical results on the critical velocity are presented and discussed. The algorithm and 
programmes which are used for obtaining numerous new numerical results are composed by 
the author in MATLAB. This study consisting of  four main section. 

The first section, the beginning part of the study, consisting of the four section, namely: the 
general information of the present study, the rewiev of the papers related of the present study 
,the importance of the present study  and the purposes of the present investigation.  

The second section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response 
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate and covering 
layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete and 
incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving load 
of a pre-strained system comprising substrate and covering layers has been investigated for 
two types of contact conditions, namely: complete and incomplete. 

In the third section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response 
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate, bond and 
covering layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete 
and incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving 
load of a pre-strained system comprising substrate, bond and covering layers has been 
investigated for two types of contact conditions, namely: complete and incomplete. 

The fourth chapter include the comments of the conclusions has been carried out for the 
present problems. 

Key words: Moving load, critical velocity, initial stress, dynamical response, layered half-
plane, bond layer, covering layer, substrate. 
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1. GĐRĐŞ  

1.1 Tez Konusuna Ait Genel Bilgiler 

Çok katlı ortamlara etki eden hareketli yüklerin dinamiğine ait problemlerin matematik 

modellenmesi ve teorik açıdan incelenmesi, birçok mühendislik dalları için çok büyük önem 

taşımaktadır. Bu araştırmaların sonuçları, hızlı tren, karayolu yapımı, yüksek hızlı metal 

kesimleri, manyetik disklere veri kaydı, uçak pistlerinin tasarımı gibi birçok çağdaş 

mühendislik dallarında uygulanabilmektedir. Söz konusu araştırmaların önemli bir kısmı yarı 

düzlem ve örtülü tabakadan oluşan sisteme etki eden hareketli yükün dinamiğine aittir. Yarı 

düzlem ve örtük tabakadan oluşmuş sistemler, hareketli objelerin etkisine maruz kalmış 

birçok araç taşıyıcı yolların simülasyonu gibi ele alınabilmektedir. Bu alandaki ilk teorik 

incelemeler Achenbach v. d. tarafından (1967)’ de ki makale ve bu makalede gösterilen diğer 

araştırmalarla başlamıştır. Zaman ilerledikçe bu araştırmalar geliştirilmi ş ve sürekli olarak 

pekiştirilmi ştir. Bu yöndeki son çalışmalara örnek olarak, Aursech (2006), Karlström (2006), 

Bespalova (2007), Madshus, Kaynia (2000), Degrande, Schillemans (2001) ve diğerleri 

gösterilebilir. 

 Yukarıda adı verilen araştırmalar birkaç açıdan sınıflandırılabilmektedir. Bu sınıflandırmanın 

en önemlilerinden birisi l hG G ve 2 2l hc c  orantılarına göre yapılmaktadır. Burada ( )l hG G  

örtük tabakanın(yarı düzlemin) kayma elsatisite modülüdür , ( )2 2l hc c  örtük tabaka(yarı 

düzlem) malzemesindeki enine dalga yayılımı hızıdır. 1l hG G >  ve 2 2 1l hc c ≥  durumlarına 

karşı gelen sistemlere sert tabaka ve esnek yarı düzlemden oluşmuş sistem denir. 1l hG G <  

ve 2 2 1l hc c <  durumlarına karşı gelen sistemlere ise esnek tabaka ve sert yarı düzlemden 

oluşmuş sistem denir. Örneğin uçak pistlerinin modellenmesi sert örtük tabaka ve esnek 

zeminden oluşmuş sisteme aittir. Esnek tabaka ve sert yarı düzlemden oluşan sistemlere ise 

sert zemin üzerine yapılmış asfalt yolların modellenmesi (simülasyonu) örnek gösterilebilir. 

Bahsedilen iki sisteme yani sert tabaka ve esnek yarı düzlem ile esnek tabaka ve sert yarı 

düzlemden oluşmuş sistemlere etki eden hareketli yükün dinamikası nitelik ve nicelik 

bakımından birbirinden farklıdır. 

Sert tabaka ve esnek yarı düzlemden oluşmuş sistemlere ait araştırmalarda iki önemli soruyla 

karşılaşılır: 1. hareketli yükün kritik hızının belirlenmesi; 2. hareketli yükten dolayı oluşmuş 

gerilme ve yer değiştirme durumunun belirlenmesi. Uygun araştırmalar göstermektedir ki 

hareketli yükün hızı kritik hıza eşit olduğunda rezonans tipli olay oluşmaktadır. Esnek tabaka 
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sert yarı düzlemden oluşmuş sistemlere ait araştırmalarda ise sadece yukarıda sıralanan 2. 

soruyla karşılaşılır. Bu nedenden dolayı sert tabaka ve esnek zemine ait araştırmalar uygulama 

ve mühendislik tasarımı açısından daha önemli bulunmaktadır. 

Yukarıdaki araştırmaların bir diğer sınıflandırılması ise bu araştırmalarda uygulanan teorilerin 

hassasiyeti açısından yapılmaktadır. Bu araştırmaların hemen hemen hepsi klasik lineer 

elastodinamik teorisi çerçevesinde yapılmış ve örtük tabakanın hareket denklemleri 

yazıldığında Kirchhof ya da Timoshenko teorileri, yarı düzlemin hareket denklemlerinin 

yazılmasında ise doğrusal elastik dalgaların hareket denklemleri kullanılmıştır. Örneğin 

Hussein, Kunt (2006), Chen, Huang (2000), Suiker v.d. (1998),  Accenbach v.d. (1967) v.s 

çalışmalarında olduğu gibi. Çağdaş yüksek hızlı araçlara ait mühendislik, söz konusu 

araştırmaların daha hassas teorilerle yapılmasını ve bu sistemlerin başlangıç konum 

özelliklerinin-bu özelliklerden en önemlisi olan ön gerilmelerin- göz önüne alınmasını 

gerekmektedir. Ön gerilmeler, örtük tabaka ve yarı düzlemden (yarı uzay) oluşmuş sistemlerin 

yapım teknolojisi sonucunda oluşabilmektedir ve oluşan bu ön gerilmelerin değeri hareketli 

yükün dinamiğine etki edecek derecede büyük değerlere ulaşabilmektedir. Bundan başka, söz 

konusu ön gerilmeler çevre koşullarının (özellikle ısının) keskin bir biçimde değişimi 

sonucunda da ortaya çıkar. Bu tür ısı değişimleri demir yollarında, uçak pistlerinde, kara 

yollarında v.s. önemli büyüklüklere ulaşan gerilmeler oluşturabilmektedir. Arnold (1983) 

makalesinde gösterildiği gibi söz konusu sisteme etki eden bu gerilmeler, hareketli yüklerden 

oluşan gerilmelere göre ön gerilme gibi modellenebilmektedir. 

Belirli koşullar çerçevesinde hareketli yükün dinamiğine ait yukarıda söylenen tip problemleri 

Üç Boyutlu Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÜDEDYT) çerçevesinde 

incelemek mümkündür. ÜDEDYT’nin alan denklemlerinin oluşturulması ve dalga yayılımına 

(dispersiyonuna) uygulanması sırasıyla; Gren v. d. (1952), Biot (1965), Truestell ve Noll 

(1965), Guz A. N. (1986a, 1986b, 2004), Akbarov ve Özışık (2003, 2004), Zhuk ve Guz I. A. 

(2006, 2007), Akbarov, Guz (2004), Eringen, Şuhubi (1975a), Ozisik (2003), Ozisik, Akbarov 

(2003) kaynaklarında verilmektedir. Bundan başka tabakalı öngerilmeli ortamlarda zamana 

göre harmonik gerilme durumlarının ÜDEDYT ile incelenmesi Akbarov (2006a, b, c, d, 

2007a, b), Yahnioğlu (2007), Akbarov, Ozaydin (2001a, b), Akbarov v. d. (2004, 2005), 

Akbarov, Guler (2005), Akbarov v. d. (2005), Emiroğlu v. d. (2004), Guler, Akbarov (2004), 

Koshman (1980a, b), Tasci v. d. (2005) kaynaklarında verilmektedir. Bu araştırmaların özeti 

ise Guz A. N. (2002) ve Akbarov (2007b) makalelerinde yer almaktadır. Yukarıdaki özet 

makalelerden görüldüğü gibi şimdiye kadar ÜDEDYT çerçevesinde, ön gerilmeli tabakalı 
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ortamlarda ki dalga yayılımları (dispersiyonu) ve zamana göre harmonik gerilme 

yayılımlarına ait sonlu sayıda araştırmalar gerçekleştirilmi ş ve bunların sonuçları 

yorumlanmıştır. ÜDEDYT çerçevesinde tez konusuna ait, yani ön gerilmeli tabakalı ortamlara 

etki eden hareketli yükün dinamiğine ait ise çok az sayıda araştırma yapılmıştır. Şimdi bu 

araştırmaların kısa özetini ele alalım. 

1.2 Tez Konusuna Ait Araştırmaların Kısa Özeti 

Tezin konusu, ön gerilmeli sert örtük tabaka (veya tabakalar) ve ön gerilmeli esnek yarı 

düzlemden oluşmuş sistemlere etki eden hareketli yükün dinamik etkisinin, ÜDEDYT teorisi 

uygulanarak, parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde incelenmesine aittir. Đlk önce ön 

gerilmesiz tabakalı(örtüklü) yarı düzlemler için yapılmış uygun araştırmaların kısa özetini ele 

alalım. Bu özete plaka ve yarı düzlemden oluşan sistemin, hareketli yüke dinamik tepkisinin 

incelendiği Achenbach v. d. (1967) ile başlayalım. Burada plakaya ait hareket denklemleri 

Timoshenko teorisi çerçevesinde ele alınmış, yarı düzleme ait hareket denklemleri ise 

elastodinamiğin tam doğrusal teorisi çerçevesinde oluşturulmuştur. Düzlem gerilme durumu 

incelenmiş ve hareketli yükün, hareket doğrultusu boyunca sinüsoidal biçimde değişim 

gösterdiği durum ele alınmıştır. Bununla beraber doğrusal yük incelenmiş, hareketli yükün 

hızının sabit olduğu kabul edilmiştir. Sinüsoidal biçimde değişen hareketli yükün etkisindeki 

sistemde, yükün kesin dalga boyu hızı, aynı dalga boyunun serbest dalgalarının hızına eşit 

olduğu durumda, rezonans tipli hareket meydana gelmektedir. Çünkü sinusoidal olarak 

değişen yükleme için aranan değerler ( )( ) 1
c

−
∆ şeklinde ifade edilir. Burada  ( ) 0c∆ =  ifadesi, 

c  dalga yayılım hızı olmak üzere, bahsi geçen dalgaların dispersion denklemidir. Halbuki 

hareketli doğrusal yükün etkisi altında aranan değerler  ( ) ( )( ) 1

0

x dx
+∞

−
• ∆∫  şeklinde ifade 

edilmiştir, rezonans tipteki etkinin varlığı nedeniyle yayılım denklemi ( ) 0x∆ = , çift gerçek 

köke sahip olmalıdır, dolayısı ile bu kökler, ( ) 0x∆ =  ve ( ) 0d x dx∆ =  ifadelerini aynı anda 

sağlamalıdır. Genelde böyle durumlarda faz hızının minimumu mevcuttur ve kritik hız olarak 

adlandırılır. Açıktır ki bahsedilen faz hızı grup hızına eşittir. Doğrusal yük için nümerik 

inceleme izafi olarak yumuşak plaka (yani, ( ) ( )1 1 1.0G Gρ ρ <  durumu için ( )1G G  ve 

( )1ρ ρ  sırasıyla plakanın (yarı düzlemin) kayma modülü ve yoğunluğudur) ve izafi olarak sert 

palaka yani ( ) ( )1 1 1.0G Gρ ρ >  durumu için yapılmıştır. Bahsedilen durumlar için 

görülmüştür ki kritik hız yalnızca izafi olarak sert plaka durumunda yani 
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( ) ( )1 1 1.0G Gρ ρ >  olduğunda meydana gelmektedir. 

Achenbach v. d. (1967)  ile başlayan araştırma bugüne kadar sürekli olarak geliştirilmi ştir, bu 

gelişim içindeki en son çalışmalar içinde bizim çalışmamıza yakın konular Dieterman v. 

d.(1997) ve Metrikine v.d. (2000) makalelerinde ve bu makalelerdeki kaynaklarda yer alan 

diğer çalışmalarda görülmektedir. Belirtilmelidir ki Dieterman v. d.(1997)’deki çalışmada sert 

temele dayalı plakanın serbest yüzeyinde, harmonik olarak değişen noktasal yerleştirilmi ş, 

sabit hareket eden yükün kritik hızı incelenmiştir. Plakanın hareketi Üç Boyutlu 

Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÜDEDYT) kullanılarak tanımlanmıştır. 

Kritik hız grup hızına eşit olan hız olarak hesaplanmıştır. Bundan başka Dieterman v. 

d.(1997)’da, elastik tabakaya rayları destekleyen çakıl taşları model olarak gösterilirken, 

harmonik olarak değişen noktasal yerleştirilmi ş hareketli yüke, tren-travers arasındaki etki 

model olarak gösterilmiştir. Uygun sınır değer problemi uzaysal koordinatlarda üstel Fourier 

dönüşümü kullanılarak çözülmüştür. Elde edilen nümerik sonuçların analizine göre hareketli 

yükteki harmonik değişim biri daha düşük değerde, diğeri tabaka materyalindeki Rayleigh 

dalga hızından daha büyük olmak üzere iki kritik hıza sebep olmaktadır.  

Metrikine v.d. (2000)’de iki boyutta zemin yüzey titreşimleri düşük viskoziteye sahip elastik 

plaka ve yarı düzlemin plakanın iç yüzeyinde olduğu durumlar için incelenmiştir. Tabaka ve 

yarı düzlemin yatay doğrultuda sonsuz uzunlukta olduğu ve sert zemine bağlı olduğu kabul 

edilmiştir. Yarı düzlemin hareketi Euler-Bernoulli modeli çerçevesinde yazılmıştır. Yapının 

hareketinin sabit şekilde yarı düzlem boyunca hareket eden ve üç farklı şeklinden 

bahsedilen(sabit, harmonik olarak değişen ve hareketsiz rasgele yük) noktasal yüklemeden 

kaynaklandığı kabul edilmiştir.  Metrikine v.d. (2000)’de gerçekleştirilen araştırmalar aynı 

zamanda, Vesnitskii v.d. (1991, 1993)’te “kinematik invaryant” olarak adlandırılan, düz 

doğruların dispersiya eğrileri ile kesişiminden hesaplanan kritik hız bilgilerine dayanmaktadır. 

Belirtilmelidir ki yüzeydeki harmonik olarak değişen yükün etkisi altında bahsedilen yayılım 

grafiği, pozitif ve negatif dalga sayılarıyla çizilir, çünkü harmonik olarak değişen yük negatif 

fazlı hız ile yayılan dalgalar da meydana getirebilir. Aynı zamanda yukarıda bahsedilen yüzey 

yer değiştirme araştırmalarının hepsinin gerçekleştirildi ğini belirtmek gerekir. Fakat 

bahsedilen sistemin bileşenlerinde ki gerilme yayılımı ve ara yüzeyde gerçekleşen gerilmeler 

henüz incelenmemiştir. Yukarıda bahsedilen kaynaklarda, bahsedilen sisteme ait bileşenlerin 

ön gerilmeli durumları hesaba katılmamıştır. Hareketli yükün kritik hız civarındaki 

değerlerinde, ön gerilmeleri göz önüne almaya yönelik ilk giri şim, buzdan plaka ve sudan yarı 

düzlem bileşenlerinden oluşmuş sistemi model alan Kerr v. d. (1983) ’te gerçekleştirilmi ştir. 
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Bu durum için plakanın hareket denklemleri Kirchhoff teorisi çerçevesinde ele alınmış ve ön 

çekme(basınç), kritik hız değeri üzerinde artmaya (azalmaya) yol açmıştır. 

Açıktır ki, ön gerilmeli sistemlerle alakalı problemler, daha doğru ve kesin sonuç elde etmek 

için Üç Boyutlu Doğrusallaştırılmış Elastik Dalga Yayılımı Teorisi (ÜDEDYT) çerçevesinde 

ele alınabilir. ÜDEDYT alan denklemlerinin yapısı ve bunların dalga yayılımına uygulanması 

Green v.d.(1952) ve Zhuk v.d.(2007)’ de, ÜDEDYT’nin plakalı ön gerilmeli sistemlerde ki 

zaman-harmonik gerilme alanlarına uygulanması Akbarov (2006a, c)’te, bu araştırmalara dair 

daha detaylı bilgiler Guz (2002)  ve Akbarov (2007a, b)’de yer almaktadır. 

Buna rağmen, ÜDEDYT çerçevesinde ön gerilmeli plaka, yarı düzlemdeki hareketli yükün 

dinamik etkisinin incelenmesiyle ilgili çok az sayıda çalışma gerçekleştirilmi ştir  

Bu araştırmalar esasen Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b) makalelerinde yapılmıştır. Şimdi 

bu makalelerde elde edilen sonuçları kısaca özetleyelim. Babich v. d. (1986) makalesinde, ön 

gerilmeli yarı düzlem ve ön gerilmesiz örtük tabakadan oluşmuş bir sistemde sabit hızla 

hareket eden tekil yükün dinamik etkisinin incelenmesi ele alınmıştır. Bu makalede yarı 

düzlemin hareket denklemleri ÜDEDYT ile yazılmış örtük tabakanın hareket denklemleri ise 

Timoshenko teorisi uygulanarak ele alınmıştır. Araştırmalar düzlem şekil değiştirme 

durumunda yapılmış, yarı düzlem malzemesi sıkışabilir malzeme kabul edilmiş ve onun 

elastisite bağıntıları harmonik potansiyel yardımıyla verilmiştir. Yarı düzlemin ön şekil 

değiştirmeleri sonlu kabul edilmiştir. Örtük tabakanın elastisite modülü yarı düzlemin 

elastisite modülünden daha büyük olduğu farz edilmiştir, yani sert tabaka ve esnek zemin 

sistemi ele alınmıştır. Đncelemelere karşı gelen sınır değer problemi Fourier integral 

dönüşümü yardımıyla çözülmüştür. Sayısal sonuçlar sesten yavaş durumlarda (yani yükün 

hareket hızının, örtük tabaka malzemesinde ve yarı düzlem malzemesindeki enine dalga 

hızlarından küçük olduğu durumlarda) sadece kritik hızlar için elde edilmiştir. Babich v.d. 

(1988) makalesinde ise söz konusu araştırmalar ÜDEDYT’nin kompleks potansiyelleri 

uygulanarak tekrar ele alınmıştır. 

Babbich v. d. (2008a) makalesinde, Babich v. d. (1986) makalesinde ki araştırmalar yarı 

düzlem malzemesinin sıkışmaz malzeme olduğu durumlar için geliştirilmi ş ve sayısal 

sonuçlar Bartenev-Hazanovich potansiyeli için elde edilmiştir. Bu makalede sadece sesten 

yavaş durumlar değil, sesten hızlı durumlar da ele alınarak kritik hız ve gerilme yayılımlarına 

ait sayısal sonuçlar verilmiştir. 

Babbich v. d.(2008b)’de Babbich v. d.(1986)’da ki problem tekrar ele alınmış ve sesten hızlı 
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durumlar için de gerilme yayılımlarına ait sonuçlar elde edilmiştir. 

Yukarıdaki özetlemeden görüldüğü gibi, şimdiye kadar tez konusu ile ilgili yapılan 

araştırmalarda örtük tabakadaki ön gerilmeler göz önüne alınmamış ve bu tabakanın (örtük 

levhanın) hareket denklemleri Timoshenko teorisi çerçevesinde ele alınmıştır. Bu kısıtlamalar 

ve kabuller ele alınan problemlerin matematiksel açıdan incelenmesini kolaylaştırsa da birçok 

gerçek durumun matematiksel açıdan doğru modellenmesine ve teorik olarak incelenmesine 

imkan vermemektedir. Yapılan araştırmalardan farklı olarak tez kapsamında sadece yarı 

düzlemde değil, örtük tabaka veya tabakalarda (levhalarda) da ön gerilmelerin var olduğu 

kabul edilmiş ve tabakaların hareket denklemleri de ÜDEDYT teorisi uygulanarak ele 

alınmıştır. Söylenen anlamlarda tezde yapılan araştırmalar sadece ÜDEDYT teorisi 

çerçevesinde değil, klasik elastik dalga yayılımı teorisi çerçevesinde de ilk teşebbüsleri 

oluşturmaktadır. 

1.3 Konunun Gereklili ği ve Güncelliği 

Parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde üç boyutlu doğrusallaştırılmış dalga yayılımı 

teorisi (ÜDEDYT) uygulanarak ön gerilmeli tek ve ön gerilmeli çift tabaka ile örtülü ön 

gerilmeli yarı düzlemde sabit hızla hareket eden tekil ve düzgün yayılı şerit yükün dinamiği 

“sesten yavaş” durumlar için incelenmiştir. Đncelemelerde düzlem şekil değiştirme durumu ele 

alınmıştır. Tabaka ve yarı düzlem malzemeleri lineer elastik ve izotrop kabul edilmiştir. 

Hareket eden objelere ait çağdaş endüstrinin birçok alanında uygun durumların rastlanılması, 

tez konusunu hem teorik, hem de pratik açıdan gerekli ve güncel kılmaktadır. 

1.4 Yapılan Araştırmaların Amaçları 

Bu çalışmada yapılan araştırmaların amaçları; 

1. Parçalı homojen cismin modeli çerçevesinde, üç boyutlu doğrusallaştırılmış dalga 

yayılımı teorisi (ÜDEDYT) uygulanarak ön gerilmeli tek ve ön gerilmeli çift 

tabakalarla örtülü ön gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş sisteme etki gösteren, sabit 

hareketli tekil ve düzgün yayılı şerit yükün kritik hız değerlerinin belirlenmesi ve bu 

değerlere problem parametrelerinin, özellikle örtük tabakalarda ki ön gerilmelerin 

etkisinin incelenmesi, 

2. Uygun sınır değer problemlerinin matematiksel formülasyonu ve bu problemlerin 

analitik-sayısal çözüm yöntemlerinin geliştirilmesi, 
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3. Ele alınan çok-katlı ortamlarda hareketli yük etkisinden oluşan gerilme yayılımlarının 

ve bu yayılımlara ön gerilmelerin etkisinin incelenmesi, 

4. Kritik hız ve gerilme yayılımlarına ait sayısal sonuçların yorumlanması, 

olarak özetlenebilir. 
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2. ÖN GERĐLMEL Đ TABAKA VE ÖN GER ĐLMEL Đ YARI DÜZLEMDEN 

OLUŞMUŞ SĐSTEME ETK Đ EDEN SABĐT HIZLA HAREKET EDEN 

DOĞRUSAL TEK ĐL VE DOĞRUSAL ŞERĐT YÜKÜN D ĐNAM ĐĞĐ 

2.1 Problemin Matematiksel Formülasyonu 

 

Şekil 2. 1 Ön gerilmeli plakayla kaplı ön gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş sistemin 

geometrisi ve yükleme durumu 

 

Şekil 2. 2 Ön gerilmeli plakayla kaplı ön gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş sistemin 

geometrisi ve yükleme durumu 

Açıklamaların kolaylığı için problemin matematiksel formülasyonu, ön gerilmeli tabakayla 

örtülü ön gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş sisteme etki eden doğrusal tekil kuvvet 
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dinamiğine ait problemin matematiksel formülasyonu olarak ele alınacak olursa, öncelikle söz 

konusu sistemin şematik görünümü Şekil 2. 1’de yer almaktadır. Şekil 2. 1’de gösterildiği gibi 

1 2 3Ox x x   koordinat takımında örtük tabaka ve yarı düzlemin parçacıklarının konumu, bu 

koordinat takımında Lagrange koordinatlarıyla belirtilirse, örtük tabaka ve yarı düzlem 

sırasıyla { +∞<<∞− 1x , 02 ≤≤− xh , +∞<<∞− 3x } ve { +∞<<∞− 1x , hx −≤<∞− 2 , 

+∞<<∞− 3x }  alanlarını kapsamaktadır. Şekilden görüldüğü gibi 3Ox  ekseni şekil 

düzlemine dik yönde olduğu için şekil üzerinde görülmemektedir. 

Örtük tabaka ve yarı düzlemin birleştirilmeden önce 1Ox  ekseni yönünde sonsuzda uniform 

yayılı yükle etki ettirilerek ön gerilmelerin oluşturulduğu ve daha sonra örtük tabaka ve yarı 

düzlemin birleştirildi ği farz edilirse, bu yüklemenin (ön gerilmeyi oluşturan yüklemeler) 

ileride araştırılacak olayın oluştuğu süre boyunca etki edeceği kabul edilmektedir. 

Matematiksel ifadelerde örtük tabaka ve yarı düzleme ait olan gerilmeler, şekil değiştirmeler 

ve yer değiştirmeler sırasıyla üst (1) ve üst (2) indeksleri ile ifade edilecektir. Bundan başka 

ön gerilmelere ait büyüklükler ek olarak üst (0) indisiyle belirtilecektir. 

Örtük tabaka ve yarı düzlem malzemelerinin birbirinden farklı doğrusal elastik, izotrop 

malzemeler olduğu, bununla beraber tabaka ve yarı düzlem malzemelerinin yeterli derecede 

sert olduğu ve ön yüklemeden dolayı oluşan şekil değiştirmelerin küçük olduğu varsayılarak 

ön gerilmeler Klasik Lineer Elastisite teorisi çerçevesinde belirlenecektir. Bilindiği üzere bu 

ve benzeri durumlarda ön gerilmeli ortamlardaki dinamik olayların incelenmesine 

ÜDEDYT’nin ikinci versiyon küçük şekil değiştirme teorisi uygulanmaktadır (Guz, (2004)).  

Açıktır ki söz konusu durumda ele alınan sistemde oluşan ön gerilmeler aşağıda ki biçimde 

belirlenir. 

( )0
11

m
msabitσ = , ( )0 0m

ijσ =  ; 1j ≠  için (2. 1) 

Söz konusu durumda ön şekil değiştirmeler küçük olduğundan tabaka ve yarı düzlemin doğal 

ve ön gerilmeli durumlarındaki konumlarının (koordinatları) aynı olduğu kabul edilecektir.  

Yukarıda söylenenler çerçevesinde ele alınan sistemin örtük tabakasının serbest yüzeyine 1Ox  

ekseni yönünde sabit V  hızıyla hareket eden doğrusal tekil P  kuvveti ekti etmektedir. V  

hızının, 

( )( )2(1)
2 2min ,V C C< , ( ) ( ) ( )

2
m m mC µ ρ= ; 1,2m = . (2. 2) 



 

 

10 

koşulunu sağladığı varsayılmaktadır. (2. 2)’de ( )
2

mC , ( )mµ  ve ( )mρ sırasıyla m . malzemedeki 

enine dalga hızı, kayma modülü ve malzeme yoğunluğudur. (2. 2) koşulunun bir diğer anlamı 

ise yükün hareket hızının sistemi oluşturan malzemelerdeki ses hızından küçük olmasıdır. 

Hareketli yükten dolayı sistem dinamiğinin ÜDEDYT uygulanarak, 1 2Ox x  düzlemindeki 

düzlem şekil değiştirme durumunda incelenmesi söz konusudur. Bu incelemeler parçalı 

homojen cisim çerçevesinde yapılacaktır. Bu durumda hem örtük tabakanın kapsadığı alanda 

ve hemde yarı düzlemin kapsadığı alanda ÜDEDYT’nin aşağıdaki hareket denklemleri 

sağlanmaktadır. 

2

)(2
)(

2
1

)(2
0),(

11

)(

t

u

x

u

x

m
jm

m
jm

i

m
ij

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

ρσ
σ

 (2. 3) 

(2. 3)’te ( )m
ijσ , ( )m

ju sırasıyla m . malzemedeki gerilme tansörü ve yer değiştirme vektörü 

bileşenlerini göstermektedir. Örtük tabaka ve yarı düzlemin malzemeleri lineer ve elastik 

kabul edildiğinden, yer değiştirme ve şekil değiştirme bağıntıları genelleştirilmi ş Hooke 

kanununa tabi tutularak aşağıdaki biçimde ele alınır.  

)()()()()( 2 m
ij

mj
i

mmm
ij εµδθλσ +=  (2. 4) 

Burada  

( ) ( ) ( )
11 22

m m mθ ε ε= +  , 














∂
∂

+
∂

∂
=

i

m
j

j

m
im

ij x

u

x

u
)()(

)(

2

1ε  (2. 5)                                

(2. 4) ve (2. 5)’te aşağıda ki işaretlemeler kabul edilir.  

Burada  2,1;; =mji , ( )mλ , ( )mµ  Lame’s sabitleridir. ( )m
ijε ’ler şekil değiştirme tansörü 

bileşenlerini, ( )mθ  ise düzlem şekil değiştirme durumunda hacimsel yer değiştirmeyi gösterir.  

Yukarıda söylenenlerden görüldüğü gibi örtük tabakanın üst serbest yüzeyinde aşağıdaki sınır 

koşulları sağlanmaktadır. 

   
2

(1)
12 0

0
x

σ
=

= ,   ( )
2

(1)
22 10x

p x Vtσ δ
=

= − −  (2. 6) 
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Burada  ( )xδ , Delta Dirac fonksiyonunu göstermektedir. Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b) 

araştırmalarında olduğu gibi örtük tabaka ve yarı düzlem arasında iki tür temas koşullarının 

oluştuğu varsayılacaktır. Birinci tür temas koşulları ideal temas koşullardır ve bunlar 

2 2

(1) (2)
2 2i ix h x h

σ σ
=− =−

=  , 
2 2

(1) (2)
i ix h x h

u u
=− =−

=  , 1,2i =  (2. 7)          

biçiminde verilmektedir. Đkinci tip temas koşulları ise ideal olmayan temas koşulları olarak 

adlandırılır ve  

2

(1)
12 0

x h
σ

=−
=  , 

2

(2)
12 0

x h
σ

=−
=  , 

2 2

(1) (2)
2 2x h x h

u u
=− =−

= ,
2 2

(1) (2)
22 22x h x h

σ σ
=− =−

=    (2. 8) 

şeklinde verilir. Bunlardan başka yükün hareket hızı ses hızından yavaş olduğundan  

(2) (2), 0i iju σ →  , 2x → −∞   için (2. 9) 

sönüm koşullarının sağlandığı varsayılacaktır. Böylece problemin matematiksel 

formülasyonunun yazılımı tamamlanmış olup ele alınan fiziksel olayın incelenmesi, (2. 3)-(2. 

5) denklem takımının (2. 6) - (2. 9) sınır koşulları ve (2. 7) veya (2. 8) temas koşulları 

çerçevesinde incelenmesine (çözülmesine) getirilmiştir. Belirtilmelidir ki (2. 3) 

denklemlerinde ( ),0
11 0mσ =  kabul edilirse, incelenecek problemin klasik lineer elastodinamik 

teorisi çerçevesindeki (ön gerilmesiz durum için) matematiksel formülasyonu elde edilmiş 

olur.  

(2. 6) sınır koşulu tekil doğrusal kuvvet etki ettiği durum için verilmektedir. Doğrusal şerit 

yüklemesi durumunda ise (2. 6) koşullarında ikincisi aşağıdaki ile yer değiştirecektir. 

2

0 1(1)
22 0

1

,
2

0 ,
x

p
p a x Vt a

a
x Vt a

σ
=

−− = − ≤ − ≤= 
 − >

 (2. 10)  

2.2 Problemin Çözüm Yöntemi 

(2. 3)-(2. 5) denklemlerinden, yer değiştirmeler cinsinden aşağıda verilen hareket denklemleri 

elde edilir. 

( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )0 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1
11 2 2 2

1 2 1 2

2
m m m m

m m m m m m mu u u u

x x x x t
λ µ σ µ λ µ ρ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  (2. 11) 
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( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )0 ( ) ( ) ( )1 2 2 2
11 2 2 2

1 2 1 2

2
m m m m

m m m m m m mu u u u

x x x x t
λ µ µ σ λ µ ρ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Yükle birlikte hareket eden koordinat sistemi dönüşümü, yani 

 2 2x x′ =  , 1 1x x Vt′ = −   (2. 12) 

dönüşümü kullanıldığında (2. 11) denklemi  

( )
( )0 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( ) 2 ( )
11 1 1 2

2( ) ( ) 2 2 ( )( )
1 2 1 22

2 1 0
m m m mm m

m m mm

u u uV

x x x xC

σλ λ
µ µ µ

   ∂ ∂ ∂ + + − + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂  

 

( )
2 ( ) ( )0 2 ( ) 2 ( )( ) 2 ( )

1 11 2 2
2( ) ( ) 2 ( ) 2( )

1 2 1 22

1 1 2 0
m m m mm m

m m mm

u u uV

x x x xC

σλ λ
µ µ µ

    ∂ ∂ ∂ + + + − + + =    ∂ ∂ ∂ ∂    

 (2. 13) 

formuna dönüşür. Bu durumda sırasıyla tekil ve yayılı yüke ait olan (2. 6) ve (2. 10)’da 

verilen sınır koşulları, 

( )
2

(1)
22 10x

p xσ δ
=

= − ,
2

0 1(1)
22 0

1

,
2

0 ,
x

p
p a x a

a
x a

σ
=

−− = − ≤ ≤= 
 >

 (2. 14) 

ifadeleriyle yer değiştirir. (2. 6)-(2. 9)’daki diğer koşullar, yeni koordinatlar için de geçerlidir. 

(2. 13) denklem sisteminin çözümünü ele alalım. Bu amaçla 1x  koordinatı için tanımlı üstel 

Fourier dönüşümü kullanılacaktır, yani, 

( ) ( ) 1
2 1 2 1, , isx

Ff s x f x x e dx
+∞

−

−∞

= ∫ . (2. 15) 

Bu dönüşümün sonucu olarak (2. 13)’ten, 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 ( ) ( ) ( ),0 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
11 1 1 ,22 2 ,22 0m m mm m m m m m m

F F Fs V u u is uλ µ σ ρ µ λ µ− + + − + − + =  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 ( ) ( ),0 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
11 2 2 ,22 1 ,22 0m m m mm m m m m m

F F Fs V u u is uµ σ ρ λ µ λ µ− + − + + − + =  (2. 16) 

eşitlikleri elde edilir. Yukarıdaki ifadede 



 

 

13 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ( ) ( ) ( ),0 ( ) 2
1 1 1 11, , 2m m m m m m m m m ma b is c s Vµ λ µ λ µ σ ρ= = − + = − + + −    

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ( ) ( ),0 ( ) 2
2 2 2 112 , ,m m m m m m m m m ma b is c s Vλ µ λ µ µ σ ρ= + = − + = − + −   (2. 17) 

işaretlemeleri kabul edildiğinde,(2.16) denklemleri 

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

( )1 2
1 1 1 12

2 2

0
m m

m m m mF F
F

d u du
a b c u

dx dx
+ + =  

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

( )2 1
2 2 2 22

2 2

0
m m

m m m mF F
F

d u du
a b c u

dx dx
+ + =  (2. 18) 

şeklinde yazılabilir. 
2

d
D

dx
=  ve 

2
2

2
2

d
D

dx
=  olacak şekilde düzenlenirse, (2.18)’in aşağıdaki 

formu elde edilir. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1 1

2 ( ) ( ) ( )
2 2 2 1 2 2

0

0

m m mm m m
F F F

m m mm m m
F F F

a D u b Du c u

a D u b Du c u

+ + =

+ + =
 (2. 19) 

Daha sade bir şekilde; 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2 ( ) ( )

1 1 1 1 2

( ) 2 ( )
2 1 2 2 2

0

0

m m mm m
F F

m m mm m
F F

a D c u b Du

b Du a D c u

+ + =

+ + =
 (2. 20) 

eşitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin çözümü için operatörler yöntemine uygun gereken 

işlemler yapılacak olursa; 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
2 2 2

m m m

m m m

a D c b D

b D a D c

+
Λ =

+
 (2. 21) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

m m m m m m m m m ma a D a c a c b b D c cΛ = + + − +  (2. 22) 

( ) ( )
1 20, 0m m

F Fu uΛ = Λ = ; (2. 23) 

bağıntıları yazılır. (2. 21)-(2. 23)’deki eşitliklerden yararlanılarak  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 0m m m m m m m m m ma a r a c a c b b r c c+ + − + =  (2. 24)  

ifadesi elde edilir. Burada 2r q=  dönüşümü yapıldığında (2. 24); 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 0m m m m m m m m m ma a q a c a c b b q c c+ + − + =  (2. 25) 

formuna dönüşür, buradan 1 2,q q  bulunur. 

2 2
1 2

1,2 1 3,4 2

,

,

r q r q

r q r q

= =

= =∓ ∓

 (2. 26) 

(2.26) yardımıyla aşağıdaki ifade yazılabilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 231 2 4( )

1 1 2 3 4

mm m mm m m mr xr x r x r xm
Fu e e e eα α α α= + + +  (2. 27) 

Burada ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, ,m m ms s sα α α  ve ( ) ( )4
m sα  bilinmeyen ve Fourier integral dönüşüm 

parametresi s ’den bağımlı katsayılardır. (2. 26)’da ki eşitlikler yardımıyla (2. 27); 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1 2 2( )

1 1 2 3 4

m m m m
q x q x q x q xm m m mm

Fu e e e eα α α α− −= + + +  (2. 28) 

şeklinde yazılır. 1 2,q q  için (2. 25) denkleminden faydalanarak; 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1,2

1 2

4

2

m m m m m m m m m m m m m m m m

m

m m

a c a c b b a c a c b b a a c c
q

a a

− + − + − −
=

∓

(2. 29) 

eşitli ği yazılır. (2. 20)’de ki bağıntıdan faydalanarak ( )
2

m
Fu  hesaplanır.  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2 21 1

2 22 2

( ) 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2
2

1 1 1 1 1

1 2 3 1 3 1 2 4 1 4

2 2 2 2

1 m m

m m

m m m m m m m m m m
q x q xm

F
m m m m

m m m m m m m m m m
q x q x

m m m m

a q c a q c
u e e

b q q q q

a q c a q c
e e

q q q q

α α α α

α α α α

−

−

   
   = − − − + + +
   
   

   
   + − − + +
   

    

 (2. 30) 

(2. 4), (2. 5) ve (2. 16) ifadelerinden yararlanarak aşağıdaki bağıntılar elde edilir. 
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( ) ( ) ( ) ( )( )12 1 ,2 2
m m m m
F F Fu isuσ µ= −  (2. 31) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 1 2 ,22m m m m m m

F F Fis u uσ λ λ µ= − + +  (2. 32) 

1m =   (örtük plaka) için elde edilen bağıntılar düzenlenecek olursa, aşağıdaki ifadeler elde 

edilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 21 1 2 21 1 1 1(1)

1 1 2 3 4
q x q x q x q x

Fu e e e eα α α α− −= + + +  (2. 33) 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 11(1) 1

2 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 12 1

3 41 1 1
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
u e e

b b q

q c
e e

b b q

α α

α α

−

−

 
  = + − + 

  
 

 
  + − 

  
 

 (2. 34) 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 11(1) 1

12 1 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 1

2 3 41 1 1
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

σ µ α α

µ α α

−

−

  
   = + + − + + 

    
  

  
   + + + − + 

    
  

 (2. 35) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 1 1(1) 1 1

11 1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

  +  = − + + + +          

  +  − + + +          

 (2. 36) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 1 1(1) 1 1

22 1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

 +  = − + + + +  
  

 +  − + + +  
  

 (2. 37) 

2m =  (yarı düzlem) için elde edilen bağıntılar düzenlenecek olursa, (2. 9) koşuluna göre 

( ) ( )2 2
3 4 0α α= =  olmalıdır ve aşağıdaki ifadeler elde edilir. 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 21 22 2(2)

1 1 2
q x q x

Fu e eα α− −= +  (2. 38) 

( ) ( )( 2) (2 )
2 21 2

(2) (2)(2) (2)
2 21 2(2) 1 1

2 1 2(2) (2)(2) (2)
1 11 1 1 2

q x q x
F

q qc c
u e e

b bb q b q
α α− −

   
   = + + +
   
   

 (2. 39) 

( ) ( )

( ) ( )

(2 )
21

(2)
22

(2) (2)
2 21(2) (2)1

12 1 1(2) (2)
1 1 1

(2) (2)
2 22 (2)1

2 2(2) (2) (2)
1 1 2

q x
F

q x

q c
is q e

b b q

q c
is q e

b b q

σ µ α

µ α

−

−

  
  = − + +
    

  
  − + +
    

 (2. 40) 

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 21 1

2 (2)
2 2 2 2 2(2) 1 1

11 1 2(2)
1

2 q x q x
F

q c
is e e

b
σ λ µ λ α α−  +  = − + + +          

 (2. 41) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( 2)
21

(2)
22

(2) (2)
2 2 2 2(2) 1 1

22 1(2)
1

(2) (2)
2 2 2 22 1

2(2)
1

2

2

q x
F

q x

q c
is e

b

q c
is e

b

σ λ µ λ α

λ µ λ α

−

−

 += − + + 
 

 +− + + 
 

 (2. 42) 

bağıntıları elde edilir. (2.33)-(2.42) ifadelerinden yararlanarak (2.7)’deki ideal temas 

koşullarını aşağıdaki biçimde yazabiliriz. 

1. 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 4 01
1

2

2

q c
is

b

q c
is p

b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

 +− + + + − 
 

 ++ + + = − 
 

 (2. 43) 

2. ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 11 1 2 1
1 1 2 2 3 41 1

1 1 1 2

0
q c q c

is q is q
b q b q

µ α α µ α α
   + ++ − + + + − + =   
      

 

3. 

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1 2 2

1 2

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 1

1 2 3 41 1 1
1 1 1 2

2 2 2 2
2 21 1 2 1

1 22 2 2 2
1 1 1 2

0

q h q h q h q h

q h q h

q c q c
e e e e

b q b q

q c q c
e e

b q b q

α α α α

α α

− −

− −

  + + − + − −       

   + +   − =
   
   
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4. ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 2 3 41 1
1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 22 2
1 1

2 2

2 2

q h q h q h q h

q h q h

q c q c
is e e is e e

b b

q c q c
is e is e

b b

λ µ λ α α λ µ λ α α

λ µ λ α λ µ λ α

− −

− −

   + +− + + + − + + + =   
   

   + +− + + − + +   
   

 

5. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2
1 1 2 2 1 21 1 1 1 2 2

1 2 3 4 1 2
q h q h q h q h q h q he e e e e eα α α α α α− − − −+ + + = +  

6. ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 2 2

2 2
1 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 1 2 2 3 4
1 1 1 1

1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 1 2 22 2 2 2
1 1 1 2

0

q h q h q h q h

q h q h

q c q c
is q e e is q e e

b q b q

q c q c
is q e is q e

b q b q

µ α α µ α α

µ α µ α

− −

− −

   + +      + − + + + − + +   
      
   

   + +   + + + =
   
   

 

(2. 8)’de verilen ideal olmayan temas koşullarında da elde edilen bağıntılar yerlerine 

yazıldığında; 

1. 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 4 01
1

2

2

q c
is

b

q c
is p

b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

 +− + + + − 
 

 ++ + + = − 
 

 (2. 44) 

2. 

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 11 1

1 1 21 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 1

2 3 41 1
1 1 2

0

q c
is q

b b q

q c
is q

b b q

µ α α

µ α α

  
  + + − + +
  
  

  
  + + − + =
  
  

  

3. ( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

1 1
1 1 1 11 1

1 1 21 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 1

2 3 41 1
1 1 2

0

q h q h

q h q h

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

µ α α

µ α α

−

−

  
   + + − + + 

    
  

  
   + + − + = 

    
  
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4. 

( ) ( )

( ) ( )

( 2)
1

( 2)
2

(2) (2)
2 21 (2)1

1 1(2) (2) (2)
1 1 1

(2) (2)
2 22 (2)1

2 2(2) (2) (2)
1 1 2

0

q h

q h

q c
is q e

b b q

q c
is q e

b b q

µ α

µ α

  
  − + +
    

  
  − + + =
    

 

5. 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
1 1 2 2

( 2) (2 )
1 2

1 11 1
1 1 1 11 21 1

1 2 3 41 11 1 1 1
1 11 1 1 2

(2) (2)(2) (2)
2 21 21 1

1 2(2) (2)(2) (2) (2) (2)
1 11 1 1 2

q h q h q h q h

q h q h

q qc c
e e e e

b bb q b q

q qc c
e e

b bb q b q

α α α α

α α

− −
   

      + − + + − =   
      
   

   
   + + +
   
   

 

6. 
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

(2) (2)
1 2

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

(2) (2) (2) (2)
2 2 2 2 1 2 2 2 21 1 2 1

1 2(2) (2)
1 1

2

2

2 2

q h q h

q h q h

q h q h

q c
is e e

b

q c
is e e

b

q c q c
is e is e

b b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

λ µ λ α µ λ µ λ α

−

−

 +  + + + +  
  

 +  + + + =  
  

   + ++ + + + +   
   

 

eşitlikleri elde edilir.  

Doğrusal şerit yüklemesi durumu için ideal temas koşulları göz önüne alındığında; 

1. 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q c
is

b

q c p Sinsa
is

a sb

λ µ λ α α

λ µ λ α α

 +− + + + − 
 

 ++ + + = − 
 

 (2. 45) 

2. ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 1 2 2 3 4
1 1 1 1

1 1 1 2

0
q c q c

is q is q
b q b q

µ α α µ α α
   + +
   + − + + + − + =
   
   

 

3. 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1
1 1 2 2

2 2
1 2

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 1

1 2 3 41 1 1 1
1 1 1 2

2 2 2 2
2 21 1 2 1

1 22 2 2 2
1 1 1 2

0

q h q h q h q h

q h q h

q c q c
e e e e

b q b q

q c q c
e e

b q b q

α α α α

α α

− −

− −

   + +      − + − −   
      
   

   + +   − =
   
   
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4. 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

2 2
1 2

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 22 2
1 1

2

2

2 2

q h q h

q h q h

q h q h

q c
is e e

b

q c
is e e

b

q c q c
is e is e

b b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

λ µ λ α λ µ λ α

−

−

− −

 +  − + + + −  
  

 +  + + + =  
  

   + +− + + − + +   
   

 

5. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2
1 1 2 2 1 21 1 1 1 2 2

1 2 3 4 1 2
q h q h q h q h q h q he e e e e eα α α α α α− − − −+ + + = +  

6. 
( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

2 2
1 2

1 1
1 1 1 11 1

1 1 2
1 1

1 1

1 1
1 1 1 12 1

2 3 41 1
1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 1 2 22 2 2 2
1 1 1 2

0

q h q h

q h q h

q h q h

q c
is q e e

b q

q c
is q e e

b q

q c q c
is q e is q e

b q b q

µ α α

µ α α

µ α µ α

−

−

− −

 +   + − + + 
  
 

 +   + − + + 
  
 

   + +   + + + =
   
   

 

eşitlikleri elde edilir. Doğrusal şerit yüklemesi durumunda ideal olmayan temas koşulları için 

aşağıdaki eşitlikler kullanılır. 

1. 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q c
is

b

q c p Sinsa
is

a sb

λ µ λ α α

λ µ λ α α

 +− + + + + 
 

 +− + + + = − 
 

 (2. 46) 

2. 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 11 1

1 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 2

2 3 41 1 1
2 2 2

0

q c
is q

b b q

q c
is q

b b q

µ α α

µ α α

  
  + + − + +
  
  

  
  + + − + =
  
  

 

3. ( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

1 1
1 1 1 11 1

1 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 2

2 3 41 1 1
2 2 2

0

q h q h

q h q h

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

µ α α

µ α α

−

−

  
   + + − + + 

    
  

  
   + + − + = 

    
  
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4. 

( ) ( )

( ) ( )

( 2)
1

(2)
2

(2) (2)
2 21 (2)1

1 1(2) (2) (2)
1 1 1

(2) (2)
2 22 (2)2

2 2(2) (2) (2)
2 2 2

0

q h

q h

q c
is q e

b b q

q c
is q e

b b q

µ α

µ α

  
  − + + −
    

  
  + + =
    

 

5. 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
1 1 2 2

( 2) (2 )
1 2

1 11 1
1 1 1 11 21 2

1 2 3 41 11 1 1 1
1 21 1 2 2

(2) (2)(2) (2)
2 21 21 2

1 2(2) (2)(2) (2) (2) (2)
1 21 1 2 2

q h q h q h q h

q h q h

q qc c
e e e e

b bb q b q

q qc c
e e

b bb q b q

α α α α

α α

− −
   

      + − + + − =   
      
   

   
   + + +
   
   

 

6. 
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
2 2

(2) (2)
1 2

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 2

3 41
2

(2) (2) (2) (2)
2 2 2 2 1 2 2 2 21 1 2 2

1 2(2) (2)
1 2

2

2

2 2

q h q h

q h q h

q h q h

q c
is e e

b

q c
is e e

b

q c q c
is e is e

b b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

λ µ λ α µ λ µ λ α

−

−

 +  + + + +  
  

 +  + + + =  
  

   + ++ + + + +   
   

 

Elde edilen denklem sistemlerinin çözümüyle, bilinmeyen ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2)
1 4 1 2,.., , ,s s s sα α α α  

katsayıları bulunur. Bu katsayılar ( )m
iFu  ve ( )m

ijFσ  Fourier dönüşümlerinin ifadelerinde yerine 

yazılarak, ( )m
iFu , ( )m

ijFσ ’lerin analitik ifadeleri belirlenmiş olur. Daha sonra bu ifadelerin ters 

(invers) Fourier dönüşümlerinin elde edilmesi işlemlerine geçilir. Bu işlemlerin analitik 

yapılmasının imkansız olduğu açıktır. Bu nedenden dolayı ters dönüşümler sayısal 

hesaplanmak zorundadır. Şimdi bu hesaplamaların yapılmasına imkan sağlayan algoritmanın 

açıklamasını ele alalım. 

2.3 Hesaplama Algoritması 

Aranan büyüklüklerin sayısal değerlerinin elde edilmesi ters Fourier dönüşümüne karşı gelen  

( ) ( ) 1
1 2 2

1
, ,

2
isx

Ff x x f s x e ds
π

+∞

−∞

= ∫  (2. 47) 

improper integralinin hesaplanmasına indirgenir. Fiziksel ve geometrik simetriler dikkate 

alınarak (2. 47) integrali, 
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( ) ( )1 2 2 1

0

1
, , cos( )Ff x x f s x sx ds

π

+∞

= ∫ , ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 11 22 11, , , ,m mm m m

Fu σ σ ε ε  için 

( ) ( )1 2 2 1

0

1
, , sin( )Ff x x f s x sx ds

π

+∞

= ∫ , ( )( ) ( )
1 12 12, , mm m

Fu σ ε  için     (2. 48)   

integrallerine dönüştürülür. Çözüm sırasında kullanılacak nümerik yöntem için improper 

integraller aşağıdaki belirli integralle yer değiştirir. 

( ) ( )
0 0

. .
S

ds ds
∗∞

≈∫ ∫  (2. 49) 

olarak kabul edilir. Burada ki S∗  değeri integrallerin sayısal yakınsama kriterinden hesaplanır. 

Nümerik hesaplamalar göstermiştir ki, genelde problem parametrelerinin belirli değerlerinde her 

bir V  hızı için, ( ) ( ),m m
iF ijFu σ  fonksiyonları  sh ’a bağlı olarak tekil noktalara sahiptir. Bilinmeyen  

( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2)
1 4 1 2,.., , ,s s s sα α α α   ifadeleri, (2. 43), (2. 44), (2. 45) ve (2. 46)’dan cebirsel 

işlemler yardımıyla aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )

(1)
1

(1) (2 ) ( 2)
4 1 2

(1) (1) (2) (2)
1 4 1 2

1
,.., , , det ,...,

det

det ,det ,det

s
nm

nm

s s s
nm nm nm

s s s s s
A s

s s s

α

α α α

α α α α β

β β β

=
                  (2. 50) 

( )nmA s ’lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temas koşulları için sırasıyla Ek 1 ve Ek 2’de 

verilmektedir. Burada denklem s ’e bağlıdır ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyenlerin 

katsayıları ( )nmA s ’tir. (2. 50)’ deki     ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1)
1 4det ,...,det ,s s

nm nms sα αβ β   ( ) ( )( 2)
1det ,s

nm sαβ   

( ) ( )( 2)
2det s

nm sαβ  matrisleri, sırasıyla ( )nmA s  matrisinden ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2)
1 4 1 2,.., , ,s s s sα α α α  

bilinmeyenlerine karşılık gelen kolonların (2. 43), (2. 44) ,(2. 45), (2. 46) ifadelerinin sağ 

tarafları ile yer değiştirmesinden elde edilir. 

Açıktır ki, yukarıda bahsi geçen integral altı ifadelerin tekil noktaları  

( )det 0nmA s =  , , 1,2,...,6n m =                                             (2. 51) 
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denklemini sağlayan s ’lerdir. 

Sonuç olarak, integre edilen değerlerin tekil noktaları, (2. 51) denkleminin kökleriyle çakışır. 

Açıktır ki bu köklerin mertebesi (bunu r  ile gösterirsek )0 1r≤ <  durumu için, integralin 

hesaplanmasında bilinen algoritmalar kullanılabilir. 1r =  durumunda (2. 49) numaralı 

integral Cauchy’nin temel değer prensibi kullanılarak hesaplanabilir. Fakat 1r >  durumunda 

integral hiçbir anlam ifade etmez ve bu duruma karşılık gelen hız ‘kritik hız’ olarak 

adlandırılır. Belirtilmelidir ki kritik hız altında rezonans tipli durum gerçekleşmektedir. 

Bu tanıma göre kritik hız, (2.51) ifadesini sağlayan ( )V V sh= fonksiyonunun yerel minimum 

(ya da maksimum) noktasına karşı gelmektedir. Plakayla kaplı malzemelerde ki hareketli yük 

problemlerinde sesten yavaş durum (2. 2) için önemli sorulardan biri crυ  ile gösterilen kritik 

hızın hesaplanması ve problem parametrelerinin bu hız değerleri üzerindeki etkisinin 

incelenmesidir. 

2.4 Tekil Yüke Ait Sayısal Sonuçlar ve Yorumlar 

( )1
2

V

c
υ = , 

( )

( )

1
2

12 2
2

c

c
υ υ= , 

( )

( )

1

2

E
e

E
= , ( )

(1)0
11

1 1E

ση = , ( )

(2)0
11

2 2E

ση = , notasyonları ve                         

( ) ( )1 2 0.3ν ν= =  olduğu kabul edilmiştir. ( )mE ve ( )mν  ise sırasıyla m. materyalin Young 

modülü ve Poisson oranıdır. Öncelikle 12 1υ = , 1 2 0η η= =  durumu ele alınarak, (2. 51) 

denkleminin çözümünden elde edilen sonuçlarla oluşturulmuş ( )shυ υ=  grafikleri analiz 

edilmiştir. Belirtilmelidir ki, burada yer verilmeyen 1e <  durumunda elde edilen  ( )shυ υ=  

grafiklerinde görülmüştür ki ( ) 0d d shυ =  için minimum yoktur. Yalnızca  1e > durumunda 

minimum ortaya çıkmaktadır. Şekil 2. 3, çeşitli e  değerleri için ( )shυ υ=  ili şkisini gösteren 

grafikler verilmektedir. Bu grafiklerde minimumlar açıkça görülmektedir. Burada düz 

(kesikli) çizgiler, ideal (ideal olmayan) temas koşulları için bulunan sayısal sonuçları 

göstermektedir. Bu grafikten anlaşılacağı gibi crυ  değeri e ’nin artmasıyla azalmaktadır. 

Plaka ve yarı düzlemde ki ön gerilmenin crυ  değerine etkisi ( 1η  ve 2η  parametrelerinin 

etkisi). Tablo 2. 1, 2. 2 ve 2. 3’te verilmiştir. Bu tablolarda sayısal sonuçlara bakıldığında 

plaka ve yarı düzleme etki eden ön gerilme (çekme) değeri arttıkça crυ  değeri de artmaktadır. 

Bununla beraber ön gerilme (basınç) değerleri arttıkça crυ  değeri de azalmaktadır. 
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12 0.5eυ =  için, ( ) ( )2 1 0.5ρ ρ =  durumunu ele alırsak, öncelikle bu durumun Babich v.d. 

(1986)’da incelendiğini belirtmek gerekir. Yapılan incelemede 1 2 0η η= =  durumu için elde 

edilen sonuçların bu çalışmada ki sonuçlara uyması gerekmektedir. Tablo 2. 4’te çeşitli e  

değerleri için verilen sonuçlar, kullanılan nümerik yaklaşımın ve hazırlanan programın 

doğruluğunu kanıtlamaktadır. 

Tablo 2. 5, 2. 6 ve 2. 7’de 12 0.5eυ =  durumun için, ön gerilmenin crυ  değerine etkisi 

verilmektedir. Bu tablolardan 1η  ve 2η ’nin, crυ  üzerindeki etkisinin, 12=1υ  durumundaki 

etkiyle aynı olduğu anlaşılmaktadır. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
22 1 22 1 22 1, ,x x h x hσ σ σ= − = −  ifadesinde, ( )0, crυ  aralığında ve 22σ → ∞ , crυ υ→  için 

υ ’nin artmasıyla ( )22 1xσ ’in kesin değerlerinin de monoton olarak arttığını belirtmek gerekir. 

( )22 1xσ ’in 1x ’e bağlı kesin maksimumu, 1 0.0x h = ’da meydana gelir. 

12 0.5eυ =  durumunda, 1x h ’a bağlı ( )22 1xσ  yayılımına ait bazı örnekleri ele alalım. Şekil 

2. 4 te verilen çeşitli e  değerleri için 1 2 0.0η η= =  durumunda elde edilen sonuçlar yer 

almaktadır. Burada düz(kesikli) çizgi ideal (ideal olmayan) temas koşullarını göstermektedir. 

Burada e  değerlerinin artmasıyla 22σ  değerlerinin azaldığı görülmektedir. Đdeal olmayan 

temas koşulları için elde edilen 22σ  değerlerinin, aynı parametrelerde elde edilen temas 

koşullarındaki değerlerden daha büyük olduğu görülmektedir. 
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Şekil 2. 3 ( )( )1
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Şekil 2. 4 Farklı e  değerlerine göre ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Tablo 2. 1  2η  =0 ve 112 =υ  durumunda farklı 1η  değerleri için ideal temas (üstteki sayı) ve 

ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri 

1

e

η
 0  0.005 0.01 0.03 

2  
0.8414

0.7093
 

0.8468

0.7154
 

0.8521

0.7214
 

0.8723

0.7442
 

10 
0.5664

0.5016
 

0.5764

0.5126
 

0.5863

0.5233
 

0.6240

0.5640
 

 

Tablo 2. 2 1η  =0 ve 112 =υ  durumunda farklı 2η  değerleri için ideal temas (üstteki sayı) ve 

ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri 

 

 

Tablo 2. 3 1η  =0 ve 112 =υ  durumunda farklı 2η  basınç değerleri için ideal temas (üstteki 

sayı) ve ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri 

2

e

η
 0  0.005−  0.01−  0.03−  

 

2  

0.8414

0.7093
 

0.8391

0.7062
 

0.8367

0.7031
 

0.8263

0.6898
 

 

10 

0.5664

0.5016
 

0.5650

0.4998
 

0.5637

0.4979
 

0.5580

0.4900
 

 

2

e

η
 0  0.005 0.01 0.03 

2  
0.8414

0.7093
 

0.8437

0.7123
 

0.8454

0.7153
 

0.8540

0.7266
 

10 
0.5664

0.5016
 

0.5677

0.5034
 

0.5690

0.5052
 

0.5741

0.5121
 



 

 

26 

Tablo 2. 4 e5.012 =υ  durumunda 1η =0, 2η  =0 için ideal ve ideal olmayan temas 

koşullarında kritik hız değerleri ( crυ ) 

e  Đdeal temas koşulları Đdeal olmayan temas koşulları 

2  ( )( )
0.841(Bu çalışmada)

0.839 1986Babich vd
 

( )
( )( )

0.709 Bu çalışmada

0.719 1986Babich vd
 

10 
( )

( )( )
0.428 Bu çalışmada

0.427 1986Babich vd
 

( )
( )( )

0.373 Bu çalışmada

0.372 1986Babich vd
 

 

Tablo 2. 5 1η  =0 ve e5.012 =υ  durumunda farklı 2η  değerleri için ideal temas (üstteki sayı) 

ve ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri  

2

e

η
 

 

0  

 

0.005 

 

0.01 

 

0.03 

 

2  

0.8414

0.7093
 

0.8437

0.7123
 

0.8454

0.7153
 

0.8541

0.7266
 

 

10 

0.4284

0.3730
 

0.4307

0.3754
 

0.4329

0.3777
 

0.4415

0.3868
 

 

Tablo 2. 6 2η  =0 ve e5.012 =υ  durumunda farklı 1η  değerleri için ideal temas (üstteki sayı) 

ve ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri  

1

e

η
 0  0.005 0.01 0.03 

2  
0.8414

0.7093
 

0.8468

0.7154
 

0.8521

0.7214
 

0.8723

0.7442
 

10 
0.4284

0.3730
 

0.4319

0.3784
 

0.4348

0.3833
 

0.4358

0.3995
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Tablo 2. 7 1η  =0 ve e5.012 =υ  durumunda farklı 2η  basınç değerleri için ideal temas 

(üstteki sayı) ve ideal olmayan temas(alttaki sayı) koşullarında kritik hız değerleri 

2

e

η
 0  0.005−  0.01−  0.03−  

2  
0.8414

0.7093
 

0.8391

0.7062
 

0.8367

0.7031
 

0.8263

0.6898
 

10 
0.4284

0.3730
 

0.4261

0.3706
 

0.4238

0.3682
 

0.4141

0.3582
 

 

Bu bölümde ön gerilmeli tabaka ile örtülü ön gerilmeli yarı düzleme etki eden hareketli yükün 

dinamiği parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde ÜDETYT kullanılarak incelenmiştir. 

Örtük plakanın serbest yüzeyinde hareket eden doğrusal yükün hızının sabit olduğu kabul 

edilmiştir. Đnceleme düzlem gerilme durumunda, sesten yavaş hız için ideal (2. 7) ve ideal 

olmayan  (2. 8) temas koşulları olmak üzere iki temas koşulu göz önünde bulundurularak 

yapılmıştır. Algoritma hareketli yükün kritik hız değerlerinin hesaplanması için 

geliştirilmi ştir. 

Nümerik hesaplamalar göstermiştir ki; kritik hız yalnızca örtük plaka (yarı düzlem) Young 

modüllerinin 1e >  ( ( ) ( )1 2e E E= )  , olduğu durumda meydana gelmektedir. Diğer bir deyişle 

kritik hız ‘sert tabaka+yumuşak yarı düzlem’ durumunda meydana gelmektedir. Kritik hız 

değeri, e değeri arttıkça azalmaktadır. Örtük plaka ve yarı düzlemdeki ön gerilme değeri 

arttıkça kritik hız değeri de artmaktadır. Yarı düzlemde ki ön basınç değeri arttıkça kritik hız 

değeri azalmaktadır ve ideal temas koşulları için elde edilen kritik hız ideal olmayan temas 

koşulları için elde edilen kritik hızdan daha büyüktür. 

Ayrıca örtük plaka ve yarı düzlem arasındaki ara yüzeyde bulunan gerilme dağılımı da 

nümerik hesaplarda göz önünde bulundurulmuştur.  

Bu sonuçlar bahsedilen sistemdeki bileşenlerin ön gerilmesiz olduğu durumda doğrusal 

elastodinamik teorisi için de önemlidir. 

Bu incelemenin en önemli özelliği ön gerilmeli örtük tabakadaki hareket denklemlerinin 

ÜDETYT kullanılarak tanımlanmasıdır. 
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2.5 Yayılı Yüke Ait Sayısal Sonuçlar ve Yorumlar 

Açıktır ki yayılı yük durumunda da kritik hız değerleri bir önceki durumda elde edilen kritik 

hız değerleriyle çakışacaktır. Bu nedenden dolayı bu alt bölümde kritik hız araştırmasına 

gerek kalmamıştır.  

Fiziksel ve mekaniksel öngörülere göre a (şerit uzunluğu) büyüdükçe 22σ  değerleri 

küçülmelidir. Bu öngörünün kanıtlanması için aşağıdaki sayısal sonuçları inceleyelim. 

Şekil 2. 5, 2. 6 ve 2. 7 ( ) ( )1 2 2E E =  durumu, Şekil 2. 8, 2. 9 ve 2. 10( ) ( )1 2 5E E =  durumu, 

Şekil 2. 11, 2. 12 ve 2. 13’de ( ) ( )1 2 10E E =  durumunun farklı hızlarda sırasıyla 

0.005,1.0,3.0a h = değerlerinde 1 2 0.0η η= =  için 22 0h pσ ’ın hx1 ’a göre yayılım grafikleri 

verilmektedir. 

Bu sonuçlar karşılaştırıldığında yukarıda söylenen ön görünün kanıtlandığı görülmektedir. 

Ayrıca bu sonuçların 0a h →  koşulunda, bir önceki alt bölümde elde edilen sonuçlarla 

yakınlaştığı görülmektedir. Bu durum tekrar elde edilen sayısal sonuçların doğruluğunu ve 

mekaniksel görüşlere uygun olduğunu göstermektedir. 
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Şekil 2. 5 0.05a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 2η η= = = için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 6 1a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 2η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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0 1 2 3 4
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Şekil 2. 7 3a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 2η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 8 3a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 5η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 9 1a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 5η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 10 0.05a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 5η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 11 0.05a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 10η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 12 1a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 10η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 13 3a h = , ( ) ( )1 2
1 2 0,  E E 10η η= = =  için, farklı υ  değerlerine göre ara yüzeyde 

( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 

 

Şimdi sistemi oluşturan tabaka ve yarı düzlemdeki ön gerilmelerin söz konusu gerilme 

yayılımına etkisini gösteren sayısal sonuçları ele alalım. Bu sonuçlar Şekil 2. 14, 2. 15, 2. 16, 

2. 17, 2. 18 ve 2. 19’da verilmiştir. 

Görüldüğü üzere a h  değerlerinin değişimi ön gerilmelerin etkisini sadece sayısal açıdan 

değil nicelik açısından da değiştirmektedir. 
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Şekil 2. 14 0.05a h = , ( ) ( )1 2
1 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 2η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2
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pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 15 1a h = , ( ) ( )1 2
1 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 2η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 16 3a h = , ( ) ( )1 2
1 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 2η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 17 0.05a h = , ( ) ( )1 2
2 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 1η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 18 1a h = , ( ) ( )1 2
2 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 1η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 2. 19 3a h = , ( ) ( )1 2
2 0,  E E 2,  0.05η υ= = =  için, farklı 1η  değerlerine göre ara 

yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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3. ÖN GERĐLMEL Đ ĐKĐ KATLI TABAKA ĐLE ÖN GERĐLMEL Đ YARI 

DÜZLEMDEN OLU ŞMUŞ SĐSTEME ETK Đ EDEN SABĐT HIZLA HAREKET 

EDEN DOĞRUSAL TEK ĐL VE DOĞRUSAL ŞERĐT YÜKÜN D ĐNAM ĐĞĐ 

Bu bölümde, bir önceki bölümde incelenen problemden farklı olarak indis (2) ile gösterilen 

ikinci bir plakanın varlığı söz konusudur. Önceki bölümde uygulanan çözüm yöntemlerinin 

aynısı bu bölüm için de geçerlidir. Okuma kolaylığı açısından önceki bölümde verilen ana 

denklemler burada da verilecek, çözüm yöntemi ayrıntılı olarak aynı şekilde ifade edilecektir. 

3.1 Problemin Matematiksel Formülasyonu 

 

Şekil 3. 1 Ön gerilmeli iki katlı plakayla kaplı, ön gerilmeli yarı düzlemin geometrisi ve 
yükleme durumu 

 

Şekil 3. 2 Ön gerilmeli iki katlı plakayla kaplı, ön gerilmeli yarı düzlemin geometrisi ve 
yükleme durumu 
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Açıklamaların kolaylığı için problemin formülasyonu, ön gerilmeli iki katlı tabaka ve ön 

gerilmeli yarı düzlemden oluşmuş sisteme etki eden doğrusal tekil kuvvetin dinamiğine ait 

problemin matematiksel formülasyonu olarak ele alınırsa, söz konusu sistemin şematik 

görünümü Şekil 3. 1’deki gibidir. Şeki 3.1’de gösterildiği gibi 321 xxOx  koordinat takımında, 

iki katlı tabaka ve yarı düzlemi oluşturan parçacıkların konumu Lagrange koordinatlarıyla 

belirtilirse, üst plaka, ara plaka ve yarı düzlem sırasıyla { ,1 +∞<<∞− x ,021 <<− xh  

}+∞<<∞− 3x ,{ ,1 +∞<<∞− x ,)( 1221 hxhh <<+− }+∞<<∞− 3x  ve { ,1 +∞<<∞− x  

2 1 2( )x h h−∞ < < − + , }+∞<<∞− 3x   bölgelerini kapsar. Şekilden de anlaşılacağı gibi 3Ox  

ekseni şekil düzlemine dik yönde olduğu için görülmemektedir. 

Örtük tabakalar ve yarı düzleme birleştirilmeden önce 1Ox  ekseni yönünde sonsuzda uniform 

yayılı yük etki ettirilerek ön gerilmelerin oluşturulduğu, daha sonra örtük tabakalar ve yarı 

düzlemin birleştirildi ği varsayılırsa, bu yüklemenin (ön gerilmeyi oluşturan yüklemeler) 

inceleme boyunca sürekli olarak etki ettiği kabul edilecektir. Matematiksel ifadeleri 

kolaylaştırmak için üst ve orta tabaka ile yarı düzleme ait olan gerilmeler, şekil değiştirmeler 

ve yer değiştirmeler sırasıyla üst (1), üst (2) ve üst (3) indeksleri ile ifade edilecektir. Bundan 

başka ön gerilmelere ait büyüklükler ek olarak üst 0)(m   indeksiyle belirlenecektir 

( 3,2,1=m ). 

Örtük tabakalar ve yarı düzlem malzemelerinin yeteri derecede sert, homojen ve izotrop 

malzemeler olduğu ve ön yüklemeden dolayı oluşan şekil değiştirmelerin küçük olduğu 

varsayılarak ön gerilmeler Klasik Lineer Elastisite teorisi çerçevesinde belirlenecektir. 

Bilindiği üzere bu ve benzeri durumlarda ön gerilmeli ortamlarda ki dinamik olayların 

incelenmesinde ÜDEDYT’nin ikinci mertebe küçük şekil değiştirme teorisi uygulanmaktadır 

(Guz, 2004).  Açıktır ki, söz konusu durumda ele alınan sistemde oluşan ön gerilmeler 

aşağıda ki biçimde belirlenir.  

m
m

ij const=σ 0)( , 3,2,1=m ,  00)( =σ m
ij   at 11≠ij . (3. 1) 

Ayrıca bu durumda ön şekil değiştirmeler küçük olduğundan tabakalar ve yarı düzlemin doğal 

ve ön gerilmeli durumlarında ki konumlarının (koordinatları) aynı olduğu kabul edilecektir.  

Yukarıda söylenenler çerçevesinde ele alınan sistemin üst örtük tabakasının serbest yüzeyine 

1Ox  ekseni yönünde sabit V hızıyla hareket eden doğrusal tekil P  kuvveti ekti etmektedir. V  

hızının; 
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{ })3(
2

)2(
2

)1(
2 ,,min cccV < ,  ( ) ( ) ( )

2
m m mC µ ρ= , 3,2,1=m . (3. 2) 

koşulunu sağladığı varsayılmaktadır. (3. 2)’de ( )
2

mC , ( )mµ  ve ( )mρ sırasıyla m . malzemedeki 

enine dalga hızını, kayma modülü ve malzeme yoğunluğunu göstermektedir. (3. 2) koşulunun 

bir diğer anlamı ise yükün hareket hızının sistemi oluşturan malzemelerdeki ses hızından 

küçük olmasıdır. 

Bu hareketli yükten dolayı sistemin dinamiğinin ÜDEDYT uygulanarak 1 2Ox x  düzlemindeki 

düzlem şekil değiştirme durumunda incelenmesine getirilir. Bu incelemeler parçalı homojen 

cisim çerçevesinde yapılacaktır. Bu durumda hem örtük tabakanın kapsadığı alanda hemde 

yarı düzlemin kapsadığı alanda ÜDEDYT’nin aşağıdaki hareket denklemleri sağlanmaktadır. 

Đnceleme kolaylığı açısından bir önceki bölümde verilen temel denklemler burada tekrar 

verilmiştir. 

2

)(2
)(

2
1

)(2
0)(

11
1

)(

t

u

x

u

x

m
jm

m
jm

m
ij

∂
∂

ρ=
∂

∂
σ+

∂
σ∂

, (3. 3) 

(3. 3)’te ( )m
ijσ , ( )m

ju sırasıyla m . malzemedeki gerilme tansörü ve yer değiştirme vektörü 

bileşenlerini göstermektedir. Örtük tabakaların ve yarı düzlemin malzemeleri lineer ve elastik 

kabul edildiğinden, yer değiştirme ve şekil değiştirme bağıntıları genelleştirilmi ş Hooke 

kanununa tabi tutularak aşağıdaki biçimde ele alınır.  

)()()()()( 2 m
ij

mj
i

mmm
ij εµ+δθλ=σ , (3. 4) 

Burada  

)(
22

)(
11

)( mmm ε+ε=θ ,  














∂
∂

+
∂

∂
=ε

i

m
j

j

m
im

ij x

u

x

u
)()(

)(

2

1
 (3. 5) 

dir. (3. 4) ve (3. 5)’te 2,1, =ji ; 3,2,1=m  , ( )mλ , ( )mµ  Lame’s sabitleridir. ( )m
ijε  ler şekil 

değiştirme tansörü bileşenlerini, ( )mθ  ise düzlem şekil değiştirme durumunda hacimsel şekil 

değiştirmeyi gösterir.  

Yukarıda söylenenlerden görüldüğü gibi üst örtük tabakanın üst serbest yüzeyinde aşağıdaki 

sınır koşulları sağlanmaktadır. 
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0
0

)1(
12

2

=σ
=x

,    ( )
2

(1)
22 10x

p x Vtσ δ
=

= − −  (3. 6) 

Burada  ( )xδ , Delta Dirac fonksiyonunu göstermektedir. Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b) 

araştırmalarında olduğu gibi üst örtük tabaka ile alt örtük tabaka arasında ve alt örtük tabaka 

ile yarı düzlem arasında iki tür temas koşullarının oluştuğu varsayılmıştır. Birinci tür temas 

koşulları ideal temas koşullardır ve bunlar 

1212

)2(
2

)1(
2 hxihxi −=−=

σ=σ , 
1212

)2()1(

hxihxi uu
−=−=

= ,
)(

)2(
2)(

)1(
2

212212 hhxihhxi +−=+−=
σ=σ , 

)(

)2(

)(

)1(

212212 hhxihhxi uu
+−=+−=

= ,  2,1=i , (3. 7) 

biçiminde verilmektedir. Đkinci tip temas koşulları ise ideal olmayan temas koşulları olarak 

adlandırılır ve  

1212

)2(
22

)1(
22 hxhx −=−=

σ=σ , 
1212

)2(
2

)1(
2 hxhx

uu
−=−=

= , 0
12

)1(
12 =σ

−= hx
,  0

12

)2(
12 =σ

−= hx
, 

2 1 2 2 1 2

(2) (3)
22 22( ) ( )x h h x h h

σ σ
=− + =− +

= , 
2 1 2 2 1 2

(2) (3)
2 2( ) ( )x h h x h h

u u
=− + =− +

= , 

0
)(

)2(
12

212

=σ
+−= hhx

, 
2 1 2

(3)
12 ( )

0
x h h

σ
=− +

= ,. (3. 8) 

şeklinde verilir. Bunlardan başka yükün hareket hızı ses hızından yavaş olduğundan  

)3(
iu , (3) 0ijσ → , −∞→2x  için. (3. 9) 

sönüm koşullarının da sağlandığı varsayılacaktır. Verilenlerle problemin matematiksel 

formülasyonu tamamlanmış olur. Böylece ele alınan fiziksel olayın incelenmesi (3. 3)-(3. 5) 

denklem takımının, (3. 6) , (3. 9) sınır koşulları ve (3. 7) veya (3. 8) temas koşulları 

çerçevesinde incelenmesine (çözülmesine) indirgenmiştir. Belirtilmelidir ki (3. 3) 

denklemlerinde ( ),0
11 0mσ = , ( 3,2,1=m )  kabul edilirse incelenecek problemin klasik lineer 

elastodinamik teorisi çerçevesindeki (ön gerilmesiz durum için) matematiksel formülasyonu 

elde edilmiş olur.  
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3.2 Problemin Çözüm Yöntemi 

Bir önceki bölümde de verildiği gibi, (3. 3)-(3. 5) denklemlerinden, yer değiştirmeler )(m
iu  

cinsinden aşağıda verilen hareket denklemleri elde edilir. 

( ) ( )
2

)(
1

2
)(

21

)(
2

2
)()(

2
2

)(
1

2
)(

2
1

)(
1

2
0)(

11
)()( 2

t

u

xx

u

x

u

x

u m
m

m
mm

m
m

m
mmm

∂
∂ρ=

∂∂
∂µ+λ+

∂
∂µ+

∂
∂σ+µ+λ , (3. 10) 

( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )0 ( ) ( ) ( )1 2 2 2
11 2 2 2

1 2 1 2

2
m m m m

m m m m m m mu u u u

x x x x t
λ µ µ σ λ µ ρ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.     

Yükle birlikte hareket eden koordinat sistemi dönüşümü, yani 

22' xx = ,  Vtxx −= 11' ,  (3. 11) 

dönüşümü kullanıldığında (3. 10) denklemleri  

( ) 012
21

)(
2

2

)(

)(

2
2

)(
1

2

2
1

)(
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2

2)(
2

2

)(

0)(
11

)(

)(

=
∂∂

∂








+

µ
λ+

∂
∂+

∂
∂













−

µ
σ++

µ
λ

xx

u

x

u

x

u

c

V m

m

mmm

mm

m

m

m

, (3. 12) 

( )
2 ( ) ( )0 2 ( ) 2 ( )( ) 2 ( )

1 11 2 2
2( ) ( ) 2 ( ) 2( )

1 2 1 22

1 1 2 0
m m m mm m

m m mm

u u uV

x x x xc

σλ λ
µ µ µ

    ∂ ∂ ∂ + + + − + + =    ∂ ∂ ∂ ∂    
,            

formuna dönüşür. Bu durumda (3. 6)’daki ikinci sınır koşulu, 

( )10

)1(
22

2

xP
x

δ=σ
=

. (3. 13) 

ifadesiyle yer değiştirir. (3. 6)-(3. 9)’daki diğer koşullar, yeni koordinatlar için de geçerlidir. 

(3. 12) denklem sisteminin çözümünü ele alalım. Bu amaçla 1x  koordinatı için tanımlı üstel 

Fourier dönüşümü kullanılacaktır. 

( ) ( )∫
+∞

∞−

−= 1212
1,, dxexxfxsf isx

F  (3. 14) 

Bu dönüşümün sonucu olarak (3. 12)’den, 
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( ) ( ) ( ) ( )( )2 ( ) ( ) ( ),0 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
11 1 1 ,22 2 ,22 0m m mm m m m m m m

F F Fs V u u is uλ µ σ ρ µ λ µ− + + − + − + =  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 ( ) ( ),0 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
11 2 2 ,22 1 ,22 0m m m mm m m m m m

F F Fs V u u is uµ σ ρ λ µ λ µ− + − + + − + = ,  (3. 15)         

eşitlikleri elde edilir. Yukarıdaki ifadede 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ( ) ( ) ( ),0 ( ) 2
1 1 1 11, , 2m m m m m m m m m ma b is c s Vµ λ µ λ µ σ ρ= = − + = − + + −    

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ( ) ( ),0 ( ) 2
2 2 2 112 , ,m m m m m m m m m ma b is c s Vλ µ λ µ µ σ ρ= + = − + = − + −  (3. 16) 

işaretlemeleri kabul edildiğinde, 

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

( )1 2
1 1 1 12

2 2

0
m m

m m m mF F
F

d u du
a b c u

dx dx
+ + =  (3. 17) 

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )

( )2 1
2 2 2 22

2 2

0
m m

m m m mF F
F

d u du
a b c u

dx dx
+ + =   

şeklinde yazılabilir. 
2

d
D

dx
=  ve 

2
2

2
2

d
D

dx
=  olacak şekilde düzenlenirse aşağıdaki form elde 

edilir. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1 1

2 ( ) ( ) ( )
2 2 2 1 2 2

0

0

m m mm m m
F F F

m m mm m m
F F F

a D u b Du c u

a D u b Du c u

+ + =

+ + =
 (3. 18) 

(3. 18) daha sade bir şekilde yazılırsa; 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2 ( ) ( )

1 1 1 1 2

( ) 2 ( )
2 1 2 2 2

0

0

m m mm m
F F

m m mm m
F F

a D c u b Du

b Du a D c u

+ + =

+ + =
 (3. 19) 

eşitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin çözümü için operatörler yöntemine uygun gereken 

işlemler yapılacak olursa; 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
2 2 2

m m m

m m m

a D c b D

b D a D c

+
Λ =

+
, (3. 20) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

m m m m m m m m m ma a D a c a c b b D c cΛ = + + − + , (3. 21) 

( ) ( )
1 20, 0m m

F Fu uΛ = Λ =  (3. 22) 

bağıntıları yazılır. (3. 20)-(3. 22)’deki eşitliklerden yararlanarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )4 2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 0m m m m m m m m m ma a r a c a c b b r c c+ + − + =  (3. 23)  

ifadesi elde edilir. Burada 2r q=  dönüşümü yapılırsa (3. 23); 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 0m m m m m m m m m ma a q a c a c b b q c c+ + − + =  (3. 24) 

formuna dönüşür, buradan 1 2,q q  belirlenir. 

2 2
1 2

1,2 1 3,4 2

,

,

r q r q

r q r q

= =

= =∓ ∓

 (3. 25) 

Olduğuna göre aşağıdaki ifade yazılabilir.     

( )( ) ( ) ( )
22 2 231 2 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 3 4

mm m mr xr x r x r xm m m m m
Fu e e e eα α α α= + + + ,  1,2m = , 

( ) ( )( )
22 31(3) (3) ( )

2 1 3

mm r xr x m
Fu e s eα α= +  (3. 26) 

Burada ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,m m m ms s s sα α α α  ve ( ) ( )3
1 sα  bilinmeyen ve Fourier integral dönüşüm 

parametresi s ’den bağımlı katsayılardır. (3. 25)’te ki eşitlikler yardımıyla (3. 26); 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 3 4

m m m mt x t x t x t xm m m m m
Fu e e e eα α α α− −= + + +  (3. 27) 

( )
( ) ( )

2 21 2(3) (3) ( )
2 1 3

m mt x t xm
Fu e s eα α− −= +  

şeklinde yazılır. 1 2,q q  için (3. 24)’denkleminden faydalanarak; 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1,2

1 2

4

2

m m m m m m m m m m m m m m m m

m

m m

a c a c b b a c a c b b a a c c
q

a a

− + − + − −
=

∓

(3. 28) 
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eşitli ği yazılır.(3. 19)’da ki bağıntılardan faydalanılarak ( )
2

m
Fu  hesaplanır.  

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

2 21 1

2 22 2

( ) 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2
2

1 1 1 1 1

1 2 3 1 3 1 2 4 1 4

2 2 2 2

1 m m

m m

m m m m m m m m m m
q x q xm

F m m m m m

m m m m m m m m m m
q x q x

m m m m

a q c a q c
u e e

b q q q q

a q c a q c
e e

q q q q

α α α α

α α α α

−

−

   
   = − − − + + +
   
   

   
   + − − + +
   

    

 (2. 29) 

(3. 4), (3. 5) ve (3. 14) ifadelerinden yararlanarak aşağıdaki bağıntılar elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )( )12 1 ,2 2
m m m m
F F Fu isuσ µ= −  (3. 30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 1 2 ,22m m m m m m

F F Fis u uσ λ λ µ= − + +  (3. 31) 

1m =  (üst örtük plaka) için elde edilen bağıntılar düzenlenecek olursa, aşağıdaki ifadeler elde 

edilir: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 21 1 2 21 1 1 1(1)

1 1 2 3 4
q x q x q x q x

Fu e e e eα α α α− −= + + +  (3. 32) 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 11(1) 1

2 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 12 1

3 41 1 1
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
u e e

b b q

q c
e e

b b q

α α

α α

−

−

 
  = + − + 

  
 

 
  + − 

  
 

 (3. 33) 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 11(1) 1

12 1 1 21 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 12 1

2 3 41 1 1
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

σ µ α α

µ α α

−

−

  
   = + + − + + 

    
  

  
   + + + − + 

    
  

 (3. 34) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 1 1(1) 1 1

11 1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

  +  = − + + + +          

  +  − + + +          

 (3. 35) 
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( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 21 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1 1 1 1(1) 1 1

22 1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 41
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

 +  = − + + + +  
  

 +  − + + +  
  

 (3. 36) 

2m =   (alt örtük plaka) için elde edilen bağıntılar düzenlenecek olursa, aşağıdaki ifadeler 

elde edilir: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 21 1 2 22 2 2 2(2)

1 1 2 3 4
q x q x q x q x

Fu e e e eα α α α− −= + + +  (3. 37) 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 21 1

2 2
2 22 2

2 2
2 21(2) 1

2 1 22 2 2
1 1 1

2 2
2 22 1

3 42 2 2
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
u e e

b b q

q c
e e

b b q

α α

α α

−

−

 
  = + − + 

  
 

 
  + − 

  
 

 (3. 38) 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 21 1

2 2
2 22 2

2 2
2 2 2 21(2) 1

12 1 1 22 2 2
1 1 1

2 2
2 2 2 22 1

2 3 42 2 2
1 1 2

q x q x
F

q x q x

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

σ µ α α

µ α α

−

−

  
   = + + − + + 

    
  

  
   + + + − + 

    
  

 (3. 39) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 21 1

2 2
2 22 2

2 2
2 2 2 2 2(2) 1 1

11 1 22
1

2 2
2 2 2 2 22 1

3 42
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

  +  = − + + + +          

  +  − + + +          

 (3. 40) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 21 1

2 2
2 22 2

2 2
2 2 2 2 2(2) 1 1

22 1 22
1

2 2
2 2 2 2 22 1

3 42
1

2

2

q x q x
F

q x q x

q c
is e e

b

q c
is e e

b

σ λ µ λ α α

λ µ λ α α

−

−

 +  = − + + + +  
  

 +  − + + +  
  

 (3. 41) 

3m =  ( yarı düzlem) için elde edilen bağıntılar düzenlenecek olursa, (3. 9) koşuluna göre 

( ) ( )3 3
3 4 0α α= =  olmalıdır ve aşağıdaki ifadeler elde edilir: 
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( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 21 23 3(3)

1 1 2
q x q x

Fu e eα α− −= +  (3. 42) 

( ) ( )(3) (3)
2 21 2

(3) (3)(3) (3)
3 31 2(3) 1 1

2 1 2(3) (3)(3) (3) (3) (3)
1 11 1 1 2

q x q x
F

q qc c
u e e

b bb q b q
α α− −

   
   = + + +
   
   

 (3. 43) 

( ) ( )

( ) ( )

(3)
21

(3)
22

(3) (3)
3 31(3) (3)1

12 1 1(3) (3) (3)
1 1 1

(3) (3)
3 32 (3)1

2 2(3) (3) (3)
1 1 2

q x
F

q x

q c
is q e

b b q

q c
is q e

b b q

σ µ α

µ α

−

−

  
  = − + +
    

  
  − + +
    

 (3. 44) 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )3 3

2 21 1

3 3
3 3 3 3 3(3) 1 1

11 1 23
1

2 q x q x
F

q c
is e e

b
σ λ µ λ α α−  +  = − + + +          

 (3. 45) 

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

(3)
21

(3)
22

3(3)
3 3 3 3(3) 1 1

22 13
1

3(3)
3 3 3 32 1

23
1

2

2

q x
F

q x

q c
is e

b

q c
is e

b

σ λ µ λ α

λ µ λ α

−

−

 += − + + 
 

 +− + + 
 

 (3. 46) 

bağıntıları elde edilir.(3. 30)-(3. 32) ifadelerinden yararlanarak (3. 7)’deki ideal temas 

koşulları aşağıdaki biçimde yazılabilir. 

1) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
1 1 1 1 11 1

1 21
1

1 1
1 1 1 1 12 1

3 4 01
1

2

2

q c
is

b

q c
is p

b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

 +− + + + − 
 

 ++ + + = − 
 

 (3. 47) 

2)  ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 1 2 2 3 4
1 1 1 1

1 1 1 2

0
q c q c

is q is q
b q b q

µ α α µ α α
   + +
   + − + + + − + =
   
   

 

3) 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 11 1 2 2

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 1

1 2 3 41 1 1
1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 21 1 2 1

1 2 3 42 2 2 2
1 1 1 2

q h q h q h q h

q h q h q h q h

q c q c
e e e e

b q b q

q c q c
e e e e

b q b q

α α α α

α α α α

− −

− −

  + +    − + − =             

   + +      − + −   
      
   
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4) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 2

2 2 2
1 1 11 1 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 2 3 41 1
1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 2 32 2
1 1

2 2

2 2

q h q h q h q h

q h q h q h

q c q c
is e e is e e

b b

q c q c
is e e is e

b b

λ µ λ α α λ µ λ α α

λ µ λ α α λ µ λ α α

− −

−

   + +   + + + + + + + =      
      

   + + + + + + + + +    
    

( ) ( )2
122

4
q he− 

 
 

 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 2 1 1 2 21 1 1 1 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4
q h q h q h q h q h q h q h q he e e e e e e eα α α α α α α α− − − −+ + + = + + +

 

6) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1 1 1
1 1 1 11 1 2 2

2 2
1 11 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 1

1 1 2 2 3 4
1 1 1 1

1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 21 1 2 1

1 1 2 22 2 2 2
1 1 1 2

q h q h q h q h

q h q h

q c q c
is q e e is q e e

b q b q

q c q c
is q e e is q

b q b q

µ α α µ α α

µ α α µ

− −

−

   + +      + − + + + − + =   
      
   

   + +    + − + + + 
    
   

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 12 22 2

3 4
q h q he eα α − − + 

 

 

7) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
1 2 1 21 1

2 2
1 2 1 22 2

(3)
1 21

2 2
( ) ( )2 2 2 2 21 1

1 22
1

2 2
( ) ( )2 2 2 2 22 1

3 42
1

(3) (3) (3) (3)
( )3 3 3 3 3 31 1 2 1

1(3) (3)
1 1

2

2

2 2

q h h q h h

q h h q h h

q h h

q c
is e e

b

q c
is e e

b

q c q c
is e

b b

λ µ λ α α

λ µ λ α α

λ µ λ α λ µ

+ − +

+ − +

+

 +  + + + +  
  

 +  + + +  
  

 + += + + + + 
 

( ) ( ) (3)
1 22 ( )3 3

2
q h his eλ α + 

+ 
 

 

8) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 3

1 2 3 4 1 2
q h h q h h q h h q h h q h h q h he e e e e eα α α α α α+ − + + − + + ++ + + = +

 

9) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2 1 21 1

2 2
1 2 1 22 2

1

2
( ) ( )2 2 2 21 1

1 1 22
1 1 1

2
( ) ( )2 2 2 22 1

2 3 42
1 1 2

(3)
3 31 (3)1

1 1(3)
1 1 1

q h h q h h

q h h q h h

q

q c
is q e e

b b q

q c
is q e e

b b q

q c
is q e

b b q

µ α α

µ α α

µ α

+ − +

+ − +

  
   + + − + + 

    
  

  
   + + − + = 

    
  

  
  − + +
    

( ) ( )

(3)
1 2

(3)
1 22

( )

(3)
( )3 32 (3)1

2 2(3)
1 1 2

h h

q h hq c
is q e

b b q
µ α

+

+

−

  
  + +
    
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10) 

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
1 2 1 21 1

2 2
1 2 1 22 2

(3)
1 21

2 2
( ) ( )2 21 1

1 22 2 2
1 1 1

2 2
( ) ( )2 22 1

3 42 2 2
1 1 2

(3) (3)(3) (3)
( )31 21 1

1(3) (3)(3) (3) (3) (3)
1 11 1 1 2

q h h q h h

q h h q h h
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 (3. 8)’deki ideal olmayan temas koşulları için aşağıda ki bağıntılar elde edilir.  
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Elde edilen denklem sistemlerinin çözümüyle, bilinmeyen ( ) ( )(1) (1)
1 4,..,s sα α  , 

( ) ( )(2) (2)
1 4,..,s sα α , ( ) ( )(3) (3)

1 2,s sα α  katsayıları bulunur. Bu katsayılar ( )m
iFu  ve ( )m

ijFσ  Fourier 

dönüşümlerinin ifadelerinde yerine yazılarak, ( )m
iFu , ( )m

ijFσ ’lerin analitik ifadeleri belirlenmiş 

olur. Buradan sonra bu ifadelerin ters (invers) Fourier dönüşümlerinin elde edilmesi işlemleri 

yapılır. Bu işlemlerin analitik yapılmasının imkansız olduğu açıktır. Bu nedenle ters 

dönüşümler sayısal hesaplanmak zorundadır. Şimdi bu hesaplamaların yapılmasına imkan 

sağlayan algoritmanın açıklamasını ele alalım. 

3.3 Hesaplama Algoritması 

Bir önceki bölümde de ifade edildiği gibi aranan büyüklüklerin sayısal değerlerinin elde 

edilmesi ters Fourier dönüşümüne karşı gelen  

( ) ( ) 1
1 2 2

1
, ,

2
isx

Ff x x f s x e ds
π

+∞

−∞

= ∫  (3. 49) 

improper integralinin hesaplanmasına indirgenir. Fiziksel ve geometrik simetriler dikkate 

alınarak (3. 49) integrali, 

( ) ( )1 2 2 1

0

1
, , cos( )Ff x x f s x sx ds

π

+∞

= ∫ , ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 11 22 11, , , ,m mm m m

Fu σ σ ε ε  için 

( ) ( )1 2 2 1

0

1
, , sin( )Ff x x f s x sx ds

π

+∞

= ∫ , ( )( ) ( )
1 12 12, , mm m

Fu σ ε  için     (3. 50)   

integrallerine dönüştürülür. Çözüm sırasında kullanılacak nümerik yöntem için improper 

integraller aşağıdaki belirli integralle yer değiştirir. 

( ) ( )
0 0

. .
S

ds ds
∗∞

≈∫ ∫  (3. 51) 

(3. 51)’de S∗  değeri integrallerin sayısal yakınsama kriterinden hesaplanır. 

Nümerik hesaplamalar göstermiştir ki, genelde problem parametrelerinin belirli değerlerinde 

her bir V  hız değeri için, ( ) ( ),m m
iF ijFu σ  fonksiyonları  1sh ’a bağlı olarak tekil noktalara sahiptir. 

Bilinmeyen  ( ) ( )(1) (1)
1 4,..,s sα α , ( ) ( )(2) (2)

1 4,..,s sα α , ( ) ( )(3) (3)
1 2,s sα α  ifadeleri, cebirsel 
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işlemler yardımıyla aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( ) )

(1) (1) (2) ( 2)
1 4 1 4

(3) (3)
1 2

(1) (1) (2) (2) (3) (3)
1 4 1 4 1 2,.., , ,.., , ,

1
det ,...,det ,det ,...,det ,

det

,det ,det

s s s s
nm nm nm nm

nm

s s
nm nm

s s s s s s

s s s s
A s

s s

α α α α

α α

α α α α α α

β β β β

β β

=

  (3. 52) 

( )nmA s ’lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temas koşulları için sırasıyla Ek 3.ve Ek 4’te 

verilmektedir. Burada denklem s ’e bağlıdır ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyenlerin 

katsayıları ( )nmA s ’tir. (3.52)’deki ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) ( 2)
1 4 1det ,.....,det ,det ,...s s s

nm nm nms s sα α αβ β β  

( ) ( ) ( ) ( )(3) (3)
1 2..,det ,dets s

nm nms sα αβ β  matrisleri, sırasıyla ( )nmA s  matrisinden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2) (3) (3)
1 4 1 4 1 2,.., , ,.., , ,s s s s s sα α α α α α  bilinmeyenlerine karşılık gelen 

kolonların (3. 47)-(3. 48) ifadelerinin sağ tarafları ile yer değiştirmesinden elde edilmektedir. 

Açıktır ki yukarıda bahsi geçen integral altı ifadelerin tekil noktaları, 

( )det 0nmA s =  , , 1,2,...,6n m =                                             (3. 53) 

denklemini sağlayan s ’lerdir. 

Sonuç olarak, integre edilen değerlerin tekil noktaları, (3. 53) denkleminin kökleriyle çakışır. 

Bilinmektedir ki bu köklerin mertebesi (bunu r  ile gösterirsek )0 1r≤ <  durumu için, 

integralin hesaplanmasında bilinen algoritmalar kullanılabilir. 1r =  durumunda (3. 51) 

numaralı integral Cauchy’nin temel değer prensibi kullanılarak hesaplanabilir. Fakat 1r >  

durumunda integral hiçbir anlam ifade etmez ve bu duruma karşılık gelen hız ‘kritik hız’ 

olarak adlandırılır. Belirtilmelidir ki kritik hız altında, rezonans tipli durum 

gerçekleşmektedir. 

Bu tanıma göre kritik hız, (3. 53) ifadesini sağlayan ( )V V sh= fonksiyonunun yerel 

minimum (ya da maksimum) noktasına denk gelmektedir. Plakayla kaplı malzemelerde ki 

hareketli yük problemlerinde sesten yavaş durum için önemli sorulardan biri crV  ile gösterilen 

kritik hızın hesaplanması ve problem parametrelerinin bu hız değerleri üzerindeki etkisinin 

incelenmesidir. 
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3.4 Tekil Yüke Ait Sayısal Sonuçlar ve Yorumlar 

)1(
2c

V=υ , 
)2(

)1(

1 E

E
e = , 

)2(

)3(

2 E

E
e = , 

1

2

h

h
H = , 

)(

)(
11
k

k

k µ
σ=η , 

)1(2 )(

)(
)(

k

k
k E

ν+
=µ  (3. 54) 

ifadelerinde aşağıdaki eşitlikler kabul edilmiştir. 

5.0)1()2( =ρρ , 5.0)2()3( =ρρ , 3.0)3()2()1( =ν=ν=ν . (3. 55) 

υ  ve 1sh  arasındaki ilişkiyi incelediğimizde, ∞→H  durumu ele alındığında, iyi bilinen 

mekaniksel duruma göre sistem plakayla kaplı yarı düzlem haline dönüşecektir. 0→H  

koşulunda orta plaka yarı düzlem konumuna geçer, dolayısıyla iki katlı plaka haline dönüşme 

söz konusu olur. Bu öngörü Şekil 3.3’te 0.21 =e , 5.12 =e , 0.0321 =η=η=η  durumu için, 

çeşitli H değerlerinde ideal (3. 7) (Şekil 3. 3a) ve ideal olmayan (3. 8) (Şekil 3. 3b) temas 

koşullarında ispatlanmıştır. Belirtilmelidir ki 0.21 =e  durumu için plakayla kaplı yarı 

düzlemden oluşan sistemin incelenmesi Akbarov v.d. (2007c)’de gerçekleştirilmi ştir. Đki katlı 

plakayla yarı düzlemden oluşan sisteme ait bahsedilen özel durumlarda elde edilen sonuçların 

Akbarov v.d. (2007c)’daki sonuçlarla çakışması, nümerik araştırmalar için kullanılan 

algoritma ve programların doğruluğunu kanıtlamaktadır.  

υ  ve 1sh  arasındaki ilişkiye 1e  parametresinin etkisi, 0.1=H , 0.22 =e , =η1 =η2 0.03 =η  

durumu için ideal (3. 7)(düz çizgi) ve ideal olmayan (3. 8)(kesikli çizgi) temas koşulları için 

Şekil 3. 4’te verilmiştir. Bu grafikleri, plakayla kaplı yarı düzlemden oluşan sistemle 

kıyasladığımızda, ikinci plakanın varlığı, elastisite modülünün daha büyük olması (3. 52) 

eşitli ğini sağlayan )( 1shυ=υ  değerinde artmaya sebep olmaktadır.  

Yukarıda bahsedilen incelemelerde ve burada yer verilmeyen çok sayıdaki sayısal 

sonuçlardan görülmüştür ki: (i) )( 1shυ=υ  fonksiyonu yerel maksimum ya da minimuma 

sahip değildir; (ii) )( 1shυ=υ  fonksiyonu, ∞≠1sh  durumu için yalnızca bir tane yerel 

maksimum ya da minimuma sahiptir; (iii) )( 1shυ=υ  fonksiyonu , 01 ≠sh  ve ∞≠1sh  için,  bir                                                

ya da daha fazla yerel maksimum ve  bir ya da daha fazla yerel minimuma sahiptir. (i) 

durumunda kritik hız yoktur, (ii) durumunda kritik hız vardır ve )( 1shυ=υ  fonksiyonunun 

yerel maksimum ya da minimumuna denk gelir, son olarak (iii) durumunda kritik hız vardır 

ve minimallerin arasından seçilmiş υ ’nin minimumuna karşılık gelir. 

Yukarıda verilen tanımlamalara göre Şekil 3. 3 ve Şekil 3. 4 te verilen grafiklerden ve burada 
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verilmemiş benzer bir çok grafikten crυ  değerini hesaplarız. Ayrıca Şekil 3. 3 ve Şekil 3. 4 te 

verilen grafiklerden, ikinci plakanın mekanik ve geometrik parametreleri göz önünde 

bulundurularak crυ  değerleri kontrol edilebilir. Özel olarak Şekil 3. 3 ve Şekil 3. 4’ten ve 

burada verilmeyen benzer sonuçlardan 21 ee > ; 12 >e  durumunda ikinci plakanın kalınlığında 

ki artış  crυ  değerinde azalmaya yol açmaktadır, ayrıca 21 ee ≥ ; 12 >e  durumunda crυ  değeri 

1e  değeri arttıkça azalmaktadır.  

Tablo 3. 1’de çeşitli  ( )21,ee  ve H  değerlerinde =η1 =η2 0.03 =η , durumu için yani sistem 

bileşenlerinin öngerilmesiz olduğu durumda ki crυ  değerleri verilmiştir. Örtük plaka ve yarı 

düzlem (yada örtük plaka ve yarı düzlem konumunda ki ikinci plaka) için elde edilen crυ  

değerleri Tablo 3. 2’de verilmiştir. Bu tabloda ki nümerik sonuçlar mekanik varsayımları 

doğrulamakta ve bazı özel değerler için Akbarov v.d. (2007c)’ deki sonuçları vermektedir. 

Tablo 3. 3, 0.1=H , =η1 =η2 0.03 =η  durumunda 1e  ve 2e  (3. 53) değerlerinin crυ  değeri 

üzerindeki etkisini göstermektedir. Burada ki değerlerden görülmeketedir ki ikinci plakanın 

elastisite modül değeri arttıkça crυ  değeri artmaktadır. Bu artış 0.51 ≥e  durumu için daha 

belirgindir.  

Sistem bileşenlerine etki eden ön gerilmelerin crυ  değeri üzerindeki etkisini gösteren, 

0.21 =e , 0.52 =e , 0.1=H  durumunda elde edilmiş değerler Tablo 3. 4’te verilmiştir. Bu 

tabloya göre plakalara ve yarı düzleme etki eden ön gerilme, crυ  değerlerinde artmaya neden 

olmuştur. Aynı zamanda üst plakaya uygulanan ön gerilmenin crυ  değerleri üzerindeki etkisi, 

orta plaka ve yarı düzleme uygulanan ön gerilmenin yarattığı etkiden daha fazladır. 

1 2 1.0e e= <    durumunu ele alalım,  1 2 0.1e e= =  için elde edilen sonuçlara bakıldığında, 

belirtilmlidir ki, Akbarov v.d. (2007c)’de plakayla kaplı yarı düzlemde, bu durum için kritik 

hız yoktur. Sonuç olarak bahsedilen sistemde H → ∞  sönüm koşulu için  υ  ve 1sh  arasındaki 

ili şkiyi gösteren grafikte minimum ortaya çıkar. Bu durum çeşitli H  değerleri için 

1 2 3 0η η η= = =  durumunda tam(3. 7) (Şekil 3. 5a) ve ideal olmayan (3. 8) (Şekil 3. 5b) temas 

koşulları için Şekil 3. 5’te verilmiştir. Bu grafikten H → ∞  durumu için, örtük plaka 

malzemesinde Rayleigh dalga yayılım hızı RV  olmak üzere, 1sh → ∞  iken ( )
( )1
2RR V Cυ υ→ =  

olduğu görülmektedir. Bununla beraber grafikten, 1 2 1.0e e= <  durumu için *H H>  olacak 
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şekilde H ( *H  ile gösterilen) değerinde, ( )1shυ υ=  grafiğinde yerel minimum 

kaybolmaktadır. 

Son olarak ideal temas koşullarında (3. 7), 1x h ’e göre, (1)
22 1 0h pσ  ( 2 1x h= − ’de) ve (2)

22 1 0h pσ  

( ( )2 1 2x h h= − + ’de) gerilme yayılımına ait bazı örneklere bakılırsa, bu dağılıma ait grafikler, 

Şekil 3. 6’da, 1.0H = , 1 2e = , 2 5e =  durumu için, çeşitli 1η  değerlerinde verilmiştir. Bu 

grafikte, 1 0x =  civarında (1)
22 1 0h pσ ( Şekil 3. 6a) değeri, (2)

22 1 0h pσ  (Şekil 3. 6b) değerinden 

daha büyüktür. Aynı zamanda bu grafikler göstermektedir ki, üst plakaya verilen öngerilme 

bahsedilen gerilme değerlerinde belirgin bir düşüşe sebep olmaktadır. 

Bu bölümde, parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde, ÜDETYT kullanılarak, iki katlı 

plakayla kaplı yarı düzlemin dinamiği incelenmiştir. 

Kritik hız için elde edilen nümerik sonuçlardan görülmektedir ki, 1 2e e> , 2 1e >  durumunda 

ortadaki plakanın varlığı kritik hız değerlerinde artışa neden olmaktadır; yukarıda bahsedilen 

koşullarda ortadaki plakanın kalınlığının artması kritik hız değerlerinde azalmaya neden olur; 

1 1e < , 1 2e e= , durumunda *H H<  içinkritik hız vardır, bununla beraber orta plakanın bazı 

değerlerinde  *H H>  durumu için kritik hız yoktur; Plakalar ve yarı düzleme etki eden ön 

gerilme kritik hız değerinde artışa neden olur; Üst plakaya etki eden öngerilmenin kritik hız 

değerleri üzerindeki etkisi, orta plaka ve yarı düzeleme etki eden ön gerilmenin kritik hız 

değerleri üzerindeki etkisinden daha fazladır . 
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Akbarov vd (2007c)

 e=2

 

(b) 

Şekil 3. 3 Farklı 2 1H h h=  değerleri için, ideal (a) ve ideal olmayan (b) temas koşullarında υ  

ve 1sh  arasındaki bağımlılık  
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0 1 2 3
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Şekil 3. 4 Farklı 1e  değerleri için 2 1e = , 1.0H =  olmak üzere υ  ve 1sh  arasındaki bağımlılık  
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1
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(a)                                                                            (b) 

Şekil 3. 5 Farklı H  değerleri için, 1 2 1e e= < ( 1 2 0.1e e= = ) olmak üzere, ideal (a) ve ideal 

olmayan (b) temas koşullarında υ  ve 1sh  arasındaki bağımlılık  
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(a)                                                                         (b) 

Şekil 3. 6 Farklı ( )(1)0 (1)
1 11η σ µ=  değerlerinde, ideal temas koşulları için (3. 7),  

2 1

(1)
22 1 0 x h

h Pσ
=−

(a) ve ( )2 1 2

(2)
22 2 0 x h h

h Pσ
=− +

 (b) dağılımı ile 1x h  arasındaki bağımlılık  

Tablo 3. 1 Farklı 1e , 2e  ve H değerlerinde, 
1 2 2 0η η η= = =  için ideal (üstteki sayı) ve ideal 

olmayan (alttaki sayı) temas koşullarında kritik hız ( crυ ) değerleri  

H   

( )1 2;e e  0.001 0.5 1.5 10 30 

( )2;4 / 3  0.8972

0.7540
 

0.8732

0.6970
 

0.8517

0.6644
 

0.8414

0.7754
 

0.8414

0.7093
 

( )5;5 / 2  0.8058

0.6824
 

0.7538

0.6303
 

0.7100

0.5839
 

0.6857

0.5931
 

0.6857

0.5931
 

( )10;5  0.6856

0.5930
 

0.6405

0.5490
 

0.5976

0.5041
 

0.5664

0.5016
 

0.5664

0.5016
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Tablo 3. 2 Farklı 1e  değerleri için iki katlı plaka ya da yarı düzlem konumuna geçmiş orta 

plaka durumu için ideal (üstteki sayı) ve ideal olmayan (alttaki sayı) temas koşullarında kritik 
hız ( crυ ) değerleri  

1e  

2 5 10 4/3 5/2 

Akbarov vd0.8414
  

(2007c)0.7093

 
 
 

 
0.6857

0.5931
 

Akbarov vd0.5664

(2007c)0.5016

 
 
 

 
0.8972

0.7542
 

0.8059

0.6825
 

 

Tablo 3. 3 Farklı 1e , 2e  değerlerinde 1 2 3 0η η η= = =  ; H=1.0 için ideal (üstteki sayı) ve ideal 

olmayan (alttaki sayı) temas koşullarında kritik hız ( crυ ) değerleri  

2

1

e

e
 2 5 10 20 

2 
0.8661

0.6930
 

0.8756

0.7442
 

0.8784

0.7649
 

0.8798

0.7760
 

5 
0.7260

0.5991
 

0.8669

0.6523
 

0.8706

0.6742
 

0.8724

0.6861
 

10 
0.6142

0.5206
 

0.8253

0.5745
 

0.8325

0.5973
 

0.8361

0.6098
 

20 
0.5106

0.4431
 

0.7777

0.4965
 

0.7906

0.5198
 

0.7970

0.5329
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Tablo 3. 4 1 2e = , 2 5e = , 1H =  durumu için, sistem bileşenlerine uygulanan farklı 

değerlerdeki ön gerilmelerin kritik hıza (crυ ) etkisi 

1 2 3; ;η η η   

 0  0.005 0.01 0.05 

1

2 3

0;

0

η
η η

≠
= =

 
0.8756

0.7442
 

0.8821

0.7503
 

0.8884

0.7563
 

0.9353

0.7994
 

2

1 3

0;

0

η
η η

≠
= =

 
0.8756

0.7442
 

0.8764

0.7456
 

0.8773

0.7469
 

0.8835

0.7575
 

3

1 2

0;

0

η
η η

≠
= =

 
0.8756

0.7442
 

0.8758

0.7454
 

0.8759

0.7465
 

0.8767

0.7536
 

 

3.5 Yayılı Yüke Ait Sayısal Sonuçlar ve Yorumlar 

Söz konusu problemin matematiksel formülasyonu 3. 1 alt bölümünde yapılan formülasyonun 

aynısı olup, sadece (3. 6) sınır koşulunun (2. 10) sınır koşulu ile yer değiştirmesinden elde 

edilmektedir. Problemin çözüm tekniği önceki bölümlerde kullanılan teknikle aynı 

olduğundan burada onun üzerinde durulmamıştır. Levhalar arasında oluşan 22σ  normal 

gerilmesinin yayılımı ve bu yayılıma problem parametrelerinin etkisinin incelenmesine ait 

sonuçlar Şekil 3. 7–3. 15’te grafiklerle verilmiştir. 

 2. 5 alt bölümünde de belirtildiği gibi fiziksel ve mekaniksel öngörülere göre a  (şerit 

uzunluğu) büyüdükçe 22σ  değerleri küçülmelidir. Şekil 3. 7–3. 11 grafikleri ile verilen 

sonuçlar karşılaştırıldığında yukarıda söylenen ön görü kanıtlanmaktadır. Ayrıca bu 

sonuçların 0a h →  koşulunda, bir önceki alt bölümde elde edilen sonuçlarla yakınlaştığı 

görülmektedir. Bu durum tekrar elde edilen sayısal sonuçların doğruluğunu ve mekaniksel 

görüşlere uygun olduğunu göstermektedir. 

Sistemi oluşturan tabakalar ve yarı düzlemdeki ön gerilmelerin söz konusu gerilme yayılımına 

etkisini gösteren sayısal sonuçlar Şekil 3. 12–3. 15’te verilmiştir. 

Görüldüğü üzere a h  değerlerinin değişimi ön gerilmelerin etkisini sadece sayısal açıdan 

değil nicelik açısından da değiştirmektedir. 
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Şekil 3. 7 0.05a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 2 3 0 ,E E 2,E E 5η η η= = = = =  için, farklı υ  değerlerine 

göre ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 8 1a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 2 3 0 ,E E 2,E E 5η η η= = = = =  için, farklı υ  değerlerine göre 

ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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0 2 4 6
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Şekil 3. 9 1a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 2 3 0 ,E E 5,E E 2η η η= = = = =  için, farklı υ  değerlerine göre 

ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 10 1a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 2 3 0 ,E E 10,E E 2η η η= = = = =  için, farklı υ  değerlerine 

göre ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 11 3a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 2 3 0 ,E E 2,E E 5η η η= = = = =  için, farklı υ  değerlerine göre 

ara yüzeyde ( )122 xσ  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 12 3a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 3 0,  E E 2,  E E 5, 0.05η η υ= = = = =  için, farklı 2η  

değerlerine göre ara yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 13 1a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 3 0,  E E 2,  E E 5, 0.05η η υ= = = = =  için, farklı 2η  

değerlerine göre ara yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 14 0.05a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
1 3 0,  E E 2,  E E 5, 0.05η η υ= = = = =  için, farklı 2η  

değerlerine göre ara yüzeyde ( )
2 2

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ

= >
= −  ile hx1  ili şkisi 
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Şekil 3. 15 3a h = , ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2
2 3 0,  E E 2,  E E 5, 0.05η η υ= = = = =  için, farklı 1η  

değerlerine göre ara yüzeyde ( )
1 1

22 22 22 00 0
pη ηψ σ σ
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= −  ile hx1  ili şkisi 
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4. SONUÇLAR VE DEĞERLENDĐRME 

Tez kapsamında yapılan araştırmalarda elde edilen sayısal sonuçlar ve değerlendirmesi 

hakkında aşağıdakiler söylenebilir: 

1. Tez kapsamında, parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde üç boyutlu 

doğrusallaştırılmış dalga yayılımı teorisi (ÜDEDYT) uygulanarak ön gerilmeli tek ve ön 

gerilmeli çift tabaka ile örtülü ön gerilmeli yarı düzlemde sabit hızla hareket eden 

doğrusal tekil ve düzgün yayılı şerit yükün dinamik etkisi “sesten yavaş” durumlar için 

incelenmiştir. 

2. Uygun sınır değer problemlerinin matematiksel formülasyonu yapılmış, inceleme ideal ve 

ideal olmayan temas koşulları için ayrı ayrı gerçekleştirilmi ştir. 

3. Formülasyonu yapılan sınır değer problemlerinin çözümü, belirli bir aşamaya kadar 

analitik olarak yapılmış ve daha sonra sayısal sonuçlar elde etmek için uygun algoritma 

geliştirilmi ş ve uygulanmıştır. 

4. Probleme ait çeşitli parametreler için kritik hız değeri hesaplanmış ve bu parametrelerin 

özellikle örtük tabaka (lar) ve yarı düzlemdeki ön gerilmelerin, hareketli yükün kritik hız 

değeri üzerindeki etkisi incelenmiştir. 

5. Her bir problem için yapılan algoritma ve bilgisayar programlarından elde edilen sayısal 

sonuçlar biri diğeri ile ve özel durumlarda, literatürdeki uygun sonuçlar ile 

karşılaştırılarak test edilmiştir. 

Tezde verilen çok sayıdaki sayısal sonucun değerlendirmesi aşağıdaki şekilde özetlenebilir: 

1. Kritik hız, tek plakalı durum için bakıldığında yalnızca örtük plaka (yarı düzlem) Young 

modüllerinin 1e >  ( ( ) ( )1 2e E E= ) olduğu durumda meydana gelmektedir. Diğer bir 

deyişle kritik hız ‘sert tabaka+yumuşak yarı düzlem’ durumunda meydana gelmektedir. 

2. Đki plakalı durum için 1 2e e> , 2 1e >  durumunda ortadaki plakanın varlığı kritik hız 

değerlerinde artışa neden olmaktadır; ortadaki plakanın kalınlığının artması kritik hız 

değerlerinde azalmaya neden olur; 1 1e < , 1 2e e= , durumunda *H H<  için kritik hız 

vardır, bununla beraber orta plakanın bazı değerlerinde  *H H>  durumu için kritik hız 

yoktur. 

3. Plakalar ve yarı düzleme etki eden ön gerilme kritik hız değerinde artışa neden olur. 
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4. Üst plakaya etki eden öngerilmenin kritik hız değerleri üzerindeki etkisi, orta plaka ve yarı 

düzeleme etki eden ön gerilmenin kritik hız değerleri üzerindeki etkisinden daha fazladır 

5. Kritik hız değeri, e değeri arttıkça azalmaktadır. 

6. Yarı düzlemde ki ön basınç değeri arttıkça kritik hız değeri azalmaktadır ve ideal temas 

koşulları için elde edilen kritik hız ideal olmayan temas koşulları için elde edilen kritik 

hızdan daha büyüktür. 

7. Ayrıca örtük plakalar ile yarı düzlem arasındaki ara yüzeyde bulunan gerilme dağılımı 22σ  

ve hareketli yükün hızının ve ön gerilmelerin bu gerilme dağılımına olan etkisi 

incelenmiş, sonuçlar grafikler halinde verilmiştir. 

Tezde elde edilen sonuçların bir kısmı Akbarov v. d. (2007c) ,Dincsoy v.d. (2009), Güler ve 

Dinçsoy (2005) kaynaklarında gösterilen uluslararası ve ulusal mekanik kongrelerinde 

sunulmuştur.     
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EKLER  

Ek 1 (2. 43) ve (2. 45)’deki ( )nmA s  matrisinin bileşenlerinin ideal temas koşulları için 

ifadeleri. 
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Tekil yük için; 1 0 2 3 4 5 6, 0, 0, 0, 0, 0pβ β β β β β= = = = = =  

Yayılı yük için; 0
1 2 3 4 5 6, 0, 0, 0, 0, 0

p Sinsa

a s
β β β β β β−= = = = = =  
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Ek 2 (2. 44) ve (2. 46)’deki ( )nmA s  matrisinin bileşenlerinin ideal olmayan temas 

koşulları için ifadeleri. 
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Ek 3 (3. 47) ve (3. 48)’deki ( )nmA s  matrisinin bileşenlerinin ideal temas koşulları için 

ifadeleri. 
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Ek 4      (3. 47) ve (3. 48)’deki ( )nmA s  matrisinin bileşenlerinin ideal olmayan temas 

koşulları için ifadeleri. 
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