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SIMGE L ISTESI
P Ox, ekseni yonunde etki eden hareketli tekil kuvvgogunlugu

X, X,,X;  Boyutlu global Lagrange koordinatlari

h, Ortiik levhadakim (m=1,2) indisli katin kalnlg

5! Kronecker sembolii

ui(m) m indisli malzemeye ait yegigirme vektori bilgenleri
0’5”‘) m indisli malzemeye ait gerilme tansort kdeleri

agm) m indisli malzemeye aiekil desistirme tansoru bilgenleri
g™ Diizlensekil dezistirme durumunda hacimsel yergigtirme
oM (m=1,2,3) m. malzemenin ygunlugu

EM (m=1,2,3) m. malzemenin elastisite (Young) moduili
Alm (m=1,2,3) m. malzemenin Lamé sabiti

,u(m) (m=1,2,3) m. malzemenin kayma modulu

p(™ (m=1,2,3) m. malzemenin Poisson orani

c{™ (m=1,2,3)m. malzemedeki enine dalga hizi

\Y Hareketli tekil (yayili) yukun hareket hizi

V, Hareketli tekil (yayih) yukin kritik hiz dgeri

\A Ortiik plaka malzemesinde Rayleigh dalga yayilim hi
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ON GERILMEL i TABAKALARLA ORTULU ON GER iLMEL i YARI DUZLEMDE
SABIT HIZLA HAREKET EDEN YUKUN D iINAMIiK ETK iSi

OZET

Bu ¢alsmada, dngerilmeli yari diizlem ve onu kaplayan pgkkian olgan sistemin hareketli
yuke dinamik tepkisi, parcall homojen cisim cerga@nde, 6n gerilmeli sistemlerdeki
UDEDYT (ii¢c boyutlu dgrusallagtiriimis dalga yayilim teorisi) kullanilarak incelenyti.
Sistemi olgturan malzemelerin izotrop ve homojen dgidukabul edilmgtir. Ayni zamanda
ortuk plaka Uzerinde hareket eden yukin hizi dat sabul edilmitir. Arastirma dizlem
gerilme durumunda, hareketli yukin sesten yaslarumu icin, iki tip temas koilunda
gerceklgtirilmistir, sirasiyla: ideal ve ideal olmayan temassWto. Csaitli problem
parametreleri icin, namerik kritik hiz sonuclaridel edilmgtir. Cok sayida yeni sayisal
sonuclarl elde etmek icin gerekli algoritma ve pemglar MATLAB’da tarafimizdan
yapiimstir. Bu calsma dort ana bélimden glmaktadir.

Calismanin birinci bolumia sirasiyla; tez konusuna ainajebilgiler, tez konusuna ait
argtirmalarin kisa 0zeti, konunun gereldilive guncellgi, yapilan argtirmalarin amaclari
olmak Uzere dort kisimdan ghaaktadir.

Ikinci béltimde, iki farkli durum incelenstir. Birinci durumda on gerilmeli tabakayla ortili
on gerilmeli yari dizleme etki eden sabit hizlgdsal tekil yukin dinamik etkisi ideal ve
ideal olmayan temas kollari icin incelenmgtir. ikinci durumda ise 6n gerilmeli tabakayla
ortalt 6n gerilmeli yari dizleme etki eden sab#lihadtzgin yayili yukin dinamik etkisi ideal
ve ideal olmayan temas gudlari icin incelenmitir.

Uctincti bolumde ise 6n gerilmeli iki katli tabaka #n gerilmeli yari dizlemden ghaus
sisteme etki eden sabit hizla hareket edegrudal tekil ve dizgun yayil yukin dinamik
etkisi ideal ve ideal olmayan temassuttari icin incelenmtir.

Doérdinci bolum elde edilen sayisal sonuclarin yéaamdan olgmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli yik, kritik hiz, 6n gerilme, dinamik etkplakayla kaph yari
dizlem, orta plaka, Ust plaka, yari diizlem.



DYNAMICAL RESPONSE TO THE MOVING LOAD OF A PRE-STRA INED
SYSTEM COMPRISING SUBSTRATE AND COVERING LAYERS

ABSTRACT

In the present study , within the framework of pgiecewise homogeneous body model by the
use of the TLTEWISB (Three-dimensional Linearizetledry of Elastic Waves in the
Initially Stressed Bodies) the dynamical resporfsh® system consisting of the pre-stretched
covering layers and pre-strained half-plane tditieal located moving load is investigated. It
is assumed that the materials of the constituer@ssatropic and homogeneous. It is also
assumed that the velocity of the moving load wlacts on the covering layer is constant. The
investigations carried out for the plane-strairtestander subsonic velocity of the moving load
for two types of contact conditions. For varioudues of the problem parameters the
numerical results on the critical velocity are pred and discussed. The algorithm and
programmes which are used for obtaining numerouws memerical results are composed by
the author in MATLAB. This study consisting of fomnain section.

The first section, the beginning part of the stuciynsisting of the four section, namely: the
general information of the present study, the revaiethe papers related of the present study
,the importance of the present study and the m@pof the present investigation.

The second section consisting of the two diffeieages, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-strainggtem comprising substrate and covering
layers has been investigated for two types of adntanditions, namely: complete and
incomplete. Second case is the dynamical respanteetdistributed (uniform) moving load
of a pre-strained system comprising substrate awvdrong layers has been investigated for
two types of contact conditions, namely: completd mcomplete.

In the third section consisting of the two differ@ases, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-straingdtem comprising substrate, bond and
covering layers has been investigated for two tygfesontact conditions, namely: complete
and incomplete. Second case is the dynamical resptinthe distributed (uniform) moving
load of a pre-strained system comprising substiabemd and covering layers has been
investigated for two types of contact conditiorsmely: complete and incomplete.

The fourth chapter include the comments of the kmmens has been carried out for the
present problems.

Key words: Moving load, critical velocity, initial stress, dgmical response, layered half-
plane, bond layer, covering layer, substrate.
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1. GIiRis

1.1 Tez Konusuna Ait Genel Bilgiler

Cok katli ortamlara etki eden hareketli yuklerimaigine ait problemlerin matematik
modellenmesi ve teorik acidan incelenmesi, bircakhemdislik dallari icin ¢ok buyik 6nem
tasimaktadir. Bu argirmalarin sonuclari, hizh tren, karayolu yapimiiksek hizli metal
kesimleri, manyetik disklere veri kaydi, ucak pesithin tasarimi gibi bircok galas
muhendislik dallarinda uygulanabilmektedir. S6z ksun argtirmalarin dnemli bir kismi yari
dizlem ve ortult tabakadan géun sisteme etki eden hareketli yikin dingne aittir. Yari
dizlem ve ortik tabakadan emus sistemler, hareketli objelerin etkisine maruz kalm
bircok ara¢ taiyici yollarin simulasyonu gibi ele alinabilmektedBu alandaki ilk teorik
incelemeler Achenbach v. d. tarafindan (1967) de&kale ve bu makalede gosterilegeti
argtirmalarla balamstir. Zaman ilerledikce bu agmrmalar gelstirilmis ve surekli olarak
pekistirilmi stir. Bu yondeki son ¢cajmalara drnek olarak, Aursech (2006), Karlstrom @00
Bespalova (2007), Madshus, Kaynia (2000), Degrargtshillemans (2001) ve ggrleri
gOsterilebilir.

Yukarida adi verilen agairmalar birka¢ acidan siniflandirilabilmektediu Biniflandirmanin

en onemlilerinden birisiG /G, ve ¢, /c,, orantilarina gére yapiimaktadir. Bura@(G,)
ortuk tabakanin(yari diizlemin) kayma elsatisite dhodir , c, (c, ) ortikk tabaka(yari
diizlem) malzemesindeki enine dalga yayilimi hiziy/G, >1 ve c, /c,, =1 durumlarina
kargi gelen sistemlere sert tabaka ve esnek yari diggemlymus sistem denirG /G, <1

ve ¢, /c,, <1 durumlarina kan gelen sistemlere ise esnek tabaka ve sert yalewhden

olusmus sistem denir. Orrgn ucak pistlerinin modellenmesi sert ortilk tabalea esnek
zeminden olgmus sisteme aittir. Esnek tabaka ve sert yar diuzlenaasan sistemlere ise
sert zemin Uzerine yapilgasfalt yollarin modellenmesi (simulasyonu) ornéistgrilebilir.
Bahsedilen iki sisteme yani sert tabaka ve esnekdizlem ile esnek tabaka ve sert yari
dizlemden olgmus sistemlere etki eden hareketli yikin dinamikadeli ve nicelik

bakimindan birbirinden farkhdir.

Sert tabaka ve esnek yarl dizlemderrolg sistemlere ait agirmalarda iki 6nemli soruyla
karsilasilir: 1. hareketli yukin kritik hizinin belirlenmieg. hareketli yikten dolayr omus

gerilme ve yer d@stirme durumunun belirlenmesi. Uygun gtremalar gostermektedir ki
hareketli yakun hizi kritik hizas# oldugunda rezonans tipli olay almaktadir. Esnek tabaka



sert yarl dizlemden almus sistemlere ait asfirmalarda ise sadece yukarida siralanan 2.
soruyla kagilasilir. Bu nedenden dolayi sert tabaka ve esnek zzaitrargtirmalar uygulama
ve muhendislik tasarimi agisindan daha 6nemli bondktadir.

Yukaridaki aragtirmalarin bir dger siniflandiriimasi ise bu gtamalarda uygulanan teorilerin
hassasiyeti acisindan yapilmaktadir. Bustamaalarin hemen hemen hepsi klasik lineer
elastodinamik teorisi cercevesinde yapgimve Ortik tabakanin hareket denklemleri
yazildginda Kirchhof ya da Timoshenko teorileri, yari diimin hareket denklemlerinin
yazilmasinda ise gousal elastik dalgalarin hareket denklemleri kulkamstir. Ornesin
Hussein, Kunt (2006), Chen, Huang (2000), Suikdr (1998), Accenbach v.d. (1967) v.s
calismalarinda oldgu gibi. Cadas yiksek hizli aracglara ait muahendislik, s6z konusu
argtirmalarin daha hassas teorilerle yapilmasini ve simiemlerin bglangic konum
Ozelliklerinin-bu 0Ozelliklerden en 6nemlisi olan ¢gerilmelerin- g6z 6ntne alinmasini
gerekmektedir. On gerilmeler, 6rtilk tabaka ve déimlemden (yari uzay) ojmus sistemlerin
yapim teknolojisi sonucunda ghbilmektedir ve olgan bu 6n gerilmelerin geri hareketli
yukin dinamgine etki edecek derecede buyllgerdere ulaabilmektedir. Bundan Bka, sz
konusu oOn gerilmeler cevre §dlarinin (6zellikle 1sinin) keskin bir bicimde glgimi
sonucunda da ortaya c¢ikar. Bu tir isgigienleri demir yollarinda, ucak pistlerinde, kara
yollarinda v.s. 6nemli buyukliklere ykn gerilmeler olgturabilmektedir. Arnold (1983)
makalesinde gosterilgli gibi s6z konusu sisteme etki eden bu gerilmdiargketli yuklerden

olusan gerilmelere gore 6n gerilme gibi modellenebiltedk.

Belirli kosullar cercevesinde hareketli yikin dingme ait yukarida sdylenen tip problemleri
Uc Boyutlu Darusallgtinimis Elastik Dalga Yayilimi Teorisi (UDEDYT) cergevedm
incelemek mimkiindir. UDEDYT'nin alan denklemlerimiusturulmasi ve dalga yayilimina
(dispersiyonuna) uygulanmasi sirasiyla; Gren v(1852), Biot (1965), Truestell ve Noll
(1965), Guz A. N. (1986a, 1986b, 2004), AkbarovOmsik (2003, 2004), Zhuk ve Guz 1. A.
(2006, 2007), Akbarov, Guz (2004), Ering8ahubi (1975a), Ozisik (2003), Ozisik, Akbarov
(2003) kaynaklarinda verilmektedir. Bundarnskea tabakali 6ngerilmeli ortamlarda zamana
g6re harmonik gerilme durumlarinin UDEDYT ile ineeiesi Akbarov (2006a, b, c, d,
2007a, b), Yahniglu (2007), Akbarov, Ozaydin (2001a, b), Akbarovd:. (2004, 2005),
Akbarov, Guler (2005), Akbarov v. d. (2005), Englov. d. (2004), Guler, Akbarov (2004),
Koshman (1980a, b), Tasci v. d. (2005) kaynaklameriimektedir. Bu agirmalarin ozeti
ise Guz A. N. (2002) ve Akbarov (2007b) makaleldenyer almaktadir. Yukaridaki 6zet
makalelerden goruldiii gibi simdiye kadar UDEDYT cercevesinde, 6n gerilmeli tedda



ortamlarda ki dalga yayillimlari (dispersiyonu) venmmna gore harmonik gerilme
yayllimlarina ait sonlu sayida amamalar gercekigiriimis ve bunlarin sonuclar
yorumlanmgtir. UDEDYT cercevesinde tez konusuna ait, yangérilmeli tabakali ortamlara
etki eden hareketli yikin dinagme ait ise ¢cok az sayida smama yapiimgtir. Simdi bu

aragstirmalarin kisa 6zetini ele alalim.

1.2 Tez Konusuna Ait Arastirmalarin Kisa Ozeti

Tezin konusu, 6n gerilmeli sert ortiik tabaka (véshakalar) ve 6n gerilmeli esnek yari
dizlemden olgmus sistemlere etki eden hareketli yiikiin dinamik étkis UDEDYT teorisi
uygulanarak, parcali homojen cisim modeli cercewdsiincelenmesine aittiflk énce 6n
gerilmesiz tabakali(6rtuklt) yar duzlemler iginpylnis uygun argtirmalarin kisa dzetini ele
alalim. Bu 0Ozete plaka ve yari duzlemdensatusistemin, hareketli yike dinamik tepkisinin
incelendgi Achenbach v. d. (1967) ile Hayalim. Burada plakaya ait hareket denklemleri
Timoshenko teorisi cercevesinde ele aligymyari dizleme ait hareket denklemleri ise
elastodinangin tam d@rusal teorisi ¢ergevesinde sturulmustur. Dizlem gerilme durumu
incelenmg ve hareketli yikun, hareket gloltusu boyunca sintsoidal bigcimde gggm
gosterdgi durum ele alinmgtir. Bununla beraber gousal yik incelenngi hareketli yikin
hizinin sabit oldgu kabul edilmgtir. Sintisoidal bicimde digsen hareketli yukin etkisindeki
sistemde, yukin kesin dalga boyu hizi, ayni dalggubun serbest dalgalarinin hizingt e
oldugu durumda, rezonans tipli hareket meydana gelmekt&linkii sinusoidal olarak

desisen yiikleme icin aranan gerler (A(c))_lseklinde ifade edilir. Buradaa (c) =0 ifadesi,

c dalga yayilim hizi olmak tzere, bahsi gecen datgaldispersion denklemidir. Halbuki

+00

hareketli dgrusal yiikiin etkisi altinda aranan geder I(-)(A(x))_ldx seklinde ifade

0
edilmistir, rezonans tipteki etkinin vagh nedeniyle yayilim denklem&(x) =0, cift gercek
koke sahip olmalidir, dolayis ile bu koklex(x) =0 ve dA(x)/dx =0 ifadelerini ayni anda

sgzlamalidir. Genelde boyle durumlarda faz hizininimumu mevcuttur ve kritik hiz olarak

adlandinlir. Aciktir ki bahsedilen faz hizi grupzima aittir. Dogrusal yuk icin namerik

inceleme izafi olarak yungak plaka (yani,(G,/p,)/(G/p)<1.0 durumu icin G, (G) ve
,01(,0) sirasiyla plakanin (yari dizlemin) kayma moduliyegunlugudur) ve izafi olarak sert

palaka yani (G,/p,)/(G/p)>1.0 durumu igin yapilmtir. Bahsedilen durumlar igin

gorulmistir ki kritk hiz yalnizca izafi olarak sert plakadurumunda vyani



(G,/p.)/(G/p) >1.0 oldugunda meydana gelmektedir.

Achenbach v. d. (1967) ile fayan aratirma buglne kadar strekli olarak ggfilmi stir, bu
gelisim icindeki en son calmalar icinde bizim cajmamiza yakin konular Dieterman v.
d.(1997) ve Metrikine v.d. (2000) makalelerinde lue makalelerdeki kaynaklarda yer alan
diger calgmalarda gortlmektedir. Belirtiimelidir ki Dieterman d.(1997)'deki cahmada sert
temele dayal plakanin serbest ylzeyinde, harmotakak dgisen noktasal yerkdiriimis,
sabit hareket eden yukin kritik hizi incelestini Plakanin hareketi Uc¢ Boyutlu
Dogrusallgtinimis Elastik Dalga Yayilimi Teorisi (UDEDYT) kullanilak tanimlanmytir.
Kritik hiz grup hizina gt olan hiz olarak hesaplanghr. Bundan bgka Dieterman v.
d.(1997)'da, elastik tabakaya raylari destekleyakilctaglari model olarak gdsterilirken,
harmonik olarak dgésen noktasal yerlgiriimis hareketli yike, tren-travers arasindaki etki
model olarak gosterilngiir. Uygun sinir dger problemi uzaysal koordinatlarda Ustel Fourier
donsimU kullanilarak ¢ozulmgiiir. Elde edilen nimerik sonugclarin analizine gibageketli
yukteki harmonik dgisim biri daha d§iuk deserde, dgeri tabaka materyalindeki Rayleigh
dalga hizindan daha biyuk olmak Uzere iki kritikahsebep olmaktadir.

Metrikine v.d. (2000)'de iki boyutta zemin yuzeyrésimleri distk viskoziteye sahip elastik
plaka ve yari diizlemin plakanin i¢ yizeyinde @awurumlar icin incelenngiir. Tabaka ve
yarl dizlemin yatay dgultuda sonsuz uzunlukta olgu ve sert zemine Iga oldugu kabul
edilmistir. Yari dizlemin hareketi Euler-Bernoulli modekercevesinde yazilgtir. Yapinin
hareketinin sabitsekilde yari dizlem boyunca hareket eden ve Ug¢ Ifagkklinden
bahsedilen(sabit, harmonik olarakgden ve hareketsiz rasgele yik) noktasal yiklemeden
kaynaklandgl kabul edilmgtir. Metrikine v.d. (2000)’'de gerceldgrilen argtirmalar ayni
zamanda, Vesnitskii v.d. (1991, 1993)te “kinematikaryant” olarak adlandirilan, diz
dogrularin dispersiyagileri ile kessiminden hesaplanan kritik hiz bilgilerine dayannaakt.
Belirtiimelidir ki ylzeydeki harmonik olarak @esen yukin etkisi altinda bahsedilen yayilim
grafigi, pozitif ve negatif dalga sayilariyla cizilir, giii harmonik olarak dgsen yik negatif
fazli hiz ile yayilan dalgalar da meydana getiiebyni zamanda yukarida bahsedilen ylzey
yer deistirme argtirmalarinin  hepsinin gercekk#ildi gini  belirtmek gerekir. Fakat
bahsedilen sistemin bienlerinde ki gerilme yayilimi ve ara ylizeyde gelesdn gerilmeler
heniliz incelenmertir. Yukarida bahsedilen kaynaklarda, bahsedilstesie ait bilgenlerin

on gerilmeli durumlari hesaba katilmagtm Hareketli yikiun kritik hiz civarindaki
degerlerinde, 6n gerilmeleri géz 6nine almaya yonigkgiri sim, buzdan plaka ve sudan yari

dizlem bilgenlerinden olsmus sistemi model alan Kerr v. d. (1983) 'te gercektémi stir.



Bu durum icin plakanin hareket denklemleri Kirchiigforisi ¢cercevesinde ele alingnue 6n

cekme(basing), kritik hiz geri Gzerinde artmaya (azalmaya) yol agim.

Aciktir ki, 6n gerilmeli sistemlerle alakali probier, daha dgru ve kesin sonu¢ elde etmek
icin Uc Boyutlu Dgrusallatiriimis Elastik Dalga Yayihmi Teorisi (UDEDYT) cercevedin
ele alinabilir. UDEDYT alan denklemlerinin yapis bunlarin dalga yayilimina uygulanmasi
Green v.d.(1952) ve Zhuk v.d.(2007)' de, UDEDYT mpiakali 6n gerilmeli sistemlerde ki
zaman-harmonik gerilme alanlarina uygulanmasi Akb&2006a, c)’te, bu agarmalara dair
daha detayl bilgiler Guz (2002) ve Akbarov (200@ade yer almaktadir.

Buna r&men, UDEDYT cercevesinde 6n gerilmeli plaka, yairzldmdeki hareketli yiikiin

dinamik etkisinin incelenmesiyle ilgili cok az sdgicalgsma gerceklgtirilmi stir

Bu argtirmalar esasen Babich v. d. (1986, 1988, 2008adRalelerinde yapilngir. Simdi

bu makalelerde elde edilen sonuclari kisaca 6zdtteyBabich v. d. (1986) makalesinde, 6n
gerilmeli yari dizlem ve 6n gerilmesiz ortik tabad&a olymus bir sistemde sabit hizla
hareket eden tekil yikin dinamik etkisinin incelesnele alinngtir. Bu makalede yari
diizlemin hareket denklemleri UDEDYT ile yazikrirtiik tabakanin hareket denklemleri ise
Timoshenko teorisi uygulanarak ele aligim Arastirmalar dizlem sekil degistirme
durumunda yapilng) yari dizlem malzemesi sgkbilir malzeme kabul edilrgive onun
elastisite bgintilari harmonik potansiyel yardimiyla veriktit. Yari diazlemin onsekil
desistirmeleri sonlu kabul edilngtir. Ortilk tabakanin elastisite modulii yari dizlemi
elastisite modulinden daha buyik didufarz edilmgtir, yani sert tabaka ve esnek zemin
sistemi ele alinmgtir. incelemelere kar gelen sinir dger problemi Fourier integral
donimi yardimiyla ¢ozilmgitr. Sayisal sonuglar sesten ygvurumlarda (yani yukin
hareket hizinin, 6rtik tabaka malzemesinde ve gdmem malzemesindeki enine dalga
hizlarindan kuguk oldtu durumlarda) sadece kritik hizlar icin elde edstmi Babich v.d.
(1988) makalesinde ise stz konususammalar UDEDYT’nin kompleks potansiyelleri

uygulanarak tekrar ele alingtir.

Babbich v. d. (2008a) makalesinde, Babich v. d.8@)9makalesinde ki agarmalar yari
dizlem malzemesinin sgmnaz malzeme oldiu durumlar icin geftiriimis ve sayisal
sonuclar Bartenev-Hazanovich potansiyeli icin eddi#mistir. Bu makalede sadece sesten
yava durumlar degil, sesten hizli durumlar da ele alinarak kritik kie gerilme yayilimlarina

ait sayisal sonugclar verilgtir.

Babbich v. d.(2008b)’'de Babbich v. d.(1986)'da kolplem tekrar ele alinmwve sesten hizli



durumlar icin de gerilme yayilimlarina ait sonugéde edilmstir.

Yukaridaki 6zetlemeden gorilgii gibi, simdiye kadar tez konusu ile ilgili yapilan
argtirmalarda ortiik tabakadaki 6n gerilmeler goz dnéghemamg ve bu tabakanin (6rtuk
levhanin) hareket denklemleri Timoshenko teoris¢ceeesinde ele alingtir. Bu kisitlamalar

ve kabuller ele alinan problemlerin matematiksedlaig incelenmesini kolayarsa da birgok
gercek durumun matematiksel acidargrdomodellenmesine ve teorik olarak incelenmesine
imkan vermemektedir. Yapilan atamalardan farkh olarak tez kapsaminda sadece yar
dizlemde dgl, ortik tabaka veya tabakalarda (levhalarda) dagérilmelerin var oldgu
kabul edilm ve tabakalarin hareket denklemleri de UDEDYT totiygulanarak ele
alinmstir.  Séylenen anlamlarda tezde yapilan stnmalar sadece UDEDYT teorisi
cercevesinde ¢d, klasik elastik dalga yayilimi teorisi cercevede de ilk teebbusleri

olusturmaktadir.

1.3 Konunun Gereklili gi ve Guncelligi

Parcall homojen cisim modeli cercevesinde Uc¢ baydtsrusallgtiriimis dalga yayilimi
teorisi (UDEDYT) uygulanarak 6n geriimeli tek ve @erilmeli cift tabaka ile ortili 6n
gerilmeli yari duzlemde sabit hizla hareket edédil tee diizgin yayilserit yakin dinamgi
“sesten yavgl durumlar icin incelenngtir. incelemelerde diizlegekil desistirme durumu ele
alinmstir. Tabaka ve yari diuzlem malzemeleri lineer étase izotrop kabul edilnstir.
Hareket eden objelere aitgghes endustrinin bircok alaninda uygun durumlarin eastmasi,

tez konusunu hem teorik, hem de pratik agidan gjerelgiincel kilmaktadir.

1.4 Yapilan Arastirmalarin Amaclar

Bu calsmada yapilan agairmalarin amaclari;

1. Parcali homojen cismin modeli ¢ercevesinde, U¢ thoydogrusallatiriimis dalga
yayillimi teorisi (UDEDYT) uygulanarak ¢n gerilmetek ve on geriimeli cift
tabakalarla orttlt 6n gerilmeli yari dizlemdensolus sisteme etki gésteren, sabit
hareketli tekil ve diizgun yayi$erit yukin kritik hiz dgerlerinin belirlenmesi ve bu
degerlere problem parametrelerinin, Ozellikle ortulbakalarda ki 6n gerilmelerin

etkisinin incelenmesi,

2. Uygun sinir dger problemlerinin matematiksel formulasyonu ve hobpemlerin

analitik-sayisal ¢cozum yontemlerinin ggililmesi,



3. Ele alinan ¢ok-katli ortamlarda hareketli yik etkien olgan gerilme yayilimlarinin

ve bu yayilimlara 6n gerilmelerin etkisinin inceteesi,
4. Kritik hiz ve gerilme yayilimlarina ait sayisal saharin yorumlanmasi,

olarak 6zetlenebilir.



2. ON GERILMEL i TABAKA VE ON GER iLMEL i YARI DUZLEMDEN
OLUSMUS SISTEME ETK I EDEN SABIT HIZLA HAREKET EDEN
DOGRUSAL TEK iL VE DOGRUSAL SERIT YUKUN D iNAMiGi

2.1 Problemin Matematiksel Formulasyonu

Ly

rdin-Ve | . v

Sekil 2. 1 On gerilmeli plakayla kapl 6n gerilmghri diizlemden okmus sistemin

geometrisi ve yukleme durumu

x
Ep_;a[xl -7

'

2

Sekil 2. 2 On gerilmeli plakayla kapli 6n gerilmgtiri diizlemden okmus sistemin

geometrisi ve yukleme durumu

Aciklamalarin kolayl icin problemin matematiksel formilasyonu, 6n beeli tabakayla

ortali 6n gerilmeli yari dizlemden ghlaus sisteme etki eden g@ousal tekil kuvvet



dinamigine ait problemin matematiksel formulasyonu olagékalinacak olursa, dncelikle s6z
konusu sistemigematik gérinimigekil 2. 1'de yer almaktadiSekil 2. 1'de gosterildii gibi

Ox,x,X, koordinat takiminda ortiik tabaka ve yari duzlerpargaciklarinin konumu, bu

koordinat takiminda Lagrange koordinatlariyla hiilise, ortik tabaka ve yari dizlem

sirasiyla {~oo <x; <+oo, —h<x, <0, —0<X;<+oo}ve {—oc<x <+, —00 <X, <-h,
-0 <X, <+oo} alanlarini kapsamaktadirSekilden gorildgu gibi Ox, ekseni sekil

dizlemine dik yonde oldiu icin sekil Gzerinde gorilmemektedir.

Ortlik tabaka ve yari dizlemin bigtgilmeden 6nceOx, ekseni yoniunde sonsuzda uniform

yayili yukle etki ettirilerek on gerilmelerin alturuldusu ve daha sonra 6rtuk tabaka ve yari
duzlemin birlgtirildigi farz edilirse, bu ytklemenin (6n gerilmeyi eluran ytklemeler)
ileride aratirilacak olayin olgtugu stre boyunca etki edege kabul edilmektedir.
Matematiksel ifadelerde Ortiik tabaka ve yari dugeat olan gerilmelersekil desistirmeler
ve yer dgistirmeler sirasiyla Ust (1) ve Ust (2) indeksleei iflade edilecektir. Bundan e

on gerilmelere ait buyuklUkler ek olarak Ust (QJisiyle belirtilecektir.

Ortlik tabaka ve yari dizlem malzemelerinin birlden farkl dgrusal elastik, izotrop
malzemeler oldgu, bununla beraber tabaka ve yari dizlem malzemgleyeterli derecede
sert oldgu ve 6n yiuklemeden dolayl ghn sekil desistirmelerin kiicik oldgu varsayilarak
on gerilmeler Klasik Lineer Elastisite teorisi gevesinde belirlenecektir. Bilingii izere bu
ve benzeri durumlarda ©n gerilmeli ortamlardaki asimk olaylarin incelenmesine
UDEDYT'nin ikinci versiyon kuglksekil desistirme teorisi uygulanmaktadir (Guz, (2004)).
Aciktir ki s6z konusu durumda ele alinan sistemidgam 6n gerilmeler @gida ki bicimde

belirlenir.
o{"° = sabit,,, 0™’ =0 ; j #1 icin (2. 1)

S0z konusu durumda @ekil desistirmeler kuguk oldgundan tabaka ve yari duzlemingdd

ve 0n gerilmeli durumlarindaki konumlarinin (koardilari) ayni oldgu kabul edilecektir.

Yukarida soylenenler ¢ergevesinde ele alinan sistértiik tabakasinin serbest ylizeyiog,

ekseni yonunde sabW¥ hiziyla hareket eden gausal tekil P kuvveti ekti etmektedirV

hizinin,

V< min(c§1>,c§2)), C™ =™/ p™ ; m=1,2. 2.2)
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kosulunu sgladigl varsaylimaktadir. (2. 2)'d€{™, 4™ ve p™ sirasiylam. malzemedeki

enine dalga hizi, kayma moduili ve malzemguydugudur. (2. 2) keulunun bir dger anlami

ise yukun hareket hizinin sistemi gluran malzemelerdeki ses hizindan kuguk olmasidir.

Hareketli ylkten dolay! sistem dinagniin UDEDYT uygulanarak,Oxx, dizlemindeki

dizlem sekil desistirme durumunda incelenmesi s6z konusudur. Bu émeler parcall
homojen cisim cercevesinde yapilacaktir. Bu duruimgla ortik tabakanin kapsgdalanda
ve hemde yarl diizlemin kapsgdialanda UDEDYT'nin gagidaki hareket denklemleri
sglanmaktadir.
oo™ 92y ™ 92y ™

J

iy (MO — Hm i 2.3
aX» Jll axlz p atZ ( )

(2. 3yte ;'™ ,u™sirasiylam. malzemedeki gerilme tansérii ve yergigérme vektori

bilesenlerini gostermektedir. Ortilk tabaka ve yari dimfe malzemeleri lineer ve elastik
kabul edildginden, yer dgistirme ve sekil degistirme baintilari genellgtiriimis Hooke
kanununa tabi tutularalg@sidaki bigcimde ele alinir.

o.M = (M g(m) 5] +2,u(m)£_,(m) 2. 4)
ij i ij
Burada
1( gu™m  au™
oM =g L gtm o (m _ 2 O T 5 5
N A 2.5)

(2. 4) ve (2. 5)'te gagida ki isaretlemeler kabul edilir.

Burada i;j;m=1 2 A™, 4™ Lame’s sabitleridir. £, ler sekil degistirme tansori

bilesenlerini, 8™ ise diizlensekil dezistirme durumunda hacimsel yergigirmeyi gosterir.

Yukarida séylenenlerden gorulgliigibi ortik tabakanin Ust serbest ylzeyingggi@aki sinir

kosullari s&lanmaktadir.

o) =0 of) o™ -pd(x,~Vt) (2. 6)
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Burada 5(x), Delta Dirac fonksiyonunu gostermektedir. Babicllv(1986, 1988, 2008a, b)

argtirmalarinda oldgu gibi ortik tabaka ve yari dizlem arasinda ikitdmas keullarinin
olustugu varsayilacaktir. Birinci tlr temas gdlari ideal temas kallardir ve bunlar

— (2 @ — (2
=0, U =y

=12 2.7)

)
X,=—h X,=—h Xo=—

biciminde verilmektedirlkinci tip temas keullari ise ideal olmayan temas skdlari olarak

adlandirilir ve

@) - (2) - &) —y® @) )
0-12 X,==h 0 ! 0-12 X==h 0 ! U2 X==h U2 ‘xzz—h'o-22 X,==h 022 Xy==h (2 8)
seklinde verilir. Bunlardan ls&a yiukun hareket hizi ses hizindan gasia@ugundan

2 2 . .
‘ui( )Hag 150 ,% - - igin (2.9)

sonim  keullarinin  sglandgl  varsayllacaktir. BoOylece problemin  matematiksel
formulasyonunun yazihmi tamamlannalup ele alinan fiziksel olayin incelenmesi, (3(3.
5) denklem takiminin (2. 6) - (2. 9) sinirskbar ve (2. 7) veya (2. 8) temas skidlari
cercevesinde incelenmesine (¢Ozulmesine) getyiimi Belirtiimelidir ki (2. 3)

denklemlerindeo,™° =0 kabul edilirse, incelenecek problemin klasik lineéastodinamik

teorisi cercevesindeki (6n gerilmesiz durum icinxtematiksel formilasyonu elde edifmi

olur.

(2. 6) sinir keulu tekil dgrusal kuvvet etki etgi durum icin verilmektedir. Dgrusal serit

yuklemesi durumunda ise (2. 6)skdlarinda ikincisi @agidaki ile yer dgistirecektir.

-P =P , —asx-Vt<a

(2. 10)
0 . x-vt[>a

2.2 Problemin Co6zim Yontemi

(2. 3)-(2. 5) denklemlerinden, yerd@gtirmeler cinsinden ggida verilen hareket denklemleri
elde edilir.

0™ _ im0

2.11
9%,0X, ot? ( )

azu(m) azu(m)
A 4o 4 gmo\ O L O T L m
(A™ +24™ +al°) e " 5 (A + ™)
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a2u(m) 0% (m) LET (m) oum
(m) (m) (m) (m)0 (m) (m) (m)
O i G i - G b v et e

Yukle birlikte hareket eden koordinat sistemi dgiimad, yani

I

X, =X, % =X Mt 2. 12)

donsUmU kullanildginda (2. 11) denklemi

(m) (m)0 2 2, (m) 2 (m) (m) m)

A LoV 2 0% o (AT ou! 0o
u pm (Cém) ) X’ 0x; p 0X,0X,

(m) 2, (m) (m)0 2 U (m) (m) m)
H 0%,0X, H (Cém)) aXl H 0%,

formuna donglr. Bu durumda sirasiyla tekil ve yayili yike aiaro (2. 6) ve (2. 10)'da

verilen sinir keullari,

-p,=— , —as<x<a

1
N
Q

== po—(xl) , 022(1)

22, omo (2. 14)

0 . |x]>a

ifadeleriyle yer dgistirir. (2. 6)-(2. 9)'daki dger kasullar, yeni koordinatlar igin de gecerlidir.

(2. 13) denklem sisteminin ¢ozimunu ele alalim.aBaclax, koordinati igin tanimli Gstel

Fourier donguimu kullanilacaktir, yani,

+00

fe(s6) = [ (%%, )" dx,. (2. 15)

—00

Bu donumin sonucu olarak (2. 13)'ten,

—sz(/}(m)+2,u(m)+Jl([”)'°—p(m\/2)ul(;”)+y( 1(2”22—!8(/1 + 4t ) m =

=5 (U™ +a0 = p™N u + (A + 24 u ), =is( AT + 47 Ju = 0 (2. 16)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki ifadede
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al™ = g™ p{m —|s( Al )+,u(m)),c§m) =—sz()l(m)+2,u(m)+al<f‘)'°—p("‘\/2)

al" = ( A 4o ﬂ(m)) b = _is( A 4 ﬂ(m>) O == (4™ + 0~ pV?) (2.17)

isaretlemeleri kabul edildinde,(2.16) denklemleri

alm u:L(IT)+bl ngn +dym =g
2
2 (m) (m
o) FUE | ) I ) (2. 18)
dx; dx,

2
seklinde yazilabilir. D =di ve D? =d—2 olacaksekilde duzenlenirse, (2.18)'ins@31daki
X

formu elde edilir.

a™p2u™ +bmDu® +cMu™ =0

(2. 19)
a" D2 +b"Du™ +cMu™ =0
Daha sade biekilde;
(al(’“)D2 +c§m))u§2‘) +b{"Du =0

(2. 20)

BDu + (alD? + o ug =0

esitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin ¢ézimdincoperatorler yontemine uygun gereken

islemler yapilacak olursa;

_ a1(m)D2 +C§m) bim)D

o et @21
A=amal"D* + (a§ et + Ml )—b(lm)b(zm))D2+c(f’)c(;") (2. 22)
AU =0, AUl =0; (2. 23)

bagintilari yazilr. (2. 21)-(2. 23)'dekiséliklerden yararlanilarak
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Aol + (Al + el - + e = 0 2. 2)

ifadesi elde edilir. Burada® = q doniumi yapildginda (2. 24);

APl + (APl +al ) BB g+ ) =0 2. 25)

r’=q , r’=gq,
(2. 26)
2= $\/q_l VS $\/CTZ
(2.26) yardimiyla gagidaki ifade yazilabilir.
U™ = oM™ 4 oMt 4 glmei™e 4 glmgie (2. 27)

Burada o™ (s),a{" (s),a'” (s) ve a!”(s) bilinmeyen ve Fourier integral dosiim

parametress’den ba&imli katsayilardir. (2. 26)’'da kisglikler yardimiyla (2. 27);

— g™ (m) —gtm (m)
u™ =alMe V7 a(zm)eJ;XZ +a\e Vi a(‘[”)eJ;XZ (2. 28)

seklinde yazilir.q,, g, i¢in (2. 25) denkleminden faydalanarak;

2
(&Ml + e - b ) £ \/(a(lm)c(;“) +aD) BB ) - 4alfa

(m) — 2
q1,2 - 2aj(-m)agm) (2 29)
esitli gi yazilir. (2. 20)’de ki bgintidan faydalanarak{ hesaplanir.

L _l ) aém)qim)aim) B C(1m)a,(lm) . &, 1 q1 C(;”)a(g‘) emxz .\ (2. 30)

2F .

& Ja o Ja o g

{_ ool _c(l’”’a‘s‘”’]e@ x2+{al aal" C(m)aﬁ{”)]e o
Jamo gl Ja gl

(2. 4), (2. 5) ve (2. 16) ifadelerinden yararlakeagagidaki baintilar elde edilir.
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ol =y (up),-isup)) (2. 31)
ol = =A™ + (A + 24 )ulD), (2. 32)

m=1 (ortik plaka) icin elde edilen pentilar diizenlenecek olursasagidaki ifadeler elde

edilir.

D 0 D 0
u® =ale V% cr(zl)eJ;Xz +alle VP allel® (2. 33)

(1) (1) f ]
{ . J(”l‘”e@—aé”eq““)*

(2)
o o

(2. 34)
() 1
2 + Cf) a(l)e_\/@xz _a(l)e\/qTZl)XZ
b g0 [g@ U !
b/ d;
M ) | 1 1
ol = %) + (l)cl T is+4/q” (—afl)e‘@XZ +alle qpx2)+ (2. 35)
LB g |
g 1 -
+/j(l) (?f) + Cf) |S+ gl) (_a:(sl)e_\/qu)XZ +ag])e q(zl)xz)
1 1
)
0, 0 . .
ol = {is(/ﬂl) +240)+ 20 (ql b?l)Cl H(al“)e‘mxz +alle “5)*2)+ (2. 36)
20 1o @Y 30 BV 1
- |s(/1 +2U )+/1 bl(l) ay’e +a,’e
n O wor B+ 0 | s (3
Oy =~ (/] +2U ) bl(l) +is4 a;’e V't P +ay’eVt T+ (2.37)

1 1)

m=2 (yari dizlem) icin elde edilen gatilar dizenlenecek olursa, (2. 9)sktuna gore

a? = a'? =0 olmalidir ve gagidaki ifadeler elde edilir.
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u? =gl )l +a? i (2. 38)
2 ) 2 )
(2) — G G (2) VgD % 4z G (2) sy %
U =| =5t Jal e +{ ot a,’e (2. 39)
{ 8% byg? S NS

(2) (2) ;
0-1(;): e _/'[(2) [[ ql Cl |S+ q{Z) aj(-z)e— q} )XZ

- (2. 40)
e K % G ise q@ |ale @
) |
(2) L ~2
o'sz-; = _{IS(/‘(Z) +21U(2))+A(2)(q1 b;;)cl ]j|( Z)e \/7X2 +O’ fh Xz) (2 41)
@ @ 40,2\ %+ al?

O =~ (/] +2u )T‘HS/] e

(2. 42)

(2) 4 (2)
_{(/](2)4_2/'/ )qzbl( +isAl } 2)e %%,

bagintilari elde edilir. (2.33)-(2.42) ifadelerindenargrlanarak (2.7)'deki ideal temas
kosullarini gagidaki bicimde yazabiliriz.

{()l(lhz,u(l))% +isA }( J>+a(1>)

1. 0. (2. 43)
&) 0\% *+C 0,0
{(/1 +2U ) Zbl() +isA }( +a, ) - P,
ol o +a? n g o)+l 0 4 A0
S o7 Jg, (is)++Jar |- )+ # él(l)—\/q_(ls)-l-\/q_Z (-a¥ +al’)=0
iX 2

[ql(?l)'i‘ Cil) ](al(l)e\/ah _agl)ex/ah) +(M\J(a9e\/§h _agge@h) _
b q, )
3. 1 {
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6 @ 40
s +iy<»}(apem+age qlh)_{(A Y )q bl(+cl vigh }( I gl =

e e

—Jol¥ @ e (h
5. oWl 4 gBelt 1 gl n 4 Gl _ f(agr(din | g (9n(dn

(1)}[ ale ¥ 4 g0 qlhjw {qz Cl) o+ qg;J[_agie— qgl)h,,ag;eqél)hj,,
b y/qf

- @ | 12 4 0 4, 0T | g -
iIS+4/0; Jal ,u [bl() q(z) iS+4/0, J e 0

2

(2. 8)'de verilen ideal olmayan temas sktbarinda da elde edilen Patilar yerlerine

yazildginda;

1. . (2. 44)
® 4o, )% FC 0 (g0 L g = =
{(/1 +2U ) o) +isd }(a +a ) Po
r Y -
e %L) +. G — lis+ o ( a()+a(n)
B by
2. - :
0 g
P | S S [P (ag1)+a“))=o




18

(2) (2)
—,2 O G ; @ | 2 dPn
U ot is+.q° |a,7e
0} b® \/q(z)
4, - -
o[V, | @ | (2) /P
g e g Ve |are =0
2
g + i aWeld’n — gl d™n ) a, + i gl — gg e ) =
Y 0 @ U 2 Y 0 g N !
. bV b”
a” ., | e [V, P | )@
TEENC 57 bEap )
1 2
6. [

S

(/] +2,u ) b:-cl +isA! }( at q2h+a£])e_ q(zl)hjz

(/](2)+2,u(2))0“(2):;)c1(2)+is/](2)}al(2)e‘/@h+,u({(/](3+2,u(3)q£2)2q2)+|s/] } Ene
b b{”

esitlikleri elde edilir.
Dogrusalserit yiklemesi durumu icin ideal temasskidari géz 6niine alingdinda;

{(A(l)Jrzﬂ(l))lel)bz)Cil) ig) }( o +all)-

0 4 o -
(20 +29) % TG i (al? +alf) = - _pSnsa
b a s

1. (2. 45)

€]
; (iS)+ qp):l(_a(])"'a ) ,U [%(IS)+\/C]T2;](_G§3+GS;):O
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{(A(l) * Z'U(l)) q£l)b;1)6£1)‘ +isA® } (al(l)e'mh +alle qph] _

) 4
4. {(/l + 241 )q b;q +isl }( ae e 4 glheld j—

_ (/1(2)+2,,(2))q52)+0§2)+is/1(2) g ld _ (mmzm)qg +g’
bl(Z) 1 bfz)

—Jol¥ @ e (h
5. a4 gelt 1 g n 4 Gl _ f(agrldin y (9-(dn

> { FHrJ[ ol 3o

+ — /o (o
e )
%

@ 42 3
ﬂ(z)[;ﬂ(z)+:(12)‘is+ Gu(z)Jaiz)e_*/@h [bl flsh/ ] e

il

esitlikleri elde edilir. Dgzrusalserit yuklemesi durumunda ideal olmayan temagikari igin
asagldaki ssitlikler kullanihr.

® 4 ~0
{0 @\% *C 0 O, ,0
(/1 +2u )—bl(l) +is/ (al +a, )+

1. - 0.0 - (2. 46)
0 e, M\ % G @ (40,0 _ P Snsa
(49 +24%) RO (o +al?) = a s
o[ Ve . P

is+4/q" (—af) +a(2’)) +

o \/@ O A (—a'gl) +a'2])) -0

(2
3. U0 Ny ) o’ (_ail)eJT +ale mh}

[q®
0| ¥ is+1/f (_aél)e@“ +alle q(;)h) =0
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qJ(_Z) (2) . (2)
- [( b * bl(z)ci/q(z) is+/q” aiz)e -
1

[q® (2) 5
,U(Z)[( L, G (Z)Jis+ Qf)}agz)e “h=0

SR N

g’ + i gl — ggan | 4 a’ + e oWl — g | =
b b [q U 2 b b [q@ U7 ‘
1 2

5.
q1(2) + Cl(z) Ja(z)e\/@h_i_[\/ qu) + Céz) Jagz)e h
(2) 1 (2)
8% B*g? 0" bP\as?

6. T

2 Lt [ ).

A 49 q(l) +C(21) +ISA (]) q2 )h +a(])e_ q(zl)h _
/1 bg 4

(A(z)+2ﬂ(z))oa‘2>+cl‘2)+is/](z)}al(z)e@h+ﬂ(3{(A(a+2ﬂ(a)QEz) ¢ igi(? } Ene

57 B

Elde edilen denklem sistemlerinin ¢6ziimiiyle, bileyen a (s),...a{"(s) .a{(s) .a$(s)
katsayilari bulunur. Bu katsayllajf;“) ve 0’5’;‘) Fourier donglmlerinin ifadelerinde yerine

yazilarak, ui(;“), aig’;‘)’lerin analitik ifadeleri belirlenmy olur. Daha sonra bu ifadelerin ters

(invers) Fourier dongilmlerinin elde edilmesisiemlerine gecilir. Bu slemlerin analitik
yapilmasinin imkansiz ol@gu aciktir. Bu nedenden dolay! ters dginialer sayisal
hesaplanmak zorundadg§imdi bu hesaplamalarin yapilmasina imkaplagan algoritmanin

aclklamasini ele alalim.

2.3 Hesaplama Algoritmasi

Aranan buyukluklerin sayisal gerlerinin elde edilmesi ters Fourier d@dintine kagi gelen

1 ° i
f(%,%,) =§TI fe (s.%,)g%ds (2. 47)

improper integralinin hesaplanmasina indirgeniiziksiel ve geometrik simetriler dikkate
alinarak (2. 47) integrali,
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+00

1 m m m m
f (Xl’ Xz) :;I fF (S' Xz) COSle )js’ uéF)’a;Z) ’U§1) !‘9(22)’ & |g;|n
0

+00

f(xl,xz)z%TJ' f (s,%,) sin@x, bs, u®, o &) icin (2. 48)

0

integrallerine dongtarulir. C6zim sirasinda kullanilacak nimerik yémtegin improper
integraller @agidaki belirli integralle yer d@stirir.

O t—38
—
~—
o
wn
—

(2. 49)

olarak kabul edilir. Burada K&, degeri integrallerin sayisal yakinsama kriterindenapéanir.

Numerik hesaplamalar gostegtni ki, genelde problem parametrelerinin belirliggderinde her

bir V' hizi igin, ™, o{f’ fonksiyonlari sh’a bagli olarak tekil noktalara sahiptir. Bilinmeyen

al(s),..al(s).a?(s).a?(s) ifadeleri, (2. 43), (2. 44), (2. 45) ve (2. 46)d cebirsel

islemler yardimiyla gagidaki sekilde ifade edilebilir.

(2. 50)

B

Am(s) 'lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temassulbari igin sirasiyla Ek 1 ve Ek 2'de

verilmektedir. Burada denklers’e baglidir ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyeime
(o] aefar 6] cefar(s)

) S)H matrisleri, sirasiyld|A,, (s)| matrisindena®(s),...a{’(s).a{(s) .a?(s)

katsayilarA,, (s) tir. (2. 50) deki

bilinmeyenlerine kanlik gelen kolonlarin (2. 43), (2. 44) ,(2. 45),. @6) ifadelerinin s@&
taraflari ile yer dgistirmesinden elde edilir.

Aciktir ki, yukarida bahsi gecen integral alti éetin tekil noktalar

det|A,,(s)|= 0. nm=1,2,...¢€ (2. 51)



22

denklemini sglayan s’lerdir.

Sonug olarak, integre edilen@lerin tekil noktalari, (2. 51) denkleminin kokide caksir.
Aciktir ki bu koklerin mertebesi (bunu ile gosterirsek ) <r <1 durumu igin, integralin
hesaplanmasinda bilinen algoritmalar kullanilabilir=1 durumunda (2. 49) numarali
integral Cauchy’nin temel ger prensibi kullanilarak hesaplanabilir. Fakat1 durumunda
integral hicbir anlam ifade etmez ve bu durumasikar gelen hiz ‘kritik hiz’ olarak
adlandirlir. Belirtilmelidir ki kritik hiz altindaezonans tipli durum gercekraektedir.

Bu tanima gore kritik hiz, (2.51) ifadesinigtayanV =V (sh) fonksiyonunun yerel minimum

(ya da maksimum) noktasina kagelmektedir. Plakayla kapli malzemelerde ki hatkekiik

problemlerinde sesten yavedurum (2. 2) i¢in 6nemli sorulardan bwj, ile gosterilen kritik

hizin hesaplanmasi ve problem parametrelerinin bu deserleri Uzerindeki etkisinin

incelenmesidir.

2.4 Tekil Yuke Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

U:i U :uﬁ e= EY n. =ﬁ n,= 2l notasyonlari ve
cgl) ’ 12 cgz) ’ g@ "’ = 2 @

v =y =03 oldugu kabul edilmgtir. EMve v™ ise sirasiylam. materyalin Young

moduli ve Poisson oranidir. Oncelikle, =1, 7,=17,=0 durumu ele alinarak, (2. 51)
denkleminin ¢6zimuinden elde edilen sonuclarlastotulmus U:u(sh) grafikleri analiz
edilmistir. Belirtilmelidir ki, burada yer veriimeyee<1 durumunda elde edilerv =v(sh)
grafiklerinde gorulmgtdr ki dU/d(sh) =0 icin minimum yoktur. Yalnizcae>1durumunda
minimum ortaya ¢ikmaktadiSekil 2. 3, ¢aitli e deserleri igin v :U(sh) ili skisini gosteren

grafikler verilmektedir. Bu grafiklerde minimumlaacikca gorulmektedir. Burada diz
(kesikli) cizgiler, ideal (ideal olmayan) temas skbdari icin bulunan sayisal sonuclari

gostermektedir. Bu grafikten aglcasi gibi v, degeri e’'nin artmasiyla azalmaktadir.

Plaka ve yar duzlemde ki 6n gerilmeniy degerine etkisi (77, ve n, parametrelerinin

etkisi). Tablo 2. 1, 2. 2 ve 2. 3'te verilgtir. Bu tablolarda sayisal sonuclara balgidda

plaka ve yari dizleme etki eden 6n gerilme (cekadeggri arttikgav, degeri de artmaktadir.

Bununla beraber 6n gerilme (basinggeiteri arttikgau,, degeri de azalmaktadir.
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U, =~+/0.5e icin, ,0(2)/,0(1) =0.5 durumunu ele alirsak, 6ncelikle bu durumun Babidah
(1986)'da incelengiini belirtmek gerekir. Yapilan incelemedg =7, =0 durumu icin elde

edilen sonuclarin bu caimada ki sonuclara uymasi gerekmektedir. Tablo 2 d4itli e
degerleri icin verilen sonugclar, kullanilan nimerik kigimin ve hazirlanan programin

dogrulugunu kanitlamaktadir.

Tablo 2. 5, 2. 6 ve 2. 7'de;, =+/0.5¢ durumun i¢in, 6n gerilmeniry, degerine etkisi
verilmektedir. Bu tablolardam, ve 77,’nin, v, Uzerindeki etkisinin,v;,=1 durumundaki

etkiyle ayni oldgu anlgiimaktadir.

0,5 (%) = 0% (x,—h) = 0'2 (x,-h) ifadesinde,(0,u,) aralginda véo,,| - ©,u - u, igin
o’nin artma5|ylajzz(x1) 'in kesin degerlerinin de monoton olarak agtni belirtmek gerekir.

0,,(%)’in x e bagl kesin maksimumuy, /h=0.0’da meydana gelir.

u,, =+0.5 durumunda,x,/h'a bagll 0,,(x,) yayilimina ait bazi érnekleri ele alaligekil

2. 4 te verilen ggtli e degerleri igin 77,=1,=0.0 durumunda elde edilen sonuglar yer
almaktadir. Burada duz(kesikli) cizgi ideal (ide#nayan) temas kaollarini gostermektedir.
Burada e degerlerinin artmaS|yIa|0'22| deserlerinin azaldi goriulmektedir.ideal olmayan
temas keullari icin elde edilen|022| dezerlerinin, ayni parametrelerde elde edilen temas

kosullarindaki dgerlerden daha biyuk oldu gorilmektedir.
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1.00—_U

0.80 —

0.60 —
] Tam T. K.
i - — — — TamOlmayan T. K.
] ' .~ e=20 Y

0.40 |||||||||||||||||||||||||||||||||Sh
0.00 1.00 2.00 3.00

Sekil 2. 3\7(:V/C£l)) ve sharasindaki baamhlik tdrleri

o.oo—czzy
_ Po
-0.20 —
-0.40 —
7 v=0.3
N n,=n,=0
i Tam T. K.
e Tam Olmayan T. K.
] x/
-0.60 IIIIIIIIII|IIIIIIIIII|IIIIIIIIII|IIIIIIIIII| h

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Sekil 2. 4 Farklie degerlerine gore ara yUzeycta;z(xl) ile x,/h iliskisi
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Tablo 2. 17, =0 veuv,, =1 durumunda farklry, degerleri icin ideal temas (Ustteki say1) ve
ideal olmayan temas(alttaki sayi)skdarinda kritik hiz dgerleri

. & 0 0.005 | 0.01 0.03
) 0.8414| 0.8468| 0.8521| 0.8723

0.7092 | 0.7154 | 0.7214| 0.7442

10 0.5664 | 0.5764| 0.5863| 0.624Q

0.5016 | 0.5126 | 0.5233| 0.5640

Tablo 2. 277, =0 vev,, =1 durumunda farklry, deserleri icin ideal temas (lstteki sayi) ve
ideal olmayan temas(alttaki sayi)skdarinda kritik hiz dgerleri

. T2 0 0.005 | 0.01 0.03
) 0.8414 | 0.8437 | 0.8454 | 0.854Q
0.7093 | 0.7123 | 0.7153| 0.7266
10 | 0:5664 | 0.5677 | 0.5690 | 0.5741
0.5016 | 0.5034 | 0.5052| 0.5121

Tablo 2. 3, =0 vev,, =1 durumunda farklry, basing dgerleri icin ideal temas (Ustteki
sayl) ve ideal olmayan temas(alttaki sayutiarinda kritik hiz dgerleri

. T2 0 -0.005| -0.01 | -0.03
0.8414 | 0.8391| 0.8367 | 0.8263

> | 0.7093| 0.7062 | 0.7031 | 0.6898

0.5664 | 0.5650| 0.5637 | 0.5580

10 | 0.5016 | 0.4998 | 0.4979 | 0.4900
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Tablo 2. 4v,, =+ 05e durumunday,=0,7,

=0 icin ideal ve ideal olmayan temas

kosullarinda kritik hiz dgerleri (u,,)

e ideal temas kaullar!

Ideal olmayan temas kallari

0.841(Bu cakmada)
0.839 Babich vd (1989)

0.709 Bu catmadg
0.719Babich vd(1989)

0.42§ Bu ¢amada
0.427(Babich vd(198)

10

0.373 Bu gatmada
0.372(Babich vd(1989)

Tablo 2. 517, =0 veu,, =+/05e durumunda farklr, deserleri igin ideal temas (Ustteki sayt)

ve ideal olmayan temas(alttaki sayisutbarinda kritik hiz dgerleri

7,
e
0 0.00= 0.01 0.03
0.8414 | 0.8437 | 0.8454 | 0.8541
5 0.7093 | 0.7123 | 0.7153 | 0.7266
0.4284 | 0.4307 | 0.4329 | 0.4415
10 0.3730 | 0.3754 | 0.3777 | 0.3868

Tablo 2. 677, =0 vev,, =+/05e durumunda farklr), deserleri igin ideal temas (Ustteki sayt)

ve ideal olmayan temas(alttaki sayisuttarinda kritik hiz dgerleri

. ' 0 0.005 | 0.01 0.03
) 0.8414| 0.8468| 0.8521| 0.8723
0.7092 | 0.7154| 0.7214| 0.7442
10 0.4284| 0.4319| 0.4348| 0.4358
0.3730| 0.3784| 0.3833| 0.3995
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Tablo 2. 75, =0 vev,, =+ 05e durumunda farklr, basing dgerleri icin ideal temas
(Ustteki say1) ve ideal olmayan temas(alttaki skgsullarinda kritik hiz dgerleri

. T2 0 -0.005| -0.01 | -0.03
) 0.8414 | 0.8391| 0.8367 | 0.8263
0.7092 | 0.7062 | 0.7031 | 0.6898
10 | 04284 0.4261| 0.4238 | 0.4141
0.3730| 0.3706 | 0.3682 | 0.3582

Bu bolimde 6n gerilmeli tabaka ile 6rttlt 6n geelnyari dizleme etki eden hareketli yukin
dinamigi parcali homojen cisim modeli gercevesinde UDETkllanilarak incelenngtir.
Ortuk plakanin serbest yiizeyinde hareket edefrudal yikin hizinin sabit olgu kabul
edilmistir. Inceleme diizlem gerilme durumunda, sesten syava icin ideal (2. 7) ve ideal
olmayan (2. 8) temas kullari olmak tzere iki temas kolu g6z 6ninde bulundurularak
yapilmstir. Algoritma hareketli yikun krittk hiz  @erlerinin  hesaplanmasi igin
gelistirilmi stir.

Numerik hesaplamalar gostegtmi ki; kritik hiz yalnizca 6rtik plaka (yar1 dizitg Young
moddllerinine>1 (e= E(l)/E(z) ) , oldysu durumda meydana gelmektedir gBxi bir deysle
kritik hiz ‘sert tabakat+yumuak yari dizlem’ durumunda meydana gelmektedir.iKiiz
deseri, edegeri arttikga azalmaktadir. Ortik plaka ve yari dimtieki 6n gerilme deri
arttikca kritik hiz dgeri de artmaktadir. Yari dizlemde ki 6n basingediearttik¢ca kritik hiz
deseri azalmaktadir ve ideal temasslthari icin elde edilen kritik hiz ideal olmayannas

kosullari icin elde edilen kritik hizdan daha buyukttr

Ayrica Ortik plaka ve yari diuzlem arasindaki araeyie bulunan gerilme gdumi da

namerik hesaplarda g6z 6éninde bulundurghonu

Bu sonuclar bahsedilen sistemdeki {mielerin 6n gerilmesiz oldiw durumda dgrusal

elastodinamik teorisi igin de dnemlidir.

Bu incelemenin en 6nemli 6zgli 6n gerilmeli ortik tabakadaki hareket denklenmiri

UDETYT kullanilarak tanimlanmasidir.
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2.5 Yayil Yike Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

Aciktir ki yayill yik durumunda da kritik hiz gerleri bir 6nceki durumda elde edilen kritik
hiz deerleriyle cakgacaktir. Bu nedenden dolayl bu alt bélimde kritik bBratirmasina

gerek kalmanstir.

Fiziksel ve mekaniksel oOngoriulere gora(serit uzunlgu) buyldikce o,, deserleri

kiculmelidir. Bu 6ngdrunin kanitlanmasi icga@adaki sayisal sonuglari inceleyelim.

Sekil 2. 5, 2. 6 ve 2. EY/E@ =2 durumu,Sekil 2. 8, 2. 9 ve 2. 18Y/E® =5 durumu,
Sekil 2. 11, 2. 12 ve 2. 13’deE(l)/E(2) =10 durumunun farkli hizlarda sirasiyla
h=0.005,1.0, 3.[degerlerindern, =n, =0.0 i¢cin o,,h/p,’'In h’a gore yayillhim grafikleri

1 2 22 0 Xl

verilmektedir.

Bu sonuclar kawlastirildiginda yukarida soylenen 6n gorinin kanitigndiortlmektedir.
Ayrica bu sonuglarina/h — 0 kosulunda, bir 6nceki alt bélimde elde edilen sonlglar
yakinlgtigr gorulmektedir. Bu durum tekrar elde edilen sdyssmuclarin dgrulugunu ve

mekaniksel gorglere uygun oldgunu gostermektedir.
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-0.6 — TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=0.05
n,=n,=0
_ EW/EQ@=2
Xg/h
-0.8
\ \ \ \
0 1 2 3 4

Sekil 2. 5a/h=0.05, 7,=17,=0, EY/E? = Zicin, farkli v deserlerine gore ara yiizeyde
7,,(x) ile x,/h iliskisi

0 — 9xN/p,
-0.1 —
-0.2 —
-0.3 —
TAM TEMAS
KOSULLARI
0.4 — 05 a/h=1
n,;=n,=0
EW/E@=2
Xq/h
0 | | | |
0 1 2 3 4

Sekil 2. 6a/h=1, 7,=1,=0, EY/ E? = 2icin, farkli v degerlerine gore ara yiizeyde
0,,(x) ile x,/h iliskisi
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0 — Ozhpy
-0.1 —
-0.2 —
-0.3 —
TAM TEMAS
-04 — KOSULLARI
a/h=3
n,=n;=0
— EQ/EQ@=2
Xg/h
09 | | | |
0 1 2 3 4

Sekil 2. 7a/h=3, n,=n,=0, EY/E? = 2icin, fark v deserlerine gore ara yiizeyde

7,,(x) ile x,/h iliskisi

0 — 92N,
-0.04 —|
-0.08 —|
-0.12 — TAM TEMAS
KOSULLARI
0.5 a/h=3
— n,=n,=0
EW/EQ@=5
Xg/h
018 | | | | |
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 8a/h=3, n,=1,=0, EY/E? = Eicin, farkli v degerlerine gore ara yiizeyde

7,,(x) ile x,/h iliskisi
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0 — 92Mp,
0.1 —
0.2 —
TAM TEMAS
KOSULLARI
B 0.5 a/h=1
n,=n,=0
EW/E@=5
Xg/h
03 | | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 2. 9a/h=1, ,=n,=0, EY/ E? = Eigin, farkl v degerlerine gére ara yiizeyde

g,,(x ) ile x,/h iliskisi

0 — O2Mp,
0.1 —|
0.2 —|
0.3 — 03 TAM TEMAS
KOSULLARI
05 a/h=0.05
= n,=n,=0
EW/E@=5
Xq/h
o4 | | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 2. 10a/h=0.05,

n,=n,=0, EY/ E? = Eicin, farkli v degerlerine gére ara yiizeyde
7,,(x ) ile x,/h iliskisi
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0 — 92h/p,
-0.1 —
-0.2 —
TAM TEMAS
KOSULLARI
- 05 a/h=0.05
n,=n,=0
EW/E@=10
Xg/h
o3 | | | !
0 2 4 6 8

Sekil 2. 11a/h=0.05,

n,=n,=0, E¥/ B2 = 1Cigin, farkl v degerlerine gére ara yiizeyde
g,,(x ) ile x,/h iliskisi

0 — 9Py
-0.05 —
-0.1 —
-0.15 —
TAM TEMAS
02 — KOSULLARI
05 a/h=1
n,=n,=0
— EQ/E@=10
Xg/h
025 | | | | |
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 12a/h=1, ,=n,=0, EY/E? = 1Cigin, farkl v deserlerine gore ara yiizeyde

7,,(x) ile x,/h iliskisi
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0 — Ozh/po

-0.04 —

-0.08 —

-0.12 — TAM TEMAS

KOSULLARI
a/h=3
| 0.5 n=n;=0
EW/E@=10

Xg/h
016 \ \ \ \ \

0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 13a/h=3, 7,=1n, =0, E(l)/ E? = 1C icin, farkli v degerlerine goére ara ylizeyde
T,,(x ) ile x,/h iliskisi

Simdi sistemi olgturan tabaka ve yari dizlemdeki 6n gerilmelerin &nusu gerilme
yayllimina etkisini gosteren sayisal sonuclariagdédm. Bu sonuclagekil 2. 14, 2. 15, 2. 16,
2.17, 2. 18 ve 2. 19'da verilgtir.

Gorlld{gu Uzere a/h degerlerinin de&isimi 6n gerilmelerin etkisini sadece sayisal agidan

degil nicelik acisindan da gestirmektedir.
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0.02 —
L"l22
0.016 —;
0.012 —
0.05
0.008 — TAM TEMAS
KOSULLARI
4 003 a/h=0.05
001 n,=0
0.004 — EQ/E@=2
0=0.05
— qJ22=(022‘ n z:o_ozzl n 2>0)/ Po
0 —
-0.004 xy/h

Sekil 2. 14a/h=0.05, , =0, E(l)/ E?=2,0= 0.0 icin, farkli n, degerlerine gore ara
yizeydey,, = (022|,72:0 —022|”2>0)/p0 ile x,/h iliskisi

0.04 —

]
= n,=0.005
0 p—
-0.04 —|
- TAM TEMAS
KOSULLARI
0.05 a/h=1
0.08 — 003 n,=0
EW/E@=2
n,=0.005 V=005
o wzzz(ozz‘ n2:0_022| n 2>o)/ Py
-0.12 i ‘ | | X
0 2 4 6

Sekil 2. 15a/h =1, 17, =0, E(l)/ E?=2,0= 0.0 icin, farkli 7, degerlerine gore ara
yizeydey,, = (04, =024, .,)/Po ile x,/n iliskisi



0.02 —
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L'JZZ
. n,=0.005
0.01 —
0 p—
001 TAM TEMAS
KOSULLARI
i ah=3
0.05 n,=0
0.02 — 0.03 EW/E@=2
v=0.05
quz=(022| n 2=0_022| r|2>0)/ Py
B n,=0.005
0.03 | | | | "
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 16a/h=3, , =0, E(l)/ E? = 2,0= 0.0 icin, farkli n, degerlerine gore ara
yizeydey,, = (022|,72:0 —022|”2>0)/p0 ile x,/h iliskisi

Sekil 2.

-0.01 —

-0.02 —

-0.03 —

-0.04

1,=0.005

0.03

0.05 TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=0.05
n=0
EW/EQ@=2
v=0.05
LIJ22=(022‘ n 1:o_ozzl n1>o)/ Py

o

Xp/h

17a/h=0.05, n,=0, EY/E? = 2,u= 0.0¢igin, farkli 7, degerlerine gore ara
yizeydey,, = (022|,72:0 —022|”2>0)/p0 ile x,/h iliskisi
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0 —
-0.04 —
TAM TEMAS
-0.08 — KOSULLARI
a/h=1
n,=0
EW/E@=2
- v=0.05
szz(azz‘ 0120_0-22‘ n1>0)/ Py
-0.12 | | | | Xa/h
0 1 2 3 4

Sekil 2. 18a/h=1, ,=0, EY/E? = 2,0 = 0.0igin, farkli 77, dezerlerine gore ara
yizeydey,, = (04, =024, .,)/Po ile x/n iliskisi

0.02 —
LPZZ
005
0.01 —|
0 —
-0.01 —
| TAM TEMAS
KOSULLARI
n,=0.005 o3
0.02 — 0.01 (1?2:(?;
EQ/E@=2
0.03 0=0.05
! 0.05 q"zzz(ozz‘ nlﬂ)_GZZ‘ n1>0)/ Po
003 | | | | I
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 19a/h=3, 17,=0, EY/E? = 2,0= 0.0¢icin, farkli 75, dezerlerine gore ara
yizeydey,, = (0., =024, ., )/Po ile x,/n iliskisi
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3. ON GERILMEL iiKi KATLI TABAKA iLE ON GERILMEL i YARI
DUZLEMDEN OLU SMUS SISTEME ETK i EDEN SABIT HIZLA HAREKET
EDEN DOGRUSAL TEK iL VE DO GRUSAL SERIT YUKUN DiNAMIiGi

Bu bolumde, bir 6nceki bolimde incelenen problemtiekli olarak indis (2) ile gOsterilen
ikinci bir plakanin varlgi s6z konusudur. Onceki bélimde uygulanan ¢ozinmeydlerinin
aynisi bu bélim icin de gecerlidir. Okuma kolgylacisindan énceki bélimde verilen ana

denklemler burada da verilecek, ¢c6zim yontemi &yrwlarak ayniekilde ifade edilecektir.

3.1 Problemin Matematiksel Formulasyonu

Sekil 3. 1 On gerilmeli iki katli plakayla kapli, dayerilmeli yari diizlemin geometrisi ve
yukleme durumu

Sekil 3. 2 On gerilmeli iki katl plakayla kapli, dyerilmeli yari diizlemin geometrisi ve
yukleme durumu
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Aciklamalarin kolaylgl icin problemin formilasyonu, 6n gerilmeli iki katabaka ve 6n
gerilmeli yar dizlemden ofmus sisteme etki eden @gousal tekil kuvvetin dinangine ait
problemin matematiksel formilasyonu olarak ele 18y s6z konusu sistemigematik
goranuamusekil 3. 1'deki gibidir.Seki 3.1'de gosterildii gibi Ox x,X, koordinat takiminda,
iki kath tabaka ve yari duzlemi afturan pargaciklarin konumu Lagrange koordinatlariyl
belirtilirse, Ust plaka, ara plaka ve yar duzlemasyla {—oo <X <+oo, —h <X, <0,
—w <X, <+ {-0<x <+00, = (h +h)<x,<h,-w<x,<+o0} ve {-o0<x <+,
-0 <X, <—(h,+h,), —c0<X, <+oo} bolgelerini kapsarSekilden de ankalacagl gibi Ox,

eksenisekil dizlemine dik yonde oldiu icin gérilmemektedir.

Ortlik tabakalar ve yari diizleme bitielmeden nceOx, ekseni yoninde sonsuzda uniform
yayili yuk etki ettirilerek on gerilmelerin ojturuldusu, daha sonra ortiik tabakalar ve yari
dizlemin birlatirildi gi varsayilirsa, bu yiklemenin (6n gerilmeyi gliran ytklemeler)
inceleme boyunca surekli olarak etki gttikabul edilecektir. Matematiksel ifadeleri
kolaylastirmak icin Ust ve orta tabaka ile yari dizlemeoddin gerilmelergekil degistirmeler

ve yer dgistirmeler sirasiyla tst (1), Ust (2) ve ust (3) iksleri ile ifade edilecektir. Bundan

baska ©On gerilmelere ait buyuklukler ek olarak U&tn  )Oindeksiyle belirlenecektir

(m=123).

Ortik tabakalar ve yari diizlem malzemelerinin yetmrecede sert, homojen ve izotrop
malzemeler oldgu ve 6n yuklemeden dolayl ghn sekil degistirmelerin kicuk oldgu
varsayllarak 6n gerilmeler Klasik Lineer Elastisiteorisi cercevesinde belirlenecektir.
Bilindigi Gzere bu ve benzeri durumlarda 6n gerilmeli otéada ki dinamik olaylarin
incelenmesinde UDEDYT’nin ikinci mertebe kiicikil degistirme teorisi uygulanmaktadir
(Guz, 2004). Aciktir ki, s6z konusu durumda elmat sistemde oyan 6n gerilmeler

asagida ki bicimde belirlenir.

o{™® =const,,, m=123, o™ =0 atij# 11 (3.1)

Ayrica bu durumda 6gekil desistirmeler kii¢ctik oldgundan tabakalar ve yari dizlemingdb
ve 0n gerilmeli durumlarinda ki konumlarinin (komatlari) ayni oldgu kabul edilecektir.

Yukarida sdylenenler cercevesinde ele alinan siatést 6rtik tabakasinin serbest ylzeyine

Ox, ekseni yonunde sabit V hiziyla hareket edegruial tekil P kuvveti ekti etmektediry

hizinin;
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v <min{c?,c?,c¥}, ™ =Ju™/p™  m=123. (3.2

kosulunu sa@ladigl varsayllmaktadir. (3. 2)d€{™, u™ ve p'™ sirasiylam. malzemedeki

enine dalga hizini, kayma modull ve malzemgauptugunu gostermektedir. (3. 2) &@unun
bir diger anlami ise yukin hareket hizinin sistemistoltan malzemelerdeki ses hizindan

kiguk olmasidir.

Bu hareketli yiikten dolay! sistemin dinggimin UDEDYT uygulanarakOx x, diizlemindeki

duzlemsekil degistirme durumunda incelenmesine getirilir. Bu incedgen parcall homojen
cisim cercevesinde yapilacaktir. Bu durumda herikotabakanin kapsagli alanda hemde
yari diizlemin kapsagh alanda UDEDYT'nin gagidaki hareket denklemleri ganmaktadir.
inceleme kolaylii agisindan bir 6nceki boélumde verilen temel demkde burada tekrar

verilmistir.

(m) 2,,(m) 2,,(m)
ao-ijm +g(mo 0 ujm — ~(m) 0 ujm 3.3
—a)(i 011 a)(iz - atz ] ( . )

(3. 3)te Uij‘m),uj(m’swaswlam. malzemedeki gerilme tanséri ve yergiggrme vektori

bilesenlerini gostermektedir. Ortiik tabakalarin ve yhrzlemin malzemeleri lineer ve elastik
kabul edildginden, yer dgistirme ve sekil degistirme baintilari genellgtiriimis Hooke

kanununa tabi tutularals@idaki bicimde ele alinir.

(M) = \(MgM g (m) ¢ (m)
g =N +2uM e, (3. 4)
Burada
™ gul™
om =D +elp, e =2 X T (3.5)
2{ ox 0X;

dir. (3. 4) ve (3. B)'tei,j= 12m=123 , A™, 4™ Lame’s sabitleridir.&;,"™ ler sekil

degistirme tansori bilgenlerini, 8™ ise dizlemsekil degistirme durumunda hacimseekil

degistirmeyi gosterir.

Yukarida sOylenenlerden gorulglii gibi tst ortik tabakanin Ust serbest ylzeyin@gidaki

sinir kaullar saglanmaktadir.
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of| =0, Y o™ -pd(x,~Vt) (3.6)

%o =0

Burada J(x), Delta Dirac fonksiyonunu gostermektedir. Babiclilv(1986, 1988, 2008a, b)
argtirmalarinda oldgu gibi tst 6rtik tabaka ile alt ortiik tabaka ardaine alt ortiik tabaka
ile yar1 dizlem arasinda iki tir temassutbarinin olygtugu varsayilmgtir. Birinci tir temas
kosullar! ideal temas kaullardir ve bunlar

®
Xp==hy T2

=@

=u® =0,
! e==(hty) 12 be=-(hehy)

, ui(l)

Xp ==y Xp ==y

u®

i = u(2)

i=12, 3.7)

%o ==(+h,) == (hy+hy) |

biciminde verilmektedirlkinci tip temas keullari ise ideal olmayan temas skdlari olarak

adlandirilir ve

@ -~ € — (2)‘ @ - ) —
= , u —u y 0 _O, 0 _01
022 Xp==hy 022 Xp==hy 2 Xp ==y 2 Xp==hy 12 Xp==hy 12 Xp ==y
(2) ) 2 —®
22 [y =—(hy+hy) 2 lyx=-(hythy) T 72 Do=—(hy+hy) 2 Ix=—(hgrhy)
O12 Xo==(My+hy) " 712 = (hy+hy) " (3. 8)

seklinde verilir. Bunlardan ls&a yiukun hareket hizi ses hizindan gasia@ugundan

‘ui(s)‘, ‘0}}3) -~ 0, X, > —o0 igin. (3.9)

sonim keullarinin da sglandgl varsayilacaktir. Verilenlerle problemin matemsaéik
formulasyonu tamamlanmplur. Boylece ele alinan fiziksel olayin incelersmé. 3)-(3. 5)
denklem takiminin, (3. 6) , (3. 9) sinirskdlari ve (3. 7) veya (3. 8) temas skilari
cercevesinde incelenmesine (¢Ozulmesine) indirgginmi Belirtiimelidir ki (3. 3)

denklemlerindeo,,™° =0, (m=123) kabul edilirse incelenecek problemin klasik &ne

elastodinamik teorisi ¢cercevesindeki (6n gerilmedizum icin) matematiksel formulasyonu

elde edilmg olur.
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3.2 Problemin C6zUm Yontemi

Bir 6nceki boliimde de verildi gibi, (3. 3)-(3. 5) denklemlerinden, yer ggirmeler u™

cinsinden gagida verilen hareket denklemleri elde edilir.

2 2
0%u{™ Ly 9 u{™
2 2
0X; 0x,

2, ,(m) 2, (m)
07U _ (w07

e +Ll(m))axlaxz ot

()\<m) +2u™ + Gfln)o) , (3. 10)

2,,(m 2., 2, m)
(/1<m)+'u<m))aul +(,u‘m)+al‘;”)°)au22 +(/1(m)+2’u(m))auz _ m U

0%,0X, 0x: 0x> ot?

Yukle birlikte hareket eden koordinat sistemi dgiimad, yani

X,=X%,, X;=%x -V, (3.11)

donimi kullanildginda (3. 10) denklemleri

(m) (m)o 2 2, (m) 2, (m) (m) 2, (m)
[A ™ v ]a um | o J{}\ +1]a o G.12)

+2+ =
u® T ™ e ) e (u™ T)axax,

(m) 2y ,(m) (m)0 2 2, m) (m) )
()I(m) +1jaul + 1+Ul(1m) __V = 6u§ +[)I(m)+2J62u§ =0
H 0%,0X, H ( c{™ ) 0X; H 0%, ’

af| _=Pa(x,). (3. 13)

%;=0

ifadesiyle yer dgistirir. (3. 6)-(3. 9)'daki dger kasullar, yeni koordinatlar icin de gecerlidir.

(3. 12) denklem sisteminin ¢ozimunu ele alalim.aBwaclax, koordinati igin tanimli Gstel

Fourier dongima kullanilacaktir.

+0o

fe(s) = [ Fx, %, )Je™dx, (3.14)

—00

Bu d6nigimuin sonucu olarak (3. 12)’'den,
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sz(/}(”‘)+2y(m)+al(f‘)'° (”‘\/) ™ 4 g $“>22—|s(/1(m)+,u(m))u§2),2:0

—sz(,u(”‘)+al(;“)'° o™V ) <m>+( Al )+2,U(m)) ;")22—'8(/1( 4 4 )) ™ =0, (3. 15)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki ifadede

al™ = g™ plm = —|s( A(m) +,u(m)),c§m) = —sz()l““) +24™ + gMO — pmy 2)
al = (2 420 ) B0 = i A 447 ) = -2 (4™ + PO~ o ?) (3. 16)

isaretlemeleri kabul edildinde,

(m) (m
d ulF +b1 dUZF +C( m) (m) =0 (3.17)
X,
m dzu(m) dU( m
aé) d22|: +b2 le +C() (2':):0
2% X,

2

=— olacaksekilde diizenlenirsesagidaki form elde

seklinde yazilabilir. D =9 e p? .

dx,
edilir.

a™p2u™ +bmDul® +cMu™ =0

(3. 18)
a" D2 +bMDu™ +cMu™ =0
(3. 18) daha sade biekilde yazilirsa;
(af“) D2 +¢"™ ) u™ +pMpu™ =0

(3.19)

b™Du(™ + (a(z”‘)D2 +clm ) u® =0

esitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin ¢bzimduingoperatorler yontemine uygun gereken

islemler yapilacak olursa;

a0 i

/\ )
bgm) D agm) D 24 C(2m)

(3. 20)
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A =a"a"D* + (agm>c<2m> +alclm - b(lm)b(;‘)) D2 +cMcD, (3. 21)
A =0, AU =0 3.22)

bagintilari yazilr. (3. 20)-(3. 22)'dekiséliklerden yararlanarak

el + (s + 2 ~bP ) r2 + ey = 0 (3. 23)

2 71

ifadesi elde edilir. Burada® = q donisumi yapilirsa (3. 23);

Al +(alMe) +alcl - bIb ) g + ey =0 (3. 24)

2 Y1

r’=q , r?=q
? (3. 25)
o=+ M=+
Olduguna gore sagidaki ifade yazilabilir.
U = g Mei™e 4 gMei™e 4 g M 4 g™ m=1,2,
(m) (m)
usy =aPe" 2 +aiM(s)e" (3. 26)

Buradaa!" (s),al" (s),al” (s),a” (s) ve a? (s) bilinmeyen ve Fourier integral désiim

parametress’den ba&imli katsayilardir. (3. 25)’te kisélikler yardimiyla (3. 26);

—_J¢(m) (m) __[+(m) (m)

um = gMe Vi e 4 g (Ml e 4 g MgVl e 4 g(Melte e (3. 27)
—[t(m) _ [+(m)

U =aPe V" +a (M (s)e Ve

seklinde yazilir.q,, g, i¢in (3. 24)’denkleminden faydalanarak;

2 m m m m
. (8™l + afmclm - b )b(z))i\/(a‘l ) + &P -l ) - 4aPalc el
Gz = PREAD
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esitli gi yazilir.(3. 19)'da ki baintilardan faydalanilarak!™ hesaplanir.

ugr;]) _ (1) {_ al(m)q£m)a.§m) _ J sz { m)ar(m) .\ 1 J \/7><2 + (2. 29)
b1 N Oém) \/ ql \/ \ ql

( a"qMa _C‘J“’a‘;“’J o (al g c(’“)a(’“)J s

NN R

(3. 4), (3. 5) ve (3. 14) ifadelerinden yararlakaagagidaki baintilar elde edilir.

ol =y (up),-isup) (3. 30)
ol = =isA D + (A" + 24" )u (3. 31)

m=1 (Ust ortuk plaka) icin elde edilen gatilar diizenlenecek olursagagidaki ifadeler elde

edilir:

u® =gl gl 4 a!) elt 4 a?) gl 4 a(‘f)eJ@XZ (3. 32)

(2) (2) : -
us? :( b(j“ +— 4 }(al(l)eJ@XZ —agl)em“j+

(3. 33)
€]
{ L g’ ](ag)e@xz a()e@xz)
1 1)
RTNE
1 I Oﬂ(.l) C_](_l) H 1 | 1 —mx mx
ol = o + ) @ is+/q” (_al()e W 4 gelt 2)‘* (3. 34)
b”ya
+ 4 Ly + il is+4/qf) (‘a(l)e_wxua(])e@&)
1) 2 3 4
TR
H 1 1 Uu(l)"'CP \/7x \/7x
ol = is(A0 +240) + 20 e ( ale (@ 4 g0 j (3. 35)
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) + O ; ;
o). = {(A(l) +2ﬂ(1)) G bzl)cl +is/1(’)}(a9e‘@& +a9emxzj+ (3. 36)
Yo, )9+ Jex Jaix
| (A0 +24) Zbl” +ig® ( alle (% 4 gl )
m=2 (alt ortik plaka) icin elde edilen gatilar dizenlenecek olursasagidaki ifadeler
elde edilir:
u](-é) = a](_Z)e_\/@XZ + a(zz)e\/@XZ + a(sz)e_\/@XZ + a&z)e\/@XZ (3 37)

(A d% _ (2l j N

(2)
o= N i e el
o7

(3. 38)
£2) + C-I(-Z) a(z) e_\/@)(z —_ a{( 2) e\/@)(z
b?  p@ [g@ U7 ‘
b~/ d;
o .
0'1(5'): = /,1(2) O + CfZ) is+ qﬁz) _a£2)e-@x2 +a(22)e\/@><2 + (3 39)
b?  p@ [q?
i b~V |
(@ 2 1
(2) > G ey [@ | —p@Da % o (2P,
e o NS STVG ( aye T TaLe
i b a; |
g'l(f'z :—l:is(/](z)+2’u(2))+A (Gu +Cl j:l( er& +0'2) \/;ij (3 40)
b
{,S(A(zuzﬂ(z))” ( +01 H( a3 4 gl2e Jch
2 2 QF) +C§ i Jox Jex
a'égl)::— (A().*.Z’u()) bl() +|S/‘ ( z)e 2+a2) G zj (341)

2 2
_{(/1(2) + 2,U(2)) o )bl"' CL) +is/](2)}(0’§2)e_@><z +a£3e@><zj

m=3 ( yari duzlem) icin elde edilen gatilar diizenlenecek olursa, (3. 9)sktuna gore

a? =al? =0 olmalidir ve gagidaki ifadeler elde edilir:
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u® =gl el +a¥? i (3. 42)
@) — ql(s) ¢ ) o ad"x VO ) ¢ (3) ;P
Wr =| 5 WD = oo |92 € (3. 43)
by bl Vo by q Vs
3) 3)
@ —_,,0 V& C ) o Vo
Ule =M [( b1(3) +bl(3) /_(3 } S+ q1 ]
(3. 44)
_ Iu(?’) qg)’) + Q(g) q (3) &%
b?  p® qf‘) ’
@ = ol 30 1 0r@) 1 @[ V| (3l
Oy =-— |s(/1 +2u )+/1 T a’e +a,’e (3.45)
@ @ 40,3 &Y+ VERE
Oy =~ (A +2U )T‘HS/‘ a, e
(3. 46)

@ 4
_{(/](3)_,_2# )qzbl()c1 +isA } Qe &%

bagintilari elde edilir.(3. 30)-(3. 32) ifadelerindeyararlanarak (3. 7)'deki ideal temas
kosullari asagidaki bicimde yazilabilir.

{(A@)Jrzy(l))%(l):f)dl) Y }( aft +alt)-
1) o’ (3. 47)

@ 4+

M40 0,0
2) ® 0ﬂ(1) C(ll) (|s)+\/@ (—af)+a(21))+y(1)[q?1) C(ll) (|s)+\/@}(—agi+agi)=0
b ef? /o)

CRCEN q;m} o) +cf’ ( Dl _ 0 qzmj
2 bf? o

Jq_l
2 2
} aPe alPe Cﬁz)hl)_,_{qg ! +C£2) ](O,gz)e oy —aPe q(22)hlj
2
\/q1 o7/

3)




a7

4 ) 4l 1 ; 0 4 ) ;
) |:(A(l)+2#(l))u+|s/] }(ape@mwge—@m){( 3+2ﬂ<1)q bl(+c1 +ish 1}(@;&@%%@— qgmj:

b
D i | g2 4 g2 @ o +cf? el e
+is/ (al e EA +a,2 e % hl\J_'_ (/](3 +2#(3)T+|M(a (a:g ?e 4 +a£2)e_ ) hl\J

(2
{( 229 bl(+2)cl

6) 0 4 0 N 1 e
/J(l)[o“l Cll) IS+\/0TJ( J—“l+a’)eﬁhl) {bl) @, s+yo? [—aéie@“waﬂ;‘e@“lj:

(1)

Oz
(2) 42
@ Q" *a" @ |( g2 4 g9 )4 2] &+ el 4 oAl
e S ALy ST
i 0
- , q1(2)+C£2) ] m e
(A +24%) +is1®? (al(aeql (ot 4 gl o
o
| 2) (2) q(2)+0§2) . 2— @ ( +h - Jo (hy+h
7) | (10 +24?) LG visn? (aﬁe B | (31 o 2))
by
@ 4+c® © +c®
=1 (1@ 4240 H_*CGT i@ |43/t | (3 % *C SIESIUELS
—{(/1 +2/ ) g +isA" |a; 7€ + (/1 + 244t ) g +isA® ‘
8) aPeld o 4 g ldlnen | paldimen (3o _ glagldlnema y p(agldiom)

(
PG A Y (a ol tor 4 (2 E(hﬁhz)j

()
J2 V%G isy [P ( 2l (o) al? ) (h1+h2)j
9 L .

B)

0 V% C ) /el (i) _
U !{ + is+4/q”

by bn/Qis)] ]

@
@ V% C ) led” ()
H H + CI2

by bn/%@} ]
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2
q” N ) al? F (h+hy) _ o (hy+h,)
b b7 of? “
(2 (2)
q gz) hy . (zz) 4+
A
2

- qfs) ¢’ Yt ) | NG (3) ¢ 3l (hrhe)
bl(3) bl(3) / (3 bl(3) bl(3) / (3

(3. 8)'deki ideal olmayan temassdlari icin gagida ki baintilar elde edilir.

e &) ]
e b G is+ @ (_a£1)+a(21))+

1) - Z
[
ol . o is+./q¥ (—a(1)+a“))=o
b b Jqf! B
I ] (3. 48)
(/1( +240 )Oﬂbl)cl +isA (a1(1)+a9)+
I 0 o 0\ B+ (1): (4 4 43
(/1 +2U ) Zbl(l) +isd (0'3 +a'4):p0
(194 24 )qlbl(Cl risA? | affel™ +ate i )+
. ) 4 o0 1 1 1
(A(l)+2y(l))q2b;)01 rig)® (age@nwge— qm):
i q1(2)+0£2) ] F
(19 +242) 7 ris1® ( (3l | g2 hl)+
3) (/](2)4_2#(2))qu;§;)0£2) +ig)® (agae\/@r“_a ol hlj
\/ f h _ @l | | VO g o 0 e _ () an | _
(1) (1) a? 0 o e |\ aie
" Q i bf? bl V9
\/ @gldn _ 4@Agdn | | NG § ¢ (2) eh _ () oalhy
& b@ o) S BT e e
2

1



ﬂ(l) (?1()1) Cfl)
1

5 L 3" b¥yq

[, _e
1

A SRV

u? ¢ c?
@

65 | SR SIS
u? o c?
@

A V(e
i @ 4 (2

@ 40,2\ % *tC
(/1 +2u ) bl(z)
I @ 4 2

7) (/](2) +2/j(2)) 4 bl+

: B
0({2) (2)
bl(z) * b1(2) (2)
iR
[q? (2
) |
B” by}
(3) Cl(3)
+
1
bl(3) bl(s) /ql(s)

,u(3) qES) . Cl(s)
9 - o b
,u(3) \ CIf) + Cl(3)

bl(3) bl(s) qés)
u? ¢’ c?
o b2 o7
(@
10) 0| V%~ , &7
b b2 Jqf?

_+is,1(3)}al(semm+hz) J{(/‘(a +243) 4 +c®

](a(z)e o (heh) _ (2o (o)
(2) 3 4

a(s) e\/@(h{"hz) +

is+./q®
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(_agl)e@n +ale qé”m) o

(_agz)eJq?)n . agz)e—@hl) o

3l ) 4 9l (mmgj N

[
(a:gge\/@(hﬁ'hz) + agae_\/@(hl*'hz)j =

+ist(3 | @l (her)
bl(3) 2

(2 _]q(2
J(al(z)e\/;(rh+hz) _agz)e G (h1+hz))+

j:

o,
+
bl(3) bl(s) f q f')

(3)
Pl ()

Jags)e@ (h+hy)

(3)
aPel e =g

g xe
(—afz)eJ"T (heh) 4 (D (h1+hz)) N

(_a(%@ (o) 4 (g q(zz)(hl*'hz)) -0
3 4
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Elde edilen denklem sistemlerinin ¢éziimiyle, bileyen a®(s),..a{’(s)

a?(s),..a?(s), a®(s),a¥(s) katsayilar bulunur. Bu katsayilaf” ve oir) Fourier

donGumlerinin ifadelerinde yerine yazHaralq(Fm), Ji(j’;’) 'lerin analitik ifadeleri belirlenmy
olur. Buradan sonra bu ifadelerin ters (invers)eudonigimlerinin elde edilmeskiemleri
yapilir. Bu klemlerin analitik yapilmasinin imkansiz ofglu aciktir. Bu nedenle ters
dongimler sayisal hesaplanmak zorunda@imdi bu hesaplamalarin yapiimasina imkan

saglayan algoritmanin agiklamasini ele alalim.

3.3 Hesaplama Algoritmasi

Bir 6nceki bélimde de ifade edifdigibi aranan buyikliklerin sayisal giglerinin elde

edilmesi ters Fourier dogiimine kagi gelen

17 |
f(%,%) :EI fe (5%, )¢ ds (3. 49)

improper integralinin hesaplanmasina indirgeniziksel ve geometrik simetriler dikkate

alinarak (3. 49) integrali,

1 v m m m m m) s
f (Xl’ XZ) = 77__[ fF (S' X2) 005@(1 )jS, ugF)’a;Z) ’U:(Ll) ’5(22) ’g(ll) |(}|n
0

+00

f(%,%,) :%TJ' f (s,%,)sin@x, ds, u®, o, ) igin (3. 50)

0

integrallerine dongtarulir. C6zim sirasinda kullanilacak numerik yémtegin improper
integraller @agidaki belirli integralle yer dastirir.

I(.)dsz [()ds (3.51)

(3. 51)'de S, degeri integrallerin sayisal yakinsama Kriterindenaméanir.

Numerik hesaplamalar gostegtim ki, genelde problem parametrelerinin belirligdeerinde

her birV hiz degeri icin, ul”, o’ fonksiyonlari sh’'a bagli olarak tekil noktalara sahiptir.

Bilinmeyen  a(s),..a’(s), al?(s),..a?(s), aP®(s).a®(s) ifadeleri, cebirsel
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islemler yardimiyla gagidaki sekilde ifade edilebilir.
(a@(s).--,ai”(s) a(s) ..a(s) a(s) a(s)) =

detHAh H( 401() H e”am H #am H ,dnaﬂ,?f)(s)(S)H (3. 52)
e (s) et (3

Am(s) 'lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temassubbari icin sirasiyla Ek 3.ve Ek 4'te

verilmektedir. Burada denklers’e baglidir ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyeirie

()] oda (o] g )] -

H den 540 H matrisleri,  sirasiyla A, (s)] ~ matrisinden

katsayilari,, (s)'tir.  (3.52)'deki

. def g

al(s),...al(s).a?(s),.a?(s) a®(s) ad(s) bilinmeyenlerine  kaulik gelen

kolonlarin (3. 47)-(3. 48) ifadelerinin &araflari ile yer dgistirmesinden elde edilmektedir.

Aciktir ki yukarida bahsi gecen integral alt ifegten tekil noktalari,

det|A,,(s)|= 0. nm=12,...¢€ (3. 53)

denklemini sglayan s’lerdir.

Sonug olarak, integre edilen@lerin tekil noktalari, (3. 53) denkleminin kokide caksir.
Bilinmektedir ki bu koklerin mertebesi (bunu ile gosterirsek §<r <1 durumu igin,
integralin hesaplanmasinda bilinen algoritmalarlgulabilir. r =1 durumunda (3. 51)
numaral integral Cauchy’'nin temel g prensibi kullanilarak hesaplanabilir. Fakat 1
durumunda integral hicbir anlam ifade etmez ve buucha kagilik gelen hiz ‘kritik hiz’
olarak adlandirilir. Belirtilmelidir ki  kritik hiz altinda, rezonans tipli durum
gerceklgmektedir.

Bu tanima gére kritik hiz, (3. 53) ifadesini gi@yan V =V (sh)fonksiyonunun yerel
minimum (ya da maksimum) noktasina denk gelmektdelmkayla kapli malzemelerde ki
hareketli yik problemlerinde sesten yadarum icin 6nemli sorulardan b, ile gosterilen

kritik hizin hesaplanmasi ve problem parametrelerbu hiz dgerleri Gzerindeki etkisinin

incelenmesidir.
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3.4 Tekil Yuke Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

_v __E® _E® . _h _of _ EY
U—@l el_E(Z) ’ %_E(z)) H—El r]k _Wl u _2(1+\}(k)) (3 54)
ifadelerinde gagidaki sitlikler kabul edilmitir.
p?/p® =05, p®/p® =05, v® =v®@ =y = 03. (3. 55)

mekaniksel duruma gore sistem plakayla kapl yawzlem haline dorgecektir. H — 0
kosulunda orta plaka yari dizlem konumuna gecer, daigg iki kath plaka haline dégine
s6z konusu olur. Bu 6ngorgekil 3.3'te e =20, e, =15, n, =n, =n,; = 00 durumu igin,
¢esitli H degerlerinde ideal (3. 7)Sekil 3. 3a) ve ideal olmayan (3. 8dkil 3. 3b) temas
kosullarinda ispatlanngtir. Belirtilmelidir ki e =20 durumu icin plakayla kapli yari
diizlemden olgan sistemin incelenmesi Akbarov v.d. (2007c)’ decgklestiriimi stir. iki katl
plakayla yari diizlemden alan sisteme ait bahsedilen 6zel durumlarda elderedibnuclarin
Akbarov v.d. (2007c)'daki sonuclarla cakiasi, numerik agairmalar icin kullanilan

algoritma ve programlarin gaulugunu kanitlamaktadir.

L vesh, arasindaki ifkiye e parametresinin etkisiH = 10e,=20, n,=n,=n,=00
durumu icin ideal (3. 7)(duz cizgi) ve ideal olmay@. 8)(kesikli cizgi) temas kallari icin
Sekil 3. 4’'te verilmitir. Bu grafikleri, plakayla kapl yari dizlemderdugan sistemle
kiyasladgimizda, ikinci plakanin vagl, elastisite modulinin daha bluyuk olmasi (3. 52)

esitli gini saglayan v = u(sh,) deserinde artmaya sebep olmaktadir.

Yukarida bahsedilen incelemelerde ve burada yenlm&yen cok sayidaki sayisal
sonuclardan gorulngtir ki: (i) v=uv(sh) fonksiyonu yerel maksimum ya da minimuma
sahip dgildir; (i) v=uv(sh) fonksiyonu, sh, #c durumu icin yalnizca bir tane yerel
maksimum ya da minimuma sahiptir; (i)= v(sh,) fonksiyonu ,sh, #0 ve sh, # e« igin, bir
ya da daha fazla yerel maksimum ve bir ya da dabk yerel minimuma sahiptir. (i)
durumunda kritik hiz yoktur, (ii) durumunda kritikz vardir veuv =u(sh,) fonksiyonunun

yerel maksimum ya da minimumuna denk gelir, somaéldiii) durumunda kritik hiz vardir

ve minimallerin arasindan secilgnd 'nin minimumuna kagilik gelir.

Yukarida verilen tanimlamalara gdekil 3. 3 veSekil 3. 4 te verilen grafiklerden ve burada
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verilmems benzer bir ¢ok grafiktew, deserini hesaplariz. Ayric§ekil 3. 3 veSekil 3. 4 te

verilen grafiklerden, ikinci plakanin mekanik ve ogeetrik parametreleri gbz o©ninde

bulundurularaku,, degerleri kontrol edilebilir. Ozel olaragekil 3. 3 veSekil 3. 4'ten ve
burada verilmeyen benzer sonuglardarr e,; e, >1 durumunda ikinci plakanin kaliginda
ki artis v, degerinde azalmaya yol agmaktadir, ayrga e,; e, >1 durumundav, deseri

e deseri arttikca azalmaktadir.

Tablo 3. 1'de cgitli (el,ez) ve H deserlerinden, =n, =n, = 0.0, durumu i¢in yani sistem
bilesenlerinin 6ngerilmesiz oldiu durumda kiu, deserleri verilmitir. Ortiik plaka ve yari
dizlem (yada oOrtuk plaka ve yari duzlem konumundgikci plaka) icin elde edilenu,

degerleri Tablo 3. 2'de verilmntir. Bu tabloda ki nimerik sonuclar mekanik varsahar

dogrulamakta ve bazi 6zel gerler icin Akbarov v.d. (2007c)’ deki sonuclari merktedir.

Tablo 3. 3,H = 1Q n, =n, =n, =00 durumundae, ve e, (3. 53) dgerlerinin v, dezeri
Uzerindeki etkisini gostermektedir. Burada kigederden gortulmeketedir ki ikinci plakanin

elastisite modul dgeri arttikca v, degeri artmaktadir. Bu agie =50 durumu igin daha

belirgindir.

Sistem bilgenlerine etki eden 0n gerilmelerio, deseri Uzerindeki etkisini gosteren,
e =20, ¢, =50, H=10 durumunda elde edilmideserler Tablo 3. 4’'te verilmgtir. Bu
tabloya gore plakalara ve yari diizleme etki edegéitime, v, degerlerinde artmaya neden
olmustur. Ayni zamanda Ust plakaya uygulanan on geriimep degerleri tGzerindeki etkisi,

orta plaka ve yari diizleme uygulanan 6n gerilmganattgl etkiden daha fazladir.

g =¢6,<1.0 durumunu ele alalim,g =e,=0.1 i¢in elde edilen sonuglara bakgthda,

belirtiimlidir ki, Akbarov v.d. (2007c)'de plakayl&apli yari dizlemde, bu durum igin kritik
hiz yoktur. Sonug olarak bahsedilen sistenktle- o sonim keulu igin v ve sh arasindaki
iliskiyi gosteren grafikte minimum ortaya cikar. Bu dor ceitli H degerleri igin
n, =n,=n,=0 durumunda tam(3. 7p€kil 3. 5a) ve ideal olmayan (3. &ekil 3. 5b) temas
kosullari icin Sekil 3. 5'te verilmgtir. Bu grafikten H - o durumu igin, 6rtik plaka

malzemesinde Rayleigh dalga yayilim hwgiolmak tzeresh — « ikenv - U :VR/Cgl)

oldugu gorulmektedir. Bununla beraber grafikte®,=e, <1.0 durumu icin H >H, olacak
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sekilde H(H. ile gosterilen) dgerinde, U=U(Shl) grafiginde yerel minimum

kaybolmaktadir.

Son olarak ideal temas fdlarinda (3. 7),x |h’e gore, o5}h|p, (x, =-h'de) ve o&’h |p,
(%, = —(hl+h2) 'de) gerilme yayilimina ait bazi érneklere bakdirbu dgilima ait grafikler,
Sekil 3. 6’'da, H=1.0, ¢ =2, e =5 durumu icin, c¢gtli 7, degerlerinde verilmgtir. Bu
grafikte, x, =0 civarindac$h|p,( Sekil 3. 6a) dgeri, o2 |p, (Sekil 3. 6b) dgerinden
daha buyudktur. Ayni zamanda bu grafikler gosterediktki, Ust plakaya verilen dngerilme

bahsedilen gerilme g@erlerinde belirgin bir dgilse sebep olmaktadir.

Bu bolumde, parcali homojen cisim modeli cercevasinJDETYT kullanilarak, iki katl

plakayla kapli yar1 dizlemin dinagiincelenmitir.

Kritik hiz icin elde edilen nimerik sonuglardan @@nektedir ki, g >e,, e, >1 durumunda
ortadaki plakanin vagh kritik hiz deserlerinde arya neden olmaktadir; yukarida bahsedilen
kosullarda ortadaki plakanin kahglnin artmasi kritik hiz dgerlerinde azalmaya neden olur;
g <1, g =¢,, durumundaH <H, iginkritik hiz vardir, bununla beraber orta plakatazi
degerlerinde H >H, durumu icin kritik hiz yoktur; Plakalar ve yari déme etki eden 6n

gerilme kritik hiz dgerinde arga neden olur; Ust plakaya etki eden dngerilmenitikkiniz
degerleri Gzerindeki etkisi, orta plaka ve yari dupedeetki eden 6n gerilmenin kritik hiz

degerleri GUzerindeki etkisinden daha fazladir .
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(b)

Sekil 3. 3 FarkliH =h,/h, dezerleri igin, ideal (a) ve ideal olmayan (b) temasutlarindav
ve sh arasindaki bamlilik
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(b)

Sekil 3. 5 FarkliH degerleri igin, g =e, <1(e =€, =0.1) olmak tzere, ideal (a) ve ideal
olmayan (b) temas kallarindav ve sn arasindaki baamlilik
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H=1.0
EW/E@=2
EG/E@=5

v=0.5

(0,=0.8755)

X1/hy

%= -(h,+h,)
n,=ns=0

H=1.0
EW/E@=2
EGJE@=5

v=0.5

(v,,=0.8755)

xq/hy

0.4 : i

(@)

0.3 ‘

(b)

Sekil 3. 6 FarkI|/71(=0'ﬁ)°/,u‘1)) deserlerinde, ideal temas kallar icin (3. 7),
oh|P, __, () veah,|P, (neny (0) daimiile x /h arasindaki bamlilik

o==(hy+hy

Tablo 3. 1 Farkle, e, ve H degerlerinde,,71 =n,=n,=0 icin ideal (Ustteki say1) ve ideal

olmayan (alttaki say1) temas gdlarinda kritik hiz ¢, ) deserleri

H
(el;ez) 0.001 0.5 15 10 30
(2;4/3) 0.8972| 0.8732| 0.8517 | 0.8414 | 0.8414
0.754C | 0.6970| 0.6644 | 0.7754 | 0.7093
(5;5/2) 0.8058 | 0.7538 | 0.710C | 0.6857 | 0.6857
0.6824 | 0.6303 | 0.583¢ | 0.5931 | 0.5931
(10;5) 0.6856 | 0.6405| 0.5976 | 0.5664 | 0.5664
0.593C | 0.5490 | 0.5041| 0.5016 | 0.501¢€
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Tablo 3. 2 Farklie degerleri igin iki katl plaka ya da yari duzlem konuna ge¢cm orta
plaka durumu icin ideal (Ustteki sayi) ve ideal ajan (alttaki sayi) temas gdlarinda kritik

hiz (v, ) degerleri

e
2 5 10 4/3 5/2
0.8414 ( Akbarov vd 0.6857 | 0.5664 Akbarov vd) | 0.8972 | 0.8059
0.7093( (2007c¢) 0.5931| 0.5016 (2007c) 0.7542 | 0.6825

Tablo 3. 3 Farklie, e, degerlerindey, =1, =n,=0 ; H=1.0 i¢in ideal (Ustteki say1) ve ideal

olmayan (alttaki sayr) temas gwdlarinda kritik hiz ¢, ) degerleri

€

10

20

0.8661

0.8756

0.8784

0.8798

0.6930

0.7442

0.7649

0.7760

0.7260

0.8669

0.870¢€

0.8724

0.5991

0.6523

0.6742

0.6861

10

0.6142

0.8253

0.8325

0.8361

0.5206

0.5745

0.5973

0.6098

20

0.5106

0.7777

0.790¢€

0.797C

0.4431

0.4965

0.5198

0.5329
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Tablo 3. 4¢ =2,e, =5,H =1 durumu ic¢in, sistem bifenlerine uygulanan farkh
degerlerdeki 6n gerilmelerin kritik hizay(, ) etkisi

1123175

0 0.00< 0.01 0.05

n#0; 0.8756 | 0.8821| 0.8884 | 0.9353
n,=n,=0 | 0.7442| 0.7503 | 0.7563 | 0.7994

n,#0; | 0.8756| 0.8764 | 0.8773| 0.8835
n,=n,=0 | 0.7442| 0.7456 | 0.746¢ | 0.7575

N, %0, 0.8756 | 0.8758| 0.8759 | 0.8767
n,=n,=0| 0.7442| 0.7454| 0.7465| 0.7536

3.5 Yayili Yuke Ait Sayisal Sonugclar ve Yorumlar

S0z konusu problemin matematiksel formulasyonu @t boliminde yapilan formilasyonun
aynisi olup, sadece (3. 6) sinirslunun (2. 10) sinir kalu ile yer dgistirmesinden elde

edilmektedir. Problemin ¢6zim tekni dnceki bolimlerde kullanilan teknikle ayni
oldugundan burada onun uzerinde durulmgmi Levhalar arasinda ofan o,, normal

gerilmesinin yayillimi ve bu yayilima problem pararekerinin etkisinin incelenmesine ait

sonugclarSekil 3. 7-3. 15'te grafiklerle verilngiir.

2. 5 alt boluminde de belirtilgli gibi fiziksel ve mekaniksel ongorilere gore (serit
uzunlygu) buyudikce o,, deserleri kugulmelidir. Sekil 3. 7-3. 11 grafikleri ile verilen
sonuclar kaglastirildiginda yukarida sdylenen ©6n gora kanitlanmaktadir.ricay bu
sonuglarina/h - 0 kosulunda, bir dnceki alt bolimde elde edilen sonuglamkinlatig

gorulmektedir. Bu durum tekrar elde edilen saysatuclarin dgrulugunu ve mekaniksel

gorislere uygun oldgunu gostermektedir.

Sistemi olgturan tabakalar ve yari diizlemdeki 6n gerilmelstim konusu gerilme yayilimina

etkisini gosteren sayisal sonuc$akil 3. 12—3. 15’te verilnstir.

Goruld{gu Uzere a/h degerlerinin deisimi 6n gerilmelerin etkisini sadece sayisal agidan

degil nicelik agisindan da gestirmektedir.
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0 — 92,
01 —
02 —
-0.3 — 0.3
\‘\‘\‘\‘ UST PLAKA
a/h=0.05
B n1:n2:n3:0
EQ/E@=2
EG/E@=5
Xq/h
-0.4
\ \ \ \
0 2 4 6 8

Sekil 3. 7a/h=0.05, 5,=17,=n,=0 ,E¥/ B2 = 2 EI/ £7 = ticin, farkli v degerlerine
gore ara ylizeyde,,(x, ) ile x,/h iliskisi

0 — 9P,
0.1 —]
0.2 —]
0.1 UST PLAKA
- 0.3 a/h=1
T ! n,=n,2N,=0
EW/E@=2
E®/E@=5
Xq/h
-0.3
\ \ \ \
0 2 4 6 8

Sekil 3.8a/h=1, 7,=n,=n,=0 ,EY/E? = 2,E3/ E? = tigin, farkl v degerlerine gore
ara ylizeydeo,,(x,) ile x,/h iliskisi
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0 — 9P,
-0.05 —
0.1 —]
-0.15 —
-0.2 —
UST PLAKA
a/h=1
7 n,=n;=n;=0
EW/E@=5
EQ®/E@=2 Xllh
-0.25 ‘ ‘ T ‘ |
0 2 4 6

Sekil 3.9a/h=1,17,=n,=n,=0 ,E(l)/ Ed =5, E3)/ e <icin, farkli v deserlerine goére
ara ylizeydeo,,(x,) ile x,/h iliskisi

0 — 9P,

-0.04 —

-0.08 —

= 03

-0.12 —

UST PLAKA

_ a/h=1
n,=n;=n;=0
E®W/E@=10
EQ®/E@=2 Xl/h
-0.16 ‘ ‘ ‘ T ‘
0 2 4 6 8

Sekil 3. 10a/h=1, 7,=n,=n,=0 ,EY/E? = 10,E%/ £ = :icin, farkl v degerlerine
gore ara ylizeyde,,(x, ) ile x,/h iliskisi
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0 — O,
-0.04 —
-0.08 — i
s T 0.3
T T
-0.12 —
UST PLAKA
_ a/h=3
n,=n,=n,=0
EW/E@=2
0.5 EQ/E®=5 xy/h
-0.16 | | ‘ | |
0 2 4 6

Sekil 3. 11a/h=3, 17,=n,=n,=0 ,E(l)/ B2 = 2, E3)/ £ = ticin, farkli v deserlerine goére
ara ylizeydeo,,(x,) ile x,/h iliskisi

0.0003 —
¥
0.0002 —
0.0001 —
O J—
0.0001 —
003 a/h=3
— . '11:'13:0
EQ/E@=2
B)/E@=
-0.0002 — EUL(E) 055
i 005 W,,=(04 r]zzo_czz‘ r'|2>o)/ Po
-0.0003 | | ‘ | ‘ X

Sekil 3. 12a/h=3, 5,=1,=0, EY/E? = 2, 9/ £ = 5= 0.0 cin, farkli 7,
deserlerine gore ara ylizeyde,, = (0’22|,7 04, >0)/p0 ile x,/h iliskisi



63

0.0015 —
Yo
0.001 —|
0.0005 —|
O —
7 a/h=1
n,=Ns=0
EQ/E@=2
-0.0005 —| OO
u=0.05
_ W,=(0, r]zzo_czz‘ n0/Po
-0.001 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ x/h
0 2 4 6 8 10

Sekil 3. 13a/h=1, ,=n,=0, EY/E? = 2, £/ £ = 5= 0.0 icin, farkli 7,
degerlerine gore ara ylzeyde,, = (022|r]2:0 —022|”2>0)/p0 ile x,/h iliskisi

0.004 —
b
0.003 —
0.002 —
0.001 —
0 —
a/h=0.05
n,=ns=0
EW/E@=2
R)/E@=
-0.001 — Euig 055
W,=(0 r]zzo_ozz‘ n0/Po
-0.002 | | | | | X/

Sekil 3. 14a/h=0.05, 7,=1,=0, EY/E? = 2, &9/ £ = 5p= 0.0 icin, farkli 7,
deserlerine gore ara ylizeyde,, = (0’22|,7 04, >0)/p0 ile x,/h iliskisi
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0.04 —
w, __ n,=0005
0.02 —
0 J— |
a/h=3
0.0:
0,02 — 1,210
EW/E@=2
EG/E@=5
i 0.005 0=0.05
Y,~(0, r]lzo_czz‘ n0/Po
004 | | | | "
0 2 4 6 8 10

Sekil 3. 15a/h=3, 17,=1,=0, EY/E? = 2, 9/ £ = 5y= 0.0igin, farkli 7,
deserlerine gore ara ylizeyde,, = (0’22|,7 02, >O)/p0 ile x,/h iliskisi
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4. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Tez kapsaminda yapilan gmamalarda elde edilen sayisal sonuclar vgedendirmesi

hakkinda gagidakiler séylenebilir:

1. Tez kapsaminda, parcali homojen cisim modeli cea&giede ¢ boyutlu
dogrusallgtiriimis dalga yayilimi teorisi (UDEDYT) uygulanarak on igreeli tek ve 6n
gerilmeli cift tabaka ile ortali on gerilmeli yadizlemde sabit hizla hareket eden
dogrusal tekil ve dizgun yayikerit yikin dinamik etkisi “sesten yayadurumlar igin

incelenmitir.

2. Uygun sinir dger problemlerinin matematiksel formilasyonu yapglnmceleme ideal ve

ideal olmayan temas kollari icin ayri ayri gercekgirilmi stir.

3. Formulasyonu yapilan sinir g&r problemlerinin ¢6zimu, belirli birsamaya kadar
analitik olarak yapilmy ve daha sonra sayisal sonuclar elde etmek iciniruydgoritma

gelistirilmi s ve uygulanmtir.

4. Probleme ait ggtli parametreler icin kritik hiz deeri hesaplanmive bu parametrelerin
Ozellikle 6rtik tabaka (lar) ve yari duzlemdeki gerilmelerin, hareketli yukin kritik hiz

degeri Uzerindeki etkisi incelenmtir.

5. Her bir problem icin yapilan algoritma ve bilgisaygogramlarindan elde edilen sayisal
sonuglar biri dieri ile ve oOzel durumlarda, literatirdeki uygun wgoiar ile
karsilastirilarak test edilmtir.

Tezde verilen ¢ok sayidaki sayisal sonucugedendirmesi gagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1. Kiritik hiz, tek plakali durum icin bakilginda yalnizca ortik plaka (yari dizlem) Young
moddullerinin e>1 (e:E(l)/E(Z)) oldusu durumda meydana gelmektedir. B bir

deyisle kritik hiz ‘sert tabaka+yungak yari diizlem’ durumunda meydana gelmektedir.

2. 1ki plakall durum icing >e,, e >1 durumunda ortadaki plakanin varlkritik hiz

degerlerinde aryya neden olmaktadir; ortadaki plakanin kagmhin artmasi kritik hiz

degerlerinde azalmaya neden olug <1, g =e,, durumundaH <H., igin kritik hiz
vardir, bununla beraber orta plakanin baziederinde H >H. durumu igin kritik hiz

yoktur.

3. Plakalar ve yari diizleme etki eden 6n gerilmelkhiz deerinde arya neden olur.
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4. Ust plakaya etki eden 6ngerilmenin kritik hizzdderi (izerindeki etkisi, orta plaka ve yari

diizeleme etki eden 6n gerilmenin kritik hizdderi Gzerindeki etkisinden daha fazladir
5. Kiritik hiz degeri, edegeri arttikca azalmaktadir.

6. Yari duzlemde ki 6n basing gleri arttikga kritik hiz dgeri azalmaktadir ve ideal temas
kosullari icin elde edilen kritik hiz ideal olmayannas kgullari icin elde edilen kritik

hizdan daha bayuktar.

7. Ayrica ortuk plakalar ile yari diizlem arasindala gitizeyde bulunan geriimeghmi o,

ve hareketli ydkin hizinin ve 6n gerilmelerin burilgge dagilimina olan etkisi

incelenmg, sonuclar grafikler halinde verilgir.

Tezde elde edilen sonuglarin bir kismi Akbarov .v(2007c) ,Dincsoy v.d. (2009), Gllee
Dingsoy (2005) kaynaklarinda gosterilen uluslanaras ulusal mekanik kongrelerinde

sunulmuytur.
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EKLER

Ek 1 (2. 43) ve (2. 45)'delf A, (s)| matrisinin bilgenlerinin ideal temas kallari igin

ifadeleri.
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Ek 2 (2. 44) ve (2. 46)deki|A,, (s)| matrisinin bilgenlerinin ideal olmayan temas

kosullari igin ifadeleri.
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Ek 3 (3. 47) ve (3. 48)'dekf A, (s)| matrisinin bilgenlerinin ideal temas kallari igin

ifadeleri.
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Ek 4 (3. 47) ve (3. 48)deki|A,,(s)| matrisinin bilgenlerinin ideal olmayan temas
kosullari igin ifadeleri.
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