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OZET

CARNOT GRUPLARI UZERINDEKI AFiN KONTROL SISTEMLERININ
KONTROL EDILEBILIRLIiGI

Memet KULE
Matematik Boliimii, Doktora Tezi

G basit baglantili nilpotent bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri olsun. Eger L(G) ‘nin
vektor alanlart 1< j <7 igin [VI,VJ.J= Vi ve [Vl,Vr]= 0 seklinde V;, L(G) ‘nin tiimiini

iretiyorsa G ‘ye Carnot grubu denir. Bu grup iizerinde tanimlanmis afin kontrol sistemlerinin
kontrol edilebilmesi i¢in sistemin tekil noktalarinin varlig1 ve afin sisteme ilisik olan bilineer
kisminin kontrol edilebilirligi ile olan iliskisi karakterize edilmistir.

Ayrica 6. boyuta kadar biitiin nilpotent Lie cebirlerinin merkezleri, regiiler elemanlar1 ve free
nilpotent iiretegleri hesaplanmig ve tablo halinde siniflandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kontrol edilebilirlik, Afin cebir, Carnot grubu, Nilpotent Lie cebiri



ABSTRACT

CONTROLLABILITY OF AFFINE CONTROL SYSTEMS ON
CARNOT GROUPS

Memet KULE
Dept. Of Maths., Ph.D. Thesis

Let G be a simply connected nilpotent Lie group and L(G) be its Lie algebra. If vector fields
of L(G) produce the algebra such that for 1< j<r, [Vl,VjJ: V., and [V..V.]=0, then G is

called a Carnot group. For the controllability of affine control systems defined on this group,
connections of existence singular points of the system and controllability of associated
bilinear part has been characterized.

Moreover; centers, regular elements and free nilpotent generators of all nilpotent Lie algebras
of up to dimension 6 has been calculated and listed in tables.

Keywords : Controllability, Affine algebra, Carnot group, Nilpotent Lie algebra

Vi



1. Giri

Bu tez QZhsmasmln asil amaci diferansiyel geometrik bakis agisindan, topolojik ve cebirsel
yaklagimlar ile Lie guplar {izerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirligi icin
genel bir sonu¢ elde etmektir. Bu problem ve yaklasim ile ilgili, ilk olarak yayinlanmig
(Jurdjevic ve Sallet, 1984) sonuglar1 mevcuttur. Daha sonra yapilan bazi ¢aligmalar takip
edildiginde, en son varilan genel durumun Genellestirilmis Heisenberg Lie Grubu {izerinde

oldugu goriilmektedir.

Lie gruplar iizerinde yapilmis ilk kontrol edilebilirlik calismasi ise (Brockett, 1972)’a aittir.
Daha sonra (Jurdjevic ve Sussmann, 1972) yayinladiklar1 makale ile Lie Gruplar1 iizerindeki

kontrol sistemlerinin sistematik matematiksel ¢alismasini baglatmiglardir.

Bu caligmanin amaci, daha genel bir durum uzayi iizerinde kontrol edilebilirlik problemi i¢in
genel bir sonug elde etmektir. Bu amagla, Carnot gruplar: tizerindeki afin kontrol sistemleri
incelenmistir. Ayrica, 6. boyuta kadar biitiin nilpotent Lie cebirlerinin merkezleri, regiiler

elemanlar1 ve free nilpotent iiretegleri hesaplanmistir.

Bu calisma 4 boliimden olusmaktadir. ilk bolim de konu hakkinda genel kavramlar

verilmektedir. II. bolim de genel kontrol tanimi verilip, ayrica (Jurdjevic ve Sallet, 1984)‘in

R" fzerinde yapmis olduklar1 afin sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonu
incelenmektedir. III. boliim de Carnot grubu tanim1 ve dilation etkisi verilip Carnot grubu
tizerin de ki afin sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonu elde edilmektedir. IV.
boliimde de 3-boyutlu Heisenberg Lie grubu iizerindeki afin sistem Ornegi gdzoniine alinmig
ve bu amagcla 6. boyuta kadar biitiin nilpotent Lie cebirlerinin merkezleri, regiiler elemanlar1

ve free nilpotent iiretegleri hesaplanmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tez ¢alismasinin temel kavramlari olan manifold, Lie grubu ve Lie cebiri gibi

bazi temel kavramlar yer almaktadir.

2.1 Manifold
Tamm : n boyutlu M yerel Oklid uzay1, her bir noktasinin komsulugu R” Oklid uzaymnin

acik alt kiimesine homeomorfik olan Hausdorff topolojik uzayidir.

Eger ¢, baglantili agitk U < M alt kiimesinden R" nin agik bir alt kiimesi iizerine bir
homeomorfizma ise, ¢ ‘ye koordinat tasviri, x, =7, o¢ fonksiyonlarma koordinat
fonksiyonlar1 ve (U,p) ciftine koordinat sistemi denir. Burada, r,: R" — R fonksiyonu,
(a =(a,,...a,)e R") olmak iizere 7,(a)=a, seklinde tanimlidir.

Tamm : M yerel Oklid uzay: iizerindeki C” smifindan bir F diferansiyellenebilir yapisi

asagidaki {i¢ sart1 saglayan (U 2Py ), a € I, koordinat sistemlerinin bir toplulugudur;

 Ju, =M

ael

i) ¢,cp, eC” Va,fel

i) ' toplulugu maksimaldir, yani, (U ,(p) koordinat sistemi Va el igin o, ve
®Q,° (p’l e C” ’ yi saghyorsa, (U,go) e F dir.

C” smifindan n boyutlu diferansiyellenebilir manifold, C® smifindan bir F

diferansiyellenebilir yapist ile birlikte M yerel Oklid uzaymi igeren (M, F) ciftidir.

Ornek : R" Oklid uzay: diferansiyellenebilir manifold yapisina sahiptir. R” iizerindeki

standart diferansiyellenebilir F yapisi (R",i) koordinat sistemini igeren maksimum

topluluktur. Burada, i : R" — R" ye birim tasvirdir.

Ornek : S' ={(x,y)eR2 xP+y° :l} kiimesini goz Oniine alalm. S' kiimesi R® de

merkezi orjinde yarigap1 1 birim olan gemberdir. S', 1-boyutlu yerel Oklid uzaydur.
U, ={(x.y)eS":y>0] 2.1)
Uzz{(x,y)eSl:y<0} (2.2)

U, ={x.y)eS":x>0} (2.3)



U, ={x.y)e s :x<0} (2.4)
Kiimelerini goz oniine alalim. Bu kiimeler S' in agik alt kiimeleridir.

S'=U, VU, VU, VU, (2.5)
I =(-Ll) c R acik araligin1 géz Oniine alalim.

o U —>1 (2.6)
(x, y) > x fonksiyonunu goz oniine alalim.

@, (x,y) = x fonksiyonu siirekli, bire-bir ve orten bir fonksiyondur.

o] 1 —>U, (2.7)
X (x,\/l—xz)

o = (x,\ll - xz) fonksiyonu da siirekli bire-bir ve ortendir. Dolayisiyla, ¢, fonksiyonu bir

homeomorfizmadir. Benzer sekilde,

o U -1 (2.8)
(v, y) > x
U, >1 (2.9)
(%) x
o, Uy, > 1 (2.10)
(xy)>y
0, U, > 1 (2.11)
(% y) y

izdiisiim fonksiyonlar1 da birer homeomorfizmadir.

F= {(Ul > Py ), (Uz > P ), (Us >3 )a (U4 o )} toplulugu i¢in

4
i S'=u, dir

i=1

i) Vi,j=12 igin ¢, o, € C* olmasi gerekir.



@, op; in C” olup olmadigini inceleyelim. (2.8) alalim ve (2.10) nun ters fonksiyonu

o, 1 - U, (2.13)

yH(ﬂ,y)

olan fonksiyonu alalim o taktirde ¢, o @;' bileskesi

[—2 U, U, —2>] (2.14)

ye (m,y)H J1-72.(y>0)

seklinde olur. Dolaysiyla,

@, 0p; 1y 41—y € C”, yani siirekli tiiretilebilirdir.

Benzer sekilde, Vi, j =1,2,3,4 i¢in ¢, o gojfl e C” dur.

ii1) F' toplulugu maksimumdur. Gergekten, (ii) kosulunu saglayacak (U s ,(/)5) koordinat
sistemi yoktur.

Sonug olarak, (S “F ) yapist 1-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur.

Tamm : f,geC”(M) igin X:C”(M)—> R tasviri asagidaki sartlar1 saglarsa p e M

noktasinda bir tanjant vektoriidiir;

) X(f+g)=X(f)+X(g)

i) X(/g)p)=x(/)g(p)+f(p)X(g)

p € M noktasindaki tanjant vektorlerin kiimesi 7,M ile gosterilir ve p € M noktasindaki

tanjant uzay: (teget uzayi) denir. Ayrica dim(7,M) = dim(M) dir.

Tanmm : TM ile gosterilen tanjant demeti 7M = UT M seklinde tanimlidir. Tanjant demeti

PEM

bir manifold olup dim(7M ) =2dim(M) dir.

Tamm : M bir manifold olmak lizere dom(X) < M acik alt kiimesinden 7M tanjant demetine
tanimli olan X : dom(X) c M — TM siirekli fonksiyonuna vektor alan1 denir. Vp € dom(X)

i¢in X eT M dir

Not : Eger f,dom(X) lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise X(f'),dom(X)



tizerinde bir fonksiyon olup p € dom(X) ‘deki degeri X ( f )( p)=X,(f) dir

Tammm : X ve Y , M flizerinde diferansiyellenebilir vektdr alanlart olsun. [X Y ] de bir

diferansiyellenebilir vektdr alan1 olup buna X ve Y nin Lie parantezi denir ve

[X.7], () =X, (0=, (X) (2.15)
seklinde tanimlanir. Burada, f € C*,m e M dir.

Lie Parantezinin Ozellikleri :

1. [Xx,Xx]=0

2. [x,v]=-r, Xx]

3. [x.[r.z]|+[z.[x.Y]]+[V.][Z, X]]= 0 (Jakobi Ozdesligi)

Tamm :

1. M ve N birer manifold olmak iizere, eger

UcM—L>N
o 1
PU)—LC 5y (V)

ve wo fop™ ¢@(p) ‘de diferansiyellenebilecek sekilde, p igin (U , (0) ve f(p) i¢in (V,l//)

koordinat sistemleri varsa f : M — N fonksiyonu p € M de diferansiyellenebilirdir denir.

2. M ile N iki manifold ve f: M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f'nin tiirevi
olan df :TM — TN tasviri,

df (X)(g)=X(gof), VX eTM ve herbir g e C*(N)

seklinde tanimlidir.

2.2 Lie Gruplan
Lie grubu hem manifold hemde grup yapisina sahip bir kiimedir.

Tamm : G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapisini saglayan bir kiime olmak iizere

GxG—> G,(a, r) > o7~ tasviri diferansiyellenebilir ise G ‘ye Lie grubu denir.

Ornek : R" Oklid uzay: toplama islemi ile birlikte bir Lie grubudur.



Ornek : S' = {(x, y)eR :x* +y* = 1} birim ¢emberi karmasik sayilardaki carpma islemi

altinda bir Lie grubudur.

Tanim : o € G olmak lizere,

[:G>G (2.16)
[ (r) = or tasvirine o ‘nin sol 6telemesi denir. / ‘nin tiirevi dl, : TG — TG seklindedir ve
dl_(T.G)cT G dir.

Tanim : X bir vektor alan1 olmak {izere, Vo € G igin, X ol_=dl_o X esitligi saglaniyorsa,
X vektor alanina G iizerinde sol invaryanttir denir.

Tamm : G bir Lie grubu ve L(G) G ‘nin sol invaryant vektor alanlarinin bir kiimesi olsun.

O taktirde, L(G) reel vektor uzayidir ve
a:L(G)>T,G (2.17)
a(X)=2X, seklinde  tanimli  tasvir  bir  izomorfizmadir. Sonu¢  olarak,

dimL(G)=dim7,G =dimG dir.

2.3 Lie Cebiri
Tanim : L(G), K cismi {lizerinde (K=R,C) bir vektor uzay1 olsun.

L(G)x L(G) —> L(G) (2.18)
(X,Y) [X,Y] tasviri asagidaki sartlari sagliyorsa, L(G) ye Lie cebiri denir;

i) K cismi iizerinde bilineerdir, yani; Va,,a, € K ve VX, X,,X,,Y,Y,,Y, € L(G) igin
[0, X, + o, X,,Y]=a,[X,,Y]+a,[X,,Y] ve

[X,aY, +a,Y,|=a,[X.Y ]+ a,[X,7,] dir.

ii) Ters simetriktir, yani; [X,Y]=-[¥, X]

i) [X,[v,Z]]+[z,[x.Y]+[r.][Z,X]] = 0 Jakobi 6zdesligini saglar.

Lie cebirinin 6nemi, kendisine ilisik Lie grubunda 6zelliklerinin yansiyor olmasidir.

G Lie grubunun L(G) Lie cebiri, G ilizerindeki tiim sol(sag)-invaryant vektor alanlarinin
kiimesi olarak diisiiniilebilir. Bunun disinda, G’ nin L(G) Lie cebirini birimdeki tanjant uzay1

T,(G) olarak da alabiliriz.



Ornek: 3- boyutlu Heisenberg grubu,

1 x z
G=40 1 yl|x,y,zeR; seklindedir.
0 0 1
1 ¢t 0
VteR icin y(t)={0 1 0|eG olup y(¢), G lzerinde y(0)=1=e olacak sekilde bir
0 0 1
egridir.
0 1 0 0 1 0
y@)={0 0 0|=y0)=|{0 0 0|=XeTG olur.
0 0O 0 0O
1 0
VteR i¢in a(t)=|0 1 t|eG olup a(t), G lizerinde a(0)=1 =e olacak sekilde bir
0 0 1
egridir.
0 0O 0 00
a()=/0 0 1|=a0)=|0 0 1|=YeT,G olur.
0 0O 0 00
1 0 ¢
VteR icin f(¢t)=|0 1 0|eG olup B(t), G lzerinde F(0)=1=e olacak sekilde bir
0 0 1
egridir.
0 0 1 0 0 1
pH)=|0 0 0|=p40)=/0 0 0|=Z€eTG olur.
0 00 0 0O

1.G= span{X Y, Z } olur. Burada, bunlarin Lie parantezlerine bakacak olursak [X Y ] =7Z ,
[X A ]= 0 ve [Y VA ]= 0 dir. Buradan, G Heisenberg grubunun L(G) Lie cebiri L(G)=T,G

oldugundan, L(G) = span, , {X Y } olur.



3. GENEL KONTROL SISTEMLERI

M diferansiyellenebilir bir manifold olmak {izere M’ nin agik alt kiimeleri lizerinde tanimh
tiim piiriizsiiz (C” veya analitik) vektor alanlarinin toplulugunu X (M) ile gosterelim. X (M)

‘nin her bir eleman1 M iizerindeki yerel difeomorfizmalarin bir 1-parametreli grubunu

tanimlar. Dolayisiyla, eger X € X (M) ise, manifoldlar lizerinde vektor alanlar1 vasitasiyla

tiretilmis adi diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolayi, olanakli her bir

t € R igin,

X, :dom(X,)c M -> M (3.1)
bir yerel difeomorfizmadir. Bundan baska, eger »*(.,x), x noktasindaki vektdr alaninm
integral egrisi ise, o taktirde

X, (x) =y (t,%) (3.2)
dir. X, yerel difeomorfizmas: asagidaki 6zelliklere sahiptir :

1) X,oX, =X Vt,s € R

i) (X,)'=X_,VteR
iii) X, =1d .

Tamim : Bir 2 kontrol sistemi >, = (M, D) seklindeki bir ikili olarak tanimlidir. Burada, M

diferansiyellenebilir bir manifold ve D, X(M) ‘in bir alt toplulugudur.

M ‘ye X ’nin durum uzayi denir. D’ nin elemanlari sistemin stratejileri ve 2. kontrol

sisteminin kontrolleridirler. >, kontrol sistemi;

Gy ={X! o X2 o..0X] | X' eD,t, e R,re N} (3.3)
sozde (pseudo) grubunu tanimlar ve . tarafindan M ‘de x ’in yOriingesi

Gy (0 ={p(x) | ¢ Gy (34
x ’de Gy’ nin etkisi ile verilir .

Tamm: Bir X kontrol sistemi, eger x e M olmak lizere Gy (x)= M saglaniyorsa, x ‘de

gecislidir denir.

x~y<yels(x) (3.5)



(132
~

olacak sekilde Gy (x) € M iizerinde taniml bagintisi bir denklik bagintisidir. >, kontrol

sistemi gegisli ise, Vx € M i¢in, Gy (x) = M ’dir.
Ayrica 2. ile birlesmis,
Sy ={X! o X2 o..0X | X' €D,t,>0,r e N} (3.6)

sozde yar1 (pseudo-semi) grubu elde edilir. Sy x* den 2 ’nin ulasilabilirlik (accesibility)
kiimesi olan . ile M’ deki x’ in pozitif yoriingesi Sy (x) = {go(x) |pe SZ} ‘y1 verir. Genel

olarak, Vx e M i¢in, Sy (x)c Gy (x)c= M dir.

(IR
~

x~y< yeSs(x) ile tanimh Sy (x) = M lizerindeki bagintisi, ¢ > 0 olmak fiizere

VxeM igin X_ (x)’ nin Sy (x)’ ¢ ait olmas1 gerekmediginden, simetrik bir bagint1 degildir.

Kontrol Teorinin temel problemlerinden kontrol edilebilirlik problemi, Sy (x)= M olacak
sekilde M, D ve x e M lizerindeki kosullar1 bulmaktir. Problemin amaci bir x baslangic
noktasindan baglayarak >’ nin D negatif olmayan stratejileri ile M’in her noktasina
ulagmaktir.

Genel olarak, Sy (x)< Gy (x)< M oldugundan, 2. nin gegisliligi bu problemi ¢6zmek igin

gerekli bir kosuldur ancak yeterli degildir. Ornegin;
2= (R,{i}J sistemini goz 6niine alalim. S(1) = [1,0)c Gy()=R dir.

Tanm: 2 =(M,D) bir kontrol sistemi ve x € M olsun. 2.’ ya eger Sy(x)=M ise,x’ de

kontrol edilebilirdir denir.
Eger X kontrol sistemi M ‘nin her noktasinda kontrol edilebilir ise, kontrol edilebilirdir denir.
Teorem: (Yoriinge Teoremi, (Sussman, 1973)) X = (M,D) bir kontrol sistemi ve x € M ise,

Gy (x) yoriingesi bir diferansiyellenebilir manifold yapisina sahiptir.

Teorik agidan O6nemli bir sonu¢ olan Yoriinge Teoremi (Sussmann, 1973)  sistemin
dinamiginin tiim ozelliklerini koruyarak, AM’deki herhangi bir baslangi¢c kosulu i¢in durum

uzayinin yoriingesine indirgenmesine olanak vermektedir.
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3.1 R " tuizerindeki Afin Kontrol Sistemleri

R" iizerindeki afin sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonunu Jurdjevic ve Sallet

(1984) gostermislerdir.

Bir afin reel uzay R” n-boyutlu Oklid uzayr olmak iizere, bu uzay iizerindeki tiim
endomorfizmalarin uzayint EndR" ve tim lineer otomorfizmalarin uzayin1 da AutR" ile

gosterirsek AfR" = AutR" ® R", R"’nin afin grubunu tanimlar ve grubun Lie cebiri de

afR" = EndR" ® R" seklindedir. 4 € EndR" ve ae€ R" igin X(x)= Ax+a vektdr alanina

afin vektor alani denir.

R" tzerinde exptX ’ in etkisi R" lzerindeki difeomorfizmalarin bir 1-parametreli grubuna

neden olur ve onun sonsuz kii¢iik iireteci X (x) = Ax +a afin vektdr alanidur.

Xy, X, X, afin vektor alanlarinin herhangi bir sonlu toplulugu, X,(x)=A4x+a, ;

i=0,1,...,m olmak tizere bir kontrol sistemi tanimlar.

dx

= =X,(x)+ iui(t)Xl. (x)=(4yx+a,)+ iui(t)(Al.er a,) (3.7

seklindeki kontrol parametreli diferansiyel denklemler R" fizerindeki afin sistemin

dinamigini olusturur. Burada, u, € U < R" kontrollerle ilgili keyfi fonksiyonlar, A4, 4,,...,4,,

nxn’lik matrisler ve a,,a,,...,a, ‘de R" icindeki siitun vektorlerdir.

> m

F afin sistem olmak iizere, VX € F' ve Vx € R" igin X (x) # 0 oluyorsa F afin ailesine

tekil noktas1 yoktur denir.
Teorem : (Jurdjevic, 1997)
Vektor alanlarinin bir £ afin ailesi eger

1. F higbir tekil noktaya sahip degilse ve
2. F ; R-{0} iizerinde kontrol edilebilir ise

F afin ailesi, R" iizerinde kontrol edilebilirdir denir. Burada, F F afin ailesinin bilineer

kismin1 gostermektedir.
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Teoremin ilk kosulu tekil noktalarin var olmamasi ile ilgilidir, kontrol edilebilirlik i¢in gerekli
bir kosuldur. Eger tekil nokta olursa o noktada ki ulasilabilirlik kiimesi tek noktadan meydana

gelen sabit bir noktadir. Teorem asagidaki gibi de ifade edilebilir:
1.i=0,1,...,m i¢in A.x+a, =0 olacak sekilde x € R" noktas1 yoktur,

2. & Ayx + Zui (t)4,x  biliner sistem R" — {0} iizerinde kontrol edilebilirdir.

a5
Teoremin ispatinda R" iizerinde v merkezli, 4>0 oranlh 4, (x)=v+A(x—v) homoteti

fonksiyonu kullanilmaktadir. Boylece, F afin sistemi bu doniisim sayesinde F biliner

sistemine doniisiir. F biliner sistemi R-{0} iizerinde kontrol edilebilir oldugundan biliner
sistemin ulagilabilirlik kiimesi agik bir kiimedir. Buradan ters doniisiim sayesinde F afin
sisteminin ulasilabilirlik kiimesinin agik bir kiime oldugu gosterilir ve boylece ispat

tamamlanir.
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4. LIE GRUPLARI UZERINDEKI AFIN KONTROL SISTEMLERI
Kompakt baglantili ve kompakt olmayan semi-simple Lie gruplar lizerindeki afin sistemlerin

kontrol edilebilirlik karakterizasyonunu (Ayala ve San Martin, 2000) yapmiglardir.

Daha sonra (Kara ve San Martin, 2006) Genellestirilmis Heisenberg Lie Gruplar1 lizerinde

afin sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonunu elde etmislerdir.
G baglantili bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri olmak iizere, G' nin Af(G) afin grubu

G ile Aut(G)' nin semi-direkt carpimidir, yani: Af(G) = Aut(G)® G.

(¢,g1)'((p,g2)=(¢°¢>,g1¢(g2)) 4.1

Af (G) (4.1) islemiyle grup yapisina sahiptir. Aut(G) * nin birim elemanin / ile ve G’ nin

birim elemanini da e ile gosterirsek. Af(G) ‘nin birim eleman (/,e) ve (¢, g) € Af (G) ‘nin
tersi (97,47 (g™))e Af(G) dir.
Af(G) ' nin Lie cebiri de af (G)=aut(G)® L(G) dir. Burada, aut(G), Aut(G)' nin Lie
cebirini gostermektedir.
Bir G CAf{(G) Lie grubu iizerindeki bir afin kontrol sistemi X =(G,D)
g=(X+D), + > u ()Y’ +D’), (4.2)
j=1
seklindeki  diferansiyel  denklemlerin  ailesi ile  belirlidir. Burada, geG,
XYy .Y e L(G), D,D',D?,...,D" € aut(G)ve u, kontrolleridirler. O taktirde
dinamik
d . .
D={D+X+Yu,(t)D' +Y")|ueR’ (4.3)
j=1
ile verilir. Eger G basit baglantili ise Aut(G) = AutL(G) dir. Burada, AutL(G) grubu ile
L(G)’ nin otomorfizma gurubunu gosterelim. AutL(G) Lie grubunun Lie cebiri de
8L(G) ={D € EndL(G)|VX,Y € L(G) ..D[X,Y]=[D(X),Y]+[X,D(V)]} (4.4)
seklinde tanimli ve Lie cebir islemi de
(D, X,).(D,, %, )]=(D,.D,} DX, - D, X, +[X,. X, ]) (4.5)

seklindedir. Boylece, af (G) = 0L(G) ® L(G) olur.
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Afin kontrol sistemleri genel olarak lineer ve bilineer kontrol sistemlerinden daha genis bir
siifi temsil ederler. Afin kontrol sistemlerinde Lie cebirinden gelen vektor alanlari sifir

vektorii olarak alindiginda sistem bilineer kontrol sistemine doniismektedir.
Ayrica, afin kontrol sistemleri Abelyen Lie gruplari {izerinde gbz Oniine alindiginda sistem

lineer kontrol sistemine doniismektedir.

4.1 Carnot Grubu
G basit baglantili nilpotent bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie cebiri olsun. Eger L(G) ‘nin

vektor alanlart 1< j <7 igin lVl,VjJ: Vi ve [VI,VV ] =0 seklinde V,, L(G) ‘nin timiini
tiretiyorsa G ‘ye Carnot grubu denir. Carnot grubunun Lie cebiri
LG)=rer,e.aer, (4.6)

seklinde ifade edilebilir.(Buliga, 2002)

4.1.1 Dilation Etkisi
G bir Carnot grubu ve L(G) ‘de onun Lie cebiri olsun. o, : L(G) = L(G) tasviri, her i=1,....m

icin X, €V, ve ¢ >0 olmak iizere,
X=YX >56X=)¢X, (4.7)
i=1 i=1

seklinde tanmimli ise, dilation etkisidir. Burada, m sayisima grubun basamagi

denir.(Buliga,2002)

Yardimei Teorem : o, dilation etkisi otomorfizmadir.

Ispat : Oncelikle homomorfizma oldugunu gésterelim. L(G)’ nin herhangi iki elemani

X:i)(i ve Y=iX_/. i¢in,

i=1 =1

[6.X,0,Y]= P(ZX [ ﬂ {igfxi,ig«ij}

i= i=1 Jj=1

=SS ex, =5.X,, {z i){} [x,7]

=1 j=I i=1 j=1

3

(4.8)

3

dir. Buradan, &, : L(G) = L(G) tasvirinin bir homomorfizma oldugu goriiliir.

(6,06 )x = 5(i ] S8 xS xiox (4.9)
&' i=1

i=1 i=1 €
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o =o(Son |- S Ex Sx-x (@10
i=1 i=1

1
i=1 €

(4.9) ve (4.10) esitliklerinden 1-1 ve orten oldugu sonucu elde edilir. Dolayisiyla, &

&

izomorfizmadir. Tanim kiimesi ile deger kiimesi ayn1 oldugundan otomorfizmadir.

Sonug : , dilation etkisi Lie cebir otomorfizmasinin 1-parametreli grubunu tanimlar.

4.1.2 Carnot Grubunun Ornekleri (Buliga, 2002)

1) R" toplama islemi altinda degismeli bir Carnot grubudur.

2) Heisenberg grubu trivial olmayan ilk 6rnektir.

xX)(.7) = (x4 y,x+ y%w(x, ") @.11)

2n

islemi ile H (n) = R* x R grup yapisina sahiptir. Burada w, R*" iizerinde standart simplektik

formdur. Lie parantezi
{(x, x), (¥, y)} = (0, w(x, y)) (4.12)

seklindedir. Grubun cebirinin direkt toplam ayrigimu:

V=R* x{0} ve Z={0}xR olmak iizere H(n)=V +Z seklindedir.

Burada, Z cebirin merkezidir ve grup 2.basamaktan nilpotent Lie grubudur.

3) H-tipi gruplar. Z Lie cebirinin merkezi olmak tizere,

N=V+Z (4.13)

ortogonal direkt toplam ayrisimindan meydana gelecek sekilde bir (-,7) iggarpim ile donatilmis

2.basamaktan nilpotent N Lie grubu alinsin.

J:Z—> End(V), (sz,x') = (z, [x,x']) (4.14)
fonksiyonu tanimlansin. Eger Vz € Z igin

J.od, =1 (4.15)

ise N grubuna H-tipi grup denir. H-tipi gruplar Carnot gruplandirlar.
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4) nxn st liggen matrislerin grubu (n-1). basamaktan nilpotent olup ayni zamanda Carnot
grubudur. Herhangi bir Carnot grup list liggen matrislerin bir grubunun bir alt grubuna

izomorf olmasi nedeniyle bu 6rnek Carnot gruplarinda 6nemli bir yeri vardir.

4.1.3 Carnot Grubu Otomorfizmalari

1. G=R" Carnot grubunu alalim. Lie cebirinin R = R™ x R™ x..x R" seklinde bir

ayrigimi vardir.

) (x)=5g(xl,x2,...,x’)=(&cl,gzxz,...,g"x’)xj e RV (4.16)

&

seklinde taniml1 (5, )DO dilation etkisi G 'nin otomorfizmasidir.

2. L(G) herhangi bir Lie cebiri olsun. £ >0 ve X eV’ igin

5.(X)=¢'X (4.17)

seklinde tanimli tasvir Lie cebiri lizerinde tanimli grup otomorfizmasidir.

Ozel olarak Heisenberg grubu ele alindiginda
5,(x.v,2)=(ex,ev.,£72) (4.18)
L(G) Lie cebirinin otomorfizmasidir.

3. &, G ’nindilation etkilerinin 1-parametreli ailesi (6, =J, o9, ve 6, =id)

d(5,(x).6,(y))=&d(x.ykx.y € G (4.19)
0,, G ’nin kendisi lizerine bir otomorfizmaya neden olur.

Tanmm: S, G iizerindeki vektor alanlarinin bir ailesi olmak iizere, bos kiimeden farkl

Ac G i¢in, eger Vie R, VX €S ve Vxe 4 igin X,(x) tamiml1 olacak sekilde X,(x) e 4
ise A’ya S-invaryant denir.

Teorem: G tikiz olmayan baglantili bir Lie grubu ve L(G) onun Lie cebiri olsun. O taktirde,

eger G lizerindeki kontrol sistemi invariant ise, G ‘nin tikiz altkiimeleri Gy -invaryant
degildir.

Ispat: Her xeG, her XeL(G) ve her teR igin, ,(,x):(a,b)cR -G
diferansiyellenebilir egrisi 0, (z,x) = X,(x) seklinde tanimhidir. K < G altkiimesinin tikiz ve

G+ -invaryant bir altkiime oldugunu kabul edelim. Her X € L(G) vektor alan1 tam bir vektor

alanidir. K’ nin herhangi bir A = {Ul.‘i eZ *} acik Ortlistinli g6z Oniine alalim. O halde, her
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x €K i¢in X, (x) oldugundan, her i i¢cin J,(t,U;,) K ‘nin agik oOrtiisiidir. K tikiz
oldugundan, A = {5 (U, )‘i ez *} acik Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisiine sahiptir. Boylece,
A ; nin elemanlarinin ters goriintiileri de R “yi 6rtmelidir. Buda R’ nin tanimiyla celisir.

Yardimc1 Teorem : X =(G,D), G baglantili Lie grubu iizerinde bir afin kontrol sistemi
olsun. Sistemin her bir pozitif yoriingesi agik ise, o taktirde sistem kontrol edilebilirdir.

Ispat : Eger kontrol sisteminin her bir Ss(x) pozitif yoringesi agik ise, o taktirde
S's(x)= {X poX] oo X! [—t> 0} kiimesi de aciktir. G ‘nin topolojisinden dolay1,

G =S (x) dir.

Teorem: Bir G Carnot grubu iizerindeki
d
- {D+X+Zu,.(Df +X'):iueR";D,D',-D! €OL(G): X, X' ,-,. X" e L(G)} (4.20)

i=l1
dinamigi ile verilen bir 2. = (G,S) afin kontrol sistemi, eger 2. tekil noktaya sahip degilse
ve dinamigi

d
={D+Zul_D[ ‘ueR*;D,D",---D* eaL(G)} (4.21)

i=1
seklinde olan ilisik bilineer kontrol sistemi 2., = (G,S b) G tzerinde kontrol edilebilirse, G
tizerinde kontrol edilebilirdir.

Ispat: Oncelikle, kontrol sistemleri i¢in herhangi bir tekil noktaya sahip olmamak, sabit bir
noktadan ulagilabilir noktalarin kiimesinin tek bir noktadan meydana gelmesi, yani;

Gy (x) = x olmas1 nedeniyle kontrol edilebilirlik i¢in gerekli bir kosuldur.

E:ldxS, =D+ X - &D+X)=D+5,(X) olacak sekilde &: af (G) — af (G) seklinde

bir otomorfizma tanimlayalim. VX € L(G) i¢in J,(X) =0, [z X jj = Zgj X, oldugundan

J=1 J=1

£ -0 igin &,(X) — 0 olur. Oyleyse & — 0 igin &(J) — T, dir.
(G, b) bilineer kontrol sisteminin x’ten ulasilabilirlik kiimesini 4, (x) ile ve
(G, ) afin kontrol sisteminin de x’ten ulasilabilirlik kiimesini A(x) ile gosterelim.

Bir y e G ve B(y) kapali birim yuvar1 g6z 6niine alinsin. Burada, B(y)={x:d(x,y) <1} dir.

S(y), bu yuvarin sinirint gdstersin.
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Tam kontrol edilebilirlik kii¢iik pertiirbasyonlarda korunur, (Sussman, 1976). Dolayisiyla,
S(y)c 4,(x) dir. Yeteri kadar kiigiik ¢ degeri i¢in, S(y) < &,(A(x)) olur. u,z € S(y)

noktalarini alalim. S(y) < &,(4(x)) oldugundan, z ‘den u ‘ya normal olarak ulasilabilirdir.
Dolayistyla, x ‘den ulasilabilir kiime u ‘nun bir agik komsulugunu kapsar. o, (u) < &, (A(x))
elde edilir. O halde, u, € 6,(u) , u, ¢ S(y) ve u, € B(y) olacak sekilde bir u, elemani
vardir. z ‘den  u, ‘e normal ulasilabilir oldugundan, o, (u,) = &, (A(x)) elde edilir. Benzer

sekilde, B(y) ‘nin timi u«, ’lerin acik komsuluklari tarafindan  Ortiiliir.
B(y) c ;158 (u;) < &, (A(x)) dir ve B(y) tikiz oldugundan, B(y)c ik:)lé‘g (u,) c &, (A(x))

dir ve boylece, B(y) < &, (A(x)) elde edilir.

Ters doniistim kullanilarak .fg_l (B(y)) < fg_lfg (A(x))=A(x) oldugundan, 2. ’nin pozitif

yoriingesi bostan farkli bir ige sahiptir. Dolayisiyla, 2. x’den normal olarak ulasilabilirlik

ozelligine sahiptir. x keyfi oldugundan 2.,V x’den normal olarak ulasilabilirlik 6zelligine

sahiptir. O halde, . = (G,J) G iizerinde kontrol edilebilirdir, (Sussmann, 1976 4.2 ve 4.3).

Ornek: G, 3- boyutlu Heisenberg grubu, yani

1
G=4|0 xX,v,z€R (4.22)
0

=
— < N

olsun. G’nin Lie cebiri

L(G)={X Y, Z} (4.23)
o 1 0o

X=———y— 4.24
ox 276 (*424)

Y:i+lx£ (4.25)
oy 2 oz
d

7 = 4.26
Oz ( )

[x,v]=2 (4.27)

seklin de tanimlansin
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1 00 010
D=0 0 O|veD,=|{1 0 0| D,,D,e0g
0 01 0 00

olmak tizere G iizerinde ki afin doniisiim

[(DlaX)’(DzaY)]: ([DlaDz]’Dly_DzX"‘[XaY])

0 0)(0 1 0\|(1 0 0) O 0
=({l0 0 OoLl1T 0 OfL|O 0 Of 1 |-|1
0 0 1)J0 00 OOl%xO
0 10
:—100, - 1|+

0 0 0

0 10 1 0Y/0 O
={[-1 0 0} —100,00
OOO—x+l 0 0 0/[0 0

o, otomorfizmi
5,(8)=06,(X,Y,Z)=(eX,eY,6°Z)

¢ :af (G) > af (G)

E:ldxS, =D, +X - &D,+X)=D, +5,(X)

100 1
D =0 0 0O|leogve X=| 0 |€L(G)
1
00 1 .
Y
1 0 0 &
E:D+X > ED +X)={0 0 0|+ 0
g
00 1) |-=
>V

lx+1
2
-1
0

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



19

1 00
e—>0igcin D, =[{0 0 O] kalir
0 0 1
EE(D +X)> D+ X (4.38)
I x5, =D, +0,(X) > EN(D, +5,(X) =D, +(0;' <0, )x (4.39)
1
1 00 ele 1 0 0 01—5y1
=0 0 0]+ 0 =0 0 0|+|0 0 © 0 |=D,+X (4.40)
- 1
00 1) |_¢£ % 0 0 1) (0 0 -
2 7 27
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5. BAZI LIiE CEBIRLERI ICIN HESAPLAMALAR
3-boyutlu Heisenberg Lie Grubu lizerindeki afin sistem 6rnegi incelendiginde Lie cebirinin

dinamiginin elemanlar1 olan X ve ¥’nin hem regiiler hem de free nilpotent iiretecler oldugu
gozlemlenmistir. Heisenberg Lie Cebirin de merkez disinda ki elemanlar regiiler oldugundan
cebir seviyesinde merkez ¢ikarilarak (merkezin yoriingesini ¢ikartyoruz) regiiler elemanlarin
olusturdugu dinamigin yoriingesi grup icersinde yogun ve agik bir alt kiime olur. Bu yd6riinge
kontrol edilebilirse uzaym tamami kontrol edebilirdir, (Kara ve San Martin, 2006). Bu
fikirden yola ¢ikarak, bu bdliimde 6 boyuta kadar biitiin nilpotent Lie cebirlerinin merkezleri,
regiiler elemanlar1 ve free nilpotent iiretegleri hesaplanmistir. Bu hesaplamalar yapilirken

(Nielsen, 1983) Lie cebir 6rnekleri kullanilmistir.

Tanmm: ¢(X) = {VY eg.. [X Y ] = 0} ise g Lie cebirinin merkezi X tir denir. i pozitif tamsay1
olmak iizere Z( X, ) ile Lie cebirinin merkezleyicisini gosterelim.

Tammm: Bir Lie Cebirinin bir elemaninin merkezleyicisinin boyutu Lie cebirinin tiim

elemanlarimin merkezleyicileri arasinda minimum ise bu elemana Lie cebirinin regiiler

elemani denir.

Tanim: Lie cebirinin bazi elemanlarinin olasi tiim Lie parantezleri alinarak cebirin tamami

tiretilebiliyorsa, o taktirde bu elemanlara Free Nilpotent liretegler denir.

Hesaplamalar :

1) X,, X,, X, vektor alanlarinin olusturdugu asagidaki 2.dereceden nilpotent Lie cebirini
gbzoniine alalim.

[X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R.X,+R X,

nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubuda G, olsun. X, X,, X, egve X, = % ,
1
0 0 0 . s C
X,=x,—+——, X; =—— ; Z(X,) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek:
oX, 0X, 0X,

Z(X )= X, X,, X}
Z(X,)=1X,, X, }
Z(X,)={X,, X;} eldeederiz.

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X, ve X, , merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin

Free nilpotent tiretegleri X, , X, tiir.
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2) [X,,.X;]=X, , [X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde taniml

g=R X, +R X, +R X, +R X, nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun.

0 0 0 1 0 0 0
X, X,, X, X, egve Xj=— |, X,=x,—+—— , Xy=—X;, —+x,—+ ,
oX, oX, 0X, 2 7 o0X, oX, 0X,
X, = 8% : Z(X,) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
4

Z(X)={X,,X,,X;,X,}
Z(X,)={X,X,,X,}
Z(X,)={X,X,,X,}
Z(X,)=1X, Xy}

Dolayistyla, g Lie cebirinin regiiler elemant X, , merkezi ise X,'dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, X, tiir.Bu drnekteki Lie cebiri 3.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

3 [X,,X,]=X, , [X;,X,]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli
g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun.
0 0 0 X 0

X, X, ,X,,X,,X. € ve X,=— ., X, =x,—+—— , =—
19 Ay, A3, Ay, A5 €8 ' ax, 2 38X1 ox, 3 ox,
0 0 0 . s C
X,=x,—+——, X, =—— ; Z(X,) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
oX, oX, 0X s

Z(X)={X,X,,X,,X,, X}
Z(X,))={X,X,,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,}
Z(X)={X,,X,,X,,X,}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X, , X;, X, , X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretegleri X,,X,,X,, X, dir. Buradaki Lie cebiri 2.dereceden

nilpotent bir Lie cebiridir.
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4 [X, X, =X, , [X,,X;]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli

g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G,

olsun. X, X,,X;,X,,X;eg ve X1=i , X2=i , X3=x5i+i ,
0 0 0 . o e
X,=xs—+—, X;=— Z(X [)11e X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
oX, 0X, 0X s

Z(X))={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={ X, X,,X;, X, }
Z(X,)={X,,X,,X;, X, }
Z(X)={X,,X,, X}

Dolayistyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, merkezleri ise X, ve X, 'dir. Lie cebirinin
Free nilpotent iiretecleri X, X, , X dir. Bu drnekteki Lie cebiri 2.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

5 [X.,. X, =X, ,[X, X, ]=X,,[X,,X;]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

tanimli g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu

o o 0
Gy, olsun. X, X,,X,,X,,X;eg ve Xl:a_Xl , Xz:xsa_)(l+& ’
)(3=x4i+i , )(4:lx52 0 + X5 0 0 , sti ; Z(Xi) ile X, 'nin
oxX,  oX, 27 ax, TCox, ax, oX

merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,}
Z(X)={X,,X,,X;, X5}
Z(X,)={X,,X,,X,}

(X=X, X, X}
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Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X,ve X, dir ve merkezi ise X, dir. Lie
cebirinin Free nilpotent Uretegleri X,,X,,X, dir. Bu Ornekteki Lie cebiri 3.dereceden
nilpotent bir Lie cebiridir.

6) [ X, X, =X, ,[X;,X;]=X, ,[X,,X;]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

tamimh g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu

0 0
G, olsun. X, X,,X;,X,,X;€eg ve Xl:c?_Xl , XZZ% ,
1
X;=x, 8 + X5 2 + 0 ) )(4:x4x5i+—x52 0 + X 0 + 0 , sti ;
0X, 0X, 0X, oX, 2 ~oX, oX, 0oX, 0X s

Z(X,) ile X,'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X,, X5}
Z(X)={X,,X,,X,}

Z(X,)={X,.X,,X,}

Z(X)={X,,X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart  X,, X,, X, dir ve merkezleri ise X, ve
X,'dir. Lie cebirinin Free nilpotent iiretegleri X,,X,,X, dirBuradaki Lie cebiri
3.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

N [X, X, =X, ,[ X, X;)=X, , [X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde
tanimli g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu

0 0 0

Gs; olsun. X, X,,X;,X,,X;eg ve )(1=8—X1 , X2=x58_X1+E ,
X3:lxs2 0 + x4 0 + o , Xé‘:lxgi—i-lxs2 0 + x4 0 + 0 , st—a ;
2 " oX, oX, o0X, 6 “o0X, 2 " 0X, oX, odX, 0X s

Z(X,) ile X,'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X )= XX, X5, X, X
Z(X,)={ X, X,, X;, X, }

Z(X3):{X15X2 5X3aX4}
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Z(X,)={X,,X,,X;,X,}
(XA X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X dir ve merkezi ise X, dir. Lie cebirinin Free
nilpotent iiretegleri X,, X, dir. Bu ornekteki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

8) [X, X, =X, ,[X, X, =X, , [ X, X, =X, ,[X,,X;]=X, ve diger Lie parantezleri 0

olacak sekilde tanimli g=R X,+R X,+R X,+R X,+R X, nilpotent Lie cebiri ve onun

. : 0 0 0
nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, egve X, :a—X1 , X, :xsa—X1+£ ,
X3:(x4+lx52) + X 0 + 0 , )(4:(x4xs+lx53)i+lx52 0 + x4 0 + 0
2 70X, oX, 0X, 6 oX, 2 00X, oX, 00X,
, X5 = 8% ; Z (X l.) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
5

Z(X)={X,X,, X5, X, X5}
Z(X,)={X,,X,,X,,X,}
Z(X,)={ X, X,, X5}
Z(X)={X,X,,X,}

Z( X=X, X )

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X dir ve merkezi ise X, dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, , X dir. Buradaki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

9 [X,. X=X, ,[X, X, =X, ,[X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

tanimhi g=R X, +R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie

0 0 0
grubu G6,1 olsun. XI,XZ,X3,X4,X5,X6 eg Ve Xl:a_)(l , X2:x38_)(1+% ,
X3:i,X4:x61+i,X5:lx62 0 + X, 0 , 9 ,XGZL,Z(Xi)ile
ox, ox,  ox, 27 ax,  Tax, o, ox,

X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.

Z(Xl):{XlaXz 9X39X49X57X6}
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Z(X)={ X, X, X, X, X}
Z(X)={ X, X5, X, X, X )
Z(X)={X, X, X, X, XS}
(X=X, X, Xy, X, X, )
Z(X =X, Xy, Xy, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free
nilpotent tretegleri X,,X;, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

10) [ X X=X, ,[X, X, =X, . [ X, X;]=X,, [ X, X, =X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

nilpotent Lie grubu Gy, olsun. X, X, X, , X, , X, X, e€g ve Xlza% ,
1
Xzzx5i+i , X3:x6i+i , X4=lx62 0 + X 2 + 0 ,
oX, oX, oX, 00X, 2 " oX, oX, 0dX,
stlxg—+lx62 0 + X, 0 + 0 ,X6:i;Z(Xi)ile X, nin merkezleyicisini
6 0X, 2 ~oX, oX, 0X, 00X,
gosterirsek.

Z(X, )= X, X,, X5, X, X5, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X,, Xs}
Z(X)={X,,X,, X, X, , X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
(X )={ X, X,,Xs}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free
nilpotent tretegleri X,, X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie

cebiridir.
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1) [X, X=X, [ X, X, =X [ X, X5 =X, [ X, X =X [XG X, =X ve diger

Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X,+R X nilpotent

. . . . 0
Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, ; olsun. X, X,, X, X,, X, X egve X, =—,

o0X,
X2=)c5i+i , X3=x6i+i : X4=(x5+lx§j 0 + 0 ¢ ,
oX, 0X, oX, 0X, 2 oX, oX, 0X,
st(x5x6+ xéji lxé 0 + X4 0 + 0 , )(6:i ; Z(Xi) ile X, nin
oX, 2 ~oX, 0X, 0X; 0X ¢

merkezleyicisini gosterirsek.

Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X5, X}
Z(X,)={ X, X,,X;,X,, Xs}
Z(X)={X,,X,, X;, X, , X}
Z(X,))={X,,X,,X;,X, }
Z(X)={X,,X;, X}

(X )={X,,X,,Xs}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin
Free nilpotent tiretegleri X, , X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

12) [ X, X=X, , [ X X, =X, , [ X, X, =X, ,[X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

nilpotent Lie grubu G,, olsun. X, X,, X, X,,X;,X,eg ve X1:£’
1
XzzxsiJri , )(3:x41+i s Xy = XX 2 + X4 0 + 2 ,
oX, oX, oX, oX, o0X, oX, 0X,
0 0 . - e
X =x,x, Xg=—3 72 (X l.) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.

+x6 + , 6
0X, 0X, 0X, 0X,
Z(Xl):{XlaXz 7X3’X4>X57X6}

Z(Xz):{X1:X29X3aX4>X6}
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Z(X,)={X,,X,,X;, X, X}
Z(X,)={X,,X,,X,, X}
Z(X)={X,,X;,X,, X}
Z( X )={X,,X,, X5, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X,, X,, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iretecleri X, , X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3.dereceden nilpotent
bir Lie cebiridir.

13) [Xe, X=X, , [ X, XL =X, L [ X, X5 1=X,, [X,, X, =X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimh g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

nilpotent Lie grubu Gy, olsun. X, X,,X;,X,,X;,X,eg ve X1=8% ,
1
X, 4i+i , )(3:x6i+i , X, =x,x4 0 + X4 0 + 0 ,
oX, 0X, 0X, 00X, 0X, oX, 0X,
X zl : 0 + X 0 + 0 , X :i ; Z(X ,-) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
2 " oX, 0X, 0X; 0X

Z(X))={X,,X,,X;,X,, X, X}
Z(X,)={ X, X,, X;, X, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={ X, X, X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
(X )={X,,X,,Xs}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezi ise X' dir. Lie cebirinin Free
nilpotent tretegleri X,, X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 3.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

14) [X, X=X, ,[ X, X, =X, ,[X;,X;]=X,,[X,,X,]=X, vediger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun
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nilpotent Lie grubu G,, olsun. X, X,,X;,X,,X;,X,eg ve Xlza%,
1
Xzz)c“i—i-i , X3=)csi+i , X, =X, 0 + X 2 + 0 ,
oX, 0X, oX, 0X, oX, oX, 0X,
0 0 . s e
Xy = x5x4 + X4 Xe=—7—71: Z(X l.) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.

ox, X, ’ ax, % ox,
Z(X)={X,,X,, X,,X,, X, X}
Z(X,)={X,,X,, X, X;, X}
Z(X)={X,X,, X, X, , X}
Z(X)={X,,X,,X,, X}
Z(X)={X,X,,X,, X}
(X)X, X,, X, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X,, X, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretegleri X, , X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3.dereceden nilpotent
bir Lie cebiridir.

15) [Xo X=X, [Xo X2 X, | [Xo X, =X, L [X X, 05X, L [X, X, ]=-X, ve
diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli g=R X,+RX,+RX,+RX,+R X.+R X

nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, X  eg ve

‘lezi > Xzzxéi-i_i > X3=(_x4+lx62] a +x6 a + a 2 )(4:i >
ox, oX,  oX, 27 Jox,  TCax, ox, ox,
XSZ(_x4x6 +lxéji+(_x4+lx62j a X ¢ + ¢ , X = ¢ , Z(Xi) ile
6 °)ax, 27 Jax,  “Cox, " ax, ox,

X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,,X;, X, Xs, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X,, X5}
Z(X)={X,,X,,X;, X, }

Z(X4):{X1:X29X49X6}
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Z(X)H)={X,,X,,X;, X5}

Z(X)={X,,X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free
nilpotent iretegleri X,, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

16) [ X, X=X, , [ X, X, =X, , [X,. X, =X, . [ X, X, =X, , [ X5, X, =X, ve diger

Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimlt g=R X,+R X, +R X,;+R X, +R X,+R X nilpotent

Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, X egve X, = 9 ,

oX,
Xz:x6i+i , X3:x5i+£ , X, = XX, 0 + X, 0 + X 2 + 0 ,
oX, 0X, oX, oX, oX, o0X, oX, 0X,
)(Szlxsxé2 0 xsxéiﬁtlxé2 0 + X c + 2 , )(6:i : Z(X,) ile X,'nin
2 o0X, oX, 2 ~oX, oX, O0X; 0X

merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,, X, X, , X, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,}
Z(X)={X,,X,, X}
Z(X)={X,,X;, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin
Free nilpotent liretecleri X, X, dir. Bu Ornekteki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

17) [ X, X2 X, L [ X X2 X, [ X XX, [ X XX, L [ X, X, =X, ve diger

Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimlt g=R X,+R X, +R X;+R X, +R X,+R X nilpotent

Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, X egve X, = 8% ,
1
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X2 x5i+i , X3 Xéi-i'i s
oX, 0X, oX, 00X,
X4—(1x62+lx52j + X5 0 + x4 0 5
2 2 o0X, o0X, oX, 0dX,
st(lx2+1x52x6j + XX 0 +l 62 0 + X 0 + 0 , )(6:i ; Z(Xl) ile
0X, oX, 2 ~ 0X, oX, oX, 0X

X, nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,, X, X, , X, X}
Z(X,))={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,,X,}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,}
Z(X)={X,, X, X5}
Z(X)={X,,X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin
Free nilpotent iiretecleri X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 4.dereceden nilpotent bir Lie
cebiridir.

18) [ X, X=X, . [ X, X, =X, , [ X, X5 =X, , [ X, X, =X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

nilpotent Lie grubu Gy, olsun. X, X,, X, X,,X,,X;eg ve X1:£ ,
1

Xzzxéi+i , )(3:lx62 0 + X4 0 + 0 ,
oX, oX, 2 oX, oX, 0X,

)(thlxgiJrlxé2 0 + X, o + 0 )
6 oX, 2 " 0X, oX, 0X,

5=ixgi+lxgi+lx§ 0 + x4 2 + 0 , X6=i ; Z(X,) ile X,'nin
24 "o0X, 6 "0X, 2 ~OoX, oX, O0X; 0X ¢

merkezleyicisini gosterirsek.

Z(X )X, X, X5, X, , X, X

Z(Xz):{X15X27X3,X4>X5}
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Z(X =X, X, X, X, XS
Z(X)={X,, X, X, X, , X}
(X=X, X, Xy, X, XS}
Z(X)={X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, X, dir.Bu drnekteki Lie cebiri 5.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

19) [ X, X=X, , [ X X, =X, [ X, X5 =X, [ X, X, 12X, , [ X, X, =X, vediger

Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X,+R X nilpotent

Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, X, egve X, = 9

0X,
; Xz=x(,i+i , X3:lx62 0 + X, 0 , 9 ,
oX, oX, 2 70X, oX, 0X,
X4—(x5+lx63ji 1 . 0 X 0 ,
oX, 2 ~0oX, oX, odX,
st(x5x6+ix§ji+lx§i+lx§ 0 + X o + 0 , )(6=i ; Z(Xl) ile
24 oX, 6 "oX, 2 " 0X, oX, 0X, 00X,

X, nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,,X;, X, , Xs, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
(X, )={ X, X,, X5, X, }
Z(X)={X,,X,,X;, X}
Z(X)={ X, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 5.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

200 [Xo, X=X, [Xe, X, =X, [ X, X=X, [ X, X, =-X L [X, X=X, ve

diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimli g=R X,+RX,+RX,+RX,+R X.+R X
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nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X, X,, X, X  eg ve

1:i ’ Xzz—xsiJri , X3=(x4—x5x6) + X, 0 + 0 ,
o0X, oX, oX, o0X, oX, 00X,
X4—(x4x6—lx5x§ji+lx62 0 + X 0 + 0 ,

2 oX, 2 ~oX, oX, o0X,

st(lx4xé—lx5x2ji+lx§ 0 +lx§ 0 + X, 0 + 0 ,X6:i;Z(X[)ile
2 oxX, 6 0X, 2 " oX, 0X, 0X; 0X

X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,, X, X,, X, X}
Z(X,))={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;, X5}
Z(X,)={X,,X,,X,, X}
Z(X)={X,, X, X,, X5}
Z(X)={X,,X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 5.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

21) [X, X=X, , [X, X, =X, , [X,. X=X, [X, X, =X, [XL X=X,

[ X, X, ]=X, ve  diger Lie  parantezleri 0  olacak  sekilde  tanimh

g=R X, +R X, +R X, +R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu
0 0 0

Gs;; Olsun. X, X,, X, X,,X;,X,eg ve Xl:a_)(l , X2:x6a—X1+£ ’
1

X, = x5+—xé] 0 + x4 0 + 0 >
2 0X, oX, 00X,

0 0
X, =| xsx, +—x2j7+(x5 +—x62j

Xs = lxx2 ! 4j%+(x5x6+%x2ji+lx§ 0 + X 0 + 0 , X6=i ;

Z(X,) ile X,'nin merkezleyicisini gosterirsek.

Z(X1):{X15X2 7X3’X4>X57X6}
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Z(X,)={ X, X,, X, X, , X}
Z(X, =X, X, Xy, X, )
Z(X,)={ X, X,,X,, X, }
Z(X )F{ X, X, Xs)

Z( X =1 X1, X

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie cebirinin Free

nilpotent tiretegleri X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 5.dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

22) [ X, X=X, , [ X, X, =X, , [X, X=X, , [ X, X, =X, , [X,X,]=- X, ,

[X,, X =X, ve  diger Lie  parantezleri 0  olacak  sekilde  taniml

g=R X, +R X, +R X, +R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu
0 0 0

G6,l4 Olsun. XI’X23X39X4’XS’X6 Eg A\~ Xl:a_)(l . XZZ—XSa—A/l-F% .
0 0
X, =Ix, —x.x + X + s
3 ( 4 5 6/6X1 6 8X2 6X3
0 0 0
X, :(964966 —lxs2 —lxsxéj—Jr(xs xéj 6 + ,
2 2 0X, 2 0X, oxX, oX,
1 1
st(lx4xé lxszx6 lxsxgji+(x5x6+—x2j 0 —x; 0 + x4 0 + 0 ,
2 2 6 0X, 6 oX, 2 ~0X, oX, 0X,
X, :5% 3 Z (X i) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
6

Z(X))={X,,X,,X;, X, X;, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;, X}

(X, )={X,,X,, X, }
Z(X)={X,,X;, X}

(X=X, X,, X}
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Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X,, X, X, dir ve merkezi ise X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretegleri X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 5.dereceden nilpotent
bir Lie cebiridir.

23) [ X, X=X, , [ X, X, =X, , [ X5, X, =X, ve diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

tanimhi g=R X, +R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie

0 0 0
grubu G5 olsun. X, X,, X, X,, X, X, eg ve Xl:a_Xl , XZZE , X3=873 ,
X, = x, 0 + X, 0 @ : )(5=x6i+i , )(6=i : Z(X,) ile X, 'nin
o0X, oX, 0X, 0X, 0X, 0X,

merkezleyicisini gosterirsek.

Z(X,)={X,,X,,X;, X, , X5, X}
Z(X,)={ X, X,,X;,X,, X, X}
Z(X)={X,,X,, X, X, X, X}
Z(X,))={X,,X,,X;,X, }
Z(X)={X,,X,,X;,X}
(X )={X,,X,,X;, X4}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlann X,,X., X, dir ve merkezleri ise
X,,X,,X,'tir. Lie cebirinin Free nilpotent iiretecleri X, , X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 2.
dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

29) [ X, X=X, [ X, X, =X, ,[X,,X;]=X, vediger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

taniml1 g=R X, +R X, +R X,+R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie

0 0
grubu G olsun. X, X,,X;,X,,X;,X,eg ve XIZG_XI , Xz:% ,
)(3=x5i+ﬁ,)(4=x6i+L,)(5=;C6L+—a ,Xé:—8 : Z(X,) ile
oxX, oX, oX, oX, X, oX, X,

X, nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(Xl):{XUXZ 5X3aX4aX5>X()}

Z(XZ)Z{XDXZ’X3’X4’XS’X6}
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Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,,X,}
Z(X)={X,,X,,X,, X}
Z( X )={X,,X,, X5, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X, X, dir ve merkezleri ise X, X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretecleri X, X,, X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 2. dereceden
nilpotent bir Lie cebiridir.

25) [X, X=X, [ X, X5 1=X,, [ X, X, =X, , [X,,X,]=X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimh g=R X, +R X, +R X;+R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

. . 0 0
nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X;,X,, X, X eg ve Xl:c?_Xl , 2=E ,
X, =x 0 0 0 _ .0 +i X = 0 0 X 0 :

. +x, + , X, =x— s =Xy ——+—— = ——
ox, ‘ox, ox, ox, ox, ox, ox, X,

Z(X,) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X))={X,,X,,X;, X, , Xs, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X, , X5, X}
Z(X)={X,,X,,X;, X}

(X, )={ X, X,,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;, X5}
Z(X)={X,,X,, X,, X}

Dolayistyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlart X,,X,,X,,X, dir ve merkezleri ise
X,,X,'dir. Lie cebirinin Free nilpotent iiretecleri X,, X,, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 2.
dereceden nilpotent bir Lie cebiridir.

20) [ X, X=X, ,[ X, X, ]=X, ,[X,,X;]=X, vediger Lie parantezleri 0 olacak sekilde
tanimhi g=R X, +R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie
0 X 0

rubu G olsun. X,, X, ,X,,X,,X., X, € ve X, =— =—
g 6,18 15Xy, A3, Ay, A5, A4 € 1 ox, 2 ox,

b
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X3:x6i+£aX4=x6i+i,X5:lxé 0 tx, 0 N 0 ,X6=i;
oX, oX, oX, 0X, 2 " 0X, oX, 0X, 0X

Z(X,) ile X,'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X5, X}
Z(X,)={X,.X,, X, X, , X, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X,)={X,,X,,X,,X,,Xs}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X5}
Z(X)={ X, X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezleri ise X,,X,'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretegler1 X,, X, X, dir. Bu ornekteki Lie cebiri 3. dereceden
nilpotent bir Lie cebiridir.

27) [ X, X=X, , [ X, X5 =X, [ X5, X, =X, vediger Lie parantezleri 0 olacak sekilde

tanimli g=R X,+R X, +R X;+R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie

0 0
grubu G, olsun. X, X, X, X,,X;,X,eg ve )(128_)(1 , )(2:E ,
X3 ='x() a + 8 > X4=x5 a + a ) X5 =x5x6 a +x6 a + a . X6 =i ’
oX, 00X, oX, 0X, 0X, oX, O0OX, 0X,

Z(X,) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.
Z(X)={ X, X, X, X,,Xs, X¢}
Z(X,)={X,,X,,X;, X, , X, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,,Xs}
Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X}
Z(X)={ X, X,, X, X}

Z(XG):{leXz WX, aXs}
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Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler elemanlar1 X, X, dir ve merkezleri ise X, X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretecleri X,, X, X, dir. Bu Ornekteki Lie cebiri 3. dereceden
nilpotent bir Lie cebiridir.

28) [X, X=X, . [X, X, =X, ,[X, X;1=X, , [ X, X,]=X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimh g=R X', +R X, +R X;+R X, +R X, +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

0 0
nilpotent Lie grubu G olsun. X, X, X, ,X,, X, X, egve X, =— , X, =— |,
p g 6,20 15Xy, A3, A, A5, A5 €L 1 ox, 2 ox,

1
X5 =x; 0 + X4 0 + 0 , X4¥:x6i+i , Xy=—x] 0 X 0 + 0 ,
o0X, 0X, oX, oX, o0X, 2 70X, 0X, 0X,

B
X,

X ; Z (X ;) ile X, 'nin merkezleyicisini gosterirsek.

Z(X))={X,,X,,X;,X,, X, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X,, Xs, X}
Z(X,)={X,,X,,X;, X, }
Z(X,)={X,,X,,X;,X,,X,}
(X )={X,,X,,X,, X}

Z( X )={ X, X,,Xs}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezleri ise X,,X,'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent liretegleri X, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3. dereceden nilpotent
bir Lie cebiridir.

29) [X, X=X, [ X, X, =X, [ X, Xy]=X,, [ XS, X, =X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

. . 0 0
nilpotent Lie grubu G, olsun. X, X,, X;,X,, X, X eg ve XIZG_XI , XZZE ,
X3=Xéi+i ) X, =X 0 + X d + 0 ,
X, oX, oX, oX, oX,
X, :)csxéi—i-—xé2 0 + X, 0,9 , X, S ; Z(X,) ile X,'nin merkezleyicisini
oX, 2 ~0oX, oX, OX, 0X

gosterirsek.
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Z(X,)={X,,X,,X;,X,, Xs, X}
Z(X,)={ X, X,,X;, X, ,Xs, X}
Z(X)={X,,X,,X;,X,, X}
(X, )={X,,X,,X;, X, }
Z(X)={X,,X,,X;, X}
Z(X)={X,,X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezleri ise X,,X,'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent tiretecleri X,, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3. dereceden nilpotent
bir Lie cebiridir.

30) [ X, X =X, , [ X, X, =X, , [ X, X, =X, , [ X5, X=X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X,+R X nilpotent Lie cebiri ve onun

. . 0 0

nilpotent Lie grubu G,, olsun. X, X, , X,,X,, X, X eg ve )(1:8_)(1 , XZZE ,

X3:x5_6 +_8 ) X, =x 0 + X, 0 + 0 ,
X, 0X, 0X, oX, 0X,

—x? 0 +x, 0 + 0 , )(6=i ; Z(Xl.)ile X, nin merkezleyicisini

gosterirsek.

Z(X,)={X,,X,,X;,X,, X;, X}
Z(X,)={ X, X,,X;, X, ,Xs, X}
Z(X)={X,,X,, X, X,, X¢}
(X, )={X,,X,,X;, X, }
Z(X)={X,,X,, X}
Z(X)={X,,X,,X;, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezleri ise X,,X,'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent tlretecleri X,, X, X, dir. Buradaki Lie cebiri 3. dereceden nilpotent

bir Lie cebiridir.
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3) [Xo, X=X, , [Xo, X=X, , [Xo, X, =-X, , [X, X, =X, [ X, X=X, ve
diger Lie parantezleri 0 olacak sekilde tanimhi g=R X ,+R.X,+R X,+RX,+R X, +R X,

nilpotent Lie cebiri ve onun nilpotent Lie grubu G ,; olsun. X, X,, X, X,, X, X  egve

Xlzi,Xzzi,X3:—xéa+x5a+8 ,X4=x58+xéa-|-a ,
o0X, 0X, o0X, oX, 0X, o0X, oX, 0X,
X, =xx, —+—X, 0 + X, 0 + 0 , X :i ; Z(Xi) ile X, 'nin merkezleyicisini
oxX, 2 ~0oX, 0X, 0X, 00X,
gosterirsek.

Z(X))={X,,X,,X;,X,, X, X}
Z(X,)={ X, X,, X5, X,, X, X}
Z(X,)={ X, X,,X;, X, }
Z(X,)={X,,X,,X;, X, }
Z(X)={X,,X,, X}

Z( X )={ X, X,,Xs}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X,, X, dir ve merkezleri ise X, X, 'dir. Lie
cebirinin Free nilpotent iiretecleri X,, X, X, dir. Bu Ornekteki Lie cebiri 3. dereceden
nilpotent bir Lie cebiridir.

32) [X, X=X, , [ X, X, =X, [ X, X552 X, [ X, X, ]=X, ve diger Lie parantezleri

0 olacak sekilde tanimli g=R X,+R X, +R X, +R X, +R X +R X nilpotent Lie cebiri ve onun

. . 0 0
nilpotent Lie grubu G,, olsun. X, X,, X, X,, X, X  eg ve XIZG_XI , XZZE ,
X3:x6i+i ) X, =X, 0 +lx62 0 + X 0 + 0 ,
oX, 00X, oX, 2 ~oX, oX, o0X,
X5:)csxé——i-—xgi+lx62 0 +x, 0 .9 , X6:i . Z(X,) ile X, 'nin
oX, 6 "o0X, 2 ° oX, 0X, 0X; 0X

merkezleyicisini gosterirsek.

Z(Xl):{XUXZ 5X3aX4aX5>X()}

Z(XZ)Z{XDXZ’X3’X4’XS’X6}
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Z(X3):{X1,X2 :X39X49X5}
Z(X4):{X13X29X3:X4}
Z(XS):{XUXZ >X3aX5}

(X=X, X,, X}

Dolayisiyla, g Lie cebirinin regiiler eleman1 X, dir ve merkezleri ise X,,X,'dir. Lie

cebirinin Free nilpotent iiretegleri X, X, dir. Bu 6rnekteki Lie cebiri 4. dereceden nilpotent

bir Lie cebiridir.

Bu inceleme sonunda asagidaki gibi bir tablo ortaya ¢cikmistir:

1.Dereceden Nilpotent Lie Gruplari: Abelyen Lie cebirleridir.

Cizelge 5.1 2.Dereceden Nilpotent Lie Gruplar1
- FREE
DURUM GRUP ADI MERKEZ Efgﬁjﬁfi]j R NILPOTENT
URETECLER
Imerkez, diger G, X, Xy, X, X5, X,
elemanlar G X, X, X, X | X,,X5,X,, X,
regiiler 5.1 X,
2 merkez 1
G X X5, X,, X
regiiler eleman > X X > 327040 7ES
X, X, X, X
2 merkez 2 3940y A 5,6
G X, X
regiiler eleman 6,16 X X e
3 merkez 3
regiiler eleman Gos X1, Xy, X, Xy, X5, X Xy, X5, Xy
2 merkez 4 G Y x X3, Xy X5, X | X5, Xy, X, X
regiiler eleman 617 P2
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Cizelge 5.2 3.Dereceden Nilpotent Lie Gruplari

- FREE
DURUM GRUP ADI MERKEZ EILegAC/;[Z][\J]fi R NILPOTENT
URETECLER
G, X, X, X5, X,
Imerkez, Iregiiler
elemang G6,l Xl X6 X29X39X55X6
Ggs X, X Xy X5, X
regiiler eleman >3 ! 0 e
1 merkez 3 Goa X, X, X5, X X, X5, X
regiiler eleman G X, Xy, X5, Xy Xy, X5, Xg
G6,18 X]aXz X6 X3’X5’X6
2 merkez G20 X, X, X X5, X5, X
Iregiiler eleman Gy, X, X, X, X3, X, X
G6,22 Xl’Xz XS X37X5:X6
2 merkez 2 G X, X, X, X X5, X5, X
regiiler eleman G X, X, X5, X X5, X, X
2 merkez 3
G X, X X, X, X X3, X, X
regiiler eleman >4 P2 32T TS
Cizelge 5.3 4.Dereceden Nilpotent Lie Gruplar1
- FREE
DURUM GRUP ADI MERKEZ EILegAC/;[Z][\J]fi R NILPOTENT
URETECLER
G5,5 Xl XS X4 > XS
Imerkez, Iregiiler Gs X, X Xy, X
eleman G, X, X X,, X, X
G6,7 X] X6 X4’X5’X6
G6,3 Xl XS’X6 XZ’XS’X()
]fnerkeZZ Gy X, X, X, X, X,
regiiler eleman
G6,9 Xl X59X6 X59X6
2 merkez 1 Gors X, X, X, X, X,

regiiler eleman
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Cizelge 5.4 5.Dereceden Nilpotent Lie Gruplari

- FREE
DURUM GRUP ADI MERKEZ Eﬁgﬁgﬁfﬁ R NILPOTENT
URETECLER

G(LIO Xl X6 XS > XG

Imerkez, Iregiiler G X, X X5, X

eleman G6,12 Xl X6 XS B X6

G6,13 X] X6 XS > X6

1 merkez 3 G Y X X. X X. X
regiiler eleman 6.14 ! 427750706 326
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6. SONUCLAR ve ONERILER
Bu ¢alismada Carnot grubu {izerindeki afin kontrol sistemleri incelenmis ve bilineer kisim ile

baglantili olarak kontrol edilebilirligi karakterize edilmistir.

Ayrica 6.boyuta kadar biitiin Nilpotent Lie cebirlerinin merkezleri, regiiler elemanlar1 ve free
nilpotent tiiretecleri bulunmustur. Buradan yola ¢ikilarak, Heisenberg grubunun kontrol
edilebilirlik karakterizasyonundaki merkez, regiiler elemanlar ve free nilpotent iireteclerin
aralarindaki iliskiye bakilip diger nilpotent Lie cebirlerinin kontrol edilebilirligi i¢in bir

karakterizasyon incelemesi yapilabilir.
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