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Zaman-Kesirli Mertebeli Non-lineer Kismi Tiirevli Diferensiyel Deklemlerin Niimerik
Coziimleri

OZET
D’Zu(x’t):f(u’ux’uxx)’+g(x’t)’ m—1<a<m

seklinde yazilan zaman-kesirli kismi tlirevli diferensiyel denklemini goz Oniine alalim.

a

Burada, Dju = Caputo kesirli tlirev yukaridaki ifadenin «. mertebesini gosterir. f

a

nonlineer fonksiyon ve g ise bilinen fonksiyondur. Baglangic ve siir deger kosullar

u(x,0) = h(x), O<a<l
u(x,t) >0, [x| >0, >0
veE
u(x,0) = h(x) ve %’;’O) —k(x), l<a<2
u(x,t) —> 0, |x| —>o, t>0

dir.

Bu tezde, mertebesi zaman-kesirli olan nonlineer kismi tlirevli diferensiyel deklemini
varyasyonel iterasyon, homotopy perturbation, ayrisim ve diferensiyel doniisiim yontemleri

ile yaklasik olarak ¢oztimlerini verdik.

Bunun yaninda, ii¢ boyutlu kesirli mertebeden kismi tiirevli nonlineer diferensiyel denklem
sisteminin yaklasik olarak niimerik c¢o6ziimleri diferensiyel doniisim yoOntemi ile

hesaplanmistir. Bu ¢6zlimler niimerik olarak hizli yakinsamaktadir.

Sonug olarak, diferensiyel doniisiim yonteminin kesirli mertebeden nonlineer kismi tiirevli
diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmede ¢ok etkili ve pratik bir yontem

oldugunu gosterdik.

Anahtar Kelimeler: kesirli diferensiyel denklemler, Caputo kesirli tlirev, diferensiyel
doniisiim yontemi, zaman-kesirli tiirev, nonlineer kismi diferensiyel denklemler.
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Numerical Solutions Of Time-Fractional Order Nonlinear Partial Differential Equations
ABSTRACT

We consider time-fractional order nonlinear Partial Differential Equation
Diu(x,t) = f(u,u ,u_)+g(x,t), m—1<a<m,

(24

« 0% . . o . . .
where D/ = Y is Caputo fractional derivative of order a,m € N, f is nonlinear function
t

and g is source function. The initial and boundary conditions are of the form

0<a<l, u(x,0)=h(x),
u(x,t) >0 as |x| — o0, t>0,

and

ou(x,0)

u(x,0) = h(x), =k(x),1<a<2,

u(x,t) >0 as |x| — o, t>0.

This thesis presents numerical solutions for time-fractional order nonlinear Partial Differential
Equations using variational iteration, homotopy perturbation, adomian decomposition and
differential transform methods.

In addition, approximate analytical solutions of three-dimensional systems of Fractional order
nonlinear Partial Differential Equations (FPDEs) are solved through Differential Transform
Method. The solutions were obtained in the form of rapidly convergent infinite series with
easily computable terms.

Numerical results proved that Differential Transform Method is very effective and simple for
obtaining approximate solutions of nonlinear FPDE:s.

Key words: fractional differential equation, caputo fractional derivative, differential
transform method, time-fractional derivative, nonlinear partial differential equations.
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1. GIRIS

Analitik ve yaklasik ¢oziim yontemleri kesirli kismi tiirevli diferensiyel denklemleri, kesirli
tiirevli adi diferensiyel denklemleri ve integral denklemlerini ¢6zmek i¢in Onerilebilir. En
yaygin olarak kullanilan yaklasik ¢6ziim yontemleri Varyasyonel Iterasyon, Homotopy
Perturbasyon, Ayrisim ve Diferensiyel Donilisim yontemleridir. Bunlara ek olarak diger

klasik yaklasik ¢oziimler de vardir. Bu yontemlerin bazilari, Laplace transform, Fractional

Green’s function, ve Mellin transform yontemleridir (Podlubny, 1999).

Varyasyonel iterasyon Yontemi ilk olarak Ji-Huan He tarafindan ileri siiriildii. Bu yontemi

kesirli tiirevli diferensiyel denklemlere He uyguladi (1998).

Son zamanlarda Odibat ve Momani (2007¢) Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile uzay ve

zaman kesirli tiirevleri iceren Fokker-Planck denklemlerini yaklasik olarak ¢ozmiistiir.

Lineer kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri icin kesirli fark, Ayrisim ve varyasyonel
iterasyon yontemleri kullanilarak farkli tip problemler i¢in elde edilen sonuglar ile analitik

sonuglar karsilagtirilmistir (Odibat ve Momani, 2007).

Yine Momani’nin (2008) yaptig1 calismada lineer olmayan kesirli kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri icin Adomian decomposition ve varyasyonel iterasyon ydntemleri
kullanilarak farkli tip problemler i¢in ¢oziimler elde edilmis, elde edilen ¢oziimler ile analitik

sonuclar karsilastiriimistir.

Homotopy Perturbation Yontemi ilk kez 1998 de He tarafindan ortaya atild1 ( He J.H., 1999,).

Momani ve Odibat, Homotopy Perturbation Yontemi ile kesirli tiirevli kismi diferensiyel

denklemleri i¢in nonlineer baslangi¢c deger problemlerini ¢6zdii (Odibat ve Momani, 2007a).

Kesirli tiirevli baglangi¢ deger problemlerine Abdullaziz tarafindan Homotopy Perturbasyon

Yontemi uygulandi (Abdulaziz vd., 2007).

Ayrisim yonteminin temelleri ilk defa Adomian tarafindan atilmstir. Zaman-kesirli Navier—

Stokes denklemlerine ayrigim yontemi uygulanmistir (Odibat ve Momani, baskida).

Kesirli diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimleri ele alinarak kesirli lineer diferensiyel

denklemler i¢cin Adomian ayrisim yontemi gelistirilmistir (Jafari ve Daftardar-Gejji,2005).

Nonlineer kesirli diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri icin Adomian ayrigim yontemi

kullanmilmistir (Jafari ve Daftardar-Gejji, 20006).

Kesirli Riccati diferensiyel denklemlerinin ¢6ziimii i¢in Adomian ayrisim yOntemi



kullanilmistir (Momani ve Shawagfeh, 2007).

Caputo anlamindaki tlirev yardimiyla 4. mertebeden sinir deger lineer ve lineer olmayan
integro-diferensiyel denklemlerin ¢6ziimleri i¢cin Adomian ayrisgim yontemi kullanilmigtir

(Momani ve Noor, 2007).

Ertirk ise, Caputo anlaminda tiirevlere sahip lineer ve nonlineer kesirli diferensiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in diferensiyel doniisiim yontemini uygulamistir (Ertiirk vd.,

2007).

Shawagfeh (2007) tarafindan yapilan ¢alismada mertebesi 0 < o <1 seklinde olan, Caputo
anlaminda tiirevler igeren, klasik Taylor formiiliinden elde edilen yeni bir genellestirilmis
Taylor formiilii gelistirmistir. Yontem baz1 kesirli tiirevli diferensiyel denklemlere

uygulanmustir.

Daftardar ve Babakhani’nin (2004) yaptiklar1 ¢alismada kesirli diferensiyel denklem
sistemleri i¢in bir analiz sunulmustur. Bu analizde kesirli diferensiyel denklemlerin baglangic

deger problemleri i¢in varlik ve teklik teoremleri ile kararlilik kriterleri verilmistir.

2007 yilinda, iki boyutlu diferensiyel doniisiim yontemi zaman-kesirli tiirevli difizyon-dalga
denklemlerinin ¢dziimiinde kullanildi. Yeni bir genellesme ile Taylor formiilii ve Caputo

kesirli tiirevi tanimlandi. Bunlarla ilgili teorem ve ispatlar verildi. (Momani vd., 2007).

2008 yilinda, iki boyutlu diferensiyel doniisiim yontemi ile ilgili yeni bir genellestirme
yapildi. Bu yontem ile uzay ve zaman-kesirli lineer kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin
¢Oziimleri verildi. Bu yontemin etkili bir yontem oldugu birka¢ ornekte gosterildi. Sonug
olarak kesirli mertebeli lineer kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢dziimleri incelendi.

(Odibat ve Momani, 2008a).

Odibat tarafindan uzay ve zaman-kesirli nonlineer kimsi tiirevli diferensiyel denklemlerin
coztimleri ve iki boyutlu diferensiyel doniisiim yontemi ile ilgili yeni bir genellestirilme
verildi. Yontemin etkili bir yontem oldugu birkag ornekte gosterildi.(Odibat ve Momani,

2008b).

Bu tezde, mertebesi zaman-kesirli olan nonlineer kismi tiirevli diferensiyel denklemleri
varyasyonel iterasyon, homotopy perturbation, ayrisim ve diferensiyel doniisiim yontemleri
ile yaklagik olarak ¢oziildii. Diferensiyel doniisiim yonteminin, diger yontemlere gore daha iyi
sonuclar verdigi ¢6ziime daha kolay ulastigi gosterildi. Bu diisiince ¢izelge ve sekiller ile

desteklendi. Bu tezde kullandigimiz kesirli tiirev, Caputo tarafindan tanimlanmustir.



Bunun yaninda, ii¢ boyutlu kesirli mertebeden kismi tiirevli nonlineer diferensiyel denklem
sisteminin yaklasik olarak ¢oziimleri de hesaplandi. Bu ¢éziimlerle ilgili teori ve uygulamalar
ilk kez tarafimdan yapildi. Bulunan sayisal sonuglar: Diferensiyel Doniisiim Y onteminin {i¢
boyutlu kesirli mertebeden nonlineer kismi tiirevli diferensiyel denklem sisteminin yaklasik

¢Oziimlerini elde etmede ¢ok etkili ve pratik oldugunu géstermistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Fen, miihendislik ve ekonomi bilimlerinde ortaya ¢ikan problemlere ait matematiksel
modellerin olusturulmasi uygulamali matematikte karsilagilan en O6nemli bir problemdir.
Bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda, bu konuda yapilan ¢alismalar oldukga biiytik
bir hiz kazanmistir. Bu calismada genel olarak yukarida adi gecen bilim dallarinda ortaya
¢ikan ve analitik olarak ¢oziimii miimkiin olmayan problemlerin en iyi yaklagik ¢oziimiinii
bulma tizerinde durulmustur. Bu bdliimde tezde sik kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir. Burada yer verilen bazi teoremlerin ispatlari, literatiirde ayrintili bir

sekilde verildigi i¢in ayrica ispatlar1 yapilmayacaktir.

2.1 Kesirli Tiirev

Kesirli mertebeden tiirevli denklemlere gegmeden Once tiirevin tanimini verelim.

2.1.1 Tanim Eger x, f fonksiyonunun tanim kiimesinde bir nokta ve

o SO = ()

h—0 h

1)

limiti var ve sonlu bir degerse, f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve f

fonksiyonunun bu x noktasindaki tiirevi ad1 verilir. Eger z = x+ A denilirse, yukaridaki tiirev

tanimiu,

lim

ZX

f@-I® _
Z—X

seklini alir. Bu da genel olarak,

D.f =Df(x)= %f(x) — f')

sembollerinin birisi ile gosterilir. Buda D = o tiirev operatoridiir.
x

a >0 icin kesirli mertebeden tiirevler i¢in bir ¢ok tanim vardir (Podlubny, 1999; Caputo,
1967). Ornegin, Bu tanmlardan bir kag1; Riemann—Liouville, Grunwald—Letnikow, Caputo ve
Genellestirilmis Fonksiyonlar yaklasimidr. En yaygin olarak kullanilan kesirli tiirev tanimlar;

Riemann—Liouville ve Caputo’dir. Kesirli tiirevle ile ilgili tanim1 vermeden 6nce, sunu



bilmeliyiz ki; kesirli tirev: Bagimlhi degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerinin

mertebesi tam say1 degil de, rasyonel say1 oldugu zamanki haldir.

2.1.2 Tanim Bir bagimhi degiskenin bagimsiz degiskene gore kesirli tiirevlerini igeren

denklemlere kesirli tiirevli adi diferensiyel denklemler denir. Ornegin,

1 2

xD?y(x)— D3 y(x) — y(x) = sin(x)
D%y(x) +5y*(x)=3
D%y(t) + D%y(x) =t

2 1

D3 y(x)+ D y(x)—2y(x) =0
denklemleri birer kesirli tiirevli diferensiyel denklemdir.

2.1.3 Tammm Bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore kesirli tlirevlerini

igeren denklemlere kesirli tiirevli kismi diferensiyel denklemler denir. Ornegin,

1 2
> o u(x,t)
D2u(x,t) =" —2>2
Fux) ox*
denklemi kesirli tiirevli kismi diferensiyel denklemdir.

2.1.4 Tamim x bagimsiz degiskenine gore
a,(x)D* y(x)+a, ,(x)D™" y(x)+---+a,(x) D" y(x) + a,(x)D™ y(x) = f(x)

seklinde yazilabilen denklemlere kesirli tiirevli lineer diferensiyel denklem denir. Bu

denklemin lineer olmasi i¢in su iki kosulu saglamasi gerekir:

a). Bagimli degisken olan y ve onun biitiin kesirli tiirevlerinin derecesi bir olacak.
b). a(x) katsayilar1 yalnizca x bagimsiz degiskenine bagli olabilir.

Bir denklem lineer degilse nonlineer denklem olarak adlandirilir. Ornegin,

3

D2 y(x)+ y(x)=¢"
D y(x)~ D* y(x) ~ y(x) = 0

denklemleri lineer olmasina ragmen



D2y(x) = y*(x)
y(x)D2y(x) = D3 y(x) = x°

denklemleri nonlineerdir.

2.1.5 Tamim Bir kesirli tiirevli adi diferensiyel denklemdeki en yiliksek mertebeden tiirevin

mertebesine o denklemin mertebesi denir. Ornegin,

3

7 3
Y(x)D2y(x)+(D*y(x))’ = (x+1)*
denklemig . mertebeden nonlineer kesirli tiirevli adi diferensiyel denklemdir.

2.1.6 Tamm Bir kesirli tiirevli adi diferensiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tlirevin

derecesine o kesirli tiirevli diferensiyel denklemin derecesi denir. Ornegin

3 7

Y(x)D3 y(x) + (D2 y(x))” = (x+1)*
denkleminin derecesi 2 dir.

2.1.7 Tamim n >0 igin,

r (n) = J‘x”’le”‘dx bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir.
0

Gamma fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir.

I'(n+1)=n-T'(n) dir. Ozel olarak, sirastyla n=1,2, 3, 4 icin,

[(1)=1,T(2)=1,T(3)=2!,T(4)=3! elde edilebilir. Daha genel olarak, timevarimla,

1 ..
['(n+1)=n! sonucuna varilir. n= 5 isin

I'(n+1
F(%j =7 olur. n<0 icin I'(n)= (n+1) seklinde tanimlanir. Ayrica
n

F( p)F(l - p) = sinﬂpﬁ , 0< p<1 dir. Bunlara ilave olarak Gamma fonksiyonu i¢in



22T (x)T ( X+ 2} Ny (2x) seklinde g¢ogalma formiilii verilebilir.

2.1.8 Tanim f(x), x>0 fonksiyonu (p> ) i¢in f(x)=x"f(x) olarak yazilabiliyorsa

C,, 1 € R uzaymndadir. Burada f,(x) € C[0,%0)i¢in stirekli ve eger f " e C,,meN ise bu

(m)

durumda f (x) reel fonksiyonu C," uzayindadir.

2.1.9 Tanim (Riemann-Liouville integral operatorii) «>0 icin >0  mertebeli

Riemann—Liouville integral operatorii

" 1 a-1
Jf(x)= m!(x—z) f(Odt, x>a, 2.1)
Jf(x) = f(x). (2.2)

seklinde tanimlanir. f € C,,a, >0 ve y >—1 icin asagidaki 6zellikler gegerlidir:

u?

L (J3J7 N = (T3 @) = (7)) f (%), (2.3)

yta

2.J0x = B__(a,y+1). (2.4)

Na) 7

B (a,y +1) tam olmayan beta fonksiyonu

B (a,y+1)= jt‘“ (1-1)"dt, (2.5)
oo _ e (c(x—a)*
Jie" =e"(x— Zf(a+k+1) (2.6)

seklinde tanimlanir.

Kesirli tiirev kavrami i¢in Riemann-Liouville tanimmin disinda, bu tanim iizerindeki bazi
degisikliklerle elde edilen Caputo’nun verdigi tanim da vardir. Yaptigimiz islemlerde Caputo
tiirevi olarak da bilinen tanimi dikkate alacagiz. Ciinkii baslangic deger problemleri i¢in

Caputo’nun tanimi daha kullanighdir.

2.1.10 Tammm f(x) reel degerli bir fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun v mertebeli

Caputo kesirli tiirevi, m—1<v<m, me N, x2>a, f € C" i¢in



Dof(x) =S D (x) = j (=)™ ()t 2.7

seklindedir. m—1<v<m, v>2-1, feC’
(2D f) () =" D" £ (). (2.8)

m—1 (x a)

JUD" f(x) = f(x) - Zf (@) ——— (2.9)

seklinde tanimlanir.

2.1.11 Tamim ¢ degiskeni zamani1 gostermek lizere, Caputo zaman-kesirli tiirevi

9"u(x,1) =m igin
O”u(x t) ot" i ’
Diu(x.t) =
r‘(m—_n)j(t—f)m_qlzgir)d , m-l<77<m 1(;11’1
0
ve benzer sekilde Caputo uzay-kesirli tiirevi
6”’u(X,l) v=m icin
O"u(x.) _ ot" s
Diu(xt) =——— ; .
or ﬁj‘(x—ﬁ)m”%nt)de m-l<v<m IQIII
m-=v)sy

seklinde tanimlanir.

Riemann-Liouville kesirli mertebeli diferensiyeli m—1<g<m, meZ" ve x>x, olmak

lizere,

g B 1 d"
DI = dx,,[

IO,
Yo (x—t) "
seklinde tanimlanmaktadir (Odibat ve Momani, 2008).

Analitik ve siirekli f(x) fonksiyonu,



£ =Y Fh) @ —x)"

seklinde kesirli kuvvet serisine genisletilir. Kesirli mertebeli diferensiyel denklemlerle bilimin
cesitli alanlarindaki pratik uygulamalarda da karsilasilir. Fakat kesirli baslangi¢ sartlarina sik
rastlanmaz ve fiziksel olarak ne anlama geldigi de acik degildir. Bu yiizden Tanim 2.1.11 tam

kuvvetleri kullanabilmek i¢in Caputo tarafindan
m-1 1

D;]O {f(x) ZF X = xo)kf(k)(xo)}
k=0

-1

1 d" | F@ kZ:: - %) f(k)(xo)

= dt
T(m—-q)dc" | 1 (x—1)""

seklinde genisletilmistir. Baslangi¢ kosullart mertebesi tamsay1 olan tiirevler bulundugundan

baslangi¢ sartlarinin doniistimii

kla
Eserklaez ——|2 ,f(x) , k=0,1,2,..(nat—1) icin
F(k) = klay| ax’™ |

Eger klagZ" , 0

seklinde tanimlanir (Arikoglu ve Ozkol, 2006b). Burada n, kesirli mertebeli diferensiyel

denklemin mertebesi olarak alinmistir.

2.2 Varlk ve Teklik

Kesirli tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak i¢in

n—1

D™ y(x)+ Z a,_;(x)D™ y(x) + ay () y(x) = [ (x), (2.10)

y(k)(a):yk, k=L12,.,q9,-1 0<¢q,<g,<--<q,,, (2.11)

seklinde tanimlanan baslangic deger problemini ele alalim. Oncelikli olarak baslangig sartl
kesirli tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinli arastiracagiz. Eger denklemin ¢oziimii
varsa tek midir? Bu sorularin cevabini vermek icin asagidaki iki teoreme ihtiya¢ vardir. Ilk
teorem lineer kesirli tlirevli denklemlerin (2.10) ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligini gosterir. Diger

teorem ise (2.10) denkleminin daha genellestirilmis hali olan
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D y(x)= f(x,y),
y(k)(a)zyk, k=12,..,q, -1

(2.12)
denklemi ile ilgilidir.
2.2.1 Teorem Eger f(x)eL(a,b), ve a, ;(j=1,2,..,n) ifadeleri [a,b] kapali araliginda
stirekli ise (2.10)-(2.11) baslangic deger problemi y(x) € L,(a,b) igin tek bir ¢oziime sahiptir.

b
Burada f(x) € L (a,b) ifadesi j|f(x)| dx <o, a<x<b<o anlamina gelir.

2.2.2 Teorem D SR’ ve f(x,y) reel degerli Lipschitz sartlarim1 saglayan siirekli fonksiyon

olsun. Yani,

[/ G f (2| <L|y-z

ve
|f(x.p)| <M <0 V(x,y)eD
dir.

(2.12) probleminin ¢6ziimii siirekli olup M < D bdélgesinde vardir ve tekdir. Teoremlerin

detayl ispatlar1 Podlubny’nin kitabinda vardir (Podlubny, 1999).

2.3 Genellestirilmis Taylor Formiilii
Bu kisimda Caputo kesirli tiirevini igeren genellestirilmis Taylor formiiliinii verecegiz (Odibat

ve Shawagfeh, 2007).

2.3.1 Teorem  (Genellestirilmis  ortalama  de8er  teoremi). O0<a<l icin

f(x)eCla,b] ve D! f(x)e C(a.b]olsun. Bu durumda

f(X)=f(a)+%(D§’f)(§)-(x—a)“ (2.13)
(@)

olur. Burada Vx € (a,b] igin &£, a <¢& < xdir.

Ispat: (2.1) ve (2.7) denklemlerinden,
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X

2D 1)) = o [ 0 0 oy 2.14)

ve integral ortalama deger teoremini kullandigimizda, 0 <& < x i¢in

V2D 1)) = s (D5 X (=0 .15)
1 a _ a
= %(Da SNE)-(x—a) (2.16)

yazilir. (2.9) denkleminden
(D X)) = f(x)= f(a) (2.17)

elde edilir. Eger a=1 alimirsa Teorem 2.3.1. bildigimiz ortalama deger teoremine

indirgenmis olur.

2.3.2 Teorem 0<a <1 igin D f(x), D"’ f(x) € C(a,b] olsun. Bu durumda

(LD, f)(x) = (I DD f)(x) = %(Dj’f Na) (2.18)

olur. Burada

D'“ = D*.D% .- D* 2.19)

dir.

Ispat. (2.3) ve (2.8) denklemlerinden

(S5 D f)(x) = (S DI f)(x) = T (D)) = (5 DY (), (2.20)
=J (D" f)(x) = (S DD f)(x)), (2.21)
=J. (D f)a)), (2.22)
e @ (2.23)

bulunur.
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2.3.3 Teorem (Genellestirilmis Taylor Formiili) O<a <1 ve k=0,1,...

D" f(x) e C(a,b] olsun. Bu durumda,

(x a)'“ D (D 1)) (n1)a
fx)= Z Dy f)(a)+ N+t +1)( —a)

olur.
Ispat: (2.18)

nia

S DL PO~ ) = 3 (D ),

denkleminden

(x a)"”’

[ = DI f)(x) = Z D

(D) f)a)

esitligi elde edilir. Teorem 2.3.1. uygulandiginda,

1 ) JE(X _ t)(n+1)a (D[(ln+l)af)(t)dt,

J(n+l)aD(n+l)a X)=—
s RIS M((n+Da+1)°

_ D) I (x

t)(n+1)a dt,
T (n+Da+1)7

_ (D))

_ (n+)
Mabarn &9

elde edilir. ¢ =1 olmasi durumunda Teorem 2.3.3. Taylor formiiliine indirgenmis olur.

, a<t<x, Vxe(ab]

i¢in

(2.24)
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3. DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN DONUSUM VE KUVVET SERiSi
YONTEMI iLE COZUMU

Bu boliimde, diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde kullanacagimiz bazi yontemleri
verecegiz. Bu yoOntemler kesirli diferensiyel denklemlerin ¢ozlimlerinde kullanilacak
yontemler igin temel teskil edecektir. Once bir boyutlu ve iki boyutlu diferensiyel déniisiim

yontemleri daha sonra kuvvet serisi yontemi ele alinacaktir.

3.1 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim
y(x) fonksiyonunun k . mertebeden diferensiyel doniisiimi

Y(k):ilm 3.1)

k'l dx*

X=Xg

seklinde tanimlanir. Burada y(x) orijinal fonksiyon ve Y (k) ise doniisiim fonksiyonudur.

Y (k) nin ters donlistimii

Y@= (x—x,) (k) (32)
k=0
seklindedir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

d" y(x)
dx*

y(x) = Zm:(x—xo)k% (3.3)

X=X,

elde edilir. (3.3) denklemi x =x, da y(x)’in Taylor serisine a¢ilmasindan elde edilir. (3.1) ve

(3.2) doniisiim fonksiyonlar1 tanimlarindan ve matematigin temel 6zelliklerinden asagidaki

ozellikler kolayca elde edilir. Bu 6zellikler Cizelge 3.1 de gosterilmistir.
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Cizelge 3.1. Tek boyutlu diferensiyel doniisim yonteminin 6zellikleri.

Fonksiyon Déniisiim fonksiyonu
y(x)=u(x)£v(x) Y(k)=U(k)£V ()

y(x)=cw(x) Y(k)=cW (k)

()= dw ds (k)= (k1) (k+1)
y(x)=d'w/adx’ Y(k)=(k+1)(k+2)...(k+ )W (k+j)

y(x)=u(x)v(x) Y(k)=3" U(rW(k-r)

r=0

hnon k

Y(k)=zz e 2 U (r)U,(n-r),...U,(k=r_)

y(x) =, (x)uy (x),...u, (x) =0 1o £

, k=j

, x,=0 icin
0, k=j ¢

Y(k):c?(k—j)z{

Bir diferensiyel cebirsel denklem F (t, y(t),y'(t))zO seklinde yazilabilir. Bu denkleme
genel kapali (implicit) sekilde yazilmis diferensiyel cebirsel denklem denir. Burada

FeR"'yeR"veteR dir.

Diferensiyel cebirsel denklem agik formda
F(y',y,x,t)=0,

G(y,x,t)zO.

seklinde yazilabilir. G( y,x,t)=0 ifadesinde de gorildiigii gibi diferensiyel cebirsel
denklemler iizerinde cebirsel kisitlamalar vardir. y = y(t) ve x=x(t) olmak tizere, y

diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin vektorleridir. Eger diferensiyel cebirsel

denklem, k tane denkleme sahip ve m tanesi diferensiyel denklem ise (k—m) tanesi

cebirsel denklemdir.

3.1.1 Tammm Bir diferensiyel cebirsel denklemin, )’ diferensiyelini olusturabilmek igin

denklemin hepsinin veya bir kisminin ¢ ye bagli minimum tiirevlenebilme sayisina o sistemin
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indeksi denir.

Simdi asagidaki 3-indeksli diferensiyel cebirsel denklem sistemini ele alalim,

1o o)x) (1 1 &\ 2t
0 1 Ofx)|+]e t+1 O|lx,|=|2+t+2]|, te[0,0] (3.4)
0 0 0)(x 0 £ 0)x £

Burada baslangic sartlar

1
x(0)=]0 |,
1

ve tam ¢oziimler ise

xl(t) =e’,
x, () =t,
x, (1) =1

seklindedir. Diferensiyel doniisiim yonteminin Ozelliklerini kullanarak ve verilen (3.4)

diferensiyel cebirsel denklemlerinin diferensiyel doniisiimlerini alarak

k
(k+ DX, (k+1)+ X, (k) + X, (k) + > 8(r—D) X, (k—r) = 2.5(k 1) (3.5)
r=0
(k+1)X2(k+1)+Zk:l'Xl(k—r)+ié(r—l)){z(k—r)JrXz(k) =8(k-2)+5(k—1)+2.5(k) (3.6)
r=0 1" =0
k
D 8(r=2)X,(k—r)=05(k-3) (3.7)

r=0
denklemlerini elde ederiz.

(3.5)-(3.7) denklemleri diizenlenirse

k
X, (k+1) =ﬁ{w(k—1)—Xl(k)—Xz(k)—25(r—1)x3(k—r)} (3.8)
r=0
Xz(k+1)=ﬁ{d(k—2)+5(k—1)+2.5(k)—il'Xl(k—r)—zkld(r—I)Xz(k—r)—Xz(k)} (3.9)
=01 r=0
k
D 8(r=2)X,(k—r)=5(k-3) (3.10)

r=0

elde edilir.
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X, (k), X,(k), X,(k)katsayilar1 & =0,1,2,... igin (3.8)-(3.10) denklemlerinden

1

XM= X@=2, X (= X1<4)=21—4, X,(5)=——

1

1
1207

X,(H)=1, X,2)=0, X,(3)=0, X,(4)=0, X,(5)=0...

X,()=0, X,(2)=0, X,(3)=0, X,(4)=0, X,(5)=0,...

seklinde elde edilir. X,(k), X,(k), X,(k) Kkatsayilarinin yukaridaki degerlerini (3.2)

denkleminde yerine yazarsak

1 1
x()=l—t+—t*——1 +—t
10) X

xz(t) =t,

x3(t) =1

seklinde seri ¢6ziimii bulunur. Bu problemin tam ve yaklasik ¢oziimleri asagidaki Cizelge 3.2

1
24

P T

1

6 1,

L

1

120

de karsilagtirilmigtir. Ayrica grafigi Sekil 3.1 de verilmistir.

Cizelge 3.2. (3.4) probleminin tam ¢dziimii ile yaklasik ¢6ziimiiniin karsilagtirilmasi, burada X, tam ¢oziim

X, ise yaklagik ¢oziimdiir.

t X, X, |x1_)~cl|
0.1 | 0.9048374180 | 0.9048374181 0,1.10”°
0.2 | 0.8187307531 | 0.8187307532 |  0,1.107°
0.3 | 0.7408182207 | 0.7408182206 |  0,1.107°
0.4 | 0.6703200460 | 0.6703200461 1.107"°
0.5 | 0.6065306597 | 0.6065306595 2.107"°
0.6 | 0.5488116361 | 0.5488116345 | 1,6.107°
0.7 | 0.4965853038 | 0.4965852966 | 7,2.107°
0.8. | 0.4493289641 | 0.4493289365 | 2,76.10°°
0.9 | 0.4065696597 | 0.4065695710 | 8,87.107°
1.0 | 0.3678794412 | 03678791888 | 2,524.107"

+—1° - t’+ t*—
720 5040 40320 362880

£ +0@1"),
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1,000
waklazik gé=im =
tam go=im :
750
—a00
=250
Y I s Oy s B By B B B B # S e s |
-3 -2 -1 0 1

t

Sekil 3.1. (3.4) problemindeki x, ve X, fonksiyonlarinin grafikleri.

Ikinci 6rnek olarak asagidaki 3-indeksli diferensiyel cebirsel denklemi ele alalim.

01 0)x) (1 0 0)x) (1
0 ¢ 1| x|+0 2 0llx |=|2| re[0,00] 3.11)
0 0 0)\x 0 ¢t 1)\x e

Burada baslangic sartlar

x,(0) 0
%,(0) |=| -1
x0)) |1

ve tam ¢oziimler ise

x,(t)=¢€ -1,
x,(t)=2t-¢,
x, (1) = (1+1)e' —2¢°.

seklindedir. Cizelge 3.1 deki diferensiyel doniigiim yonteminin 6zelliklerini kullanarak (3.11)

diferensiyel cebirsel denklem sistemi igin
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(k+ D)X, (k+1)+ X, (k)= 5(k)
(k+ D)X, (k+1)+(k + D)X, (k+1)+2.X, (k) = 25(k —1) (3.12)

Z§(r DX, (k—r)+ X, (k)——

r=0

elde edilir.

(3.12) denklemini daha basit olarak
X,(k+1)= [5(k) X, ()],
X, (k+1) :—[25(k—1)—2X2(k)—(k+1)X2(k+1)], (3.13)

Za(r DX, (k-r)+ X, (k)——

r=0

seklinde yazabiliriz.

(3.13) denklemlerinden k£ =0,1,2,... i¢in X, (k), X, (k), X,(k)katsayilarin

xX,()=1, X(2)-2 X(3)_ , X, (4)= 14 X(S)—I;O

XO=-1 L= L@ =2, X,@)=—7, Y@= &=

1 2 5 1
X;(0) =1 X;()=2, )(3(2)=—2 X(3)— » X5(d)=— YR , X50)=— 0"
seklinde hesaplariz. Bu X, (k), X,(k), X,(k) katsayilarinin degerlerini (3.2) denkleminde
yerlerine yazarak

PN U BN T N SN S

xl(t):t+ltz+lt3+—t +—1 +—1"+ 1+ £ + o)
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

xz(t):—1+t—lt2—lt3—Lt4— Lp Ly Ly 1 s 1 £ +0(")
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

x3(l‘)=1+2t—ll‘2+gt3+it4+it5+ 7 0 1 7 1 8 1
2 3 24

+—t' + £+ ’+0(t")
20 720 630 4480 36288

seklinde seri ¢oziimii buluruz.
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X, tam ¢Ozlim X, ise yaklagik ¢oziimdiir

Cizelge 3.3. (3.11) probleminin tam ¢oziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin karsilagtirilmasi,burada

t X, X, |x3—5c3|
0.1 | 1.195688010 1.195688010 0
0.2 1.385683310 1.385683309 0,1.10°°
0.3 1.574816450 1.574816451 0,1.10°°
0.4 1.768554577 1.768554576 0,1.10°°
0.5 1.973081906 1.973081903 0,3.10°
0.6 2.195390080 2.195390061 0,19.107
0.7 2.443379602 2.443379511 0,91.107
0.8. 2.725973670 2.725973317 0,353.10°
0.9 3.053245911 3.053244751 0,1160.107
1.0 3.436563656 3.436560295 0,3361. 107
2500+
2,000+
1,500+
1,000
&00+
' -
T T T T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T T T[T T TT[TTTT]
-1 o 1 2 3 4 ]

Sekil 3.2 (3.11) problemindeki x, ve X, fonksiyonlariin grafikleri.

t

B
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3.2 iki Boyutlu Diferensiyel Doniisiim

3.2.1 Tanim w(x,y) fonksiyonunun iki boyutlu diferensiyel doniisiimii
1 akJrh
Wi(k,h)=——| ———w(x, 3.14
(k:1) k!h!{@xkayh ( y)} G149

olarak tanimlanir. Burada w(x, y) orijinal fonksiyon, W(k,h) dontisiim fonksiyonudur

(kisaca bu fonksiyona T — fonksiyonu da denilir).

3.2.2 Tamim W (k,h) 1 ters diferensiyel doniisiimii

w(x,3)=> "W (k,h)x"y" (3.15)

olarak tanimlanir. (3.14) ve (3.15) denklemlerinden

© o 1 ak+h
W(X,y)ZZZm[WW(XJ)} Xty (3.16)

x=0
y=0

elde edilir. (3.16) denkleminden de anlasilacag1 gibi iki boyutlu diferensiyel doniisiim iki

boyutlu Taylor seri agilimindan tiiretilmistir.

3.2.3 Teorem w(x, y) =u (x, y) + v(x, y) fonksiyonu i¢in diferensiyel doniisiim fonksiyonu

W (k,h)=U (k,h)£V (k,h) seklindedir (Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

1 ak+h
Ulk,h)=—— 3.17
(k) k!h![axkay"”(x’y)l_o 3-17)
y=0
1 akJrh
V(ik,h)=—y| —— 3.18
( ) k!h!{@xkayh v(x,y)lczo (.18)
y=0
1 ak+h
W(k,h):m{wu(x,y)iv(x,y)} . (3.19)
=0

denklemleri  elde  edilir.  (3.17), (3.18), (3.19) denklemleri  kullanilarak
W (k,h)=U (k,h)£V (k,h) esitliginin saglandig1 gosterilir.
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3.24 Teorem  w(x,y)=Au(x,y) fonksiyonu igin diferensiyel doniisim fonksiyonu

W (k,h)= AU (k,h) seklindedir (Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

1 ak+h
0bh) = i )]

1 ak+h

elde edilebilir. (3.20) ve (3.21) denklemlerinden W (k,h)= AU (k,h)elde edilir.

325 Teorem w(x,y)=0u(x,y)/ox fonksiyonu i¢in  ddniisiim

W (k,h)=(k+1)U(k+1,h) seklindedir (Chen ve Ho, 1999).
Ispat : Tanim 3.2.1 den

~ 1 ak+h au(x,y)
W (kh)= k!h!{@xkﬁyh { ox

ak+1+h

_ k+1
= Ter | gy ()

x=0
»=0

0
0

v
yazilabilir. Buradan W (k,h)=(k+1)U (k+1,h) dir.

3.2.6 Teorem: w(x,y)=0u(x,y)/0y fonksiyonu i¢in  doniigiim

W (k,h)=(h+1)U(k,h+1) seklindedir (Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tamim 3.2.1 den

B 1 ak+h au(x’y)
W (k1) = k!h!{@x"@yh { oy

B h+1 6k+h+l
T k(1)1 oy u(x.)

yazilabilir. Buradan W (k,h)=(h+1)U (k,h+1) dir.

(3.20)

(3.21)

fonksiyonu

(3.22)

fonksiyonu

(3.23)
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3.2.7 Teorem w(x,y)=0"u(x,y)/ox'dy" fonksiyonunun déniisiim fonksiyonu
W(k,h)=(k+1)(k+2)..(k+r)(h+1)(h+2)...(h+s)U(k+r,h+s)

seklindedir (Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tamim 3.2.1 den

1 ak+h H'S
W(k,h -
k\h!| ox*oy" | ox 8y 0

N kthrts (3.24)
(k+1) (k+s)(h+1).. (h+s)[ o ,y)}

(k+l" (h )| akarrathrsu(x

yazilabilir. Buradan W (k,h)=(k+1)...(k+r)(h+1)...(h+s)U (k+r,h+s) elde edilir.

3.2.8 Teorem: w(x,y)=u(x,y).v(x,y) i¢in doniisim fonksiyonu

kh:izh:Urhs krs)

r=0 s=0

seklindedir (Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den hareketle,

w(0,0)=[u(x,y)v(x y)];zg:U(0,0)V(0,0), (3.25)
W (1.0)= g o L) v(e.0) ]
= 8u(a);,y) (x y)+u(x y) av(a);,y) - (3.26)
~U(1,0)¥(0,0)+U(0,0)¥ (1,0)
w(0,1)=U(0,1)V(0,0)+U(0,0)¥(0,1),
W (2,0)=U(2,0)¥(0,0)+U(1,0)¥(1,0)+U(0,0)V (2,0), (3.27)

w(1,1)=U(1,1)7(0,0)+U (1,07 (0,1)+ U (0,1)¥ (1,0)+ U (0,0)¥ (L,1), (3.28)
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w(0,2)=U(0,2)V(0,0)+U (0,1)¥ (0,1)+U(0,0)¥(0,2), (3.29)
w(1,2)=U(1,2)7(0,0)+U (L1)V (0,1)+U(1,0)V (0,2)

+U(0,2)7(1,0)+U (0,1)7 (L1)+U(0,0)¥ (1,2), (330
W (2,1)=U(2,1)V(0,0)+U(2,0)¥ (0,1)+U(1,1)¥(1,0) (331)

+U(L0)V (L1)+U(0,1)¥(2,0)+U(0,0)¥(2,1),

W (2,2)=U(2,2)¥(0,0)+U(2,1)V(0,1)+U(2,0)r(0,2)
+U (1,2)V(L,0)+U (L1)V (L1)+U(1,0)V (1,2) (3.32)
+U(0,2)V(2,0)+U(0,1)¥(2,1)+U(0,0)V (2,2).

k h
yazilabilir. Genelleme yapilirsa W k, h = ZZU r,h— S k r s) esitligi elde edilir.

r=0 s=0

3.2.9. Teorem w(x,y)=x"y" seklinde bir fonksiyon ise diferensiyel doniisiim fonksiyonu

1, k=m l, h=n
5(k—m):{0 et m’ 5(h—n)={0 hen (3.33)

olmak tizere, W (k,h)=6(k—m,h—n)=5(k—m)5(h—n) seklinde olur(Chen ve Ho, 1999).

Ispat :
6k+"w(x,y) k'h', k=m ve h=n,
o5 _ (3.34)
ox" oy w0, k#m yada h+n.
y=0
esitliginden
, k=m 1, h=n
o(k—m)= , o(h—n)= 3.35
(f=m) {o, k=m (h=n) {o, hn (3:33)
olmak tizere,
a ’ k+h
w (ko) = | 22020)
k'h'|  ox'oy" |,
y=0
5(k—m,h—n) (3.36)

=5(k—m)5(h—n).
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yazilir. Ornek olarak iki boyutlu doniisiim i¢in asagidaki baslangic deger problemi verilebilir.

2
o _uon, o (337)
ot Ox ox  Ox

(x,0) = lxz, x>0, ¢>0, (c:keyfi sabit).
c
(3.37) denkleminin iki boyutlu déniigiimiinii aldigimizda,

(h+1)U(k,h+1)=Zk“zh:(r+1)(k—r+l)U(r+1,h—s)

r=0 s=0

XU(k—7’+1,S)+ii(k—l’-i-l)(k—r-i-Z) xU(r,h—s)U(k—r+2,s). (3.38)

r=0 s=0
elde edilir. Baglangig sartin1 (3.38) denklemine uyguladigimizda,

UG,0)=0, i=0,13,...,m, (3.39)
1

U(2,0)=-. (3.40)
C

bulunur. (3.39) ve (3.40) denklemlerini (3.38) de yerine yazarak ve m — oo durumu goz

Oniine alarak

6
U= =
36
U(z, 2)—0—3 (3.41)
U2,3)= %
c*
elde edilir. Biitiin W (k,h) degerlerini (3.15) denkleminde yerine yazarsak,
u(x,t)=x2(1+£2t 36t 2146t3 o). (3.42)
c ¢ c’ c
¢Oziimii bulunur. Buradan
u(x,t)=x* . 343
(x.0) =2 (—) (3.43)

elde edilir.
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3.3 Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemlerin Kuvvet Serisi Coziimii
Bu boéliimde kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin (KTDD) yeni tanimlayacagimiz kuvvet
serisi yaklagimi ile nasil coziilebilecegini gosterecegiz. Genel olarak kismi tiirevli lineer
diferensiyel denklem,

o’u o’u o’u

ou ou
,V)—+b(x, +e(x,y)—+d(x,y)—+e(x,y)—+ , = , 3.44
a(x,y) P (x,) ey c(x,y) . (x,) o e(x,y) Py S, y)u=g(x,y) (3.44)

ve baslangi¢ sartlari,
0

u(x,0)=p(x), —u(x,0)=g(7x)
Oy

seklinde yazilabilir. Bir kuvvet serisi, W (0,0),W(1,0),W (0,1),W(L,1),... bilinen katsayilar ve a

bilinmeyen katsay1 olmak tizere,

w(x,y)=W(0,0)+W{1,0)x+WO0,)y+W({A,Dxy+...+ax"y" (3.45)
seklinde yazilabilir. (3.45) ifadesi (3.44)’de yerine yazilirsa

W(m,n)=(ua+A)x"y"" =0 (3.46)

denklemi elde edilir. Burada # ve A sabit, ikismi diferensiyel denklemin mertebesidir.
(3.46) denkleminden, a sabiti bulunur. Benzer sekilde (3.46) ifadesi (3.45) te yerine yazilirsa
kismi diferensiyel denklemin ¢oziimii elde edilebilir. Bu sekilde devam edilirse (3.45)-(3.46)
den KTDD °‘in keyfi mertebeden kuvvet serisi ¢oziimii elde edilmis olur.

3.2.1 Ornek Asagida verilen KTDD baslangi¢ deger problemini ele alalim.

0%u(x,t) o o’u(x,t) _

0,
o’ o (3.47)
u(x,0)=x’,
ou (x, 0) B
ot ' (3.48)

(3.48) baglangic sartlarini (3.15) denkleminde yerine yazdigimizda,
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U(@i,0)=0, i=0,1,2,4,..,m,

U(3,0) =1,
. : (3.49)
U@,1)=0, i=0,2,...n,
ua,n=1
bulunur. (3.49)’da bulunan degerleri (3.15)’de yerine yazdigimizda
u(x,t) = xt+x° +axt’ (3.50)

elde edilir. (3.50) denklemi (3.47) de yerine yazildiginda,
U(1,2)=3c’

bulunur.

m — o ve n — o diger tiim degerler sifira esittir. Buradan,
u(x,t) = xt +3c*xt> + x°

elde edilir. Bulunan bu ¢6ziim, Chen ve Ho (1999) tarafindan bulunan ¢6ztimle ortiismektedir.

Bu da bize tam ¢6ziimii verir.

3.2.2 Ornek Asagida baslangig sartlari ile verilen denklemi ele alalim.

u, =u_+6, (3.51)
u(x,0)=x",
u,(x,0) =4x. (3.52)

(3.15) denklemi ve (3.52) baslangi¢ sartlarindan,

UG,0)=0,  i=0,1,3,4,..m,

U(2,0)=1,
: : (3.53)
U(,l)=0, i=0,2,...,n,
U(,1) =4,
bulunur. (3.53) de bulunan degerleri (3.15) denkleminde yazdigimizda
u(x,t) = x> +4xt +at’ (3.54)

elde edilir.(3.54) denklemini (3.51) de yazdigimizda,

U(@©,2)=4 (3.55)
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bulunur. m — ow,n — oo igin diger tiim degerler sifira esittir. Buradan,
u(x,t)=x" +4xt +4¢.
elde edilir. Bulunan sonu¢ Kesan (2003) tarafindan bulunan tam ¢6ziime esittir.
3.2.3 Ornek Asagida baslangig sartlari ile verilen

azu(x,t) B O’u(x,t) B
ot’ ox’

x'u(x,t) = x,

u(x,0)=0,
ﬁu(x,O)
ot

denklemini ele alalim. Baglangi¢ sartlarin1 g6z 6niine alinirsa
U(i,0)=0, i=0,1,2,....m.
U(,1)=0, i=0,1,2,...,n.

bulunur. (3.15) denklemi ve (3.56)’dan

1
U(L2) =,
UG4) =,

24
U(1,6) :L’

120

elde edilir. Diger tiim degerler sifira esittir. Buradan

xt* Xttt xt
u(x,t)=—+ +—.
2 24 120

elde edilir. Bulunan sonu¢ Chen ve Ho (1999) tarafindan bulunan tam ¢6ziime esittir.

(3.56)

(3.57)
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4. KESIRLI KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK
COZUMLERI

Bu boliimde kesirli tiirevli nonlineer kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin niimerik

¢Oziimleri verilecektir.

4.1 Varyasyonel iterasyon Yontemi

Diu(x,t)= f(u,u u_),+g(x,t), m—-l<a<m 4.1)
zaman-kesirli kismi tlirevli diferensiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada DJu = Z:
t

Caputo kesirli tiirevli ifade o.mertebedendir. f nonlineer fonksiyon ve g bilinen

fonksiyondur. (4.1) denkleminin baslangi¢ ve sinir deger kosullari

u(x,0) = h(x), 0<a<l
(4.2)
u(x,t) >0, x| >0, >0
ve
u(x0) =y ve 2D o 1ca<o
ot (4.3)

u(x,t) — 0, x| —> o0, >0

seklindedir. iterasyon yontemindeki Lagrance ¢arpam Ji-Huan He (2004) tarafindan asagidaki

sekilde diizenlenmistir. Bu ¢arpan dogrulama fonksiyonu olarak adlandirilmistir. Simdi

8”’!
o&”

e () = 1, () + w)( u (v, 8)~ f (:(3,), (7). ) - g (. é)jdf, (4.4)

denklemini ele alalim. Burada A Lagrance carpam ve i,,(1,) ,(%,) ifadeleri de

XX

iterasyonun kisitlar1 olarak diistiniilebilir. Yukaridaki ifadeyi diizenlersek

o (6, 0) =, (5,0)+ 5[ A(E) [%u (x.6)-g(x, é)jdé, (4.5)

elde edilir. Burada Lagrance ¢arpani

m=1 i¢cin A=-1,
m=2 igcin A=&—¢
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olur. Bundan dolay1 m =1 i¢in asagidaki iterasyon formiiliinii elde ederiz.

(5, 0) =1, (6,0) = | ( (,iﬂ, u, (6, &) = f (i,(7,), (), ) - g (x, 5)]45. (4.6)
Bu durumda baglangig sarti,

u,(x,0) = h(x) (4.7)
olur. m =2 igin de

(5, 0) =1, (6, 0) = [ (& —z)((f?uk (&)= f (i (8,), (i), ) - g, 5)}!5. (4.8)

seklinde yazilir. Baslangi¢ sart1 da,
u,(x,0) = h(x) + th(x) (4.9)
olur. (4.4) dogrulama fonksiyonu bize yaklasik ¢oziimii verir. Tam ¢6ziim ise

u(x,t) = Ilcimuk (x,2) (4.10)

seklinde elde edilir (Momani ve Odibat, 2007¢).

4.2 Homotopy Perturbation Yontemi

Asagida verilen

A(u)-f(r)=0 reQ 4.11)
B(u,ﬁ—u)zo rel’
on 4.12)

nonlineer smir deger problemini ele alalim. 4 genel bir diferensiyel operatér, B sinir

operatori, f (r) bilinen bir analitik fonksiyon, 2 tanim kiimesi, I" ise bu tanim kiimesinin

siniridir.

A operatorii, L (lineer) ve N (nonlineer) olmak iizere iki pargaya boliindiigiinde (4.11)

ifadesi

L(u)+N(u)-f(r)=0 (4.13)
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seklinde yazilabilir. Simdi (4.13)’e homotopy yontemini uygulayalim.

V(r,p):Qx[0,1]—> R seklinde tamimli olmak iizere,
u(ep)=(1=p)[L0)=L() ]+ [AW)=r ()]0 pelod].  re@
olur. Yada A(u)=L(u)+N(u) ifadesi (4.14) ifadesinde yerine yazilirsa
#(v.p)=L(v)=L(uy)+ pL(uy)+ p[ N(v)-f(r)]=0 pelol], reQ @.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) ifadelerinde yer alan pe[O,l] ‘ye  gOmiilii parametre

(embedding parameter) denir.

u,, (4.11) denkleminin baslangi¢ sartidir ve sinir sartim1 saglar. Ag¢ikca goriilmektedir ki

(4.14) denkleminde p’nin yerine sirasiyla 0 ve 1 yazilirsa;

#(v,p)=L(v)=L(uy)=0 (4.16)
u(v.p)=A(v)-f(r)=0 4.17)
elde edilir.

Bu ¢alismamizda gémiilii parametre olan p yi, bir kiiciik parametre (small parameter) olarak

kullanacagiz. (4.14) denkleminin ¢oziimi
V=V, +py + Py, + plvy e (4.18)
seklinde p’ nin kuvvetleri olarak verilsin.

Yukaridaki ifade de p =1 i¢in (4.11) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

u=lmv=v,+v,+v, +v,......... (4.19)
p—l

olarak bulunur (HE, 2000).

Perturbasyon ve homotopy yontemlerinin birlesmis haline homotopy perturbasyon yontemi

denir. Bu yontem, alisilagelmis perturbasyon yonteminin biitiin avantajlarina sahiptir.

Simdi Homotopy perturbasyon yontemini kesirli mertebeden tiirevlere sahip nonlineer kismi

tiirevli diferensiyel denklemlere uygulayalim.
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Diu(x,t)= f(u,uu), t>0, (4.20)
denklemini g6z Oniine alalim.
Diu(x,t)=L(u,u u_)+Nu,u u_)+ f(x,1), t>0, (4.21)

yazariz. L lineer ve N de nonlineer operatdr olup kesirli tiirevleri de icerebilirler. f bilinen
fonksiyon Dy, ise m—1<a <m arasinda degerler alan kesirli ifade olup baslangi¢ sartlart

asagidaki gibidir.
uk(x,O):gk(x), k=0,1,2,....m—1. (4.22)

Buradan Homotopy teknigini kullanarak asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

gt: _L(u’ux’uxx)_f(x7t) = p|:ztmu +N(u’ux’uxx)_D*atu(x’t):| (4-23)
veya

amu 8’"14 "

Y - f(x,t)=p e +L(u,u_,u_)+ N(u,u_,u_)—Dju(x,t) (4.24)

olup burada p €[0,1] dir. (4.23) denkleminde p’nin yerine 0 konursa

Ztlz[ = L(u’ux’u,\:x) +f(x9t) (4.25)

ve benzer sekilde (4.24) denkleminde p’nin yerine 0 konursa

o"u
ot"

= f(x,0) (4.26)

bulunur. (4.23) ve (4.24) denklemlerinin ¢6ziimiinii p nin kuvvet serisi olarak asagidaki

sekilde yazabiliriz.

2 3
U=uUy+ pu,+pu,+pu,+---. 427)

Sonug olarak yaklasik ¢6ziim

u(x,t)= iun (x,1)

n=0
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olarak bulunur (Momani ve Odibat, 2007a).

4.3 Aynisim Yontemi

Bir zaman-kesirli kismi tlirevli diferensiyel denklem

Diu(x,0) = f(u,u ,u,),+g(x,1), m-l<a<m (4.28)

seklinde yazilir. (4.28) denklemini lineer ve nonlineer kisimlarina ayirdigimizda
DZu(x,t)+ Lu(x,t)+ Nu(x,t) = g(x,t), t>0, (4.29)
seklini alir. L lineer ve N nonlineer operator olup « . mertebeden daha kiiciik kesirli tiirevleri

a

icerebilirler. Burada Dju = P Caputo kesirli tiirevli ifade a.mertebedendir ve g bilinen

fonksiyondur.

D, operatdriiniin tersi olan J“ operatdriinii (4.29) denkleminin her iki yanina uygularsak

m=1 Ak k

u(x,t)= Z%(x, 0*)%+ Jg(x,t)—-J* [Lu(x, t)+ Nu(x, t)]. (4.30)
k=0 .

elde edilir.

Adomian ayrigim yontemi (Wazwaz ve El-Sayed, 2001) yardimiyla u(x,¢) nin ayrigimi

u(x,t)= iun (x,1) (4.31)

ve (4.30) denklemindeki nonlinear fonksiyonun ayrigimi

Nu=) A, (4.32)

n=0
yazilabilir. (4.30) denkleminin her iki yanina (4.31) ve (4.32) ayrisim serileri yerlestirilirse

m—1

iun(x,t)zzg xo*)—+J“g(x 1) — J“[ (Zu (x, z))+z,4} (4.33)

n=0

bulunur. Son denklemden,
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k

w1 o*u N "
”o(xaf)=kz_(;y(xao )E+J g(x,1),

u, (x,1) ==J* (Luy + 4,),
uy (x,8) = =J* (Lu, + 4,), (4.34)

(x,t)==J" (Lu, + 4,),

n+1

elde edilir.

A, Adomian polinomunun genel formu,

A = { dﬂnn (z ikukﬂ (4.35)

seklindedir. Sonug olarak u(x,?) 'nin yaklasik ¢oziimii

oy (x,1) = fun (x,t) ve 11\11230 @y (x,8) = u(x,t)

dir (Odibat ve Momani, 2008b).

4.4 Kesirli Diferensiyel Doniisiim Yontemi

4.4.1 Kesirli Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yontemi
Bu kisimda kesirli mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanacagimiz kesirli

diferensiyel doniisiim yontemi verilecektir (Arikoglu ve Ozkol, 2006).

4.4.1 Tamm Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniistimii

(4.36)

x=0

seklinde tammlanir. Burada, y(x) orijinal fonksiyon, Y (k) ise T-fonksiyonu diye

adlandirilan doniisiim fonksiyonudur.

4.4.2. Tammm Y (k) nin ters diferensiyel doniisiimi,
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y(x)= gx"Y(k) (4.37)

()= x—k{dky(x)} (4.38)

elde edilir. (4.38) denkleminden de anlagildig1 gibi diferensiyel doniisiim diistincesi Taylor
seri agilimindan tiiretilmistir. Bu yontem sembolik olarak tiirevleri hesaplamaz. Bununla
birlikte, iliskili tiirevler orijinal fonksiyonun doniisiim denklemleriyle tanimlanmis iteratif bir
yolla hesaplanir. Bu tezde, kii¢iikk harfle orijinal fonksiyonu, biiylik harfle doniisiim

fonksiyonunu gosterecegiz.
4.4.3 Teorem f(x)=g(x)th(x) ise F(k)=G(k)+ H(k) dir.
Ispat :

Tanim 4.4.1 den,

f(x) = Zw:G(k)(x_xo)k/a + i[_](k)(x_xo)k/a

£ = SIG) £ H(k)](x - x,)"

yazilir. Tanim 4.4.2 den
F(k)=G(k)x H(k)

elde edilir.

4.4.4 Teorem f(x) = g(x)h(x) ise F(k)= Zk:G(l)H(k 1) dir.

=0
Ispat :

Tanmim 4.4.1 den,

F(x)= iG(k)(x —x,)k XEH(k)(x —x)te
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= [G(0) + G)(x = x,)"“ + G2)(x = x,)>' +...+ G(n)(x—x,)"“ |
x[H(0)+ H()(x—x,)"* + H2)(x—x)*"* +...+ H(n)(x —x,)""*]
=[G(0)H (0)]+[G(0)H (1) + GYH (0)](x — x,)"“
+[G(0)H (2) + GH(1) + G H (0)](x — x, )/ +...
+[G(O)H (n) + GA)H (n—1) + ...+ G(n =) H (1) + G(n) H(0)](x — x,)"
yazilir. (4.39) esitligi kisaca
f(x)= ggG(l)H(k = D(x—x,)"”
seklinde yazilir. Tanim 4.4.2 den

F(k) = i G()H (k-1

olarak bulunur.

4.4.5 Teorem f(x)=g,(x)g,(x)..g, (x)g,(x) ise,

k kyy ky  ky

F(k) = z z z ZGI (kl)GZ (kz _kl)"'Gn—l (kn—l _kn—Z)Gn (k_kn—l)

k, =0k, ,=0 k,=0k,=0
dir.
Ispat:

g,(x),g,(x),...,g,(x) in kesirli mertebeli kuvvet serisine agilimi1 kullanilarak

=X G- % Y. G (B =) ..

X iGn_l (k)(x —x,)"'“ x iGn (k)(x = x,)*'

=[G,(0)+G,(N(x = x,)""* +..][G,(0) + G, (1)(x — x,)"'* +...]

x..[G,(0)+ G, (1)(x—x,)"" +...]

(4.39)
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=[G, (0)G,(0)..G, (0)]+[G, ()G, (0)..G, (0)al)..G, (0) +...
+G,(0)G,(0)...G, (D](x — x)"'* +[G, (DG, (1)G,(0)...G, (0)
+G,(0)G,(0)G,(1)...G, (0) + ...+ G,(1)G, (0)..G, (1)
+G,(0)G, (DG, (1)...G, (0) +...+ G, (0)G, ()G, (0)..G, (1) +..
+G,(0)G,(0)..G, , ()G, (1) +G,(2)G,(0)..G, (0) +...
+G,(0)G,(0)..G, ,(0)G, (2)](x — x,)*'“ +...

olarak yazilir. (4.40) ifadesi genellestirilirse,
knfl k3 k2

0= 3 336 k)G, —k)-G, (ks —k, )

k=0k, =0k, ,=0  k;=0k =0
k/
x Gn (k _kn—l )(x _xo) “

seklinde yazilir. Tanim 4.4.2 den

ko kay ky  ky

F(k) = Z Z e Z Z G, (k)G, (k, —k, )"'Gn—l (kn—l - kn—Z)Gn (k- kn—l)

Ky =0k, ,=0  ky=0k=0

seklinde ifade edilir.
. 1 k=0 "
4.4.6 Teorem f(x)=x"ise 0 = 0 k=0 olmak iizere F'(k)=0(k —ap) dir.
Ispat:
f(x) fonksiyonu,

f() =Y 5k -ap)

seklinde yazilir. Tanim 4.4.2 den
F(k) = 6(k - ap)

olarak bulunur.

(4.40)



37

INg+1+k/a)
Ir'd+4/a)

4.4.7 Teorem f(x) =D [g(x)] ise F(k)= G(k + aq) dir.

Ispat:

Coputo kesirli tiirev denklemi kullanilarak g(x) fonksiyonu

m—1 1
dm " g(t) - E('x xO)kg(k) (O)
D! [g(x )]—— 0T dtl.  m-1<qg<m
m—q)dx" | (x—0)™ ™
seklinde yazilir.
Buradan,
| 2GR x) =S G x,)
[g( )] - _ J.xﬂ =0 _ p\l+g-m dt
61) dx" (x—1)

xo)k/a
" T(m- Q)kzqa () [I (x=0)"™" }

& I(+k/a) e
- kzzq;,,r(l g+ k/a)u(k)(x *o)

ifadesi elde edilir.

Bu formiilde & indeksi sifirdan baslatilirsa,

T(g+1+k/a), e
S(x)= k; T k) Gk +aq)(x—x,)

elde edilir. Tanim 4.4.2 den

INg+1+k/a)

=it a

Gk + orq)

denklemi elde edilir.

4.4.8 Teorem f(x)— d’

[gl( )] [gz( )] [gn(x)] seklinde ise i=1,2,.,n icin
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aq; € Z" olmak tizere,

Fk) = i kzi iir(plﬂ—l—l-kl/a)r(pz+1+(k2—k1)/0£)m
k,,,1:0kn,2:0mk2:0k1:0 I'(+k/a) A+, —k)/a)

% 1—‘(I)n—l +1+(kn—l _kn—Z)/a) 1—‘(I)n +1+(k_kn—l)/a)
ra+, -k, ,)/ o) I+ -k, )/ o)

xG (k, +aq)G,(k, -k, +aq,)..G, (k—k,  +oaq,)

dir.

Ispat:
d‘[i

x =x, noktasindaki i=123,..,n i¢in Y [g,.(x)] diferensiyel doniisiimi C,(k) ile
e?

tanimlanirsa, Teorem 4.4.5 kullanilarak f(x) in kesirli mertebeli diferensiyel doniistimii

k oy ky k&,

Fy= 2, 2 - 2 2 Clk)C,(ky —k)..C, ik, =k, )C, (K=K, )

k, =0k, ,=0  k,=0k=0
seklinde ifade edilir. Teorem 4.4.7 kullanilarak,

_T(g, +1+k /)

C (k)= G(k, +

1( 1) F(l+k1/a) ( 1 aql)

Cz(kz_kl)zF(lq“2+1+(k2_kl)/a)G(k2_k1+QQ2)a
(1+(k2_k1)/a)

C (h—k, )= PP EZRDID Go gy

raq+¢k-,,)/ )

elde edilir. Bu degerler kullanilarak i =1,2,3,...,n i¢in og, € Z" olmak {izere;

F(k) = i kZi iir(ql+1+k1/a)F(q2+1+(k2—k1)/0()
kn,I:Okn,z:O“.kZ:Okl:O F(1+k /@) L+ (k, k) /)

g, +1+(k—k,) @)
Ta+(k-k, )/ )

G, (k, +aq))G,(k, =k, +aq,)..G, (k—k,, +aq,)
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olarak bulunur.

Teoremlerden de goriildiigii gibi diferensiyel doniisiim yontemi o =1 6zel durumu i¢in kesirli
mertebeli diferensiyel donilisiim yonteminin bir alt kiimesidir. Ayrica bu 6zel durum igin

(4.37) esitligi analitik fonksiyonlarin Taylor serisine genislemesidir.

Simdi baslangic kosullar

x(0) = x'(0) = x"(0)=0 (4.41)
olan
D**x(t)+1.3D"’x(t) + 2.6x(t) = sin(2¢) (4.42)

kesirli mertebeli diferensiyel denklemini ele alalim.

a =10 icin (4.42) denklemi diizenlenirse,

22 15 10

D"x(£)+1.3D"x(¢) +2.6x'(¢) = sin(2¢) (4.43)

elde edilir. sin(2¢)nin Taylor Serisine agilmasit sonucu elde edilecek katsayilar dizisi

S(k) olmak tlizere, Teorem 4.4.6 (4.43) denklemine uygulandiginda,

15
r(f f) L+ )
MU(k+10 )+1.3MX(I¢+10 26X (k)= S(h) (4.44)
K k 10
K+ ) r(i+0)

elde edilir. (4.44) ifadesi diizenlenirse,

T'(1+0.16)[S(k) — 2.6 X (k)] - 1.30(2.6 + 0.1k) X (k +15)
I'(3.2+0.1k)

X(k+22)= (4.45)

elde edilir.

sin(2t) =) S(k)(t—1,)"'* esitliginden,
k=0

S(k)= Z( 1) 22”1 §[k 10(2i +1)]

olarak hesaplanir.
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k=0,1,2,...,21 i¢in X (k) =0 olarak bulunur. (4.46)

(4.45) ve (4.46) denklemlerinden X (k) nin terimlerini k£ =60 a kadar hesaplariz. Tanim

4.4.2 g6z Oniine alarak,

28561 2 b 13 2 169 = g = 2197 3
x(t)= t°+ 13— ¢ t3 — 13— ¢
3600000  T'(21/5) 5I(49/10) 500(28/5) ['(31/5) 500I°(63/10)
26 t§l+_ 52 2
50(32/5) 5I(69/10)

¢Ozlimii elde edilir.

4.4.2 Kesirli iki Boyutlu Diferensiyel Doniisiim Yontemi
u(x,y) seklinde iki degiskenli bir fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyonun u(x, y) = f(x)g(y)

gibi yazilabilecegini kabul edelim (Momani ve Odibad, 2008). Genellestirilmis iki boyutlu

diferensiyel donilisiimiinii i¢in u(x, y) fonksiyonunu ;

u(e,y) = 3 E, ()= 3" Y G, () (v = y)”
k=0 h=0 (4.47)

o0 0

=>>'U, ,(k,h)(x = x,)"“ (v = y,)"”

k=0 h=0
seklinde gosterebiliriz. Burada 0 <, S <1 ve U, ,(k,h) = F,(k)G,(h) olur. F, ve G, ye

de u(x,y) 'nin ayrisgimlar1 denir. u(x,y) fonksiyonunun iki boyutlu diferensiyel doniistimiinii

1
NI

D) (DL u(x,y)]|

Ut ) = —

(ono)

(4.48)

seklinde yazabiliriz. (Df; )k =D¢ Dfo Dy, k kez carpim halindedir. Bu tezde kiigiik
karakterle gosterdigimiz u(x,y) orijinal fonksiyon, biliylik karakterle gosterdigimiz
U,z(k,h) ise dontsim fonksiyonudur.cx =1, f=1 alinmasi durumunda (4.47) deki
genellestirilmis iki boyutlu diferensiyel doniigiim iki boyutlu diferensiyel doniistime doniistir.

(4.47) ve (4.48) tanimlarindan asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

449 Teorem u(x,y), v(x,y) ve w(x,y) fonksiyonlarinin diferensiyel doniisiimii

U, sk, h), V, z(k,h) ve W, ;(k,h)olsun. Bu durumda:
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a) u(x,y)=v(x,y)tw(x,y)ise U, ,(k,h) =V, ,(k,h) W, ,(k,h),

b)u(x,y)=av(x,y), aeRise U, ,(k,h)=aV, ,(k,h),

¢) u(x,y) =v(x,y)w(x,y) ise U, ,(k,h)= szﬂ@h SW,, 5(k—r,h),

r=0 s=0
d) u(x,y) = (x=x,)" (v = 3,)" ise U, , (k.h) = 5(k —m)S(h - m)
yazilir.

4.4.10 Teorem u(x,y)=D: v(x,y), 0<a <1 fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

[(a(k+1)+1)

U, (k,h)=
wp (o) I (ak+1)

V, (k+1,h) seklindedir. (4.49)

Ispat. (4.47) den,

1
F(ak+1)F(ﬂh+l

_ k+1 B
(ak+1)F )[< D2 Y (D4, ) v(x,y) |

(Bh

I(a(k+1)+1)
T(ak+1)T(Bh+ )T (a(k+1)+1
_T(a(k+1)+1)
- T(ak+1)

U, 5k, h)= )[< DE)"(DL)' D v(x ) |

b
’0)

2
(%0530)

@]

V, ,(k+1,h).

elde ederiz.

4.4.11 Teorem
Eger u(x,y)= f(x)g(y) ve (A >-1)igin f(x)=x"h(x) ise h(x) fonksiyonunun Taylor seri

actlimi A(x) = Z a,(x—x,)™ olur ve

n=0

a) f<A+1 ve a keyfi sabit veya
b) f>A+1, a keyfisabitve n=0,1,...,m—1 i¢in a, =0dir. Burada, m—1< f<m dir.

Ispat: (Momani ve Odibat, 2007b). S <A+1 olmast durumunda Caputo kesirli

diferensiyelin 6zelliklerinden
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IF'(na+A+1)
"T(ha+A- ﬂ+D

D’ f(x)= Z:aan(x—a)”o’M Z (x—a)“"**, 1-p>1
n=0

Ve

) np - I'na+A+1)
DDy (x)= ZO "T(na+ - f+1) °

Z “ IF'na+A+1) IFna+A-L£+1) DY (x— a),mﬂ,ﬁ,y
=S "Tha+A-B+)T(na+A-B-y+1)

Z.O: F(na + 2’ + 1) (x _ a)naJrZ.—ﬁ—}/

= Tma+A-p-y+])

(X _ a)na-#i—ﬂ

yazilabilir. Benzer sekilde (b) sikkida ispat edilebilir.

4.4.12 Teorem Eger u(x,y)=D] v(x,y), m—1<y<m ve v(x,y)= f(x)g(y)seklinde

verilen f(x) fonksiyonu Teorem 4.4.11 deki sartlar1 saglarsa bu durumda

I(ak+y+1)

U, ;(k,h)=
s (1) T (atk +1)

V, sk +§,h) (4.50)

olur.

Ispat: Teorem 4.4.11 kullanilarak

Uy b =5 1)1r Gl O D]
:F(ak+l)1“( )[( DD ]
) r(ak+1)iéz’zig+tlk+y+1)[( DETIDEI AN o
_ (OE/;ZBI) e+ L

bulunur.

Eger u(x,y)= f(x)g(y) ise ve f(x) ile g(y) teorem 4.4.11 deki sartlar1 saglarsa (4.48)

genellestirilmis diferensiyel doniistimii

1
R

U, ,(k,h)= D YDEu(x, ) |

(%0.30) '
(4.51)
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seklinde yazilir.

Eger u(x,y)=DI Df v(x,y), m—=1<y<m, n-1<u<n ise ve f(x) ve g(y) Teorem 4.11

deki sartlar1 saglarsa agagidaki sonuclar1 yazabiliriz.

[(ak+y+1)T(Bk+u+1)
[(ak+1) T(ak+1)

y .M
U, (k)= Vol
Ul,ﬁ( ) a,ﬁ( a ﬂ)

olur.

4.4.3 Yontemin Analizi

Bu kisimda zaman-kesirli ve uzay-kesirli tiirevli nonlineer kismi tlirevli diferensiyel
denklemlerin ¢6zlimiinde kullanilan doniisiim yontemini ele alacagiz.

o“u  0O'u

=—+N, (u(x,t), m-l<u<m, n—-1<n<n, n,meN, 4.52
=N, () y (4.52)

Burada N, nonlineer operatorler olup x ve t degiskenlerini igeren diger kesirli tiirevleri de
igerebilir.
Eger O<pu<1 ve O0<v<l ise (4.52) nonlineer denkleminin ¢oziimi tek degerli

fonksiyonlarin ¢arpimi olarak yazilabilir. Bu durumda o=y, f=v oldugunda her iki

tarafin doniistimii alinirsa,

[(a(h+1)+1)
[(ah+1)

L(Bk+1)+1)
[(Bk+1)

U, ,(k,h+1) = U, ,(k+1,h)+F, ,(k,h) (4.53)

olur. Burada F, ,(k,h), N, (u(x,t)) nin genellestirilmis diferensiyel doniisiimiidiir.

Simdi m—-1< u= "o<m ve 0<v<l oldugunda (4.52) nonlineer denkleminin ¢6ziimii tek
m,

degerli fonksiyonlarin ¢arpimi olarak yazilabildigini kabul edelim. u(x,?)=v(x)w(¢) olup

burada w(t) fonksiyonu Teorem 4.4.11 deki sartlart saglar. Bu durumda

a=—, [ =v icinher iki tarafin diferensiyel donilistimiinii alinirsa,
m,
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L(a(h+)+m) CT(Btk+1)+1)
C(ah+1) UepUles ot my) = Fp ) U, p(k+1,h)+F, ,(k, ), (4.54)
elde edilir.

Son olarak eger m—1< u = Mocm ve n—-l<v="L<n ise (4.52) nonlineer denkleminin
m, n,

¢Oziimii tek degerli fonksiyonlarin ¢arpimi olarak u(x,¢) = v(x)w(t) yazilsin. Burada w(¢)ve

v(x) fonksiyonlar1 Teorem 4.4.11 deki sartlar1 saglar. Bu durumda « :L, p :L icin

m2 n2
her iki tarafin diferensiyel doniisiimii uygulanirsa,
INah+)+ r(pk+1)+1
(ah+ ) ml)Uaﬁ(k,h+ml) _ Dty )Uaﬂ(k+1,h)+Faﬁ(k,h)
I'(ah+1) ’ I'(Bk+1) ’ ’
(4.55)

bulunur. Yukaridaki ti¢ farkli durumda, uzay-kesirli ve zaman-kesirli (4.52) nonlineer kismi

tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinii Caputo kesirli tiirevler yardimiyla (4.47)

denkleminden
u(x,y)= 2> U, ,(k,h)x**y" (4.56)
k=0 h=0

yazilir.
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5. UYGULAMALAR
Simdi nonlineer zaman-kesirli Fisher denklemi (Momani ve Odibat, 2007a)
Diu(x,t) =u_(x,t)+ 6u(x,t)(1-u(x,2)), t >0, xe R, 0<a <1 (5.1)
ve baslangi¢ sartlari,

1

u(x,0) =—(1+ex )2 (5.2)

olarak verilsin. (4.4) formiiliine gore (5.1) denklemine iterasyon formiiliinii uyguladigimizda
t o*
Up (X,0) = 14, (X,0) = IO (@uk(x, &) = () o (x,8) = () (x, &) (1= (u, )(x, 5))}15, (5.4)

elde ederiz. Yukaridaki varyasyonel iterasyon yontremi(VIY) uygulanmis denkleme baslangi¢

sartin1 kullanarak iterasyon uygularsak asagidaki yaklasik sonuglari elde ederiz.

uo(x,t) :m,

X

u,(x,t)= ! +10—2 t,

(1+e“‘)2 (1+e")3

1 ex ex tZ—a
)= 10 -10
ST ey ey o) TG a)
A [ -200¢™2" +(50¢* +75¢™ ~25€" )¢+ (10€* +30€" +30e™ +10¢")¢ ],

(1+ex)

1 10e* 2177 63 I
u,(x,1) = 1+61)+ t+37 - - + ]
0= e ) (1+ex)3[ F(3-a) T(4-a) T(4-2a)
t o 10 oo Al £
+ |:4€2 —2e" — 6:| + |:4€3 —T7e" —1le }[3 _1—‘(4——61)]

(1+ex)4 (1+ex)5
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=[-300e”t" +(100¢* +150¢™ —400e”* —50e" )¢’

(1+e )
(80e‘” +165¢* +90e> + 5S¢ ) (10e4x +30e30e> + IOe")t

X X X e X X X t37a
(10e4 +30e* +30e> +10e" )m—(moe“ +150€* —50e )r(4——a)

5-2a

1 1 t

F(S—a)F(4—a)F(3—a)t4_a]_60062xF(5—2a)F(3—a)

+1200€2'{

(1+ex)

+

4
[(~3200¢* +4400¢™ + 16ooe2>‘)’Z +(200e —425¢™ —1600¢™

2

3
—850¢> +400¢> + 275e")%+ (40¢°* +50€°" —200e** —500e"" — 400> —1 10e’C)tZ]

5 6—a
120 200 £ - ! +(50e" +75¢" ~25¢")
(1+e 5 I'(6-a)l(3-a)
4 5-a 3 4-a
| L ! +(106" +30¢"" +30¢™ +10¢")| & - ! ]
4 T(5-a)l(3-a) 3 I'(4-a)I(3-«a)

7
—(;)[40 00064" +(20 000e** —30,000¢°* +10 OOOe“)
1+e

5
+(2500€* +7500e™ +1625e™ —14,500e —15,750e** — 4000 + 6256”)%

4
+(1000€* +4500e™ + 7500 +5000e° —1500e™ — 50062)‘)%

3
+(100€* +600e”™ +1500e°* +2000e™ +1500e** +600e™ + 10062'*)%],

Bu sekilde matematik paket programlari (maple, matematica) kullanilarak iterasyona devam

edilebilir.

Simdi de (5.1) denklemini diger bir yaklasik ¢6ziim olan homotopy perturbation
yontemi(HPY) ile ¢ozelim.

Diu(x,t) =u_(x,t)+ 6u(x,t)(1—u(x,t)), t >0, xe R, 0<a <1

denklemi ve baglangi¢ sartlari,
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u(x,0) = ;

(1 +e" )2
olup (4.23) denkleminden Fisher denklemine homotopy uyguladigimizda,

%zp{g—i[vtumﬁtw(l—u)—a@} (5.5)

elde edilir. Baglangic sartlar1 ve (4.27) denklemi (5.5) denkleminde yerine yazarsak asagidaki

denklemleri buluruz.

1, (x,0) = ! My _

(1+ex)2’ ot

Oou, Ou a
a_;:a_:+(u0)”+6u0(1_u0)_D*’u0’ ul(‘xﬂo)ZO’

ou, oOu @
a—tz=8—;+(u1)m+6u1(1—u1)—D*,u1, u,(x,0)=0,

Buradan,

MO(X,t) =m,

u,(x,t)=10

e’ T N 1
(1+eX)31"(3—a) (1+ex)6

+(50¢* +75¢™ —25¢" )it* +(10e™ +30e™ +30e” +10e" )]

u, (x,1) =—10 [-200e>F

elde edilir. (5.1) denkleminin tigiincii mertebeye kadar yaklagik ¢oziimii

1 ex ex t2—a
1) = 10 t—10
ey ey (o) T6-a)

1

+ [—200&%3 +(50e™ + 756 —25¢" )2 +(106™ +30e™ +30¢™ +10¢" )z]

6
X

(1+e )



48
bulunur.

Simdi de diger bir yaklagik ¢6ziim yontemi olan ayrisim yontemi(AY) ile Fisher denklemini

¢Ozelim.

Fisher denklemi ve baslangi¢ sartlarini (4.34) denkleminde yerine yazarsak asagidaki ifadeyi

elde ederiz.

1

(1+e")2

u;,,(x,0)=J" ((uj)xx+6uj—6Aj), j=0,

uy(x,t) =u(x,0) =

2

Burada A nonlineer fonksiyon olan ifadeler i¢in Adomian polinomlaridir. Simdi ayrisim

serisinin ilk birka¢ bilesenini bulalim.

uy(x,t) = =,
(1+e")

10e* t”

u,(x,t)= (1+ex)3 T+’

50e"(=1+2e") ¢
(1+e")4 r(2a+1)°

u,(x,t)=

50e* (20 —15¢™ —6¢" +5)T'(a+1) —12¢'T(2a+1) =

3 ’t = 6 2 ’
0 (1+¢') T(a+1) T (3ar+1)

Son olarak fisher denklemini diferensiyel doniistim yontemi(DDY)) ile ¢6zelim.
Diu(x,t) =u_(x,t)+6u(x,t)(1-u(x,t)), t >0, xe R, 0<a<l

denklemi ve baglangi¢ sartlari,

u(x,0) :;

(1+ex)2

olup (4.49) denkleminden faydalanarak Fisher denklemine diferensiyel  doniisiim
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uyguladigimizda
anl(k,h +)=(k+D)k+2)U,,(k+2,h)+6U,, (k,h)
Iah+1) ’ ’ ’
C (5.6)
6> > U, (rh=s)U,, (k-r,s)
r=0 s=0
elde ederiz. Baslangi¢ sartindan,
U O)=l U(l 0)=-l U2 0)=l U@ O)zL U« 0)=-L (5.7)
b 4 b b 4 b b 4 b b 48 2 b 96 b .

bulunur. (5.7) de bulunan degerler (4.47) denkleminde yerine yazildiginda

u(x,t) :——lirix2 Jrix3 +(§—§x—ix2)t—
4 4 16 48 4 8 16 "TI'(a+l)

25 25 1> 125 ¢*
+H(—+—x) -
16 16 'T(2a+1) 48 T'(3a+1)

(5.8)

elde edilir.

(5.1) denklemi i¢in ¢izelge 5.1 de gosterilen ¢oziimler varyasyonel iterasyon, homotopy
perturbation, ayrisim ve diferensiyel donilisiim yontemleri kullanilarak o =1 degeri igin

hesaplanmistir. =1 durumu icin tam ¢O0ziimden bahsedebiliriz. Tam ¢6ziim ise

u(x,t) = %{)2 seklindedir. Yaklagik ¢6ziim olarak kullandigimiz diferensiyel doniisiim

1+
yontemi diger li¢ yaklasik ¢ozliim yontemine gore daha iyi sonu¢ vermektedir. Cizelge 5.1 de
verilen yaklasik degerlerin hesaplanmasinda varyasyonel iterasyon ve homotopy perturbation
yontemleri dordiincli mertebeye kadar ayrisim ve diferensiyel doniisiim yontemleri {i¢iini

mertebeye kadar agilmistir.



Cizelge 5.1. a =1 igin Fisher denkleminin yaklasik ¢6ziimlerinin karsilagtirilmasi.

50

4 X Uyy Uppy U,y Uppy Uran cozom
0.1 0.25 | 0.315940 0.315940 0.317948 0.316080 0.316042
0.1 0.50 | 0.249926 0.249926 0.200500 0.250000 0.250000
0.1 0.75 | 0.191606 0.191606 0.190964 0.191731 0.191689
0.1 1.0 | 0.142411 0.142411 0.140979 0.143229 0.142537
0.2 0.25 | 0.459320 0.459320 0.481199 0.463867 0.461284
0.2 0.50 | 0.386420 0.386420 0.396941 0.388020 0.387456
0.2 0.75 | 0.315478 0.315478 0.315266 0.316080 0.316042
0.2 1.0 | 0.249092 0.249092 0.241175 0.250000 0.250000
0.3 0.25 | 0.591179 0.591179 0.681440 0.619466 0.604195
0.3 0.50 | 0.527635 0.527635 0.581861 0.541666 0.534447
0.3 0.75 | 0.459719 0.459719 0.475833 0.463867 0.461284
0.3 1.0 | 0.387025 0.387025 0.372917 0.388020 0.387456
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1,25~
1.0—:
III.FE—:

0.5—:

0.25]

Sekil 5.1. « =1 i¢in u(x,¢) "nin tam ¢dziimii(kirmiz1), ddniisiim ¢oziimii(mavi) ve

homotopy ¢6ziimiiniin(yesil) grafigi

Sekil 5.2. o =1 i¢in u(x,t) nin tam ¢ozliimii(kirmizi), doniisiim ¢oziimii(sar1) ve ayrigim

¢cozlimiinlin(mavi) grafigi
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1,251
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0.751

051

0.25-

Sekil 53. a=1 i¢in u(x,t) nin tam g¢oziimi(kirmiz1), doniigim ¢ozimii(mavi) ve

varyasyonel iterasyon ¢Ozlimiiniin(yesil) grafigi
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6. UC BOYUTLU DIiFERANSIYEL DONUSUM

iki boyutlu diferensiyel déniisimden faydalanarak ii¢ boyutlu diferensiyel doniisiim

tanimlanabilir.

Tanmm 6.1. Ug boyutlu kesirli tiirevli u(x, y,¢) *nin diferensiyel doniisiimii

1 a \k £ N\ 7 o\m 61
Ve (K:m) = (ak+1)F(ﬁh+1)r(7m+l)[(D*xﬂ) (D:, ) (Diy) u(x’yﬂf)]m,zo) .

seklindedir. Burada O<a, B,y <1, U, , (k,h,m)=F (k)G,(h)J, (m) olup F,,G, veJ,

a.p.y

u(x, y,t) ‘nin bilesenleri olarak adlandirilirlar. Buradan u(x, y,¢) *nin ¢6ziimii

u(x, y,1) = iFa )=, S Gy () = 3,)" ST ()t —1,)"
- h=0 =0 (6.2)

22 Z zUa,ﬁ'J (ky h,m)(x = xo)ka V= )hﬂ (1—1,)"
=0 m=0 h=0
seklinde olur.

6.2 Teorem

u(x,y,0) =v(x, y,0) T w(x, y,t)ise U, , (k,h,m) =V, , (k,hm)£tW,_ , (k,h,m)
dir.

6.3 Teorem

u(x,y,t)=av(x,y,t),aecRise U, , (k,h,m)=al,

a,B.y

(k,h,m)

a.p.y
Yukaridaki teoremlerin ispatlar1 kolaylikla gosterilebilir.
6.4 Teorem

u(x,y,t)=v(x,y,t).w(x, y,t) olmak iizere bu ifadenin diferensiyel doniistimii

U, (k,h,m)= izz V5, (rsh=s,m—pW, , (k—r,s, p)dir. (63)

p=0 r=0 s=0

Ispat: Tamim 6.1 den,

)

u(x,y,t)=ZZiV (ks hm)(x=x)" (v =) (t =1, ’iiiww(k,h,m)(x—xo)"a(y—yo)hﬂ(t—to)my
PIDBN)

=0 m=0 r=0 s=0 p=l

m

Vip, (rsh=s,m=pW, , (k=r,s, p)(x=x,)" (y=y,)" (t=1,)",
0

>~
Il

o
=
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ve li¢ boyutlu diferensiyel doniisiimden

h

aﬂy(khm) izk: Va (rh S, m— p)Wﬁy(k r,S,p)

p=0r=0 s=0
elde edilir.

6.5 Teorem u(x,y,t)= Dfxﬂv(x, wt), 0<a <1 fonksiyonu icin donilisim fonksiyonu

I(a(k+1)+ 1)

(ks hym) = T (ak+1) Vapon

Uy s, (k+1,h,m) (6.4)

seklindedir.
Ispat: Tanim 6.1 den faydalanarak,

1
r(ak+1)r(ﬂh+1)r(7m+l)[(
1 k+1 h v o\m
:r(ak+1)1"(,6’h+1)1“(7m+1)[(Df;o) (DY (D2, )" v(x,,1) |
_ I(a(k+1)+1) [(
I'(ak+1)T(Bh+1)T (ym+1)T (a(k+1)+1)
I'(ak+1)

(k,h,m) =

aﬂy

2

Df;o )k (D*/;O )h (D,f’x0 )me;Ov(x,y, t)](

X050 :’0)

(Xo Yo :’o) ’

5

D) (DL ) (D, )" v(x, 1) |

(x0,¥05t0)
Va,[, (k+1,h,m)
elde ederiz.

6.6 Teorem Eger u(x, y,t) = Dfov(x, y,t), m-1<A<m,me N ise bu fonksiyon i¢in doniisiim

fonksiyonu su sekildedir.

(ak+/1+l) ,1

(khn’l)_m aﬂy(k+ ) (65)

aﬂ7

Ispat. Kesirli tiirevli diferensiyel denklemlerin doniisiimii tanimindan,
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1
F(ak+1)F(ﬂh+1)F(7m+l)[
1
Dy,
I'(ak+2A+1) herg
= Df + D* DZ m .Y,
F(ak+1)F(,Bh+1)l"(;/m+1)l“(ak+/1+1)[( W) (Dx, ) (D))" v(x,y t)](
r 1
_Mak24l) 2
F(O{k+1) T a
6.7 Ornek Asagida ii¢ bilinmeyenli kesirli tiirevli nonlineer kismi tiirevli denklem sistemi

U,z (k,h,m)= (D=, )k(D*/io )" (DL,)" DfxOv(x,y, t)](

9
X05050)

Yt (D*’;O ) (DZ,)"v(x, y, t)](

X05Y0l)

X0>Y040)

bulunmaktadir. Bunlar u(x, y,t),v(x,y,t) vew(x,y,t) olup ¢oziimlerini alisilagelmis

yontemlerle bulmak ya c¢ok zor yada imkansizdir. Bu problemi kolaylikla {ic boyutlu

diferensiyel donilisiim yontemiyle ¢ozebiliriz. Simdi

Diu+vw, —vw =-u, (6.6)
D£v+wxuy+wyux =v, (6.7)
Diw+uy, +uyv, =w (6.8)

denklemi ve baslangi¢ sartlari

u(x,y,0)=e""", (6.9)
v(x,y,0)=e", (6.10)
w(x, y,0)=¢e"" (6.11)

verilsin. Eger (6.6) denklemine ii¢ boyutlu diferensiyel doniisiim yontemini uyguladigimizda

C(a(k+1)+1 L& &
Mya“(kﬂ,h,m):_ Z(k—r+1)(h—s+1)
I (ak+1) ” 720 520 p=0
k h m
xV(k=r+1),s, p)W(r,h=s+Lm=p)+ > > > (k—r+1) (6.12)
r=0 s=0 p=0

X(h—s+O)WV(r,h—s+1L,m—pW(k-r+1s,p)-U(k,h,m),

elde ederiz. Benzer sekilde (6.7) ve (6.8) denklemlerine de uygularsak
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F(ﬂ(kH)H)V“(kH,h,m): Zk:if(k ) (h—s+1)
T(pk+1) " g i
xW(k—-r+1),s,p)U(r,h—s+1,m—p)— Zklzh:m(k—r+l) (6.13)

x(h—s+D)U(k—r+1Ls,p)U(k—r+1,s,p)
xW(r,h—s+1,m—p)+V(k,h,m),

T (y(k+1)+1) LR
T W (k+ Lhm) = — k—r+)(h-s+1
F(yk-!—l) ;/,1,1( m) ,Z:(; SZ:(; ;( r )( S )
k h m
xU(k—r+1),5, p)V (r,h—s+1L,m—p)=> (k—r+1) (6.14)
r=0 s=0 p=0

bulunur.

Baslangi¢ sartlarini (6.2) de yazdigimizda

o0 o0 2 3 2 3
> D Uk,h,0xy' = I+ i+ e i (6.15)
r=0 s=0 1' 2' 3' 1' 2' 3'
0 0 X x x3
V(k,h,0x"y" =] 1-=+——"—+---
2 2 d ( 21 3l j
. (6.16)
x[l_z+y__y_+...}
I 2r 3!
0 0 ) X xZ x3
DD Wk b0 Y = 1-= =t
= = I 20 3l
. (6.17)
x[1+1+y—+y—+-~j
I 20 3!
elde edilir. (6.15)-(6.17) denklemlerinden
U(0,0,0)=1, ¥(0,0,0)=1, w(0,0,0)=1, (6.18)
U@1,0,00=1, ¥(1,0,0)=1, w(1,0,0)=-1, (6.19)

U2,0,0)=—, L 12,00 = 1', W(Z,0,0):%, (6.20)
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1 1 1
U(3,0,0) = 5, V(3,0,0) = 5, w(3,0,0) = _5

bulunur. Genel halde yazdigimizda

U(k,h,O):L, k,h=0,1,2,---,
k'h!
1\
V(k,h,()):&, k,h=0,1,2,---,
k'h!

D"
W(k,h,()):—, kah :051929“'7
k'h!

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

elde edilir. (6.22)—(6.24) denklemlerini (6.12)—(6.14) denklemlerinde yerine yazip ve yontemi

uyguladigimizda,
UQ,0,1) = - L V(L0,1) = RN —
Ia+1) g+ r'(A+1)
1 1 1
Uually=- , VL1 =— , W(l,1,)=- ,
I'a+1) r(pg+1 r(A+1
1 1
UwLo2)y=———, V(,0,2)=——, W (1,0,2)=
10 TRa +1) 10!ITQRa +1)
1 1
U(2,2,2)= V(2,2,2) W(2,2,2)=

22T Q2a +1)° T2202A+1)

bulunur. Bunlar1 genellestirdigimizde

Ut m)y=—SD" i ke hm =012,
VAT (mou+1)
G .
Vik,hym)y=———2— if K hm=0,1,2, -,
VR T (mp +1)
D .
Wk, hym)=———2— if ke h,m=0,1,2,
KVRT (m +1)

1

10T QRa+1)’

1

212024 +1)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

elde ederiz. Sirastyla biitin U(k,h,m),V (k,h,m)ve W (k,h,m) ifadelerini (6.2) denkleminde

yerine koydugumuzda
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© © ® lm r hom
u(xy’)zz(;z(;zk'h';(n)aa+l)xyt —(zkv j(z _yj

OO0 . k=0 h (632)
o 14> CO N oy (o),
1711F(ma+1)
O (_l)h r_  hym - 1 k 00 (_l)h h
s Vst P — = —
Vo= k:OhZ(;Z‘)k'h'F(m,BH)xy ;k!x ,,Z; m o
o (6.33)
S (t ) X— B
I+ ——— ="M ("),
" ;F(mﬂﬂ)J ¢ M)
3 - S ( 1) r. hym S (_l)k k 3 1 h
R = = J—
W 20) ZO Z(; ;k'hvr(mmn” (;‘ K ,,Z:;'h!y
(6.34)
(t}/)m —H—y 4
= t
* Zr(m/1+1) M, ().
bulunur. Eger «a = f =y =1aldigimizda
(u VW) (ex+yt exfyﬂ"eforyH)’ (6.35)

denklemlerin tam c¢oziimlerini elde ederiz. Bu denklem sistemi i¢in ayni ¢dziimler
Jafari(2009) tarafindan homotopy yoOntemiyle bulunmustur. Bizim ¢6ziim ydntemimiz
Jafari’nin ¢6ziim yontemine gore hem islem kolaylig1 sagliyor hem de daha iyi yakinsadigi

goziikkmektedir.
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Sekil 7.2. a = 0.8, y=0.1 i¢in u(x,y,t) nin
yaklagik ¢oziimii ile y=0.1 i¢in u(x,y,t) nin
tam ¢Oziimiiniin grafigi

Sekil 7.1. a = 0.8, y=0.1 i¢in u(x,y,t)’nin yaklasik
¢cOzlimiinlin grafigi

D0STYETTZT 06 020
i P t %

Sekil 7.4. f=0.8, y=0.1 i¢in v(x,y,t)’nin
yaklagik ¢oziimii ile y=0.1 i¢in v(X,y,t)’nin
tam ¢Ozlimiiniin grafigi

Sekil 7.3. B= 0.8, y=0.1 i¢in v(x,y,t) nin
yaklasik ¢oziimiiniin grafigi
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:""'T"""u I | ; | S 4 ; : : e ”__,...r.-c-r"r"""'a
1412 1 08060402 0 1 4121 08060402 0 105
% t % t

Sekil 7.5. y = 0.8, y=0.1 i¢in w(x,y,t) nin Sekil 7.6. vy = 0.8, y=0.1 i¢in w(x,y,t)’nin
yaklagsik ¢oziimii ile y=0.1 i¢in w(Xx,y,t)’ nin

yaklasik ¢Oziimiiniin grafigi tam ¢oziimiiniin grafigi

Sekillerdeki u(x,y,t), v(x,y,t), w(x,y,t) fonksiyonlarinin yaklasik ¢éziimlerinde ki denklemler

dordiincii mertebeye kadar bulunmustur.
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7. SONUCLAR

Uygulamali bilimlerde karsilasilan bir¢ok matematik modelin analitik ¢6ziimii ¢ok zor veya
imkansiz olabilir. Bu durumda yaklasik ¢oziimler kullanilir. Son zamanlarda yapilan
calismalarin ¢ogunda yaklasik ¢6ziime sahip sayisal yontemler 6n plana ¢ikmaktadir.
Ozellikle hizli sonug veren, algoritmasi kolay hazirlanabilen ve hassasiyeti yiiksek olan
yontemler son derece ilgi c¢ekici olup hem zamandan hem de maliyetten tasarruf

saglamaktadir. Bu durum o6zellikle nonlineer modellerde daha ¢ok 6nem tasimaktadir.

Bu tezde, mertebesi zaman-kesirli olan nonlineer kismi tiirevli diferensiyel denklemi
varyasyonel iterasyon, homotopy perturbation, ayrisim ve diferensiyel doniisiim yontemleri
ile yaklasik olarak ¢ozdiik. Diferensiyel doniisiim yontemi, diger yontemlere gore hem daha
iyl sonuglar vermis hem de c¢oziime daha kolay ulastirmistir. Cizelge ve sekillerden
anlagilacag1 iizere, diferensiyel doniisiim yontemi diger yontemlere gore daha etkili bir
yontemdir. Bunun yaninda, ii¢ boyutlu kesirli mertebeden kismi tiirevli nonlineer diferensiyel
denklem sisteminin yaklasik olarak analitik ¢ozlimleri de doniisim yontemi ile

hesaplanmistir. Bununla ilgili teoremler yazilip ispatlanmigtir.

Ilk olarak 1986 yilinda adi tiirevli diferensiyel denklemler icin Zhou tarafindan ortaya
konulan ancak son donemlere kadar pek de ragbet gérmeyen doniisiim yontemi, bununla
birlikte algoritmasinin kolay olusu, hizli ve yiiksek hassasiyette ¢oziime ulagsmasi ve de
¢Oziim icin karmasik integraller yerine kolay tlirevler kullanmasindan dolay1 dikkat
cekmektedir. Hassasiyet ve kolay hesaplanmasi dikkate alindiginda diger yontemlerden ¢ok
daha etkili ve daha hizli sonug iiretir. Bu yontem iizerinde yapilan ¢alismalara bakildiginda
diger yontemlerden ¢ok daha az oldugu dikkate carpmaktadir. Yontemle ilgili arastirmalarin
artmasi ile birlikte yontemin gelistirilip bircok bilim dalinda daha etkin kullanilabilecegini
s0ylemek miimkiindiir. Sonug¢ olarak benzerlerinden daha etkili olan diferensiyel doniisiim
yontemi gilinlimiizde ¢okca karsilagilan bir¢ok problemin ¢dziimiine yardimci olmaya aday

yeni ve oldukga etkili bir yontemdir.
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