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OZET

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak iizere H, = L, (0,7: H) uzayinda
£5(y)=(1)"y* " (x)+ Ay(x).

fy)=(=1)"y*"(x)+ Ay(x)+ Qx)y(x)
diferansiyel ifadeleri ve aym
y@(0)=y*Nr)=0 (i=12...m)

simir kogullar ile olugturulan operatérler sirasiyla L,ve L olsun. Burada A H uzayinda
siirsiz kendine e bir operatér ve Q(x) her x e [D, n’] i¢cin yine H uzayinda kendine es bir
gekirdek operatordiir. A operatoriiniin ve Q(x) operatér fonksiyonunun bazi ek kosullar
sagladif: varsayilarak L, ve L operatorlerinin saf ayrik spektruma sahip oldugu gosterilmis,
bzdegerleri igin asimtotik formiil ve L operatdriiniin diizenli izi igin

- 17 1 1 ¢
lim A, -l —— X)p. , dx |=— 0) + trQ(m) |- — | trQ(x)dx
Wg[ e Tt!(Q( )0,,59;) ] 11O +rQ(w)] h! rQ(x)
seklinde bir formiil bulunmustur. Burada n, <n, <...ve j,J,.... belirli zellige sahip olan
dogal say1 dizileridir. Ayrica p, Sp, <..<p, <. ve A, <A, <. <A <.. srasiylaL, ve
L operatorlerinin 6zdegerleri ve ¢,,9,,.. A operatdriiniin 6zvektirlerinden olugan tam
ortonormal bir dizidir.

Anahtar kelimeler: Hilbert uzayi, 6zdeger. spektrum, rezolvent, kapanabilir operatdr,
simetrik operatdr, kendine es operator, ¢ekirdek operator. asimtotik davramis, saf ayrik
spektrum, diizenli iz.
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ABSTRACT

Let L, and L be operators which are formed by the differantial expressions

£(y)= (1) y " (x)+ Ay(x)

and

fy)=(=1)"y*(x)+ Ay(x)+ Qlx)y(x)
respectively, in the space H, = L, (0,7; H), with the same boundary condition

y(Zi-I}(O) = yizi-l](ﬂ:) =0 (i =12._., m)

where H is an infinite dimensional separable Hilbert space. Here, A is an unbounded self
adjoint operator in H and, for every x e [0, :r], Q(x) is a self-adjoint kernel operator in H.
Assuming the operator A and the operator function Q(x) satisfy some additional conditions, it
has been shown that the operators L, and L have line separated spectrum and, it has been
found the asymptotic formula for their eigenvalues and the following formula

- 1 1 1}
lim i[& p [COURLR )dx} = 0O+ 5] = | QM

for the regularized trace of L. Here, n, <n, <..and j,,}j,,.. are sequences of natural
numbers with a particular property. Furthermore, p,<p,<..<p <.. and
A SA,<..<A, <.. are the eigenvalues of the operators L, and L, respectively; and
®,9;,-.. 1 a complete orthonormal sequence consisting of eigenvectors of the operator A.

Keywords:Hilbert space, eigenvalue, spectrum, resolvent, closable operator, symmetric
operator, self-adjoint operator, kernel operator, regularized trace, asymptotic behaviour, line
separated spectrum



1. GIiRis

Bu ¢alismada ¢ift mertebeden simirsiz operatér katsayili kendine es bir diferansiyel operatériin
spektrumu incelenmis, Ozdegerleri i¢in asimtotik formiil bulunmus ve diizenli izi

hesaplanmistir,
Bu kisimda ¢aligmamizin 6nemli ayrintilan yer almugtir.

3. Béliimiin 1. kisminda, 2m. mertebeden sinirsiz operatér katsayih bir diferansiyel ifade ve
belirli sinir Kosullari ile olusturulan kendine e bir operatdr tammlayarak bu operatdriin

spektrumu incelenmigtir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun. Bu uzayda i¢ ¢arpim (.,.) ile ve normu da

| ile gosterecegiz. [0,::] arahiginda tamml, degerleri H uzayina ait olan ve

1. Her geH igin (f(x).g) skaler fonksiyonu [O.n] araliginda Lebesgue anlaminda
olgiilebilir,

2. flfeof dx <o
0

kogullarini saglayan tiim fonksiyonlarin kiimesini H, =L,(0,mH) ile gosterecegiz. H,
kiimesi bir lineer uzaydir. Bu lineer uzayin

(flrfz)n, =I(f,(x},f2(x)}dx (£.f, eH,)

0
fonksiyonu ile bir aynlabilir Hilbert uzay: oldugu bilinmektedir, (Kirillov,1976). H,
uzayindaki normu [|.||lrll ile gosterecegiz.

A, D(A)c H olmak iizere

A=A"21,A"eo_(H)

kosullanm saglayan bir operatdr olsun. Burada, o_(H) ile H den H ye tim tam siirekli
operatdrlerin kiimesi gosterilmistir. A operatdriiniin dzdegerleri y, <y, <...<y, <.. ve bu
ozdegerlere kargihk gelen ortonormal 6zvektorleri de sirasiyla @,,9,,...,9, ,... olsun. Burada,

her 6zdeger kendi kathilik sayisi kadar yazilmistr, D(LD') ile H, uzayinin asagidaki kogullar



saglayan tim y(x) fonksiyonlarinin kiimesini gdsterelim:

1) y(x) fonksiyonu [0.11] aralifinda H uzayindaki norma gére 2m. mertebeden siirekli
tiireve sahiptir,

2) Her xe [O,TIZ] icin y(x)e D(A) ve Ay(x) fonksiyonu [U.Tt] arah@inda H uzayindaki
norma gore stireklidir.

3) y¥0)=y*(x)=0 (i=12,..m)

r

P :D(Lﬂ')—p H,
L, ()= (=1)"y®(x)+ Ay(x)

lineer operatériinii gdz &Oniine alalim. Bu kisimda Lf,r operatoriiniin  simetrik oldugu

ispatlanmugtir (Teorem 3.1.2). L, operatoriiniin kapanisi L, =L, olsun. L,:D(L )— H,

a0 @b

kapali simetrik bir operatérdiir. Bu operatériin 6zvektorlerinden olusan {cos k)'c.q:aj}I= il

kiimesi tam oldugundan sz konusu operatir kendine estir, (Adigiizelov ve Baksi, 2004).
Q(x) [0, 11:] aralifinda tammh ve asagidaki kosullar: saglayan bir operatér fonksiyon olsun.
a) Her xe [0, '.'t] igin Q(x): H - H simirh kendine es bir operatordiir.

b) Q(x) [0.%] arahginda zayif slgiilebilirdir. Yani her f,ge H igin (Q(x)f.g) skaler
fonksiyonu [0, z:] aralifinda Lebesgue anlaminda &lgiilebilirdir.

¢) [Q(x)| fonksiyonu [0,] araliginda sinirhdir.
Bukisimda Q:H, - H,
Qy =Qlx)y(x)
operatoriiniin kendine es oldugu ve L=L,+Q:D(L,)— H, operatériiniin saf aynk

spektruma sahip oldugu gosterilmistir. L operatoriiniin dzdegerleri A, < ?‘.2 O S 4R
olsun. Burada da her dzdeger kendi kathilik sayis: kadar yazilmustir.



3. B6liimiin 2. kismunin temel sonucu agagidaki teoremden ibarettir:

Teorem 3.2.3: Q(x) operator fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarim saghyor ve j— « iken

v, ~aj* (0<a,0<x)ise

2ma

% Yamea S :
d:["“'il ] ve b= [(sint)a” (cost)n"dt olmak iizere
0

2b

2ma

n— o iken A, ~dn?™* dir.

m=1 hali igin L operatdriiniin Gzdegerlerinin asimtotik davramgi Gorbaguk (1975)

¢alismasinda incelenmistir,

3. Béliimiin 3. kisminda L, operatoriiniin p,,H,,....,1,,... 6zdegerler dizisinin belirli bir

egitsizligi saflayan 6zel alt dizilerinin var oldugu gosterilmis ve bundan yararlanarak L

operatdriiniin diizenli izi tammlanmigtir.

L, operatdriiniin 6zdegerleri p, <p, <..<p, <.. olsun. Bukisimda j— » iken y; ~aj*

(a, > 0) kosullan saglandig taktirde {u, |} dizisinin

2ma Ima

e —H, >do[qz“‘*“ —npm], (q=np +1,n, +2,...) (1.1)

olacak sekilde bir {1,,' }::1 alt dizisine sahip oldugu ispatlanmusgtir. Burada d, pozitif bir
sabittir.

L, operatoriiniin 8zdegerleri

k™ +y;, (k=012,... ;j=12,..)

seklindedir. Dolayisiyla

Mo =k"+7;.. (@=12,..) (1.2)

dir. 1, }:_!, azalmayan {u, |7, dizisinin (1.1) esitsizligini saglayan bir alt dizisi ve j,, js....

(1.2) esitligini saglayan dogal sayilar olmak iizere



llmi{l —Hg - (Q(x)tpj ' ]dx}

limitine L operatdriiniin diizenli izi diyecegiz.
3. Boliimiin 4. kisminin temel sonucu agagidaki teoremden ibarettir:

Teorem 3.4.2: Q(x) operator fonksiyonu
i. Q(x) [D,n] araliginda 2.mertebeden zayif tiireve sahip ve her f,geH igin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siirekli,
ii. Her xe[ﬂ,:rr] igin QV(x):H—>H (i=0,,2) kendine es gekirdek operatdrler ve

[QVGx) 4y (= 0.1.2) fonksiyonlan [0,] araliginda sinurh ve dlgiilebilir

kosullarini sagliyor ve j — = iken

v;~aj* (@>0, (1.3)

. 2m+2+/2m }
242m -2 -

ise L operatdriiniin diizenli izi igin

hmi[ —Hq - (Q(x)‘#,ustp,q}i }ﬁ[trQ(ﬂ)mQ{n)]—;—nitrQ(x)dx (1.4)

g=I
formiilii saglanir.

3. Boliimiin 5. kisminda 6zdegerleri (1.3) kosulunu saglayan A operatdrine ve i), ii)
kosullanimi saglayan Q(x) operatér fonksiyonuna birer drnek verilmistir. Bu dmekte L,
operatériiniin L, ([0,7]x [0,7]) uzayinda kismi tiirevli bir simetrik operatoriin kapanisi oldugu
gosterilmis ve (1.4) formiliinden yararlanarak L =L, +Q operatoriiniin diizenli iz

hesaplanmustir.

Skaler diferansiyel operatérlerin diizenli izi ile ilgili ¢alhismalar ilk olarak Gelfand ve
Levitan’in (1953) galigymas: ile baglamigtir. Bu ¢alismadan sonra Dikiy (1953), Halberg ve
Kramer (1960), Gasimov ve Levitan (1963), Levitan (1964), Lidskiy ve Sadovnigiy (1967),
Guseynov ve Levitan (1978) ve birgok baska c¢alismalarda ¢esitli skaler diferansiyel
operatdrlerin diizenli izi incelenmistir. Bu konudaki ¢alismalarin listesi Levitan ve Sargsyan
(1991) ve Fulton ve Pruess (1994) ¢alismalarinda verilmistir.



Operator katsayih diferansiyel operatdrlerin diizenli izi Halilova (1976), Adigilizelov(1976),
Maksudov vd. (1984), Bayramoglu ve Adigiizelov (1996), Albayrak vd. (1999), Adigiizelov
vd. (2001), Adigiizelov vd. (2001), Adigiizelov vd. (2004), Adigiizelov ve Baksi (2004),
Adigiizelov ve Kanar (2005) ve baz1 bagka ¢aligmalarda incelenmigtir.

Bizim ¢alismamizdan 6nce, konumuzla ilgili yapilan en son ¢alisma olan Adigiizelov, E.E..
Baksi O., (2004) “On The Regularized Trace of The Differantial Operator Equation Given in
a Finite Interval”, makalesinde L, (0,7n;H) uzayinda

fy)=-y"(x)+ Ay(x)+ Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y(0)=y'(r)=0 (i=12,..m)

simir kosullan ile olugturulan L operatoriiniin diizenli izi hesaplanmgtir.

Bizim galismamiz, bu galismanin genellestirilmis halidir. Yani #(y) ifadesi, herhangi ¢ift
mertebeden bir diferansiyel ifade olarak gbz oGniine alimmugtir. Aynica bu ¢aliymada kabul
edilen bazi kosullar bizim ¢alismamizda kaldinlmistir.




2. ONBILGILER

H aynlabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bu uzayda i¢ carpimu (.,.), normu da [/ ile gosterecegiz.

—® < a < b <o olmak iizere bir (a,b) arahginda tanimli, degerleri H uzayina ait olan

1. Her ge H igin (f(x),g) skaler fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda

olgiilebilir,
b
2. flfeofax <o (2.1)

kosullarimi saglayan f fonksiyonlarimin kiimesini H, =L,(a,b;H) ile gbsterelim. H, in

herhangi f ve g elemanlarinin i¢ ¢arpimu

b

(f,8)y, = [(FC,20x))x (2:2)

seklinde tammlamirsa, H, kiimesi bir aynlabilir Hilbert uzay: olusturur (Kirillov,1976). H,

uzaymda normu | ile gosterecegiz.

"D“(I) =H olmak iizere A, D(A)dan H ye kendine es bir operatér olsun. Her
xeD(A), x=#0 igin (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A ya pozitif (negatif) operatir denir ve
bu A>0 (A <0) seklinde yazihir. Her x € D(A) igin (Ax,x)20 ((Ax,x)<0) ise A ya
negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operator denir vebu A >0 (A <0) seklinde gosterilir.
A ve B kendine es herhangi iki operatdr olsun. D(A) < D(B) ve D(A)dan H ye A-B
operatdrii pozitif (negatif olmayan) bir operatdr ise A ya B den biiyiiktiir ( kiigiik degildir)
denirve A>B (A2 B) olarak yazilir. H den H ve tiim smurli lineer operatorlerin kiimesini
B(H) ile ve H den H ye tiim tam siirekli operatérler kiimesini de o (H) ile gosterecegiz.

Tamm 2.1: A negatif olmayan kendine es bir operator ve B de B® = A olacak sekilde kendine
e bir operatér ise B ye A min karekokii denir.

Teorem 2.1: Negatif olmayan kendine es bir A:H — H operatoriiniin bir tek negatif
olmayan kendine es B karekokii vardir. Eger C:H — H

AC=CA 2.3)




olacak sekilde herhangi bir sinirhi lineer operator ise
BC=CB (2.4)
dir (Lysternik ve Sobolev, 1955).

Tamm 2.2: Bir A lineer operatoriiniin bir A Gzdegerine karsihik gelen tiim 6zvektorlerin ve

sifir elemamnin olugturdugu N, lineer manifolduna A min A Ozdegerine karsihk gelen

bzuzay: denir.

Tamm 2.3: Bir A lineer operatoriiniin bir A Ozdegerine kargihk gelen N, 6zuzayimn

boyutuna A 6zdegerinin kathlhig denir.

1
A operatoriiniin pozitif karekokii A? geklinde gosterilir. A € o_(H) olsun. Bu durumda

!

A’A kendine es negatif olmayan bir operatérdiir ve (A'A)E € o_(H) dir (Cohberg ve Krein,
1

1969). (ﬁn'.“;)3 operatoriiniin sifirdan farkh 6zdegerleri s, 2s, 2...25, (0<k <) olsun.

!
Burada her 6zdeger kendi kathhik sayist kadar yazilmugtir. (A'A)E negatif olmayan bir
operatdr oldugundan s,,s,,...,s, pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatdriiniin s sayilan

denir. Efer k<w ise s;=0; j=k+1Lk+2,. kabul edilir A nin s sayilarn bazen
s;(A) (j=12...) seklinde de yazlabilir. s,(A)=|A| oldugunu belirtelim. Eger A normal

operatdr yani A"A = AA” ise o taktirde
5;(A) =h;(A) (i=12...k) (2.5)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Burada [, (A) = |A,(A) = ...2 %, (A), A operatdriiniin sifirdan
farkh 6zdegerleridir.

s sayilar
is}'{A}< w, (p=1) (2.6)

kosulunu saglayan tim A€o, (H) operatdrlerinin kiimesini o, veya o (H) simgesiyle

gosterecegiz. Burada o (p > 1} bir ayrilabilir Banach uzayidir (Cohberg ve Krein, 1969).




Bu uzayin her A operatériiniin normu

Al ) [Zs”(;\]] 2.7)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.4: o, uzaymna ait olan, bagka bir deyisle s sayilan
> s(A)<w (2.8)

ozelligine sahip olan A € o,(H) operatoriine ¢ekirdek operatorii denir.

Ae U,(H) ve B:H — H simirhi lineer bir operatdr ise AB,BAeo, (H) ve

|ABY, ) < [BHA],, (2.9)

[BAL,, sy < [BHA,, ) (219
dir. Aynica p, <p, ise o, c o, dir (Cohberg ve Krein, 1969).

i }‘:’ ortonormal tabani igin

Tamm 2.5: A:H — H bir sinirh lineer operatér olsun. Eger her {e

Z(Ae o€ j) serisi yakinsak ise A operatdrii sonlu matris izine sahiptir denir.

j=1

Teorem 2.2: A bir gekirdek operatorii ise her {e ; }:” < H ortonormal tabani igin Z(Aej,e j)
=l

serisi yakinsaktir ve bu serinin toplami {e } tabaninin segimine bagh degildir (Cohberg ve

Krein, 1969).

0

Bu Z(Ae §9€; ) toplamina A operatdriiniin matris izi denir ve trA ile gosterilir.
=

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatorii ve o, herhangi iki sayi ise
tr(A + BB) = atrA + ptrB (2.11)

trA’ = trA (2.12)




dur.

Teorem 2.3: A eo_(H), B:H — H simirh lineer bir operator ve AB,BA € o,(H) ise
tr(AB) = tr(BA) (2.13)
dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.6: A:H — H bir sinirh lineer operatér olsun. Bir ¢ € H, ¢ # 0 vektori ve A sayisi
igin

(A-Al)"9=0 (2.14)

olacak gekilde bir n dogal sayisi varsa @ ye A operatoriiniin A 6zdegerine kargilik gelen esas

vektorii denir.

Tanmum 2.7: Simirh lineer bir A:H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen tiim

esas vektorlerin ve Oe H elemamnin olugturdugu K, lineer manifolduna séz konusu

operatoriin A Ozdegerine karsilik gelen esas lineer manifoldu denir.

Tanmm 2.8: Sinirh lineer bir A:H — H operatoriiniin bir A 6zdegerine karsilik gelen K,

esas lineer manifoldunun boyutuna 7 &zdegerinin cebirsel katlihg denir.

Teorem 2.4: A gekirdek operatoriiniin matris izi igin
ulA

trA = fk (A) (2.15)
=1

dir. Burada her A, 8zdegeri kendi cebirsel katlilik sayisi kadar toplanmigtir. v(A) sifirdan

farkhi 8zdegerlerin cebirsel katlihklarinin toplamidir (Cohberg ve Krein, 1969).

Eger Aco, (H),(1sp<e)ve {ej }‘I” (1 € ® <) H de bir ortonormal elemanlar sistemi ise

gl(f\ep%] "<l )" (2.16)

dir. Bu egisizlikten 6zel olarak A ¢ekirdek operatérii igin

ItrA| < |A| 2.17)

ﬂ'|n'|]

elde edilir (Cohberg ve Krein, 1969).
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Tammm 2.9: H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayim ve D(A)=H olmak iizere
A:D(A) > H kendine es bir operatér olsun. Eger A operatoriiniin spektrumu sadece her

birinin katlili: sonlu olan

p W WS S (2.18)
Ozdegerlerinden ibaret ve

imft| =

ise A operatdril saf ayrik spektruma sahiptir denir (2.18) de her 6zdeger kendi katlilik sayisi
kadar yazilmistir,

Bir A lineer operatoriiniin rezolvent kiimesini p(A) spektrumunu da o(A) ile gisterecegiz.

Teorem 2.5: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)c H olmak iizere A :D(A) — H kendine es bir

operator olsun. Her x € D(A) igin
(Ax,x) 2 ot.(x, x)

olacak sekilde bir & € R sabiti varsa
(~,a)c p(a)

dir.

ispat: & (~,a) araligina ait olan herhangi bir say olsun. A e p(A) oldugunu gostermek
gerekir, Her

x € D(A) igin
((A - A1), x) = (Ax, x) - A(x. x) = (Ax, x) - au(x, x) + (& = 2 )x, %) (2.19)
dir. (Ax,x)> ax,x) oldugu géz dniine alinirsa (2.19) dan

(A~ A1), x) > (o= ). x) = (o0~ A)x (2.20)
elde edilir. Diger tarafian

(A = 1), x ) < (A = x| x| (2.:21)
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dir. (2.20) ve (2.21) den

5

(A =21 2 (o = 2 )]
yada

(A =AD] 2 (- 2)lx|, (x e D(A))

bulunur. Burada o — A > 0 oldugu dikkate alinirsa % € p(A) dir. m

Teorem 2.6: X bir Banach uzay1 ve D(A)c X olmak iizere A:D(A)— X bir kapal

operatdr olsun. Eger A nin A™' tersi varsa
oA\ {0} = ' : 0 e o(A)\ [0}

dur.

ispat: % e p(A)\ {0} olsun.

AT =M= (M-A)A™

dir. Buradan

(A”' - J:‘IT’ =-AA(A =AD" ==A(A = AL+ AINA =AD" ==AI =22 (A =AD" (2.22)

elde edilir. (2.22) den A" — A" operatériiniin (A e JL_IIT! tersinin var ve simrh oldugu ve

de D((A—ll)")=X oldugu gz Gniine almirsa tiim X te tamimh oldugu gorilmektedir.
Dolayisiyla

A epla )

dir. A™:R(A)— X operatdriiniin de kapali oldugu ve (zﬂ’x")-I =A oldugu goz oniine
almrsa yukandaki ispattan dolayi Aep(A”)\{0} ise A'ep(A) dir. Bu nedenle
reo(A)\ {0} ise A'eolA) ve peplA')\ {0} ise p'eo(A) dir. Sonug olarak
oA\ {0} = ' : 1 e o(A)\ {0}} dirm

Tamm 2.10: H bir Hilbert uzayi ve D(A)=H olmak iizereA:D(A) > H simetrik bir
operatdr olsun. Eger her x € D(A) icin
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(Ax,x)=a(x,x)
olacak sekilde bir a e (—o0,00) sabiti varsa A operatoriine alttan yari simrlidir denir.

Tanmm 2.11: H bir Hilbert uzay1 ve D(A) © H olmak iizere A :D(A) — H kendine es alttan
yari simrli bir operatér olsun. Bir o e (—o0,0) sabiti i¢in A operatoriiniin spektrumunun
(—ao,a) aralifina ait olan kismumin sadece Gzdegerlerden ibaret oldugunu, her 6zdegerin

kathligimin sonlu oldugunu ve bu 6zdegerler kiimesinin o dan kiigiik olan yigilma noktasina

sahip olmadigim varsayalim. Burada 6zel olarak o(A )~ (=o0,0)=@ olabilir. Bu durumda A

operatériiniin spektrumunun (- ac,a) aralifina ait olan kismi aynktir denir.
A operatoriiniin (— oo,cc) aralifina ait olan 6zdegerleri

Mm(A)sh,(A)<.. <, (A)<..

olsun. Burada her 6zdeger kendi katlilik sayisi kadar yazilmistir,

Teorem2.7: Ave B A=2B olmak {izere kendine es alttan yan simirh herhangi iki
operatdr olsun. Bir o < (~,) sabiti igin B operatoriiniin spektrumunun (-, a) araligina
ait olan kismu ayrik ise A operatdril de bu dzellige sahiptir ve o(A)(-,a)# @ halinde
(~o0,a) araligina ait olan 6zdegerler igin

A, (A)= 2, (B) dir (Smimov 1964).

Teorem 2.8: H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay1 ve D(A) = H olmak iizere A :D(A) — H

saf aynk spektruma sahip olan kendine es alttan yari siurh bir operatér olsun. Eger
B:H — H kendine es bir operator ise A+ B:D(A)—> H operatdril de saf ayrik spektruma
sahiptir.

ispat: A operatorii saf ayrik spektruma sahip oldugundan A —”BHI operatdril de saf aynk
spektruma sahiptir. A operatériiniin 6zdegerleri

A <A, 2.5, 5.
olsun. O halde A - Bl operatoriiniin dzdegerleri

A =[B|<A,-|B|<...<A, -[B]<..
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dir. A+B ve A—[BJI alttan yansmirh kendine es operatorlerdir. Her « € (—o0.0) sayisi igin

A —|B|I operatdriiniin spektrumunun (- o0, c) aralifina ait olan kismi ayriktir. Ote yandan
A+B2A-|B|I

oldugundan Teorem 2.7 gerefince her o e(-m,») sayisi igin A+B operatdriiniin de
spektrumunun (—oo,) araligma ait olan kismi ayriktir. Dolayisiyla A+B operatdriiniin

spektrumu sadece her birinin kathilig: sonlu olan
M Sy SOSR, S .
ozdegerlerinden ibarettir. Ayrica Teorem 2.7 geregince

Mo 24, ~[B], (0 =12...) (223)

dir. lim(ln—UBH)=m oldugundan (2.23) den limp,6 =c elde edilir. Sonug¢ olarak

A +B:D(A) > H operatorii saf ayrik spektruma sahiptir. m

Teorem 2.9: H aynlabilir bir Hilbert uzay: ve A:H — H kendine es bir operator olsun. A
operatdriiniin,

1. Ozvektorlerinden olusan tam ortonormal bir kiime var,

2. Sifirdan farkl her 6zdegerinin katlilig: sonlu,

3. Her £>0 igin [— s,a] aralifina ait olmayan 6zdegerlerlerin sayis1 sonlu
ise A operatorii tam stireklidir (Smirnov, 1969).
Tamm 2.12: H bir Hilbert uzay1 ve D(A)c H olmak tizere A:D(A)—> H bir lineer

operator olsun. Eger her x,y € D(A) igin

(Ax,y)=(x,Ay)
ise A ya ermit operatdr denir.

Teorem 2.10: Ermit tam siirekli bir operatoriin spektrumunun sifirdan farkli noktalar her
birinin kathligi sonlu olan 6zdegerlerden ibarettir ve bu zdegerler kiimesi sadece sifir
yigilma noktasina sahip olabilir. Karsit olarak bu 6zelliklere sahip olan her ermit operat6r tam
stireklidir (Naimark, 1968).
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3. YUKSEK MERTEBEDEN SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI KENDINE ES
BiR DIFERANSIYEL OPERATORUN SPEKTRUMUNUN iNCELENMESI VE
DUZENLI IZININ HESAPLANMASI

3.1 2m Mertebeden Simrsiz Operatir Katsayili Bir Diferansiyel ifade ile Olusturulan
Kendine Eg Operatir Ve Bu Operatioriin Spektrumu

Bu kisimda 2m mertebeden simirsiz operatér katsayili bir diferansiyel ifade ve belirli sinir
kosullar ile olugturulan kendine es bir operatr tamimlanmig ve bu operatdriin spektrumu

incelenmistir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun. H, = L,(0,7;H) uzayinda

£4(y)=(=1)"y*")(x)+ Ay(x) (3.1)

diferansiyel ifadesini goz oniine alahm. Bu ifadede A, D(A)c H olmak iizere D(A) dan
Hye

A=A"21,A' eo, (H) (3.2)

kosullarini saglayan bir operatrdiir. A operatdriiniin zdegerleri vy, <y, <...<y, <... ve bu

bzdegerlere karsilik gelen ortonormal dzvektorleri de sirasiyla ¢,,9,,...,@, ... olsun. Burada
her 8zdeger kendi kathlik sayis: kadar yazilmstir,

D{Lo‘) ile H, uzayimn agagidaki kosullan saglayan fonksiyonlari kiimesini gésterelim:

1) y(x) fonksiyonu [0,11:] arahifinda H uzayindaki norma gére 2m. mertebeden siirekli
titreve sahiptir.

2) Her xe[{].n] i¢in y(x)e D(A) ve Ay(x) fonksiyonu [[},n] arahginda H uzayindaki

norma gore siireklidir.

3) ycli-ﬂ{ﬂ) = yfzid}(ﬂ:) =0 (1 =12,.., m)
D(L.;) H, uzaymn bir lineer manifoldudur. D(Lut) dan H, e

Lo y="£,(y)




15

lineer operatoriinii g6z oniine alahm.

k™ +y; (k=012,.. ;j=12,..) (3.3)

L, operatoriiniin 6zdegerleri ve

[ 1
Jn

M, =1 ; . (3.4)
E ko

olmak iizere
M, coskxg; (k=012,.. ;j=12..) (3.5)

sirastyla  (3.3) Ozdegerlerine karsilik gelen ortonormal &zvektorleridir. Gergekten

coskxg, € D(L;)  (k=012,.;j=12..) ve

L, (coskx.g, )= (~1)" (coskx.p, ™) + Alcoskx.o,) =
(—=1)"(coskx)*™ g, +coskx.y 0, = k™™ coskx.q; +7, coskx.o; = (k> + Y Icoskx.tpj)

dir.
Teorem 3.1.1: {f, (x)}” L,[0.x] uzayinda ve fe,|* H uzaymda herhangi tam diziler ise

{f,‘ (x)e }-}:H kiimesi H, uzayinda tamdr.

ispat. y=y(x) H, uzaymn

y(x) L {fk (xlﬂj}:}‘,

kosulunu saglayan herhangi bir eleman: olsun. Her k,je N igin

(5. (e, yox hix =0

vada
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(e, vy, ()x =0, (k=12,.. ;j=12..) (3.6)

=Y SRR

dir. {f,(x)}" L,[0,n] de tam dizi oldugundan (3.6) dan L,[0,n] uzaymn fonksiyonlan

olarak
e, y(x))=0 (j=12...)

elde edilir. Dolayisiyla [U,Tl’] aralifinda hhhy (y{x),ej }= 0 dir.

E, = {x € [0,n]: (y(x),e;)# 0}, E= ;,Ej olsun. mE; =0, (j=12....) oldugundan
J=
0<mE<) mE, =0
j=1
dir. Buradan mE=0 bulunur.

Her x e [O,n:]\ Eigin
(yx).e)=0, (i=12..) o

dir. {el}:” H de tam dizi oldugundan (3.7) den her x [0, n]\ E igin y(x)=0 bulunur. Béylece

[0, rc] araliginda hhhy y(x) =0 dir. Dolayisiyla
ol = flytx) ax =0
0

ya da y=0 dir. Goriildiigii gibi H, uzaymmn {fk (x)cJ }:j_: kiimesine ortogonal olan sifirdan
farkli bir elemam: yoktur. Bu durumda [fk(xleJ]:J_l kiimesinin H, de tam oldugu
bilinmektedir. m

Teorem 3.1.2: LD' operatdrii simetriktir.

ispat: {l,cosx,cos2x,...coskx,..] kimesi L,[0.r] uzayinda tamdir. Ote yandan

A :H > H tam siirekli kendine e§ bir operatér oldugundan {‘st% iy J,...} kiimesi H de

tamdir. O halde Teorem 3.1.1 geregince {coskx.cpj}“ ” kiimesi H, uzayinda tamdir, Yani

k=0,j=1
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sp:m{ccnt-".lon;.tpj}:';niuc kiimesi H, de yogundur. {coskx.(pJ}:;n_LcD(L“r) oldugundan

=1

span {coskx (pj} (= D( ) dir. Dolayisiyla

plL, J-H, (3.8)

dir. y=y(x) ve z=z(x) D(Ln') lineer manifoldunun herhangi iki elemam: olsun. y"'(x) ve

z(x) (i=1,2.....2m) fonksiyonlanmin [0,x] arahginda H uzayindaki norma gore siirekli

olmalarindan ve i¢ ¢arpimun siirekli fonksiyon olmasindan yararlanarak

b

Je et
=y (x) 2(x)) j( B (x),2/(x)lix
LA SO
- (Yo} 2(x))] +! y@m2)(x) 27(x )i (3.9)

= [l ) (s

----------------------------

= J ()2 (xhix

=

elde edilir. Ote yandan A:D(A) — H kendine es operatir oldugundan her x < [0, r:] igin
(Ay(x),2(x)) = (y(x), Az(x)) (3.10)

dir. (3.9) ve (3.10) dan her y,z < DIL, ) igin
[ o Vo2 J I(( 1"y (x)+ Ay(x), z(x)}ix

= (0 O ehtoox +f (aylh o
¢ :)mg(y{xlzm(xmx+i(y(x},Az(x»ax
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I(I:: (3.11)
(

bulunur. (3.8) ve (3.11) den Lﬁ' operatoriiniin simetrik oldugu elde edilir. m

L, operatdriiniin simetrik olmasindan onun kapanabilir olmas elde edilir. L,=L, olsun.

L,:D(L,)—> H, kapal simetrik bir operatrdiir. Bu operatoriin 6zvektdrlerinden olugan
{coskx.tp i }:’ S L kiimesi tam oldugundan s6z konusu operatr kendine estir (Adiglizelov ve

Baksi, 2004). A, L, operatoriiniin bir 6zdegeri ve y=y(x) bu dzdegere karsihik gelen bir

=

E0d olsayd: L, operatéri kendine e§ oldugundan

ozvektorii olsun. Eger g {km +]’,}
yl {COSkx'(\“J }:=0L

olurdu. Ote yandan {coskx.tpj}“ *  kiimesi tam oldugundan y=0 olmahdir. Bu ¢eliski

k=0,j=1
A e {kzm +yj}: =a.,: oldugunu gosterir. Dolayisiyla L, operatoriiniin dzdegerleri (3.3)
seklindedir. A operatSriintin her 7y, Ozdegerinin kathhgmnin sonlu olmasindan L,

operatriiniin her k*™ + y; 6zdegerinin kathlifinin da sonlu oldugu elde edilir.
Q(x) [0, n:] aralifinda tamimh ve asafidaki kosullar saglayan bir operator fonksiyon olsun:
a) Herxe [0, rr] igin Q(x):H — H sinirh kendine es bir operatordiir.

b) Q(x) [0,n] araliginda zayif Slgiilebilirdir. Yani her f,ge H igin (Q(x)f,g) skaler
fonksiyonu [0, 7] arahiginda dlgiilebilirdir.

c) ﬂQ(x)“ fonksiyonu [0,7] araliginda simrlidir.

Teorem 3.1.3: Q(x) operator fonksiyonu a), b) ve ¢) kogullarimi safhyorsa her y=y(x)e H,
igin Q(x)y(x) e H, ve Q:H, - H,

Qy=Q(x)y(x)

operatdrii sinirh ve kendine egtir.
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ispat: {e, }T H de ortonormal bir taban olsun. Her x [0.1:] igin Q(x) in Hden H ye siirekli

lineer operator olmasindan ve i¢ ¢arpimin bir siirekli fonksiyon olmasindan yararlanarak her

y=vy(x)eH, veher feH igin

(Q(x)y(xlf)={Q(x{i(Y(x}ei)e,- }f]

=1

[i(y(xxei)o(x)ei.f]=i(ytx1ei)<o(x>e.-,f)

=] j=]

(3.12)

elde edilir. yeH, oldugundan (v(x).e,) (i=12...) fonksiyonlan ve varsayim geregi
(Q(x)e,.f) (i=1,2,..) fonksiyonlan &lgiilebilirdir. Dolayisiyla (y(x).e XQ(x)e,.f) (i=12....)
fonksiyonlar1 Glgiilebilirdir. O halde (3.12) den (Q(x)y(x)_.f ) fonksiyonunun dlgiilebilir
oldugu elde edilir.

|Q(x)| fonksiyonu [0.7] araliginda simurh oldugundan [Q(x)|<¢ olacak sekilde bir ¢ >0

sabiti vardir. O halde her y = y(x)e H, igin

floteyx)ax < i) Iyl dx <<, g

dir. Buradan her y=y(x)eH, igin Q(x)y(x)eH, elde edilir. Ayrica (3.13) den her yeH,
igin
vl <<*Ivli, vada fQyl,, <c b,

elde edilir. Yani Q:H, — H, operatdrii ssmrhdir. Her y,ze H, igin

(@3.2), = Q)b )kix = [ (4(x)QxJohix ~(r.Q2),.

oldugundan Q:H, — H, operatérii kendine egtir.m
Q(x) a), b) ve ¢) kosullarin saglayan bir operatdr fonksiyon olmak tizere L: D(L,)— H,
L=L +Q

lineer operatériinii g6z 6niine alalim.
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L ye H, =L,(0,m;H) uzayinda

fy)=(=1)"y*"(x)+ Ay(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y@(0)=y*(x)=0 (i=12....m)

sinir kosullar ile olusturulan kendine es operatér diyecegiz.
Teorem 3.1.3 den L nin kendine eg bir operator oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.4: Hery e D(L, ) igin

(Lo¥s ¥, Z(¥: ¥y,

dir.
ispat: L, simetrik L, operatoriiniin kapanisi oldugundan tanim geregi her y € D(L, ) igin
limy, =y, limL, y, =L,y (3.14)

olacak sekilde bir {y, | D(LUJ)diz,isi vardir, Her y, igin

(Lu Y..,Y..J : =J;( (~1)" yom (x)+ Ay, (), (x)kix

=y j(y“m}(x).yn(x)hx +i(Ayﬂ(x),yn(x»dx

£ u"‘[(y‘m-ﬂ(xlyn(xl Jy= by, (x)dx} fay, )y, (s
=0 (580 eh, 0+ fay, b, b

;. SR

+I(Ay,(x1y,.(x»ax
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m 2’5( (2m- 2} ),y“"(x))dx +i(Ayn(x),}’.,(x))dx
2mj'(yiml(xlynl ](x ):lx+j- A)’n(x)»y (x}hx
dir. (Ayn(x)-yn (x))z (Yn(x)-Yn(x)} oldugu g6z niine alinirsa (3.15) ten

(Lvaya), 2 6 hy, e =Gy

0

bulunur. (3.14) ve (3.15) ten
(Lo Yoo o), 2 Im(3s, Y, )
ya da

(Lo¥s ¥)u, 2 (¥, ¥y,

elde edilir. m

Teorem 2.5 ve Teorem 3.1.4 ten
(=)< plL,)
bulunur. Ayrica her y € D(L, )= D(L) iin

(Lys Y)H, - ((Lo + Q)}’s }’}u, s (Lu}'s Y)H, + (QY:}')HL
2 (y,¥)k, = [(Qy:¥)k, |2 (¥, Q] I,
2 (¥, -, i, ={-10l,, K53

oldugundan

=1-[o,, )= plL)
dir,

L, ve Loperatorlerinin rezolventleri sirasiyla R} veR, olsun.

RS =(Lo-a)" R, =(L-21)"

(3.15)
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dir. L, operatdriiniin dzdegerleri p, <p, €..<p, <. olsun. Burada her 6zdeger kendi

kathlik sayis1 kadar yazilmigtir. L, operatériiniin 6zdegerl eri (3.3) seklinde ve limy; =
o=

oldugundan limp, =o0 dir. Dolayisiyla her pep(L,) igin RE operatdriiniin {“ : “}

dzdegerler dizisinin limiti sifirdir. Yani

=0 (nep(Ly))

lim
R, =p

dir. Ayrica her ozdegerinin kathiligi sonludur. Her pep(L,)nR i¢in R} :H, - H,

Hy —H
sinirh kendine es operatordiir. Bu operatoriin 6zvektorlerinin {l'v‘.[It coskx.@ J}:‘;}!l kiimesi

tam ortonormal bir kiimedir. O halde Teorem 2.9 geregince Rf’l operatdrii tam siireklidir.

R} -Rj =(A-p)RR)

formiilinden her Lep(L,) igin R operatoriinin tam siirekli oldugu elde edilir.
Ry =Lj :H, - H, operatdriiniin spektrumu

 RTrRTe T

kiimesidir. O halde Teorem 2.6 geregince L, operatoriiniin spektrumu her birinin kathlig

sonlu olan

P‘]!#:s-"!“nsm
bzdegerlerinden ibarettir. Ote yandan limp, = oldugundan L, operatorii saf aynk

spektruma sahiptir. Teorem 3.1.3 geregince Q:H, — H, simrh kendine eg bir operatérdiir. O
halde teorem 2.8 den dolay1 L=L, +Q: D(L) — H, operatbrii de saf ayrik spektruma sahip
olacaktir,

L operatoriiniin 5zdegerleri A, <A, <. <A, <... olsun. Her p € p(L) sayisi igin

, 1
lim—— =0
a-—ml“ -H
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oldugundan Teorem 2.6 geregince R, = (I.. - pl)_' operatoriiniin spektrumu

{0 | I ! }
T P T T

kiimesidir. Burada her (% —p]*' sayisi R~ operatdriiniin kathhigi sonlu olan bir 6zdegeridir.
O halde Teorem 2.10 geregince her p e p(L)nR sayisi igin simirh kendine es R, :H, - H,

operatorii tam siirekli,
Rl _Ru =(l_“')R1R;1
formiiliinden her A e p(L) sayisi igin R, operatoriiniin tam siirekli operatér oldugu elde

edilir.

3.2 Ozdegerler i¢in Asimtotik Formiil

Bu kismda L, ve L operatirlerinin &zdegerleri icin asimtotik formiil bulunacaktir. L,
operatoriiniin bir A pozitif sayisindan bilyiik olmayan &zdegerlerinin sayisim N(L) ile

gosterelim

Teorem3.2.1: y, =aj" (0<a,a <) ise

24

e ]

1
b= |(sint)a'(cost)="dt olmak tizere 1 — = iken
2mra
N ~—22 3 2o
oa’*
dir.

Ispat: N(1)

" +k™ <2,(j=12,.. ;k=012..)

a
esitsizligini saglayan (j,k) ikililerinin sayisidir. (x,y) diizleminin x =0,x = (E) s ¥u=]

dogrulan ve ax® +y*™ = (x >0,y > 0) egrisi ile simrlandinlmus kapal: alt kiimesini F, ile
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gosterelim. N(L), F, kiimesine ait olan (j.k) (j=12.. :k=0,.2..) noktalarimin
sayisidir. (Sekil 3.1)

v

Sekil 3.1 F, kiimesinin alt kiimeleri olan E, kareleri

fonksiyonu azalan oldugundan her (j,k)eF, noktasina, koseleri (j—1,k-1), (j-1k),
(k=1), ve (j,k) olan E,, cF, karesi karsilik gelir. Dolayisiyla N(1), E;, ((i.k)eF,)
karelerinin sayisidir. Yani N(1), E;; cF, (j=12... :k=0,1.2,.) karelerinin alanlarinn
toplamidir, Bu nedenle N(A), F, mn alanindan biiyiik degildir. Yani
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[}nzwdx

o)

dir. Bu esitsizlikte yer alan

&)

f )\ —ax*dx
0
integralini hesaplayalim.
& ()"
[ Wh-axax =7 | zm,/l-“""dx
0 0 A

dir. Burada a:; =sin’ t doniisiimii yapilirsa

1#1—%’- =] —sin’t = (cost)é, x® = isinz t,

a
dx= (E)a -Z—(Sin t)i_‘l cos tdt
a

&)

,!-z A —ax®dx (—} %?smt) (cost)"mdt

bulunur. (3.16), (3.17) ve (3.18) den

N(l)s[;") ~
a

elde edilir.

f(sm t)o " (cost) h_dt

ﬂ

= | (sin t)u (cos t)‘*’ﬁdt

a‘—nﬂlﬂ

alimrsa (3.19) esitsizligi

X

[A.

—

a

Va
] (sin t)};

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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}{1 Im+a
N(R) 5(3} + 2‘; A Ha (3.21)
oa™
seklinde yazilir.

(x,y) diizleminin x =0, y =0 dogrulari ve a(x +1)" +(y+1)"" =& (x20,y>0) egrisi ile
simirlandinlmig kapal alt kiimesini D, ile gosterelim. E,, — F, (i=12,... ;k=012..)
kareleri D, kiimesini ortiiyor. Ote yandan N(1) nin s6z konusu karelerin alanlarinin toplami

oldugu hatirlanirsa N(l} mn D, mn alanindan kii¢iik olmayacag ortaya ¢ikar. Dolayisiyla

V
[ﬂ =]
a

NM2z | I:l{fl—a(xﬂ)“ —1:|dx=

0

(3.22)
(&)

_1\/a
= I "“l-a(x+1)“dx~(u] +1

o a

dir. Burada x +1=t déniigiimii yapilirsa

¥ 3.23
() S

1
I 2 l—at“dtHIz'“J?.-at“dt— _[ 5 —at®dt =
0 [iﬂ]z
elde edilir. (3.18) ve (3.20) den
X Ya

2m+a
[ W/r—at"at =2 o (3.24)
i}

(la}é

bulunur. Ote yandan

fﬂ h—at®dt <3/ (3.25)
0
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e O R T RO

&

dir. (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26) dan

(&)= I :

a im+a __L E = ;
J ’Tﬂ.—a(x +1)"dx > 2‘::/ A2ma _)2m —(ij B [‘uJ (3.27)
0 are

elde edilir. (3.22) ve (3.27) den

I

2m+a — 1
N > 223 7m -(i)“ —AZm (3.28)
aa}é a

bulunur. (3.21) ve (3.28) den A — « iken

2m+a

N(A) ~ 20 im
ﬂ.ﬂ}é
elde edilir. m

Teorem 3.2.2: j—  iken y, ~aj* (0 <a,a <) ise A — = iken

2p im=

N(L) ~ 2 Ima

o

dir.

Ispat: € > 0 herhangi bir say1 olsun. O zaman j>M iken

1-5<Li<1+a
4]

yada
(1-ehj* <y, <(+e)i®  (vi>M)

olacak sekilde M = M(g) dogal sayisi vardr.
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v B2}
} (1-gj* ,j>M

Y-m_—'{.ﬁ JEM

o (et Lj>M

olsun.

v,k < (=12. :k=012..)

7 k5, (=12 ‘k=012,..)

v, +km <A (=12...M ;k=012,.)
(1-e)aj® +k*™ <A (=12,... :k=012,..)
(1+e)aj* +k*™ <A (i=1,2,.... ;k=012,.)
(1+&e)hj* +k™ <A (=12,..M ;k=012,..)
(1+&)i* +k*™ <A ((=M+L,M+2,.. ;k=012,..)

esitsizliklerini saglayan (j.k) ikililerinin sayisi swrasiyla N, (1), N,(x), N.(x), N,(»),

N,(%), N,(x), N, (1) olsun. T,-“} Sy; S T}m (j=1.2....) oldugundan

N,(A)<N() < N, (%) (3.29)
dir. Ayrica

Ni(A) <N, () +N, () (3.30)
N,(A)< 2Mp/om (3.31)

dir. (3.21) esitsizliginden yararlanarak

Zb Im+a ( :'L J;
Rie— % 4t 3.32
TN A | Lo

elde edilir. (3.29) (3.30) (3.31) ve (3.32) ten

2b fora

A iy
NQA)s ——— ) 2ma —J +2MA/Am (3.33)
ali-e)s : [(] -¢h

bulunur.
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N, (J‘-]= N3(}»)+ N?O") 2 N?(l)= Ns(}*)_ Nﬁ(}")
N, (1)< 2MA/ 2

dir. Ote yandan (3.28) esitsizliginden yararlanarak

1

2b S T

Ny(A) 2 —— ), 2me ﬁ[—] 3w
; afa(l + &)} a(l +e)

elde edilir. (3.29), (3.34), (3.35) ve (3.36) dan

lm+a 7 y
ROy s — 22 (__L_J —(2M + 1)/t

of(1 +a)a}}/u el (1+&)a

bulunur. (3.33) ve (3.37) den

N(L) 1 a -~ oMa’® -1
< - o ML
2 G (1-g)« 2b1-g)e b

), 3ma

ok
10 R (N G 2aMa’e -1
2b A2 (14e)e 2b(1+6)s b

¥y 2mo

aa’®
elde edilir. Son iki esitsizlikten

N(R) 1
PR S(l«—a)yu +e

—r A

oaa™

(vi>M,)

N(L) < 1
2 B (o)

}_ 2ma

—g (V.:'L>M|)

aa}'{‘

olacak sekilde bir M, = M, () pozitif sayisiin var oldugu goriilmektedir. Ote yandan

: = lim .

lim =1
fi-g)a 0 (1+e)h

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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oldugu gz dniine alinirsa (3.38) ve (3.39) dan

Hnl———lﬂgE%;;;'=]
A=po 2b

},.szﬂ
oa’™

yada

2m+a
21 R (3.40)

N(A) ~

oaa

bulunur. m

Teorem 3.2.3: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b), ve ¢) kosullarnimi saghyor ve j— o iken

Y ~aj" (0<a,o <) ise

fmm
ua}{‘; m+a _2' a o
drl= ve b= sint)e"(cost)"=dt olmak Bzere
(]
n — o iken
ima
A, ~dn?ma

dir.

ispat: L, operatoriiniin bir p 6zdegerinin kathhigi p olsun. O taktirde

He, SHeu SR 2 = =Hg s, THy <Hgep4

q,+1<n<gq, +p, (3.41)

olacak sekilde bir q, dogal sayis1 vardir.

Im+a

N(u,)=q, +p, ~cp, 2m (3.42)

drr. Burada ¢ = —20

aa”

dir. Ote yandan p, 6zdegerinin p, kathlifs
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denklemini saglayan (j,k) (j=12,..... :k=0,12,.) ikililerinin sayisidir. Dolayisiyla
P, <i,im +15 2y, fom
dir. Bu bagintidan

p e |
e S 2, (.9

K, 2ma

0<

elde edilir. limp, = oldugundan (3.43) den

: Myl oo
T i
Hy 2ma

bulunur. (3.42) ve (3.44) den

4, _ N, )-p,
2m+a 2mea
CH, 2ma CH, 2ma
: q, T N(l'ln) i Py =4
b e T im e =l (3.:45)
C, 2ma CH, 2ma W, 2ma

elde edilir. (3.41) den ve N(u, )=q, +p, esitliginden

q, +1 n < 9, +Ps 555 N(]J'n) (346)

2msax 2m+a 2m+a 2m+a

CH,, 2ma ClL, 2ma CHL,, 2ma CH, 2ma

bulunur. (3.42), (3.45) ve (3.46) dan

lim =1
e

2m+a

CH, 2ma

elde edilir. Buradan

2mva
lim 2o 2™ _y
= n

c

yada
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lim—te =)

n—sm 4 [T PT
(¢'n)

bulunur. Béylece n — o« iken

2max 2mix

u, ~c 2m+un2'r.n¢-u
n

dir. c= oldugundan

ok

2ma
- :mrr:: | {Iﬂ};‘ 2m+a
2b

dir. Dolayisiyla n —» o« iken

[ o
Ll

yada

olmak lizere

Ima

M, ~dn¥me (3.47)

elde edilir.

Bu kez L =L, +Q operatoriinin A, €4, <..<hi_ <.. Ozdegerleri i¢in asimtotik formiil
bulalim. Q(x) operatdr fonksiyonu a), b), ¢) kogullarin1 sagliyorsa Teorem 3.1.3 den dolay:
Q:H, - H, siirh ve kendine e operatdrdiir. Dolayisiyla her y € H, igin

(@ y)u| < Kl Ik, <11, VT,

ya da
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-y, v}, <@y, <l vy,
dir. Buradan

-], 1= @ <|Q],,!

elde edilir. Bu nedenle

i w||Q||Hl ISL=L,+Q<L, +||Q||H: I
dir. Bu durumda

ka —[Ql,, <. <. +[Q,,

oldugu bilinmektedir (Smirnov, 1964). Buradan

ol _a,_ lol,
“I‘t l'lﬂ 'Jll

bulunur. Bu bagintidan

lim-}:i-—l

n—%x un

elde edilir. (3.47) ve (3.49) dan

yada n— « iken

2mex

A, ~dn2ma

bulunur. m

3.3  Ozdegerler Dizisinin Ozel Alt Dizileri Ve Diizenli izin Tanimlanmas

Bu kisimda L, operatdriiniin 1, [, B yoe

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Ozdegerler dizisinin belirli bir esitsizligi

saglayan 6zel alt dizilerinin var oldufu gosterilmis ve bundan yararlanarak L operatSriiniin
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diizenli izi tammlanmugtir,
Teorem 3.3.1: {a_} limiti + o olan herhangi bir reel say1 dizisi ise bu dizinin

a, >a,,lq@=n,+Ln, +2,.)
kosulunu saglayan bir {a,,? }:1 alt dizisi vardur.

ispat: Once minfa,} nin var oldugunu yani her ne N igin a, >a, olacak sekilde bir

jo €N sayisiin var oldugunu gosterelim. lima, =+ oldugundan {a | dizisinin bir

n—m

a; > 0 elemam vardir. Ayrica her n > N igin

a,>a;

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Buradan goriiliiyor ki {an} dizisinin a; den biiytik

olmayan elemanlarinin sayisi sonludur. Bu sonlu sayida elemanlardan en kiigitk olan bir

tanesi a; olsun:

minia,, ‘a, $ajl}=ajﬂ

Eger a, <a, ise a, 2a; dir. a,>a, ise a; 2a; oldugundan a, >a, dir. Dolayisiyla
minfa, } vardir ve minfa,}=a ;, dir. liﬂ,a“ =+ oldugu gboz oniine alimrsa yukaridaki
ispattan {a, | dizisinin

a, =minfa,,a,....} vea, >a, (q=n,+1,n, +2.2)

a, = nﬂn{aml,aulm".} vea, >a, (@=n, +Ln, +2,..)

.........................................................................

------------------------------------------------------------------------

kogullarin: saglayan bir {a“. }; alt dizisinin varhg elde edilir. m
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Teorem 3.3.2: j— « iken y; ~aj" (a,ce > 0) ise bir d,, pozitif sabiti igin {1, | dizisinin

2ma TFeney

e dn[qz“‘*“ —n,m} (@=n, +1,n, +2,..) (3.51)

olacak sekilde bir 1, | alt dizisi vardr.

ispat: (3.47) formiiliinden
im—%=d ,d>0
g=r Dm——

q 2m+o

dir. Buradan her q 2 j, i¢in

B, d

2ma
n 2m+a

olacak sekilde bir j, € N sayisimn varhigi elde edilir. Dolayisiyla

2ma 1ma

a, =H, -%nz"'“‘ ::-:‘-nmcl , (n=j,, 3, +1...)

dir. Gortldiigi gibi lima, = +c0 dur. O halde Teorem 3.3.1 den dolay: {a, } dizisinin

a, >a, , (q =n, +Ln_ + 2}

ya da

2ma
= d 2ma
Hq ——4-q.1m+u g _anz"”“ ) (q =n,+Ln, +2""]

olacak gekilde bir {an' }:ﬂ alt dizisi vardir. Son esitsizlikten

Ama_ 2ma

He —Hq, > dn[qz"“" -nPM} (q =n, +1,n, +2.2)

bulunur. Burada d, =% tiir. m
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L, operatdriiniin 6zdegerleri

2wy k=002, 5i=12.)

seklinde oldugundan

iy =k )0 (@=12..) (3.52)

dir. Bu tez calismasinda Ln_ }::u , azalmayan {pn }:"_T dizisinin (3.51) esitsizligini saglayan bir

alt dizisi ve j,, j,,... (3.52) esitligini saglayan dogal sayilar olmak iizere

hmi[ —Hg - QIX)tp,,,tp,t )dx] (3.53)

q=l

limitinin var oldugu gdsterilecek ve bu limit igin bir formiil bulunacakur. S6z konusu limite L

operatdriiniin diizenli izi diyecegiz.
Asagidaki esitsizlik saglanir:

x* —(x=1)"*>x%, (x>1,6>0) (3.54)

Gergekten

X (x 1)} =1_[ ;'] (=T x-tr-1)al

xﬁ

yada
x 148 —('x —1)"5 3z
dur.

Teorem 3.3.3: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullanm saghyor ve j— % iken

1] ise p nin biiyiik degerleri i¢in
m —_—

¥; ~aj" (a >0,a > 22m

ln, < ';_(pn,-ﬂ + I‘ln, )< }Ln'_,_.

dir. Burada i, | Teorem 3.3.2 yi saglayan bir dizidir.
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ispat: L,’ }:=l dizisi Teorem 3.3.2 yi sagladifindan

l’ln,d-l _un, >d0((nsl +1}6+] "npsﬂ) (3.55)

dir. Burada

g, (3.56)
2m+a

dir. (3.54) ve (3.55) den
Mo =iy >don;] (3.57)
elde edilir. (3.48) den ve bu esitsizlikten yararlanarak

Zla,ﬂ _{}‘ln,-rl +p’u, )= 2[1’11,.4 _“n,*IJ+FnP*I _“n‘,
>dgn,’ "'2(3-;1,.: —p.“p,,)

2 dﬂnrja = 2#QI|H,

bulunur. 8 > 0 oldugundan buradan p nin biiyiik degerleri igin
2lnp+l _b‘lnpﬂ * ]'l‘u, J> 0
veya
1

(P 1, )> ) A s (3.58)
elde edilir. (3.48) ve (3.57) esitsizliklerinden bir daha yararlanirsak p nin bilyiik degerleri igin
2{;"% ““'n, J< P‘npd-l _“n,
veya

1

lﬂ, < E(u’n,-rl +pnp ] (3‘59)
bulunur, (3.58) ve (3.59) den

hy, < 2(1-':-,+1 +H,, )< Ay elde edilir. m
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Teorem 3.3.4: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarim saghyor ve j— o iken

¥, ~aj" (a > 0,0 > 22m 1] ise p nin biiyiik degerleri i¢gin

L -]

g Lk A
2t T Zpan

qut Mg — a=t Hq —

serileri [A|=b, = 2"(;,1,,““ +Hy, ) gemberi {izerinde diizgiin yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.3.3 geregince p nin biiyiik degerleri igin

Ay, <b, <A, (3.60)
dir. Ote yandan p_ >0 oldugundan (3.48) den
Ao>Ql,  (a=12..) (3.61)

bulunur. limb = oo oldugu dikkate alimirsa (3.60) ve (3.61) den
p—=

el #b, (@=12..)

elde edilir. Dolayisiyla

A
e
- (g )

fonksiyonlar: p nin bilyitk degerleri igin [A| =b, gemberi {izerinde tammlidir ve

] g
AR TS WY

A
Ny =M

oldugundan i serisinin ll| =b, ¢emberi iizerinde diizgiin yakinsakhgini géstermek

q=l

i¢in

i 1

P ||lf||"bp[

serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. 51_{5 A, = oldugundan keyfi q > N igin



39

?mq :--ZIJP

olacak sekilde bir N dogal say1s1 vardir. Bu nedenle q > N igin

A A
lllqldbvl =}"q ~b, }}"q “—:21:?‘]
veya
1 2
< — (3.62)
R

dir. Ayrica (3.50) formiiliine gére keyfi q > N igin

2ma

Ay > cqim= (3.63)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi vardir. (3.62) ve (3.63) den

1 2

- b| = @>N) (3.64)

2m+c|

=2ma

dir ve dolayisiyla ZZc q™a serisi yakinsaktir. O

g=l

bulunur. Varsayim geregi « > 22[:1

taktirde (3.64) den

ryEy

b,

= S A St -
serisinin yakinsakhign elde edilir. Benzer sekilde Z(—r—:J sersinin de [}| = b, ¢emberi

=1\ Fq

lizerinde diizgiin yakinsakhi gosterilebilir. m
Teorem 3.2.3 geregince q — = iken

2ma

Agsi, ,_dqm

dir. Buradan goriiliiyor ki o > ziml ve L # A, H, (q=1.2....) ise
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S—ved——

3o " 2

serileri yakinsak serilerdir. Dolayisiyla R] ve R, operatorleri ¢ekirdek operatorlerdir ve

(2.11) ve (2.15) formiillerinden yararlanarak

tr(Rl-R?_)=u'Rl—tng=i[ T J

q=I ;\’q_}l' pq_;“

bulunur. Bu egitligi % ile carpip jl|=bp=2"(,.ln a2, ) ¢emberi iizerinde integre
m P P

edersek

l o I & }‘. l o l
— [Atr{R, =R} HA = — A—-— (3.65)
S NLu-{ 1 -RL) s |a-|‘=[b,[qz=i: Aq "“}] =i |a|‘=[b,[qz-*: Hq -’*}ﬂ
elde edilir. Teorem 3.3.4 e gore

) ?\, @ JL

ve

=1 ;"q -A QZ' Be— A

serileri ]JL| =b, cemberi iizerinde diizgiin yakinsak serilerdir. Dolayisiyla (3.65) den

= [afR, -ROA=F jl lﬂ-il i . (3.66)

|=b, Q-‘ IA;-b g=! Zm|1.| b, g _l

bulunur. p, <b, < T bagintisindan ve Teorem 3.3.3 den p nin biiyiik degerleri igin

Bomfir < BOb,)= b <t}

Aoott, 2B =i pl<b, ) (@zn, +1)
elde edilir.

Bu nedenle

1o ad {u,, ,q<n,  ise

i, Aop, |0 ,qzn, +1 ise
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1 AdA {lq ,q<n, ise

2mi,d, A=h, |0 ,q2n, +1 ise

olur. Bunlar (3.66) da yerine konursa

n N 1 J

g(xq “u)=-5 [elR, R (3.67)
[2f=b,

bulunur. Asagidaki formiiliin saglandigi bilinmektedir:

R, =R} -R,QR}  (hep(L)np(Ly))

Buradan s > 2 herhangi bir dogal say: olmak {izere

R, R} =Y (-1/R}(QR] ) +(-1)"'R, (QR} )"
j=

formiilii elde edilir. Bu da (3.67) de yerine yazilirsa

ni()"q"“q):z_:;i'j A ZE:('I)MR:(QR:)J+(—1)'R1(QR2)H| A
q=1 [xj=by =

veya

X(’“q —,)= iDm‘ +D} (3.68)
J=l

bulunur. Burada

D, = (_—21{?' Iltf[Rg(QRi )’}il (i=12,..)

[ﬁ.[ub#

D:," = % J‘ltr[R;, (QR: )m]i)L

[Al=b,

dir.

Baksi (1999) doktora tez gahsmasindakine benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir:
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Teorem 3.3.5: Q(x) operator fonksiyonu a), b) ve ¢) kosullarim saghyor ve j— « iken

'u( 0 2m ]
~a* |la>0,a> ise
il 2m -1

p, =l f[uufQre)n.

b2 g,
dir.
L, operatdriiniin {pq }L Ozdegerlerine karsihk gelen ortonormal 6zvektorleri sirasiyla
{‘I-’q (x)]:=; olsun. L, operatriiniin
k™ 4y, (=002 3j=12,..)
bzdegerlerine karsilik gelen ortonormal dzvektdrler sirartyla M, coskx.; oldugundan
Y, (x)=M, coskxo,  (q=12..) (3.69)

dir.

Teorem 3.3.5 den

D, =5 [u(QR} (3.70

2mi (Aj=b,

elde edilir. QR her A ep(L,) igin bir ¢ ekirdek o peratirii ve ¥, (x)|"

1

H, uzayimin bir

ortonormal tabam oldugundan

w(Qri)= L (QRI¥, ),

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Bu ifade (3.70) de yerine yazilip
ROW, = (L, — A1), =(u, -2)"¥,

oldugu dikkate alinirsa

D, =5t [ [Slertr,v,), fo

2 oy, Lo
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el [i | (Q%-‘*’JH.]“"

2mi [aj=b, | a=1 Hq -A

[Z(Q A ]Zm [

q=1 Fl_uq

bulunur. (3.69) dan ve

1 da {1 ,q<n, ise

2mi Iaf=, A-p, |0 ,9>n, ise

formiiliinden yararlanarak

=Y (Qe, ), =3[, () w, (x)hix =

g5 q=l 0

o, setcan e
0

q=1

iMﬁ‘Ims k x(Q(x j“,cp:h):lx

q=! 0

l ZMZ j:‘ l+c052k xIQ(x}pl‘.(pJ‘}:lx (3.71)

25

elde edilir. (3.68) ve (3.71) den

i[ i _E;ELI(Q(")‘% P ):li =

4=l

: iM I cos2k x Q(")“’s."h }’“ZDM +D}’ G.72)

bulunur. Burada k 20 ve j 21

B SHy S..SH S
olmak lizere

=ko" +7,,



olacak gekilde tam sayilardir.
Q(x) operator fonksiyonunun asagidaki kosullan sagladigim varsayalim:

L Q(x) [0.7:] arahfinda 2.mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her f,ge H igin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siireklidir.
ii. Her xe[0,n] igin Q" (x):H —H (i=0,12) kendine es cekirdek operatdrlerdir ve
(i)
||Q (xlc.,l:H}

(i=0,1,2) fonksiyonlan [O,n] araliginda sinirh ve Slgtilebilirdir.

Teorem 3.3.6: Q(x) operator fonksiyonu i) ve ii) kosullarini saghyorsa

I( x)tpj,:pl)coszkxdx

0

o - -

2.2

k=0 j=1

<o dir.

ispat: f i (x)= (Q(x o P J) olsun. Kismi integrasyondan yararlanarak

J-fj(x)cos 2kxdx = Ifj (x(Ls'm ka) dx

—f (x stkxI -—If )sin 2kxdx

i ' L 1 W
e £ (x)coskaL _4k—2'! f, (x)cos2kxdx

" 4]](_2[1‘; (=) fj'(o)] —Ilz_;“ﬂ" (x)cos 2kxdx

[ )+ '(0i+;j1fj"(x*dx]

bulunur. Bu egitsizligin her iki tarafi k ya ve j ye gore 1 den o« a kadar toplami alinirsa

Uf‘ (oj )+ ﬂfJ *ix]gk'z (3.73)

]

elde edilir. Buradan

; [ £,(x)eos

>3

k=l jul |9
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1 & 5
elde edilir. Burada — Y k™ =c¢, ve
4 Z !

> ’ﬁfj" (x#dx = lim ![;{IQ (xﬂdx sj: {f\ﬂ:'f’ (x ﬂdx

=

dir. Bu esitsizlik (3.73) de g6z 6niine alinirsa

| o8

i=!
dir. (2.16) esitsizliginden

ii f;({)#+f

k=l j=1

f'j cos.?kxdx

ol

j=1

fj”(xﬂdx (3.74)

Z'f =) ‘ Z| Q™)( (x)o,. 0, 1< llQ{"” IL.{H} (m=1,2),(1sw<») (3.75)

=1
bulunur. (3.74) ve (3.75) den

3 i ]Efj(x)cns 2kxdx

k=1 j=1|p

5|“‘de

Q"(x)

< cJJQ‘(O]L.m * "Q,(“]L“‘“’]MD n

elde edilir. Varsayim geregi fonksiyonu [0,7:] araliinda siirh ve olgiilebilir

oldugundan bu son esitsizlikten

ii jfj(x)mszudx

k=1 j=l [p

<® (3.76)

bulunur. Ayrica

=93.;I[§|fj(x]}ax sﬂgfj(q]dx a1

dir. Q(x) operator fonksiyonu ¢ekirdek operatdr oldugundan ve ii) kosulunu sagladigindan
S lw) - Sl 0, <l e 6 >0)
=1 =

dir. Bu esitsizlik (3.77) de gbz Oniine alinirsa



46

< @

il].fj(x)dx

elde edilir. Bu son bagintidan ve (3.76) dan

T

I(Q(x ke, 0, Jeos 2kxdx

(1]

ii <

k=0 jeI

elde edilmis olur, m

Teorem 3.3.7: Q(x) operatér fonksiyonu i) ve i) kosullarim sagliyor ve j— o iken ¥ j ~ 8

( 2m ] .
a>0,a> ise
2m -1

hmi M; IcosZk X(Q(x)9; ,@; )dx = —[trQ(U)+trQ(:r)] dir.

q=1

ispat: Teorem 3.3.6 dan

iiM I be,QJ cos 2kxdx
k=0 =1

0

iki kat serisinin mutlak vakinsak oldugu elde edilir. Bu durumda

b

hmZM’ I(Q(x)tpj‘,(pj )cos 2k xdxHZZMﬁI( X9, Jeos 2kxdx (3.78)

= gat k=0 j=I1 0

oldugu bilinmektedir. Ote yandan (3.4) formiilii g6z 6niine alinirsa

>y M F(Q(X)q?j,!p;)cos:!kxdx_
Ei[M JE(Q(x)%":p’)co"’k“d““J’("I)k““’J.('il’(x)tp r‘P,)COskxdx] (3.79)

%z{z[ i (@b, st st 5 I(q(x)‘pj,mj)coskxax}cos(nm)}

k=0 0

dir. Bu bagintinin sonundaki k ya gore toplamlar ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olan
(Q(x)tp 0 j) fonksiyonunun [0,7] araliginda {coskx|{, fonksiyonlarina gore Fourier
serisinin 0 ve m noktalarindaki degerleridir. Dolayisiyla (3.78) ve (3.79) dan
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!'LIEZF;ML J(Q{x}l(pj‘l s, Jeos2k xdx = %i[{Q({}}pj,wJ )+(Q(n)tpj Ny )]
4= 0 sl

ya da

) fy ’ ] . l
!;_:.EZM;‘ J'(Q(x)t.qu .9, )cos 2k, xdx = E[trQ(U}l +trQ(m)]
q=I 0

bulunur. m

3.4 Diizenli iz i¢in Formiil

Bolimiin 3. kisminda ispatladigimiz

i! A E(Q(x}wj,.tpi, )dx}:

q=1

liM jcosZk x(Q(x)(ph,tpi‘)dx-#-ZD +DY (3.80)

FI

formiiliinden yararlanacagiz. Burada

cy fh QRO)J]“’* (3.81)

2mij 12,

DY = l) _[ltr[k (Qr, ]:IJ\ (3.82)

T jaj=b,

dir. Baksi (1999) doktora tez ¢alismasinda

Dm=%ii [[ | H(P 1) ﬂ]ﬂ(@wq,,wqﬁ,},) } (3.83)

A, ™

formiilii ispatlanmugtir. Bu ifadedeki * igareti Mg oMy, oMy sayilan arasinda b den kiigiik

ve b, den bilyilk olanlarin var olduklarimi gosterir. Ayrica
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£ OSE<Cy] 8¢
g(r)={ :

6 ,r=j ise

dir. (3.83) formiiliinden yararlanarak Dy, igin

[ T 1
1y = di W oY,
i 4m§k'nzn+l[l.-[h (l—pjlh—l-‘k) }(QWJ ¥ )I-I. {Q\IJ ¥ )H, *

# i IIi|:n.| =by, 7‘» —H; Il l-lk ](ij’w'k)u, (Q‘*’k*‘”i)n.

f-np+l k=1

i e
Egk-nz.:u[hr!u, ( “!-‘:'i}"“* )dl](ij,wk )HI i ’wj)ﬂl

elde edilir. j<n  ve k2n_ +1 igin yani pu; <b, ve g, >b_ icin

l 1 ! 1 1 1
: dL = — . "
2mi |.L|-[h', (l-l-ljxl‘llg} zmli.l'!b, (pj —pk){l_“j l_“k}i

1 L 1 e l' 1 al= 1
M= My 2m|;,[=h,?"_|‘"j 2m|i.|-h,2""“t K= My

dir. (3.84) ve (3.85) den

> 3 by-n) Qv 0w,

j=l k=n,+1

IDIﬂI =

=ii@wﬂMW¢f

Sgg_%‘,ﬂ(p u.,Hw,.Qm |
ngu = ]Z|Qwu.wj l!,‘|

elde edilir. {lp ; }c H, tam ortonormal dizi oldugundan

Sfovavl| =l <io;

(3.84)

(3.85)
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dir. Dolayisiyla

ID,:| <[Ql;, @, (3.86)

dir. Burada

Q,= Yl -n, ) ©=1,2...) (3.87)
k:npd

dir. o >

i 1 oldugunu kabul edip Q  yi simirlandiralim. (3.56) formiilinden ve Teorem
3.3.2. den yararlanarak

Q=i : -=:m l

2 = 145
k=n,+| M "ln, k=n,+1 d‘ﬂ (k“'ﬁ' »np )

: L 1 (3.88)
—dﬂ((np +1)l+5-npl+5) akznpuw
elde edilir. Ayrica
© 1 llp+l+l 4
uqulnm 1 g n;L (ﬂ, T, +1)M —HPM
Ve X € [nl, +1,n, +i+l] igin
1 - 1
(IlP +i+l)l+5—-upl"'5 xlﬁ_nnhﬁ
oldugundan
np+i+1 “PII*" L
J- r+1+])"'6 15 xhs_npl«!
ve
o 1 o Mptitl P . e
: n 3.89
k_%;zkm =8 ’m § a;l;‘ X' _n’ns n;[] X" —np"a ( )

dir. (3.88) ve (3.89) dan
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)4 1 +L-’[ dx

4 8 1+8 |+& 1+8
dc((nn"l'l)“ =n, ) do u, 4B =y

bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki integrali simirlandirmak igin

148 146 _
X —l'lp t

doniiglimiini yapalim. O takdirde

T ac:'lx - =T(]:5)t{t+npt+o)'%dt

1+
I‘ip'ﬂ X -rnp a,

elde edilir. Burada

1+8

a, = (1'1pl +1)* ~n,

dir. (3.91) den

8

T dx
1+
"w“'x np

bulunur. (3.90) ve (3.92) ten

Q, <(l+ L}[(np £ —n,““]Tfs

d, d,0

. 2
elde edilir. Varsayim geregi o > 5 =

dir. O halde (3.54) esitsizliginden yararlanarak
(n;I +1)Ms —-np“’ > (np -i-l)u > nP°
bulunur. (3.93) ve (3.94) den

v ]

148 -2

Q’ < =1 18
0

elde edilir. (3.86) ve (3.95) den

lyaniiﬁ:

1 7. fasg il
t Wdt=-—u-——t 15
: '*'*{1+aﬂI 1+5 5

L+

= ';;[(np " 1);,5 _nplﬂi]‘%

2ma
2m+a

-1>0

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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limD,, =0 [a> 2‘“] (3.96)

pae 2m -1
bulunur.
Bu kez

limD,, =0 (3.97)

p—a

oldugunu gosterelim. Yine (3.83) formiiliinden yararlanarak D, igin

elde edilir. Burada

F(i.k,s)=g(i.k.s) (Qu v ), Quiaw)y, @vw, ), .

1
k,s)= dA dir.
g(J S) 6mi 111'[:. (;‘L K Il Hy ) T

D, =333 *Hiks)+ 3.3 3 “Fliks)

=§§;§,'Fﬁ=k +3; kgﬂg*txuk,s

_ii': 3 [Fik.s)+ Fls.k, )+ Fis. k)]

+3 3 3 [Fliks)+Flsk, i)+ Flk,js) (3.98)

j=1 k=n,+ls=n, +
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dur. g(j,k.s}= gi i,k,Sj ve Q = Q" oldugu géz 6niine alimirsa

F(s.k.)=g(ik.s) Qv,. v, )y, (Quiow, ), Qv ), =Flik.s)
F(k,j.s)=g(i.k.s) (Qui,w, ), (Quiw, ), (Qu,.w.), =Flik.s)
F{j,s, k)= g(i,k,s) [ij#wg }H, (Qu,. v, )fil (Q"P'ks "-Pj)HI =FGsk!S)

dir. (3.98), (3.99), (3.100) ve (3.101) den

=33 3 Bike)+2FGEIY T 3 [Fike)+ 27 GE)-1 +1,

=1 k=1 s=ng+1 j=1 k=ng+ls=ns+|

elde edilir.

ek 5 Sh%cie)

=l k=l s=n,+

L =“i i i F(j,k,s)

=1 k=np+l s=np+1
olsun. O zaman
I, =1, +2I,

I, =1, "'ZE

L ZF(Jks)+i 3 $Hiks)

=l k=l s=ng+l =l k=l s=n_+
= hy W=y

dir. p; #p, G, ksn )veszn, +1 igin

: 1 1
glik.s)= 6mi NL,, (1“ijl"9nxl'ﬂ.)dl

i 1 1 !
= - dl
6:ﬁ,,4£,(l—u.h;—uk)(l-uj l—mJ
1 1

=W["i‘?‘- “*l ] EM HIH ~Hy)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)
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dir. p; =p, (G, k<n )ves=n  +1 igin

(3.109)

. 1 1 1
g(i,k,s)=— 4 = =
G“Ii»!b, (l“i‘j)l(l'u,) 3, — K

dir. (3.108) ve (3.109) dan

ni i i 1 (lejill‘”: )H: (Q‘P‘ks'\i’;]n, (Qli’s!q’j)nl <

Ii|= <
Inl j=l k=l s=n,+] 3(“;'!-‘;1#;‘!‘1:)

33 3 o) ) fovw Qv Qv ), 5

P33 3T i ST W A CYRAN CYRTINE

o 5,1 (Bov.v [ Sfovev |

l, Z{(p b, V-, }'[*;[(Qw..wj),,,r];[gp(w.,w.)ﬂ, Iﬂ <

HQ“H. nwﬁ'ln.ﬂ ~Ha, }l‘gﬂ[oﬂ ~Ha, )-ljz: (Q‘F.s‘l’j)ﬁk r] =
I, np(u,,,u ~ o, I i[(u M, Flow. |, ]s

s=ny,+l

(RN TN 5 T A AN TR 310

bulunur. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) esitsizliginden yararlanarak
Hae1 ~Ha, 2 do((np + 1)M _nplﬂ)} dﬂ(np +1)ﬁ > du“pa (3.111)

elde edilir. (3.95), (3.110) ve (3.111) den

a. al48_ & 148 128"
|1"|5lpﬂ:ilnpdntnp“.d?np 145 ‘__.ﬁ"Q”:h np e
bulunur. Buradan
2ma 1

£ ~1>—
2 2m+a ﬁ
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ya da

o 2m+2\/§m
Zﬁm—ﬁ—l

(3.112)

kosulu saglandig takdirde

liml,, =0 (3.113)

p-—v-"!.'l
oldugu goriilmektedir. (3.105) ve (3.113) den (3.112) kosulu saglandig: takdirde

liml, =0 (.114)

pro

elde edilir.

Bu kez I, in (3.104) ifadesini simirlandiralim.

> Y Y FGks)=

j=l keny+ls=n,+]

]lnlz

n, @ » 1 I )
=l k-nz+ll-nz+l[67ﬁm'!'b (l—ijk—ka,x_“‘)dlj!(Qwi’wk )H' [QWu'W;)u,(QW“‘.PJ)HI =

z Z Z (“ p‘lI"‘j )(Q‘Pjs'yk)Hl(QWkaW;)HI(Q‘Pij)Hi s

J=1 k=np+ls=ny+1

i y Z (T T u,)'|(Qw Wi, @Quiw,), Q. %Ll

J=1 k=n, +1s=n,+|

kL33 3

§=1 k=ny+l s=n, +

’(Qw, vl @Qvw;), y
0‘* !-‘-jIP. J) i

-

2 2y e lov

V| =

o k)

Il n-gﬁwg.;«' _(m ~H,, L nT[

1

LI ey g Q‘*’-”u-]s

(Qu,. w;)

QJ;[);KQ%,% )H

/)

}




Il

IQ 1,.1[ 2

snrﬂ IJ kK

iy

dir. (3.95) ve (3.115) den

140
mw[ : }

251

Il "

dir. Bu esitsizlikten

liml,, =0

pe

limI, =0
p—ba

“’k =ny+l s=n, +!(}.l pn Xu —p'n,) -

] [’ @

2m
a>

2m-—

)

elde edilir. (3.102) (3.114) ve (3.117) den

EDP’ =0 [a>

bulunur.

A {j.l],[.lz,...,j.l.q,...} i¢in R} normal operatér oldugundan

[R3

dir (Cohberg ve Krein, 1969). [A| =b, =2"'(u, , +, ) cemberi iizerinde

[R:
"Z 2

q=1 ,'lup-ﬁl

o,(H,) - Z

q=1

-.-*lq

1

""a'kl

D)

2m +2v/2m }
242m-+/2 -1

q,(H,}Sq_l ll K ,

g=1 l'ln 'H"n +l

Zuq

qun,d-l p’q

un,

o)

9=l pu,ﬂ

55

+2

q=n,+

2

2p,

_pn,

-p'a.+]

<

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)
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dir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54) esitsizliginden yararlanarak

n
1 n n n s

guw. ~Hq <u,,,+] iun, ) dﬂ[(np +:)’fﬁ ~np'+'§] \ duin:+1F h =

elde edilir. (3.95), (3.119) ve (3.120) den

RS L i 2d;'n, " +2d;'87' (1 +§)np'%

bulunur. Buradan da

RS A (\:q:b (s J (3.121)
ah) 45 7 *‘ 2m-1

elde edilir.

|| =b, ve p nin bilyiik degerleri igin R, operatdriiniin normunu simirlandiralim. [A| = b, igin

||:~.‘I | —|:LH = o, *Ha =2, H (3.122)

1
-3 +h00] =3

dir. g <n, ve p nin bityiik degerleri igin |&,|<%, oldugundan

“n, * "l'n,-H i 243‘q| 2 'J‘n, + p’n,nrl _2}"% s

(3.123)
un'ﬂ -l'l'n’ +2(P"'v ——;\’np )Z pnpi-l o l’l'rt'l -2 ’J‘n,, < ln'
dir. (3.48) ve (3.123) den
Mo, +Ba e = 2ho| 2 1o =1, ~2Q), (g=<n,) (3.124)
elde edilir. g >0, +1 ve p nin bityiik degerleri igin [ [=A, > 2, , oldugundan
|~ b, ~Haget 2 2hay s =M, Moy = 20, 1~ Mg JF i =,

(3.125)

2 Haga = Ba, = ZP'%“ “Haa
dir. (3.48) ve (3.125) den

zllql'!-ln, = Hagt Z Paar ~Hao, -2“0"11. (q 2n, +l) (3.126)
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bulunur. hrn(p

nfl

j.ln'J=00 oldugu géz Oniine alimrsa (3,122), (3.124) ve (3.126) dan
1
Hlﬂ|_tlu>z(}"nnel ‘_!"'n,) ‘Jll :bp) (3127)

elde edilir. Teorem 3.3.2 den ve (3.54), (3.127) esitsizliklerinden yararlanarak

n -l ;%[(np ) ]%( 1)

bulunur. Bu bagintidan ]J'\.i =b, ve p nin bilyiik degerleri igin

P -1|>dT:nj (3.128)
elde edilir. Ote yandan R . operatoriiniin s-sayilar {l }k| } _, oldugundan

[R.,, = m}"{lq A } (3.129)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). (3.128) ve (3.129) den p nin bilyiik degerleri igin

4 . 2
"R""H:{d_l“v& [[,x|=bp; a;-zm“_’_J (3.130)

bulunur.

Teorem 3.4.1: Q(x) operatdr fonksiyonu a), b) ve c) kosullarimi saghyor ve j— o iken

ai* la>0,aa> 2m +2+/2m ise
L4 RN = A

imD, =0 (j=234,.)
ps

ispat: (2.10), (2.17) ve (3.81) bagntlanndan yararlanarak D, asagidaki sekilde
sirlandinlabilir:

|D | " _Em!hp |u'(QRg )J |d11 : [a}=b, IKQRg)J 0|(H|lld}~‘ »
NL R3] u,m,-)H(QR”F jdA] < H_L fal,, [R3 . [I@RS Y (3.131)

ok, [ Rl goleRe <ok, | IR?.II,,[H,}IIR:H,; ol

[Al=by,
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dir. Q(x)=0 halinde R, =R’ oldugu goz 6niine alinirsa (3.130) dan

RS, <n,* (M=b, s=pme ]
I

By 2m + o

elde edilir. (3.121), (3.131) ve (3.132) bagintilarindan

-8 -8(j-1) -8
‘Dml < const Inp n, |dM < constb n,
Eliﬁbp

bulunur. p nin biiyiik degerleri i¢in
b, = %(Pn'*, iy, )5 const.np]'a'

oldugundan (3.133) ten

2-8(j-1)
'D |:,j| < const.n

dlde odilir. Burada & > % oils

10m
6m-35

a>

kosulu saglandig taktirde
limD, =0 (j=45..)
oldugu goriilmektedir. Ote yandan her m e N igin

2m+2\5m 5 10m
22m-+2-1" 6m-5

oldugu ve (3.96) ve (3.118) formiilleri géz dniine alinirsa

8 2m+2ﬁm
22m-2-1

kogulu saglandi taktirde

limD; =0 (j=234,...) bulunur.m
pro

(3.132)

(3.133)

(3.134)
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Teorem 3.4.2: Q(x) operatr fonksiyonu
. Q(x) [U,n] aralifinda 2.mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her f,ge H igin
(Q"(x)f,g) fonksiyonu siirekli,

ii. Her x <0, :rt] igin Q"(x):H > H (i=0,,2) kendine es gekirdek operatrlerdir ve
[RV(x),

kosullarim sagliyor ve j — « iken

m] =0,1,2) fonksiyonlan [O,n:] aralhiginda sinmirh ve Slgiilebilir

Y. ~a" la>0,a> 2m +2y2m ise
! T 2Im -2 -1

L operatdriiniin diizenli izi i¢in

nmi[z 1y~ [ Qe .0, )dx] = %[trQ(O] . tro(n)}-—;; [ rQ(x)dx

q=1
formiilii saglanir.

ispat: (2.10) ve (2.17) esitsizliklerinden yararlanarak (3.80) formiiliiniin sonundaki D% nin
(3.82) ifadesini simirlandiralim:

3, . M, (oR2) o
. ||Rx||H.|]QR:~)'"

b | IIRzH Jor3L,,

DY < ] <

J IR
"H.(

]dl|sb j' uR "Hl"R“

oy(H;)

Jaa < b,, j u lda < (3.135)

U{Rr A ﬂ;':";]

s+l

[d2]

H, IL.{H,) cr.[l-l.]

dir. (3.121), (3.130) ve (3.135) bagintilarindan

DY| <

< mb’m'[ np'ﬂ“”np"ﬂdll <constb’n """ (3.136)
nhp

elde edilir. (3.134) ve (3.136) dan

D) < constn, ™

bulunur. Buradan
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imD¥ =0 (s>35") (3.137)

p—=

elde edilir. Teorem 3.3.7, Teorem 3.4.1 ve (3.80), (3.137) formiillerinden yararlanarak

2 M;, & 1

hmilxq —H, - %I(Q(x)(qu 9, ):Ix] = E[m:g(t)) +1rQ(m)] (3.138)
0

bulunur, Bu esitligin sol tarafindaki sonlu toplam asagidaki gibi diizenleyelim:

i[ ~My - ;‘ f(Q(x)w,-,w,-q }:bc} =

- [l -M, - I-( Qx)e; .¢;, }"le * Z[lq =Hg=
q:::s 0 g8

ky

z T
qu I(Q(x)(ﬂj“ @, }1":[

- Z{k ~, - L[l 0, b |+ ¥ lq-urﬁf(f?(x)wj.,m}h‘}
::.n 0 __ :fis_ 0
H[l 1, ~flewe, 0, ix [+ T o=ty -~ 0000, 0, )dx]+
qsn 0 Jasnp| 0
kq- l'=IJ
%E‘L (Q(x)cqu 95, }ix]
Iy e I(Q(x)tp,,,w;‘)ix}— [T(Q(X)tpj_,w,-q}h] (3.139)
9=l T g<n
qu
dir. Ayrica
Z(Q(WWJSZI(Q(% ‘PJ]—"Q llc,[H]’ n=12..) (3.140)
=1

dir. Varsayim geregi ||Q(x]|ﬂlm} fonksiyonu [0,7] araliginda simirh ve Slgiilebilirdir. Bu

nedenle

h'Q("lL. wdx <o (3.141)
0

dir. (3.140) ve (3.141) den Lebesgue teoremi geregince
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> [(Qee,.0, Jix = f{i(Q(x)mj,m,-)]dx [ weodx (3.142)
a 0 0

=l =1

elde edilir. Ote yandan k, =k, =0 ve q, #q, kogullanm saglayan her q, ve q, dogal

sayilart igin j, # j, oldugu géz 6niine alinirsa

=l 0

tim 3" Qe .0, bx = 3 [0 .0, kix (3.143)
b

dir. (3.142) ve (3.143) den

n

gﬁq%!(Q{x)tph,mh hix =Ew(X)dx (3.144)
k

L]

bulunur. (3.138), (3.139) ve (3.144) den

- 1] i) 1§
13352[1 -1, -;!(Q(x)tph 9, M = 4100 + wQ]- - [rQead
clde edilir.m

3.5 Ornekler

H=L1[0,J".'] ve m=2 olsun. D(A) ile asagidaki kosullari saglayan ¢(t) fonksiyonlar

kiimesini gosterelim:
a) @"(t)[0.7] arahginda mutlak streklidir ve " (t)e L, [0,7]

b) (0)=9"(0)=o(x)=¢"(x)=0

A:D(A) - L,[0,7] ,mp=dT""(‘) (3.145)
operatdriinii g6z Oniine alalim.

Bu operator

A=A"21ve A" eo_(L,[0,x] (3.146)

kogullarim saglayan bir operatordiir. A operatoriiniin 6zdegerleri



62

y;=i' (i=123.) (3.147)

bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal dzvektorler de

o,(t)= stinjt (j=1.23..) (3.148)
T
seklindedir. m =2 ve a =4 oldugu gz 6niine alinirsa A operatdril igin
2m+2v2m
o>
242m -2 -1
kosulunun da saglandi goriilmektedir. Q(x) olarak her x e [0,11] igin LE[U, :rr] den LI[O,n]
ye
QlxJol(t) = x* [K(t,s)o(sks (3.149)
0

operator fonksiyonunu ele alalim. Burada

K(t,s):{flt(ﬂ_s) Jt<s ise

n's(n—-t) ,t=s ise

dir. Her xe[0,x] igin Q(x):L,[0.x] - L,[0,n] tam stirekli kendine es operatirdiir. Bu
operatoriin 6zdegerleri

a,(x)= ’1‘—: i=12.)
ve bu dzdegerlere kargilik gelen ortonormal 6zvektorler sirasiyla
f.(t)= J—E sinit (i=1.2,...)
seklindedir. Gergekten
Q(xXsinit) = xzfx(t,s)sinisds
0

t ;
=x*[ K(t,s)sinisds + x* [K(t,s)sinisds
0 t
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=X ITI: 's( — t)sinisds + x° I:rr “t(n—s)sinisds
0 k

t 1
=x’n"(n —t)jssinisds +lx15inisds-—1r"txz Issin isds
0 t t
R L} ®
- —rr"tx’jssinsnds + %2 js sinisds + tx:J‘sinisds
0 (1]
$ 2

tx AN .
—Cosis|,
1

1 1 1 1

4 T sy :
=-m 1u2(-70051s+751msj

n
T : Lz
+x‘(—700513+;—sm!s)
0 1}
2

=1

I

(- l)i+x‘[—§cosit+%sinit]-m—-( 1) +—oosu
1 1 1 1

O

-

I
|’

sinit

(%]

i

dir. Ayrica her x € [0,7] i¢in Q'(x): L,[0.7] - L,[0,7] operatoriiniin 5zdegerleri {2%} ;
i

i=l

Q"(x):L [0 1:]—)» L [0 n] operatériiniin de 6zdegerleri { 2} dir. Dolayisiyla
LI

RGN, 1,000 = [il})

i=1 1

, = 1
HQ ]Iu.(L;[D:B 2[”12}

= 1
"Q'(x]L‘{L,[n,,D - 2;;2_'

dir. Goriildigi gibi Q(x) operatér fonksiyonu i) ve ii) kosullarini saghyor. Lo ve L,
D(L,)=D(L)c H, olmak iizere D(L,) dan H, e sirastyla

2if) =2 "("") 2 :Ef 1) (3.150)
tu)= d'u "") 2 :;E" ‘)+x=IK(t,s)u(x,s)ds (3.151)
0

diferansiyel ifadeleri ve aym



64
(3.152)

u, (0,t)=u”(0,t)=u (.
(3.153)

u(x,0)= v’ (x,0)=u(x,n)=u", (x,7)=0

simir kosullan ile olusturulan kendine es operatorlerdir. #,(u) ve/#(u) ifadelerinde yer alan

4
2 9ixt) u(x,t) tiirevi L, [0,7] uzayindaki norma gére anlagilmaktadir. Yani

ox*
= 2
lim u(x+m,t)—u(x+l)_u:(x,1* dt =0
ax-.r_rn Ax
u(x +Ax,t)-u)(x,t I
}Pnn u (X xax) u [x )—ui':l.](xst* dt=0 ,(i =l,2,3)
0

dir. L, operatdriiniin 6zdegerleri

k*+j' (k=0]2,.;j=123,..) (3.154)
ve bu dzdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler de
' N k=0 ise
J; ]
M, =1 > (3.155)
= Lk=12,..ise
T
olmak iizere
\/EM,r coskx.sin jt (k=012,... ;j=12..) (3.156)
T
seklindedir.
Bukezde H, =L,(0,mL,[0,n]) = L,([0,x]x [0,7]) uzayinda
(3.157)

d'u(x.t) d*ulx,t
ft(u)= ai; )+ 654 )

4 4
diferansiyel ifadesini goz Snine alam. Bu ifadedeki % veya a‘f—af’f‘l tiirevleri

bildigimiz adi kismi tiirevler olarak alinmigtir.
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X, t) 2 a*ulx,t)

Fl
) u(x,t), [(},n]x [0.7:] karesinde s ;( stirekli tiirevlerine sahip,

hp & ot'
d) ul(0,t)=u"(0,t)=ul(n,t)=u"(n,1)=0 (0<t<=) (3.158)
u(x,0)= u:"= (x,0)=ulx,n)= u:’: (x,n)=0 (0 £x< :'t) (3.159)

kosullanim saglayan u(x,t) fonksiyonlar kiimesi D, olsun. D,, H, uzaymn yogun bir

lineer manifoldu, D, dan H, e L, =¢,(u) operatrii de bir simetrik operatordiir. L,

operatdriiniin 6zdegerleri de
k*+j* (k=012,..5j=123...) (3.160)

ve bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zvektorler de

\(EM,‘ coskx.sinjt (k=012,... ;j=12..) (3.161)
T

seklindedir. Goriildiigii gibi L, operatoriiniin ortonormal 6zvektorler sistemi H, uzayimn bir

ortonormal tabamdir. Bu durumda L, = Llr operatdril kendine estir. (Adiglizelov ve Baksi,
2004). Diger taraftan H, den H, e

Qu= x"frc(t,s)u(x,s)ds (3.162)

operatdril stmirh ve kendine es oldugundan
L,=L,+0Q

operatorii de kendine ey olacaktir. L, operatbriine benzer sekilde L, operatoriiniin de saf
aynk spektruma sahip oldugu gésterilebilir.

Boylece L, ve L,, H, uzayinda asagidaki 6zelliklere sahip olan operatorlerdir:
1) Ly=L,veL, =L,
2) L, ve L, operatorleri saf ayrik spektruma sahiptir.

3) L, ve L, operatdrleri aym 6zdegerlere ve aym 6zvektorlere sahiptir.
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Bu taktirde L, =L, oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla L = L, olacaktir.

rQ(0)=0,  trQ(r)=r’ gi‘z
fratope= (£ oo 5 5

oldugu gbz 6niine alimirsa Teorem 3.4.2 geregince

;gg:j;[w-ﬂ(amm,_)ﬂ} h el e
q 0

1= 1 i=] 1 12 =] I

dir.
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4. SONUCLAR

Bu ¢alismada H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak {izere LI(O,n;H) uzayinda
£y)=(=1)"y*"(x)+ Ay(x)+ Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

y““”m)=yumwn)=0 (i=L2,..,m)

smur kosullan ile olusturulan kendine es L operatdriiniin spektrumu incelenmis, 6zdegerleri

i¢in asimtotik formiil bulunmus ve diizenli izi hesaplanmuistir. #(y) nin ifadesinde yer alan A

operatoriiniin ve Q(x) operatér fonksiyonunun belirli kogullar sagladiklan varsayilmigtir.
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