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OZET
Bu calismabulamk alt gruplar ve halkalar ile bulanik Euclid ideali adl1 iki bolimden olusmustur.

Literatrde mevcut temel bilgileri aktarmayr amaglayan birinci béliim sekiz kissimdan olusmaktadir. Birinci
kissmda bulank kiime kavramu verilmistir. ikinci kismda bulank alt gruplar ve bunlarin seviye alt gruplar ile
olaniliskisi incelenmistir. Daha sonra bulanik ideal tammu ve seviye ideali tamnmu verilerek aralarindaki iliski
anlatilmigtir. DOrdiinct ve besinci kissmda bulanik asal idealler ve bulanik maksimal ideal tamimlar: verilip
bunlarlailgili temel teoremlere yer verilerek bulamk asal ve maksimal ideal arasindaki iliski incelenmistir.
Altinci kisimda bulanik koset kavramina deginilmistir. Yedinci kismda bulamk esas ideal verilerek bununla
ilgili temel tarumlar ve teoremler verilmistir. Birinci bolimiin son kisminda bulanik baginti kavram ve bunlarla
ilgili temel teoremlere yer verilmistir. Ayricabulanik baginti ileilgili birkag 6rnek de incelenmistir.

Bizim caligmamizin 6zglin bélimini olusturan ikinci bolim alti kisimdan olugmaktadir. Birinci kissmda bulanik
idealler icin yeni bir sart getirilerek bulanik Euclid ideali tammi ve onunlailgili érnekler verilmistir. Ikinci
kisimda bulanik Euclid ideallerin kesisimleri ve birlesimleri incelenmistir. Daha sonra bulanik Euclid ideallerin
kartezyen carpimlarinin bulanik Euclid ideali oldugu ve bununlailgili benzer teoremlere yer verilmistir.
Dérdiinci ve besinci kisimlarda halkalardaki bulank asal, bulanik maksimal ideal, bularik bélim ideali, bulanik
lokal at halkaar ve bulanik temel idealler gibi bazi cebirsel yapilarla bulanik Euclid idealler arasindaki iliskiler
incelenerek bazi teoremler verilmistir. Son olarak da bulanik Euclid idealin bir halka homomorfizmas: olan f
atindaki goruntisi ve ters gorintiisii incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Ideal, Euclid Halkasi, Bulanik Baginti, Kartezyen Carpim, Bulank Euclid Ideali.



ABSTRACT

Thiswork iscomposed of two chapters, fuzzy subgroups, fuzzy idealsand fuzzy
Euclidean ideal.

First chapter, which purposes the present basic informations in Literature has eight sections. In the first section
the concept of fuzzy subset is given. The relationships between the fuzzy subgroups and level subgroups are
analized in the second section. Then the fuzzy ideals and level ideals are studied. After that fuzzy maximal

ideal, fuzzy prime ideal and basic theorems about them are given in the fourth and fifth sections. In the sixth
section the concept of fuzzy coset are studied. In the seventh section fuzzy principal ideal is examined. At the
end of this chapter the definition of fuzzy relation and fuzzy cartesian product are given. Then the basic theorems
and results about them are studied. Finally some important examples are given.

Second chapter, which isthe original part of our work, consists of six sections. Firstly,
by imposing a new condition on the fuzzy ideal, we define fuzzy Euclidean ideal and give
some examples. After that intersection and union of fuzzy Euclidean ideals are
discussed. In the third section the cartesian products of fuzzy Euclidean ideals are
analized. The relationships between fuzzy prime, fuzzy maksimal, fuzzy quotient ideal,
fuzzy principal ideal, fuzzy localized subrings and fuzzy Euclidean ideals are examined.
At the end of this chapter the image and pre-image (inver se image) of a fuzzy Euclidean
ideal under aring homomorphism f are studied.

Keywords: Fuzzy ldeal, Euclidean Ring, Fuzzy Relation, Cartesian Product, Fuzzy Euclidean Ideal.



1. GIRIS

Bulamik kime kavramu ilk olarak Zadeh (1965) tarafindan Information Sciences 8 de
yayinlanan “Fuzzy sets’ adli makaleyle ortaya atildi. Bu makalede bazi matematiksel
kavramlarin genellestirilmesi yani kimelerdeki | , E, C islemlerinin £, U,U gibi sembollerle
genellestirilmesi yapilmistir. 1968 yilinda Zadeh'in 6grenciss Chang tarafindan yazilan
“Fuzzy topological spaces’ makalesinden esinlenen Rosenfeld (1971), bu yapilan islemlerin
cebirsel yapilara uygulanabilecegini dusinmustir.Bu disincenin sonucunda 1971 yilinda
“Fuzzy Groups’ adiyla bir makale yapildi ki bu da bulanik cebirin temelini olusturmaktadir.
Bu yildan sonra pek ¢cok matematikci gruplar ve halkalar Uzerindeki bulanik cebirsel yapilarla
ugrastilar. Bunlardan Liu (1982) bulanik halkaar ve bulanik idealler Gizerine 6nemli sonuglar
cikardi. Liu yu sonradan takip eden Mukherjee ve Sen (1987), Swamy ve Swamy (1988),
Y ue (1988) gibi matematikciler gruplar, halkalar ve idealler Uzerindeki belirli cebirsel yapilar
( Bularik normal alt gruplar, bulamk kosetler, bularik idealler, bulanik asal idealler gibi

cebirsel yapilar) tzerine 6nemli sonuglar ortaya attilar.

Tezimizde calistigimiz bulamk baginti kavramu ilk olarak gene Zadeh (1971) tarafindan
“Similarity relations and fuzzy ordering” adli makaleyle ortaya atildi. Bundan sonra bu
kavrami Bhattacharya ve Mukherjee (1985) gruplar Uzerine tasidi. Halkalar tzerine bulamk
bagint: kavrami ise Malik ve Mordeson (1991) tarafindan incelendi. “Fuzzy relations on rings
and groups’ adli makalede bulank gruplarin ve bulamk ideallerin kartezyen carpimlarin
incelediler. Bugiine kadar cebirde bildigimiz cisim, esas ideal bélgesi, tamlik bolgesi gibi
kavramlar Malik, Mordeson (1998) ve Alkhamees (1997, 1998), vb. gibi matematikgiler
tarafindan bulamik cebirde incelenmis ve bunlarin tammlar: yapilip cebir yapisina uygun
teoremler verilmistir. Bulanik cebirde yaptigimiz arastirma sonucunda bulanik idealler igin
Euclid olma kavraminin incelenmedigini tespit ettik ve bu konu Uzerinde galismaya bagladik.
Bulanik Euclid ideali tamm yaparak bulanik Euclid ideallerin kesisimlerinin de bulank
Euclid ideali oldugunu gosterdik. Birlesimlerinin bulanik Euclid ideali olamayabilecegini
fakat 6zel durumlarda birlesimlerinin de bularmk Euclid ideali oldugunu gosterdik. Bulanik
Euclid ideallerin kartezyen carpimlarinin da bulamk Euclid ideal oldugunu inceledik. Eger
kartezyen carpim bulanik Euclid ideali ise garpanlardan birinin mutlaka bularmk Euclid ideali
oldugunu fakat ayn: anda her ikisinin de Euclid ideali olmasi gerekmedigini drnekle agikladik.
Her iki degerli bulamik idealin bulamk Euclid ideali oldugunu gostererek bulanik asal ve
bulanik maksimal ideallerin de bulanik Euclid ideal olduklarim gosterdik. Fakat her bulamk



Euclid idealin bulamk maksma ve bulamk asal ideali olamayabilecegini Orneklerle
acikladik. Bulanik cebirdeki diyagramin (sayfa 10) bularik Euclid ideai icin de gecerli
oldugunu gosterdik. Son olarak da, bulamk Euclid idealin bir halka homomorfizmas: olan f

altindaki gorunttisiiniin ve ters goruntisiiniin de bulanik Euclid ideali oldugu gosterildi.



2. BULANIK ALT GRUPLAR VE HALKALAR

2.1 Bulanik alt kime
Tamm 2.1.1:
X evrensel bir kiime olsun. Bir Al X kimesini ele alaim. m:X ® [01] seklinde bir
donustim olmak tzere
ol
olarak tammlansin. Bu donisume A min karakteristik fonksiyonu denir. Bu durumda m, ( X),
xin A daki Uyelik derecesini verir.
Herhangi bir A kiimesinden [0,1] araliginatanimlanan her bir dénistime A nin bir bulanik alt
kiimesi denir. (Zadeh, 1965)
Bu tamimlardan kolayca su temel bilgi ortaya ¢itkmaktadir: Bulamk kiime kavrami esas olarak
klasik kiime kavraminin genellestirilmis seklidir. X deki bir rr, bulanik kiimesi

{ xma(): xt X}

sirali ikililerin bir kiimesidir.

2.2 Bulanik Alt Grup

Tamim 2.2.1: G herhangi bir grup ve n: G® [0,1] bir bulanik alt kime olsun.” x,yl G
icin

1) m(xy)® min( m(x), m(y))

2 (xh) 3 mKx

ise m ye G nin bir bulank alt grubu denir. (Rosenfeld, 1971)

Tamim 2.2.2: nr, S kiimesinin bir bulanik alt kiimesi ise herhangi tl [0,1] igin

m:{ XI S m(x) 3t }
kimesi S’ nin i ye gore bir seviye at kimesidir. (Zadeh, 1971)

Tamm 2.2.3: m, G grubunun bir bulanik alt kiimesi ise herhangi tl [0,1] icin
m={ x1 G:m(x) 3t}
kiimesi G nin nm ye gore bir seviye alt grubudur. (Das, 1981)



Eger n, birimi e ile gosterilen G nin bir bulamk alt grubu ise i (x) £ r (€) oldugu kolayca
gorulur. Soyleki,

n(xy) 3 min (mr(x), i (y) ) ifadesinde
y=x"" alinirsa,

mex ) 3min (i (x), m(x*)

nm(e 3min(m((x), m(x))

(e mx)

elde edilir.

Teorem 2.2.3: m G nin bir bulanik alt kimesi olsun.
1) Eger m G nin bir bulank alt grubu ise 0 zaman " x1 G igin
me) 3 m(x)
ve bitiin tT [0,m(e)] icin m, G ninbir alt grubudur.
ii) Eger biitin tT Im(r) icin m, G nin bir alt grubu ise 0 zaman m G nin bir bulanik alt
grubudur. (Das, 1981)

2.3 Bulamik Ideal
Tamm 2.3.1: m R nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger " x,y1 R icin
1) m(x-y) 3 min(n(x),m(y))
2) m(xy) 3 m(x) (m(xy) * n(y))
sartlar saglamyorsa n ye R nin bir bulanik sol(sag) ideali denir. (Liu, 1982)
m nin R nin bir bulanik ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul m niin R nin hem sol hem de

sag bulanik ideali olmasidir.

Teorem 2.3.2. m nin Rnin bir bulanik ideali olmasi igin;
1) m(x- y) 3 min(n(x),m(y))

2) m(xy) ® max(r(x),m(y))
sartlarim saglamasi yeterlidir. (Liu, 1982)

ispat
Bu, yukaridaki tanimin bir sonucudur.



Tamm 2.3.3: m R nin bir bulank ideali olsun. t1 [01] ve m0) 3 t igin mr, ideali m nin
seviye ideali olarak adlandirilir. (Liu, 1982)

Teorem 2.3.4:m R nin bir bulanik alt kiimesi olsun.
1) Eger m R nin bir bulank sol (sag) ideali ise 0 zaman " x1 R icin
m(0) * m(x)
vebitiin t1 [0,m(0)] igin m, R ninbir sol (sag) idedlidir.
2) Eger bitin tT Im(m) igin m, R nin bir sol (sag) idedi ise 0 zaman m R nin bir bulamk
sol (sag) idedlidir. (Liu, 1982)

ispat
1) m R ninbir sol (sag) ideali oldugu icin
n(x- X)3 min(n(x), m(x))
nm(0) 3 min(n(x)
dir.
m, R nin bir sol (sag) ideal olmasi icin ispatlamamiz gereken " x,y1 m, ve "r1 R igin
x- yI m, ve rxl m olmasidir.
Eger x,yI m, ise
mx)3t ve m(y)3t dir. m R ninbir bulanik sol(sag) ideali oldugu igin
m(x-y) * min((x),m(y))
olur.
m(x) 2 r(y) olsun. O zaman
m(x-y) * min(r(x),m(y))=n(y)
m(y) 3 t oldugundan
m(x- y) 3t olur veburadan x- yI m, olur.
Diger taraftan
m R nin bir bulank sol(sag) ideali oldugu icin m(rx) 3 max(m(r),m(x)) dir ve m(x)3t
oldugundan m(rx) 3,m(x) 3 t olur. Buradan rxi m elde edilir ki bu da m nin R nin bir ideali

oldugunu gosterir.



2) Eger m, bir sol (sag) ideal ise " x,y1 n, igin x- yI m, dir.
Bizim gostermemiz gereken " x,y1 R icin

n(x-y)* min(rr(x), m(y))

mxy) 2 m(y)
oldugudur.
t, <t, olmak Uzere m(x) =t, ve m(y) =t, olsun.O zaman xI m ve yI m dir. m(y)3 m(x)
oldugundan m I m dir. Buradan yI molur. Su halde x,yI m ve m, R nin bir ideali
oldugundan dolay: x- yl m dir. Buradan

m(x-y) ® min(n(x),m(y))=mx) =t,
elde edilir.

Benzer sekildexl m ve yl m olsun. m vem, R nin bir ideali oldugundan
xyl m Cm_ olur. Buradan

m(xy) 3 max(m(x), m(y)) = my) =t,

olup ispat tamamlanmus olur.

Teorem 2.3.5: m, R nin bulanik ideali olsun. mnin m ve m gibi iki seviye idealinin esit
olmasi icin gerek ve yeter kosul s£m(x) <t sartim saglayan birxi R bulunamamasidir.

(Liu, 1982)

Ispat:

m=m olsun.

SEm(x)<t sartim saglayan x1 R bulunsun. O zaman m @ m olur. Cinkil X, m_nin
elemanidir fakat r, nin eleman: degildir. Bu da bastaki kabulimuzle ¢elisir.

Tersine,

s£m(x) <t sartim saglayan xI Rbulunmasin. s £t olduguicinm, I n_ dir. xT mr olsun. O
zaman n(x)3 s olur ve m(x) s iletarasindabir deger almadigindan n(x) 2 t olur. Bunun
sonucu olarak x1 mr, olur. Béylece n I m, dir. Sonug olarak

t = rTS

olur. Bununla ispat tamamlannus olur.



2.4 Bulanik Asal ideal

Tamim 2.4.1: m R ninbir bulanik ideali olsun. R nins ve ¢ bulanik idealleri igin
sqgil mbsi mveya qi m

ise m yeR nin bir bularik asal ideali denir. (Mukherjee ve Sen, 1987)

Tanmm 2.4.2; nr, R nin bulanik ideali olsun.
"a,bl R icin m@ab)=m(@) veya mab)=mb) oluyorsa rm ye bir bulamk asal ideal
denir. (Kumar, 1992)

Tanim 2.4.3: m R ninbulanik ideali olsun " xT R," nT Z* igin

m(x") = m(x)
oluyorsa rr ye bulamk yar: asal denir. (Kumar, 1992)

Tamm 2.4.4: v, R nin bir bulanik idedi olsun. Eger " a,bl R icin m(ab) = m(@) veya bir
mi !, icin m(ab) £ mb™) ise m ye R nin bir bulanik asallanabilir ideali denir. (Kumar,
1992)

Tamm 2.4.5: nm R nin bir bulanik idedi olsun. . Eger " a,bl R icin $m,nl !, igin

m(ab) £ m(@") veya m(ab) £ mb™) ise m ye R nin bir bulanik yar: asallanabilir ideali denir.
(Kumar, 1992)

Sonug 2.4.6:1), R nin her r bulanik asal ideali R nin bir bulank yar: asal idealidir.
i) R ninher r bulanik asal ideali R nin bir bulamk asallanabilir idealidir.
iii) R ninher mr bulamk asallanabilir ideali R nin bir bulanik yar: asallanabilir idealidir.

Tamm 2.4.7: ¢1 [0,1] olmak Uzere " a,bT [0,1] icin aUb£c b afc veya b£c oluyor

ise ¢ ye [0,1] araliginda bir asal eleman denir. (Malik ve Mordeson, 1998)

Teorem 2.4.8: n, R nin bulanik ideali olsun. m nin R nin bir bulanik asal ideali olmast

icin gerek ve yeter kosul c, [0,1] araliginda asal eleman ve m, R nin bir asal ideali olmak

tizere m(0) =1 ve m(R) ={1,¢} olmasichr. (Malik ve Mordeson, 1998)



Teorem 2.49: nm, R nin bulanik ideali olsun. Eger m(0) =1, m, R nin bir asallanabilir
ideali ve O£t <1 olmak tizere Imm={1t} ise m R nin bir bulanik asallanabilir idealidir.
(Malik ve Mordeson, 1998)

Teorem 2.4.10: Eger A, R nin herhangi bir yar asalanabilir bir ideali, A* R olsun. O
zaman asagidaki sekilde tammlanan R nin birnr bulanik ideali yar1 asallanabilirdir. (Kumar,
1992)

xI A ise

0 R Aiseg a,bi[01] a>b.

ia

”(X):%’b
ispat
"nl Z"igin abl R ve mab)>m@a"), olsun. O zaman

m@a") ! a, vebdylece m@@")=b ve m(ab) =a.

dir.
Su halde, "nl Z*igin a"l A ve abl A ve bundan dolayi baz ml Z, icin
b™T A dir. Ciinkii A yar asallanabilirdir. Sonugta m(b™) =a ile mr niin yar1 asallanabilir

oldugunu gostermis oluruz.

Teorem 2410 m im0 gl e, [ PO R olmak tizere

{n’,;\ ni Z+} R nin bulanik asal ideallerinin bir kiimes iseo zaman Um, ve Cm,, Rnin
bulanik asal idealleridir. (Kumar, 1992)

Ispat:
a,bT Rolsun. "i,j1 Z, icin
m (@), (b) £ m, (a),m, (b)
olacak sekilde kT Z vardir ve buradan
min(rm, (a),m. (b)) £ m, (a- b)
chr.
nm=Um, olsun. Simdi

mi n( n(a), ”(b)) =mi n(SUp(n'n (a),SJp n, (b)))



=sup(min(m, (a),m, (b))
£ sup(m,(a- b)) = m(a- b)

dir. Aymi zamanda " i1 Z"igin
n(ab) = sup(m, (ab))
* m;(ab)
*m(), m(b)
olur ve

n(ab) ® (Um)(a), (Um)(b),yani
n(ab) * m(a), m(b)

chr.

Boylecerr, R nin bir bulanik idealidir.

Simdi n ndn bulanik asal oldugunu gosterelim.a = m(ab) ve b = max(m(a), m(b)) olsun.
a 3 b oldugu asikardr.
e >0 verilsin. O zaman
a - e <supm,(ab),
olacak sekildejT z, vardir dyleki
a - e<m(ab),
=max(; (a),m; (b))

£ mex(r(a), (b))
=b

dir. Buradana £b vesonugolarak a =b olur.

Ispatin geri kalan kism agiktir.

2.5 Bulanmik Maksimal ideal
Tanim 2.5.1: m R nin bir bulanik ideali ve S R deki tersi olan elemanlardan olusan bir kiime

olsun.

i) Bir al S icin m(a) <m(0).

ii) Bir b1 R icinn(b) <mr(0) olmak lizerebir cT S ve $r1 R icinm(c- rb) = m0).
sartlar saglamyorsa e ye bulanik maksimal ideal denir. (Kumar, 1992)
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Teorem 2.5.2: Eger m R nin bir bulanik maksimal ideali ise 0 zaman t = m(0) igin

m, maksimal vecard Imn =2 dir. (Kumar, 1992)

Ispat
Bulamik maksimal ideal tammindaki (i) den m t R dir. bT R\, olsun. O zaman
m(b) <m(0) olur. $cT S, r1 Riigin m(c- rb) =m(0) oldugundan
c-rbl m, vecl m +<b>
dir.
Buradan m, +<b>=R elde edilir. Bunagore r, maksimaldir.
allmmvea <nm(0)=t olsun.Ozaman n, 1 n, dir vedolayisiyla m, =R
dir.
Bu nedenle F,, ={ m,R} olur. Buradan card Imm = 2 elde edilir.

Teorem 2.5.3: m, R nin bulanik ideai olsun. m niin R nin bir bulamik maksimal ideali

olmasi icin gerek ve yeter kosul m, R nin bir maksimal ideali ve O£ a<1 olmak Uzere

m=1_ E a, seklinde ifade edilebilmesidir. (Malik ve Mordeson, 1998)

Teorem 2.5.4: R birimli bir halka olsun. O zaman R nin her bulanik maksimal ideali R nin

bir bulanik asal idealidir. (Malik ve Mordeson, 1998)

Eger m, R nin herhangi bir bulanik ideali ise asagidaki diagram verilebilir. (Kumar, 1992)

m bir bulamk maksimal

R
m bulank asal ideal P m bulanik asallanabilir idedl
K 3

m bulanik yar1 asal ideal mbulanik yar1 asalanabilirideal
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2.6 Bulanik Koset A
Tamm 2.6.1: i, R nin bir bulanik ideali olsun. " r1 R igin

m(r) =mr - X)
ifadesindeki m, bulanik alt kimesi mve x ile tammlanan R nin bir bulanik koseti adin
ar.
Asagidaki 6zellikler gosterilebilir. (Ajmal, Dixit ve Kumar, 1992)
"xyl Rigin m+m,=m,, ve mxm =m, (1)
dir.
R,, (1) daki islemler atinda m birim eleman olmak Uizere degismeli halka olusturur.

m =m R, nin toplamsal etkisiz elemancir. m,, m in toplamsa ters elemamdir. Agikca
goraltyor ki m, R nin herhangi bir sabit bulanik alt kimesi ise

R,=(m)
dur.

Teorem 2.6.22. m, R hakasinin bir bulanik ideali olsun. R deki m nin bittin bulamk
kosetlerinin kimesi R, " x,y1 R igin

m+m=m., ve mmn=m,
islemlerine gore bir halkadir. (Ajmal, Dixit ve Kumar, 1992)

Teorem 2.6.3: , Rnin bir bulanik ideali olsun. " xT R igin m(x) =m(0) olmasi igin gerek

ve yeter kosul m, = m, olmasidir. (Ajmal, Dixit ve Kumar, 1992)

ispat: " xT R icin mx) =m(0) olsun. Budurumda " r1 R icin m(r) £ m(x) dir.
Eger n(r) <n(x) iseozaman
m(r- x) =n(r)
olur. Eger nr(r) = m(x) iseozaman t = n(0) oldugu yerde
roxlm,
dir. Bunun sonucunda
m(r - x) =m(0) = n(r) oldugu gordlir.
Boylece " xI R igin
n(r- x) =n(r)
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elde edilir. Sonug olarak
m =

chr.

Ispatin diger kismi agiktir.

Tamm 2.6.4: m, R halkasinin bir bulanik idedli, " xT R igin m (m) = m(x) ile tammlanan

R, nin m bulanik ideali m tarafindan tammlanan bulamk boltm ideali olarak tarimlanr.

(Ajmal, Dixit ve Kumar, 1992)

2.7 Bulanik Esasideal
Tamm 2.7.1: x, R nin bir bulanik alt kimesi ve pEx olmak lizere (x) R deki bitin p

bulanik ideallerinin ara kesiti ise (x) ya R nin x tarafindan Uretilen bir bulamk ideali denir.

(Alkhamees ve Mordeson, 1998)

Tamm 2.7.2: %, R nin bir alt kimesi olmak Uzere

seklinde taniml1 x, ye bir bulanik singleton denir. (Alkhamees ve Mordeson, 1998)

Teorem 27.3: Eger X ve y, iki bulank singleton ise m=min{t,s} olmak Uzere

X +Y,=(X+Yy),, vexy,=(Xy), seklindedir. (Alkhamees ve Mordeson, 1998)

Tamm 2.7.4: m R nin bir alt kiimesi olmak izere Imm niin bostan farkl: her alt kiimesi
maksimal elemana sahip ise m ye sup-0zelligine sahiptir denir. (Alkhamees ve Mordeson,

1998)

Tamm 2.7.5: m R nin bir bulanik ideali olsun. Imm niin bostan farkli her at kiimesinin bir
minimum eleman var ve " x,yl R, y? 0 i¢in m(x- ay)=m(y)P y|x ise m ye M-

Ozelligine sahiptir denir.
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Tamm 2.7.6: m R nin bir bulanik ideali ve A da x,y. T A iken t=s>0 olacak sekildeki
bulanik singletonlarin kiimesi olsun. Eger (A)E 0, =m ise A ya m yu Uretir denir. Eger
A, m yii Uretiyor ve <A|{xt}>E 0, = M olacak sekilde x T A eleman bulunamuyor ise A

ya migin minimal Ureteg kimes denir. (Alkhamees ve Mordeson, 1998)

Tamm 2.7.7: Eger m, R nin bir bulanik ideali olmak tizere x,y, I A ves>t iken $r.1 R
icin x=r,y olacak sekilde bulanik singletonlardan olusan minimal iirete¢ kiimesi A ya sahip

ise mye R nin bir bulanik esasideali denir. (Alkhamees ve Mordeson, 1998)

Teorem 2.7.8: m R nin bir bulanik ideali ve sup 6zelligine sahip olsun. O zaman m nin
bulank esas ideal olmast icin gerek ve yeter kosul m nin R nin esas ideali olmasidir.

(Alkhamees ve Mordeson, 1998)

2.8 Bulanik Baginti
Tamim 2.8.1: S Uzerindeki bir nm bulamk bagintiss S S nin bir bulamk alt kimesidir.
(Zadeh, 1971)

Tamm 2.8.2: n, Sizerinde bir bularmk baginti ve s, S nin bir bulanik alt kimesi olsun.
"%yl Sigin nr(x,y) £min(s (x),s (y))
oluyorsa m ye s Uzerinde bir bulanik bagint1 denir. (Zadeh, 1971)

Tamim 2.8.3: mves, S ninbulamk at kimeleri olsun.mve s nin kartezyen carpin
m’s(x,y)=min(n(x),s(y)) "xylS
seklinde tanimlanir. (Zadeh, 1971)

Tamm 2.8.4: s, S nin bulanik at kiimesi olsun. O zaman s Uzerinde bulank baginti olan, S

Uzerindeki en guclu n, bulanik bagintist soyle tammlanr.

"xyl Sicin m, (x,y)=s " s(x,y)=min(s (x),s (y)). (Rosenfeld, 1975)

Teorem 2.8.5: mve s, S ninbulanik alt kimeleri olsun. O zaman

i) m" s, Suzerinde bir bulanik bagintidir.
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i) (m"s),=m”s, "t1[0] dir. (Bhattacharyave Mukherjee, 1985)

Ispat
i) m” s (xy)=min(m(x),s (y))ve mile s, S ninbulamk alt kimeleri olduklarindan n” s ,
Szerinde bir bulark bagintidir.
i) m” s (xy)® t olsun. Buradan
x,y)T (" s), dir.
n’ s (x,y)=min(rr(x),s (y)) = nm(x) olsun.
m(x)3 tb xI m olsun. s(y)2 t olur ve buradan yT s, elde edilir. (m"s), 1 n,~s, *
sonucu elde edilir.
Tersine
xT m, veyls, olsun. O zaman m(x)3 t ve s (y) 3 t olur. Simdi
M s (xy)=min(m(x),s (y)) =m(x) 3 t olur ve buradan (x,y)1 (" s), sonucu elde
edilir. Veya
m’ s (xy)=min(rr(x),s (y)) =m(y)3t olur ve buradan (x,y)T (m”s), sonucu
elde edilir. Bunun sonucu olarak n, " s, 1 (" s), dir. **

* ve**dan (" s), =m "~ s, oldugu gorilir.

Tamm 2.8.6: Eger m S lizerinde bulamk bagint: ise 0 zaman n Uzerindeki Sninen zayif s

bulanik bagintist soyle tammlanir;
"xI Sigins, (X) = Sup{max (m(x.y),ny,x))} . (Rosenfeld, 1975)

ylI S

Tanim 2.8.7: mves G nin bulamk alt kiimeleri olsun. O zaman

mos (x)= Sup{min(n(y), s(2))} " xI G

X=yz

dir. (Malik ve Mordeson, 1991)

Teorem 2.8.8: i) mve s, R nin bulanik sol (sag) idealleri olsun. O zaman M s, R'R nin
bulanik sol (sag) idealidir.

ii) m ve s, G nin bulanik alt gruplart olsun. O zaman ms, G G nin bir bulanik alt
grubudur. (Malik ve Mordeson, 1991)



15

Ispat:

i) m s(0,0)=min({0),s(0) oldugunu biliyoruz.

"I Im (i s) olsun. o zaman tEn{0) ve tEs(0) dir.

Teorem 2.3.4den m ves,, R ninsol (sag) idealleridir. Béylece" tl Im(ni s) igin
(ms),=nm"s,, RRnin sol idedleridir. Teorem 2.3.4 den m s R Rnin bir bulanik sol
(sag) idealidir.

i) Bu dai deki gibi ¢ozulUr.

Teorem 2.8.9: mves, R nin bulamk at kimeleri olmak Uzere mi s, R* Rnin bulanik sol
(sag) ideali olsun. O zaman
i) " Xl Ricin m(X)£n(0) veya s(X)£s(0) dir.
i) Eger " xI Ricin m(x)£m(0) ise, 0 zaman
mMXx)£s (0) veya s(X)Es (0) dir.
iii) Eger, " xI Ricins(x)£s(0) ise, 0 zaman
MX)EM(0) veyas(X)En(0) dir
iv) mveyas, Rninbulanik sol (sag) idealidir. (Malik ve Mordeson, 1991)

Ispat:
i) x,yl Ricin m{x)>m(0) ve s(y)>s(0) oldugunu kabul edelim. O zaman
ni s (x,y)=min(n{x),s(y))
>min(n(0),s (0))
=m s(0,0) dir.
Budanis nin R Rninbir bulank sol(sag) ideali olmasiyla celisir.

ii) m(x)>s (0) ve s(y)>s(0) olacak sekilde $x,yI R bulunabilecegini kabul edelim.
O zaman
m s (0,0)=s(0) dur.
m s (xy)=min(n(x),s(y))
>s(0)=m s(0,0) dur.

Budam s mn bulanik sol ideali olmasiyla celisir.
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iii) m0)<m(x) ve n{0)<s(y) olacak sekilde $x,yI R bulunabilecegini kabul edelim. O zaman
m s(0,0)=n{0) olur.
s (xy)=min(nx),s(y))
3 m(0)=m s(0,0) dur.
Budani s mn bulanik sol ideal olmasiyla celisir. Bu yuzden, eger s(X)£s(0) ise
MX)En(0) veya s(X)Es(0) dir.

iv) | ninyardimiyla " xT R icin m{(X)£m{(0) veya s(x)£s(0) dir. Genelligi bozmadan " xI R
icin N{X)£m0) oldugunu kabul edelim. O zaman, ii yardimiyla " xI R igin nm{(x)£s(0)
veya s(X)Es(0).

[.durum;
mx)£s(0) " xI Ricinolsun. O zaman " x1 R icinm s (x,0)=m(x) dir.
xy T Rolsun.
nx-y) =n" s (x-y,0)
3 min(mM s (x,0),m s(y,0)
=min(n(x),n(y)) dir.
Ayni zamanda
nixy)=ni s (xy,0)
=n s((x,0)(y,0))
:m s(y,0)
=nty) dir.
Boylece m R nin bir bulanik sol idealidir.

[. durum:

"xI R icin s(x)£s(0) olsun ve birinci durumun olmadigim kabul edelim. O zaman
my)>s(0) olacak sekildeen az bir yT R vardir. Buradan n{0)3 r(y)>s(0) olur.

Sonucta

M s (0,X)=min(m(0),s(X)) = s(X) dir. Bu, |. durum daoldugu gibi s nin R nin bir bulanik sol
(sag) idedli oldugunu gosterir.

Bunlardan dolay1 mveyas, R nin bir bulanik sol idealidir.
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Teorem 2.8.10: mve s G nin bulanik alt kiimeleri olmak Uizere, mi's, G” G nin bulanik alt
gruplari olsun. O zaman,

) "xI GicinmX)Eme) " xI G veyas(x)£s(e) dir.

ii)" xI G icin mX)£n(e) ise 0 zaman M(X)£s (€) veya s (X)£s(e) dir.

iii) " xI G icins(x)£s(e) ise 0 zaman s(X)£n(e) veya m(x)£n(e) dir.

iv) mveyas, G nin bir bulanik alt grubudur. (Malik ve Mordeson, 1991)

ispat: Teorem 2.8.9 a benzer sekilde gosterilir.

Sonug 2.8.11: i)mves, m s bulamk idea olacak sekilde R nin bulanik alt kimeleri
olsunlar. Eger " x1 R igin

m0)=s(0), mO)*mx) ve s(0)*s(x)
ise 0 zamanm ve s nin her ikisi de R nin bulanik sol idealleridir. (Malik ve Mordeson,

1991)

iiyr” s, GG nin bulanik alt gruplarn olacak sekilde m ve s, G nin bulanik alt kiimeleri
olsunlar. Eger
"xI G icinme)=s(e), me)3mx) ve s(e)3s(x) ise

ozaman m ve s mn herikis de G nin bulamk at gruplaridir. (Malik ve Mordeson, 1991)

ispat:

i) Bir onceki ispattaii veiv ninyardimiylaistenen sonug elde edilir.

ii) Benzer sekilde m ve s min bulanik alt grup oldugu ispatlanir.

Buna karsilik eger n” s , R' R nin bulanik sol (sag) ideali olmast her zaman m ve s nin

bulanik sol (sag) ideal olmasini gerektirmedigine dair 6rnek verilebilir.

Ornek 2.8.12: Ren az iki elemandan olusan bir halkaolsun. 0£t £ s<1 olsun. " xT R igin
mx)=t ve s(0)=s, s(x)=1 olacak sekilde mves, R nin bulamk at kimeleri

olsunlar. O zaman " x,y1 R icin

s (xy) =min(m(x),s (y)) =t
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dir. Sonugta n” s, R R nin bulamk sol (sag) idealidir. Cunki ™ s sabit fonksiyondur.
Burada rr, R nin bir bulanik idealidir fakat s degildir.
Cunkii 0 x1 Ricin
s (0) <s (x)
dir. Eger s=t ise
s (0) =m(0)
olduguna dikkat edelim.

Sonug 2.8.13: i) Eger s, R nin bulanik alt kiimesi olsun n, =s “ s nin, R" Rnin bir bulanik

sol (sag) ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul s nin R nin bir bulanik sol (sag) idedl
olmasidir.

ii)s , G nin bir bulanik at kimes olsun. g =s s nin, G" G nin bir bulamk alt grup

olmasi icin gerek ve yeter kosul s mn G nin bir bulanik at grubu olmasidir. (Malik ve
Mordeson, 1991)

ispat:

Daha 6nceki teoremlerin sonuglarindan kolayca goral Ur..

Simdi m, R” R nin bir bulanik sol ideai ise s, nin R nin bir bulanik sol ideali olmasi

gerekmedigine bir drnek verelim.

Ornek 2.8.14: R=1!, bir tansayllar halkast ve H ={0,3 ve K={0,2,4} olsun. O
zaman H ve K, Rninidealleri oldugu kolayca gorulr.

H,={(0,0)}, H,=H K ve H,=R R olsun.
O zaman

"O0£i£2icin H;,, R" R ninidealleridir.

13 t,>t, >t, 3 0 ve m, R” R ninbir bulanik alt kiimesi olmak tzere

m(H,) =t, m(H\Hy) =t m(H,\H,) =t,

seklinde tanimlansin.
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"O0£i£2 icin m =H, dir. Buradan, " tT Im(m) igin m nin, R R nin bir idedi oldugu
gordltr. Sonug olarak, m, R” R nin bir bulamk idedlidir.
"xI Rigin (5x),(x5)1 H,, oldugundan
s (5 =t,
dir. Aym zamanda (3,0)1 H, oldugundan
S 3 max(m(3,0),m(0,3) =t,

dir. (0,21 H, oldugundan
S ,(2) 3 max(r(2,0),1(0,2)) =t,
dir. Boylece
min(s ,(2),s ,3)3t, >t, =s (5 =s,(2+3)

dir. Sonug olarak s ,, Rnin bir bulanik ideali degildir.
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3.BULANIK EUCLID iDEAL1

3.1 Tanimlar ve Ornekler

Bulanik kimeler cebirin deki kavramlar bir ¢ok bakimdan standart cebir kavramlarinin
uzantisidir. Bizim bu calismada ki bulanik Euclid ideali tammimiz da standart cebirdeki

Euclid halkasinin asagidaki tanimindan esinlenilmistir.

Tamm 3.1.1: R degismeli ve birimli bir halka, Wiyi sira1 bir kimeve | : R%23 W yataimli bir fonksiyon
olsun. " X, yT Ricin x=qy+r ver =b veyaj (r) <j (Yy) olacak sekilde q,r T R varsaj yeEuclid
Algoritmasi ve R ye Euclid halkas: adh verilir (Nagata, 1987). Simdi bir Euclid halkas: 6rnegi verelim:

Ornek 3.L.2 1, birimli ve degismeli olan Tamsayilar halkasi, d 1 ! %23 1 * E{C},
d(a) =|a| ile tammi1 bir fonksiyonuigin ! bir Euclid halkasidir.

Y ukaridaki Euclid halkasi tanimindan esinlenerek bulank Euclid idealini sbyle
tanimlayacagiz:

Tamm 3.1.3: R degismeli birimli bir halka olmak tizere M R nin bir bulanik ideali olsun. " X, yT R icin

m(x- qy) <m(y) veya m(x- qy) =m(y)1 {rT(O),rT(l)} olacak sekilde en az bir 1 R ise mye R
nin bir bulanik Euclid ideali denir. Bu ifadeye bulanik idealler icin Euclid olma kosulu diyecegiz. Simdi de bir

bulank Euclid ideali érnegi verelim:

Ornek 3.1.4: m ! nin bir bulanik alt kiimesi olmak izere
o=t 1@
10, xl (2)
seklinde tammmlansin. M 1" nin bir bulamk Euclid idealidir. Bunun icin 6nce mnin ! nin bir bulamk
ideali oldugunu gosterelim.” X, y1 ! icin
iy m(x-y)3 min(m(x), m(y)) oldugunu gosterelim.
a)Eger X, y1 (2)P x=2k ve y=2m olacak sekilde $k,ml ! vardir. Buradan
m(x-y) =m2k- 2m)
= m2(k - m)
=1=min(m(2k), m(2m)).
b)Eger XxI (2) ve yI ()b x=2k ve y=2m+1 olacak sekilde $ k,mi ! varcir. Buradan
mx- y) =m2k - 2m- 1)

= m2(k - m)- 1)
=0 =min(m(2k), m(2m- 1)).
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o Eger X, Y1 (2)P x=2k-1ve y=2m- 1 olacak sekilde $k,m1 ! varchr. Buradan

mx- y) =m2k - 1- 2m+1)
=m(2(k - m))
=130
=min(m(2k), m(2m)).
olacagindan " X, y1 1 igin m(x- y) 3 min(m(x),m(y)) dir.
i) " x,yT 1 icin m(xy) 3 max(m(x),m(y)) oldugunu gésterelim.
a)Eger X, y1 (2) b x=2k ve y=2m olacak sekilde $k,mT ! varcir. Buradan
m(xy) = m(2k2m)
= m(4km)
=1=max(m(2k), m(2m)).

b)Eger X1 (2) veyl (2)P x=2k ve y=2m- 1 olacsk sekilde $k,mI ! vardir. Buradan

m(xy) = m(2k(2m- 1))
= m(4km- 2k)
=m2(2km- K))
=1= max(m(2k), m(2m- 1)).
o Eger X, yI (2)P x=2k-1 ve y=2m- 1 olacak sekilde $k,m1 ! varcir. Buradan
m(xy) = m((2k - )(2m- 1))
=m(4km- 2k - 2m+1)
=m(2(2km- k- m)+1)
=0=max(m(2k - 1),m(2m- 1)).
olacagindan " x,y1 1 igin m(xy) 3 max(m(x),m(y)) dir. Su hade m ! nin bir bulank idealidir.
Simdi M niin Euclid kosulunu sagladigint gosterelim.
i) Eger X,y1 (2) ise X- qy ifadesinde ( sayist ne olursa olsun X- gyl (2) olmak zorundadhr.

Dolayisiyla m(x- qy) =m(y) =1=m(0) dir.

i) Eger X, Yyl (2) ise o zaman bir Q sayis cift saus igin X- Qy sayis tek olur ve
m(x- qy) =0=m(y) = m(1) elde edilir.

i) Eger X1 (2) ve yl (2) ise o zaman bir ( tek sayis igin X- Oy sayis tek olur ve
m(x- qy) =0=m(y) = m(1) eldeedilir.

iv) Eger XI (2) ve yl (2) iseozaman X- qy ifadesinde ¢ sayisi ne olursaolsun X- qy tek say: olur
ve M(X- gy) =0<m(y) =1 esitsizligi saglanr.
Suhade m ! nin bir bulanik Euclid idealidir.
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Ornek 3.1.5: m ! nin bir bulanik alt kiimesi olmak izere

1% X=0,
mx) =105 i (3-{c},
1o, xi (3)

I’ nin bir bulanik ideali fakat Euclid idedli degildir. Giinkii " X, yT R icin m(x- qy) <m(y) veya
m(x- qy) =m(y)1 { n(l),n(O)} olacak sekilde bir g tamsayisi bulunamaz. Ornek olarak X=y =3

dinrsa m(X- qy) <m(y) veya m(x- qy)=m(y)l { m(1) =0, m0) :1} olacak sekilde bir g

tamsayisi bulunamaz.

Tanim 3.1.6: mves, srasiyla R ve R, ninbulanik alt kimeleri olmak tizere

m0; ) =s (0y) veml;)=s (1) ise mves yabenzer bulank alt kimeler diyecegiz.

3.2 Kesisim ve Birlesim
Teorem 3.2.1: mve s, R niniki benzer bulanik alt kiimeleri olsun. mve s, R nin iki bulank Euclid ideali ise

MC S, R ninbulanik Euclid idealidir.

ispat: Oncelikle MC's N Rnin bir bulanik ideali oldugunu gosterelim. " X, y1 R igin

mCs (x- y) =inf(m(x- y),s (X- Y))
# inf(min(m(x), m(y)), min(s (x),s (y)))
= min(inf(m(x),s (x)),inf(m(y),s (y)))
=min(mCs (x),mCs (y)).

mCs (xy) =inf(m(xy),s (xy))
¥ inf(max(m(x), m(y)), max(s (x).s (y)))
¥ max(inf(m(x),s (x)),inf(m(y).s (y)))
=max(mCs (x),mCs (y)).
oldugundan MCS R nin bir bulanik idealidir. Simdi MCsS NN Euclid kosulunu sagladigim gosterelim.
Bununicin " X, yT Rigin mCs (x- qy) <mCs (y) veya
mCs (x- qy) =mCs (y)T { mCs (0),mCs (1)} olacak sekilde bir gl R nin oldugunu
gosterelim. m ve s, R nin bulanik Euclid idealleri olduklarindan asagidaki segenekler géz oniine

alinmalidir.

i) mx- gy) <m(y) ves (x- qy)<s(y) ise
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mCs (x- gy) =inf(m(x- qy),s (x- qy))
<inf(m(y),s (y))
=mCs (y).

i) m(X- qy) =m(y)=s (x- qy) =s (y) =m(l) ise
mCs (x- gy) =inf(m(x- qy),s (x- qy))
=inf(m(y),s (y))
=mCs (y)
=mCs (1.

i) m(x- qy) =m(y)=s (x- qy) =s (y) =m(0) ise
mCs (x- qy) =inf(m(x- qy),s (x- qy))
=inf(m(y),s (y))
=mCs (y)
=mCs (0).

iv) m(x- gy) =m(y)=md) ve s (x- qy) =s (y) =s (0) ise
mCs (x- ay) =inf(m(x- ay),s (x- ay))
=inf(m(y).s (y))
=mCs (y)
=mCs (.

v) m(x- gy) <m(y) ve s (Xx- qy) =s (y)=s (1) ise
mCs (x- qy) =inf(m(x- qy),s (x- qy))
=inf(m(y),s (y))
=mGCs (y)
=mCs (.

vi) m(x- gqy) <m(y) ve s (X- qy) =s (y)=s(0) ise
mCs (x- qy) =inf(m(x- qgy),s (x- qy))
=m(X- qy)
<m(y)
=inf(m(y),s (Y))
=mCs (y)

vii) S (X- qy) <s (y) ve m(x- qy) =m(y) =m(1) ise (v) ebenzer sekilde gosterilir.
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viii) S (X- qy) <s (y) ve m(x- qy) =m(y) =m(0) ise (vi) ye benzer sekilde gosterilir.
Boylece MC S , R nin bulamk Euclid idedlidir.

Sonu¢ 3.2.2: M, m,m,...,N,, R ninbenzer bulank Euclid idealleri ise

MCmCmC...Cm, deR ninbulank Euclid idedlidir.

Ispat: n tane bulamk idealin kesisiminin de bulanik ideal oldugu kolayca gosterilebilir.
Simdi n tane benzer bulamk Euclid idealin kesisiminin de bulamk Euclid oldugunu
timevarimla gosterelim. n=2 icin Teorem 3.2.1 den mCm, R nin bir bulamk Euclid
idealidir. Simdi n=k- 1 icin ifadenin dogru oldugunu kabul edip n=Kk icin dogru
oldugunu gosterelim. n=k- 1 i¢in dogru oldugundan mCmCmC..Cm_, =s olacak
sekilde R nin bir s bulamk Euclid ideali vardir. s ve m benzer bulamk Euclid ideal
olduklarindan dolayr Teorem 3.2.1den s Cm, vebdylece mCmCmC..Cm R nin
bir bulamk Euclid idealidir.

Fakat ayni sey birlesim igin sdylenemez. Yani mves, R ninbulanik Euclid idealleri iss ME S, Rnin bulanik
Euclid ideali olmayabilir. Cinkii ME S, Rnin bulank ideali olmayabilir.

xI (2) (i1 x1 (3)

il
Ornek 3.2.3: M(X) =:' . =i . , 1 "nin bulanik Euclid idealleridir.
i0 xI (2) i0 xI (3)

Burada aym zamanda M Ve S iki benzer bulanik alt kimelerdir. Fakat ME S, ! nin bulanik Euclid ideali
degildir. Ciinkii 2,31 1 olmak iizere
mEs () =mEs (3- 2)
=sup(m(d),s (1)
=0
3 min(mE s (3),mE s (2))
= min(sup(m(3),s (3)), sup(m(2),s (2)))
= min(sup(0,1),sup(1, 0))
=1

celiskisi olacagindan ME S, ! ninbulank ideali degildir ve dolayisiyla bulamik Euclid ideal degildir.

R niniki bulanik Euclid idealinin birlesiminin de Euclid ideal olmasi ve R nin benzer olmayan iki bulanik Euclid

idealinin kesisimin de bulanik Euclid ideal olmasi igin de bu teorem verilebilir.
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Teorem 3.24: mve s, Rnin iki bulanik Euclid idedli olsun. Eger ml S ise MES ve mCs, Rnin
bulanik Euclid idealleridir.

Ispat: Ml S ise MES da R nin bir bulank idealidir. Gergekten " X,yT R igin
mEs (x- y) =sup(m(x- Y),S (X- y))
# sup(min(m(x), m(y)), min(s (x),s (y)))

= min(sup(m(x),s (X)), sup(m(y).s (y)))
=min(mE s (x),mE s (y)).

mE s (xy) = sup(m(xy),s (xy))
3 sup(max(m(x), m(y)), max(s (x),s (y)))
= max(sup(mM(x),s (x)),sup(m(y),s (y)))
=max(mE s (x),mE s (y)).
oldugundan ME S daR nin bir bulamk idealidir. Simdi ME S min Euclid kosulunu saglachgini gosterelim.
"x yl RiginmEs (x- qy) =sup(m(x- qy),s (X- qy)) =S (X- qy) oldugundan ve S, R nin bir
bulank Euclid ideali oldugundan
mEs (x- dy) =s (x- ay) <s (y) =mEs (y) veya
mEs (x- qy) =s (x- qy)
=s(y)
=mEs (y)I {mEs (0),mE s ()}

olacak sekilde $qT R vardir. Suhalde ME S da R nin bir bulamk Euclid idealidir.

Simd mCs mn R nin bir bulauk ideali oldugunu gosterdim. " X, yT R igin

mCs (x- y) =inf(m(x- y),s (x- y))
3 inf(min(m(x), m(y)) min(s (x),s (y))
=min(inf(m(x),s (X))inf(m(y),s (y))
=min(mCs (x),mCs (y))
ve
mCs (xy) =inf(m(xy),s (xy))
3 inf(max(m(x), m(y)) max(s (x),s (y))
= max(inf(m(x),s (x))inf(m(y),s (y))
=max(mCs (x),mCs (y))
oldugundan MCS da R nin bir bulanik idealidir. Simdi MCS min Euclid kosulunu sagladigin gosterelim.
"%y R ignmCs (x- qy) =inf(m(x- qy),s (x- dy)) = m(x- qy) oldugundan ve m R nin bir
bulanik Euclid ideali oldugundan
mCs (x- qy) =m(x- ay) <m(y) =mCs (y) veya
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mCs (x- qy) =m(x- qy)
=m(y)
=mCs (y)T {mCs (0),mCs (1)}

olacak sekilde $qT R vardir. Suhade MCS deR nin bir bulamk Euclid idealidir.

Teorem 3.2.4, artan zincir olusturan bulamk Euclid idedler icin asagidaki gibi
genellestirilebilir.

Teorem 3.2.5: rrli rTZi rT3I' ................. [ O R olmak iizere

{m,‘ ni Z+} R nin bulanik Euclid ideallerinin bir kimesi ise 0o zaman Um), ve C 11, R nin bulank
Euclid idealleridir.

Ispat: Teorem 2.4.11in ispatindan rrll' rTZi rT3I' ................. [ O olmak Uizere

{rq\ ni Z+} R nin bulanik ideallerinin bir kiimesi ise 0 zaman Em ve Cm_, R nin bulank idealleri
oldugunu biliyoruz. Su halde gbstermemiz gereken Emve C m, nin Euclid kosulunu saglamasichr.
"yl Rigin
"i,j1 Z, igin
m(x),m(y) £ m.(x),m(y)
olacak sekilde kK T Z vardir ve bu yiizden
min(M(x), M (y)) £ m(x- y)
chr.
m= Em olsun.
m(x- qy) =Em,(x- ay)
=sup{m(x- ay)[iT 17}
<sup{m(y)[iT 1"}
=Em(y)
m(x- qy) =Em,(x- ay)
=sup{m(x- ay)|iT 17}
=sup{m(y)|iT 17}
=Em ()T {Em,(0),Em 1)}
olacak sekilde $q1 R vardir. Suhalde Em, R nin bir bulanik Euclid idealidir.

Benzer sekilde m=Cm), olsun. M lerin her biri R nin bulamk Euclid ideali olduklarindan dolay:
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m(x- qy) =Cm,(x- qy)

=inf{m(x- ay)|il !*}

<inf{m(y)|iT !*}

=Cmy(y)

m(x- qy) =Cm,(x- ay)
:inf{m(x— qy)|iT !*}
=inf{m(y)[iT 1}
=Cm(y)T {Em\(0),Em,(@®}
olacak sekilde $g1 R vardir. Su halde Cm, R ninbir bulanik Euclid idealidir.

3.3Kartezyen Carpim

Teorem 3.3.1: mve s benzer bulanik alt kimeler olmak lizere R nin iki bulamk Euclid ideali iss m™ S,

R” R nin bulamik Euclid idedlidir.

ispat: Teorem 2.8.8 den dolayt mve s R nin bulanik idealleriise m S, R R nin bulanik idealidir. Su

hdde m" s nin R” R nin Euclid kosulunu sagladigin gostermek yeterlidir.

" (%0 %), (%1, Y2) T R™ Riigin s (4, %,) - (%1, Y2)(0, G)) <M S (¥4, Y,) veya

m s (%, %) - (Y1, ¥2)(@, @) =m" s (v, ¥,)T {m s (L1),m s (0,0} olacak sekilde hbir
(4,9,)T R"R nin valigim gostermemiz gerekir. mves  bulamk  Euclid ideal olduklarindan
"X Y X, Yo TR igin mX - yiG) <m(y;) veya

mx - Yi6) = m(y,) T {m@), mO)} ves (x,- y,0,) <S (y,) veya

S (% - ¥,0,) =s (¥,)1 {s (1), s (0)} olacak sekilde $¢;, 0,1 R oldugunu biliyoruz. Simdi bu

durumlari g6z 6niine alalim.

) Mm% - y,0) <m(y,) ves (X - ¥,0,) <s (Y,) ise

m's (X1 = Vit % - yzqz) =mi n(n(xi - y10n)15 (Xz - yzqz))
<min(m(y,),s (¥,))
=m’ s (Y, Y,)-

i) m(x, - Y;0) =mM(Y;) =S (X, - ¥,0,) =S (¥,) =mD) =s (1) ise



28

m's (X:I. - Vit X%, - yzqz) =mi n(rr(xl - qul)'s (Xz - yzqz))
=min(m(y,).s (¥,))
=M s (¥, ¥,)
=m s (12).

iii) rT()(]. - qul) = rT(yl):S (Xz - yzqz) =S (yz) = I’T'(O) =S (0) ise

m's (X1 - Vit X% - yzqz) =mi n(rr(xl - qul)’s (Xz - yzqz))
=min(m(y,),s (¥,))
=m' s (Y., Y,)
=m’ s (0,0).

iv) M(x - ¢y;) =m(y,)=ml) ve s (x,- q,Y,) =s (¥,) =s (0) ise

m' s (X1 - Y1l % - yzqz) =mi n(rr(xl - qul)!s (X2 - yzqz))
= I’T'(X1 - y1q1)
=m(y,)
=min(m(y,),s (Y,))
=m’s (Y1, Y,)
=m’ s (11).

v) m(x - y,0) <m(y,) ve s (X, - ¥,0,) =S (Y,) =s () ise

m's (X1 -G % - yzqz) =mi n(rr(xl - qul)!s (X2 - yzqz))
=S (Xz - yzqz)
=5 (¥,)
=min(m(y,).s (¥,))
=m’s (Y1, Y,)
=m s (12).

vi) m(x, - Yi6p) <m(y;) ve s (X, - ¥,0,) =s (¥,) =s (0) ise
m's (X1 A TR yzqz) =mi n(rr(xl - qul)!s (X2 - yzqz))
= rT()(]. - qul)
<m(y,)
=min(m(y,),s (¥,))
=m’ s (Y, ¥,)-

vii) Mm% - ¢yy) =m(y)=mD ves (X, - Y,0,) <s (Y,) ise
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m's (X1 - G % - yzqz) = min(n()ﬁ - qul),S (Xz - yzqz))
= rr(xl - qul)
=m(y,)
=min(m(y,).s (¥))
=m's (Vi Y,)
=m s (112).

viil) (%, - ¥,6) =(y;) =m(0) ve s (x,- ¥,0,) <S (Y,) ise

m's (Xl - Y% % - yzQz) = min(n(xl - y1q1)7s (Xz - yzQz))
=S (Xz - yzqz)
<s (¥,)
=min(m(y,),s (¥,))
=S (Yo ¥)-

Dolayisyla " (%,%), (Y1, ¥,)T R* R igin- m's ((%,%,) - (Y1, ¥,)(0, %)) <1V S (,,Y,) veya
m s (04, %) - (%, ¥:)(0,G,)) =m” s (v, ¥,)T {m" s (11),m" s (0,0)} olacak  sekilde

$(q,,9,)T R” R vardir. Suhalde m" s, R R ninbulanik Euclid idealidir.

Teorem 3.3.2 mve S R nin benzer bulanik alt kimeleri olmak izere m S, R” R nin bulanik Euclid

ideali olsun. Ohalde m veya s R nin bulanik Euclid idedlidir.

ispat: Teorem289dan m s, R” R ninbulanik idedliise m veya s R nin bulanik ideali ve " xI R
icin m(x) £ m0) veya s (X) £s (0) oldugunu biliyoruz. m(X) £ m(0) oldugunu kabul edelim. O zaman
m(X) £s (0) veyas (x) £s (0) dir. Yani m(x) £ m(0) icin m(x) £s (0) veya s (X) £s (0) dir. Simdi

bu iki durumu inceleyelim.

i) Eger MX) £5 (0) ise" xT Rigin m s (x,0)=mXx) dr. m s, R" R nin bulank Euclid ideali
oldugundan " (x,,0),(y;,0)T R” Riigin
M s ((%,0)- (¥1,0)(q, %)) <m’ s (y;,0) veya
m s ((x,0)- (¥,,0)(q,0,)) =m" s (y;,0)T {m" s(0,0),m" s (L1)} olacak sekilde
$(q,,9,)T R™ R vardir. Buradan
M’ s (X - 10, 0) =m(x - y,0) <m(y;) =m" s (y;,0) veya
Mm% - Y,h) =M s (% - %,6,0) =m" s (y;,0) =m(y;)T {m(2), mO)} air.
Dolayisyla " X, Y1 R igin m(x- qy) <m(y) veya m(x- qy) =n(y)T {m(0), (1)} olacak sekilde

$q1 R vardir. Suhalde m R nin bir bulanik Euclid idealidir
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i) " xT Ricins (X) £5 (0) olsun ve (i) nin saglanmadhgin kabul edelim. O zaman m(a) >s (0) olacak
sekilde al R vardir. Buradan s (X) =min(m(0),s (X)) =m” s (0,X) dir. Benzer sekilde m’ s,
R"R nin bulamk  Euclid ideali  oldugundan " (0,%,),(0,y,)T R R igin
M s ((0,%,)- (0,¥,)(0, @) <m’ s (0, y,) veya
m’ s ((0,%,) - (0,¥,)(t,0,)) =m" s (0,y,)T {m" s (0,0),m" s (1,1)} olacak sekilde
$(q,,9,)T R” R vardir. Boylece

S (% - ¥,4,) =m s (0,%, - ¥,0,) <m" s (0,y,) =s (Y,) veya

S (% - ¥,0,) =M s (0,%, - ¥,4,) =m’ s (0,y,) =s (y,)1 {s (0),s ()} ar.
Dolayisyla " X, y1 R igin s (x- qy) <s (y) veya s (x- ay) =s (Y)1 {s (1),s (0)} olacak sekilde
$q1 R vardirBuradan S, R nin bir bulamk Euclid idealidir. Sonug olarsk M S, R” R nin bulamk

Euclid idealiise m veya s R nin bulanik Euclid idedlidir.

Teorem 3.3.3: mMve S R nin benzer bulanik alt kimeleri olmak iizere M" S, R” R nin bir bulanik
Euclid ideali olsun. Eger m(0) =s (0), m(X) £ M0) ve s (X) £s (0) ise mve s, R nin bulank
Euclid idedlidir.

ispat: Teorem 2.89dan m ve S R nin bulanik alt kiimeleri olmak tizere M S, R” R ninbulanik ideali
iss mves R nin buank ideslleridir. Dolayisiyla " X, yT R igin  m(x- gy) <m(y) veya
mix- qy;) = m(y,)T {m(2), m(0)} ve s (X- g,y) <s (y) veya
s (x- g,y) =s (V)T {s (1),s (0)} olacak sekilde $q;,0,T R oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Teoremin hipotezinden " X1 R icin m(X) =m" s (x,0) ves (X) =m’ s (0,X) dir. m" s, R™ R nin
bulank  Euclid ideali  oldugundan " (x,0),(y,0)T R" R icin olmak  izere
m"s ((x,0)- (¥,0)(q,q,)) <m’" s (y,0) veya
m’ s ((x,0)- (v,0)(q;,9,)) =m" s (y,00T {m" s (0,0),m" s (1L1)} olacak sekilde
$(q,,9,)T R” R vardir. Buradan

M s (X- ¥4, ,0)=M(x- yg) <m(y) =1 s (¥,0) veya

m’ s (x- yq ,0) =m(x- yg ) =my) =m" s (y,0)T {m(0), D} dr.
Dolayisyla " X, y1 Rigin m(x- ¢ y) <m(y) veya m(x- ¢,y) =m(y)T {m(0), (D} olacak sekilde

$0ﬂT R vardir.Suhalde m R nin bir bulank Euclid idedidir
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Benzer sekilde M s, R™ R nin bulank Euclid idedli oldugundan " (0,x),(0,y)T R” R igin
m’s ((0,%)- (0, y)(c,0)) <m" s (0,y) veya
m’ s ((0,%)- (0,y)(q,9,)) =m" s (0,y)T {m"s(0,0),m" s (11} olacak sekilde
$(q,,0,)T R” R vardir.Buradan

S (X- yg,) =m’ s (0,x- yg,) <m’ s (0,y) =s (y) veya

s(x-yg,)=m s (0,x- yg,) =m’ s(0,y) =s (V)T {s (0),s (D} d.
Dolayisiyla " X, y1 R igin
s (X- g,y) <s (y) veyas (x- q,Y) =s ()T {s (D,s (0)} olacak sekilde $0,1 R varchr. Buradan
S, R nin bir bulanik Euclid idealidir. Sonug olarak verilen sartlar atinda m s, R” R nin bulanik Euclid

idealiise m ve s , R nin bulanik Euclid idedlleridir.

Teorem 3.34: S, R nin bir bulamk &t kimes olsun. O zaman M =S s, R” R nin bulank Euclid

ideali olmast icin gerek ve yeter kosul S MmN R nin bir bulank Euclid ideai olmasidir.
ispat: Bu Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.3 den el de ediilir.

Teorem 3.35: M R ninbir bulanik Euclid ideali olsun. R Gzerindeki en zayif S , bulamk bagintiss R nin

bir bulanik Euclid ideali olmayabilir.

ispat: Ornek 2.8.13 den goriilebilir.

Teorem 3.3.1, Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.3 bir R halkasi icin gecgerli idi. Bunailaveten bu
teoremler farkli halkalar icinde gegerlidir. Teorem 3.3.6, Teorem 3.3.7 ve Teorem 3.3.8 de bu

konu incelenmistir.

Teorem 3.3.6: M Ve M, benzer bulanik alt kimeler olmak tizere srasiyla R ve R, nin bulanik Euclid

idedli issozaman I, © 1M, de R~ R, nin bulanik Euclid idealidir.

Proof: m” m(Og 05 ) =min(m(Og ), M (Og,)) dir. Simdi t1 Im(m " m) olsun. Buradan

tEm(Og) ve t£m0, ) dir. Teorem24.2densrasyla m ve m,, R ve R, nin idedleridir.

Buyiizden tT Im(m~ m) icin (M~ m), = m~m de R~ R, ninbiridealidir. Bununicin
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" (%), (zKT (M m), = m- m ve" (@b)1 (R,R,) icin (x- z,y- k)T (m,~ m,), ve
(xa,yp)T (m,” mr,), oldugunu gostermemiz gerekir.

m," m, (X- zy- k) =min(m(x- z),m(y- k)) dir. m, R inbirideai olduzundan dolay:
"%zl m ign x- zI m dir. Buradan M(X- 2) 3 t olur. Benzer sekilde . M, , R, inbir ideali
oldugundan dolay: " y,kT m, igin y- ki m, dir. Buradan my(y - k) 3 t dir. Dolayisiyla
min(m(x- z),m(y- t))3 t dir. Suhade (x- z,y- t)T (m, "~ m,),.

m,. R inbiridedli ddugundan dolay: " xT m ve " al R icin xa,ax] m dir. Buradan m(xa) 3 t
ve m(ax) 3 t dir. Benzer sekilde M, , R, inbir ideali oldugundan dolay: " yT m, ve " bl R, icin
yb,byl mdir. Buradan my(yb) 3 t ve my(by) 3 t dir. m, " m, (xa, yb) = min(mm, (xa), Ir, (yb))
dir. min(rr, (xa), i, (yb)) 3 t oldugundan (xa, yb)T (rr,” m,),.Suhade (,” m,),, R~ R, nin

bir idealidir. Teorem 2.4.2den I1; " I, R, " R, ninbir bulanik idealidir. Simdi n, ~ 1T, nin Euclid

kosulunu saglacigint gosterelim.

" (6,%), (%, ¥2)T R Ryigin m(x - gyy,) <m(y,) veya

m(% - Gy) =m(y)T {m(0g).m(y)} ve m(x,- 6y,) <m(y,) veya
M (% - 6,,) =M (y,)T { m(0g,),m (L, )} olacak sekilde

$q,7 R ve $g,1 R, oldugunu biliyoruz. Simdi asagidaki durumliar inceleyelim.

M) M- qy) =my)T {m0y), Mm@} ve m(x, - 6,y,) = m(y,)T {m(0y),m (L)}

m Mm% - G % - GY,)=m my,y)T {m” m(0,.0,).m m@,.1,)}.
(i) M(x - qY)) <m(y,) ve m(X, - Q,Y,) <m(y,) ozaman
m™ M(X - QY% - GY2) <M MY, Y,).
(i) M(x - 4 y) =m(y)T {m(0g). M)} ve m(% - d,¥,) <my(y,) olsun. Eger
M(X% - GY:) = m(yy) =minm(lg ) ise
Mm% - 4% - GY,) =M My, y,)=m" m(g 1) dir.
Egerm(x, - ¢y;) =m(yy) =m(0g) ise M™ m(X - Y1, % - GY,) <M MYy, Y,) dir.
() M(X - GY,) <mM(Y,) ve m(x, - ,¥,) = m(y,)T { m( ), m(0,)} olsun. Eger
M (X, - GY,) = m(y,) =m(lg,) ise
mMm™ M- &Y% - 6Y,) =M™ m(y,Y,)=m" m(g.1;) dr
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Egern}(xz - qzyz) = mz(yz) =n}(0R2) ise I’T]' n}(xl' QY1 %, - q2y2)<n1, n}(ylvyz)
sonug olarak " (%, %), (Y1, ¥o) T R™ R, icin m” m(x - 0¥, % - &,Y,) <m” m(y,,Y,) veya
MmOy - Gy % - GY,) =M m(y,.y,)T {m” m(0,.0,).m" m(, 1)} olacak

sekildebir (¢,Q,) T R~ R, vardir. Suhade m, " 1m,, R~ R, ninbulank Euclid idealidir.

Teorem 3.37: M ve M, srasiyla R ve R, nin benzer bulanik alt kimeleri olmak m; ~ 1m,, R, " R, nin

bir bulanik Euclid ideali olsun. O zaman M veya M, sirasiyla R veya R, nin bulamik Euclid idealidir.

Proof: Teorem 2.8.9 a benzer sekilde gosterebilirizki Mm”~ m, R~ R, nin bir bulanik ideali ise 0 zaman

m veya m,, R veya R, ninbulank idealidir.

Suhalde M veya M, nin Euclid kosulunu sagladigim géstermek yeterlidir. Bununicin " X, yl R, R, icin

m(x- gy) <m(y) veyam(x- ¢y)=m(y)T {m(),m(0,)}

m(x- 6,y) <my(y) veya m(x- q,¥) =m(y)T {m ). m ()}

olacak sekilde $q,1 R ve $q,1 R,

oldugunu gosterelim.

Aynizamanda” X1 R ve "yT R, iginm” m,(0;,0,)% m” m,(X,y) oldugunu biliyoruz.

m(x) £ m(0g ) oldugunu kabul edelim. O halde M(X) £ M, (0 ) veya m(y) £ m (O ) dir. Simdi bu
iki durumuinceleyelim.

1) m(x) £m(0g ) olsun. O zaman " xI R igin m~ m,(x,0g ) =m(X) dir. m” m, bulamik
Euclid ideali oldugundan

" (%0,),(y,0,)T R™ R, igin m” m((x0g)- (¥,05,)(¢, %)) <m” m(y,0,) veya

M’ m((x05)- (¥.0, )@, %)) =m " m(y,0.)T {m" m(l;.1,).m" m(0,.0,)}
olacak sekilde $(q;,q,)T R~ R, vardr.

Ozaman " X,y1 R igin

m(x- yq) =m” m(x- y,0,) < m” m(y,0q)=m(y) veya

m(x- yg)=m’ m(x- yq.0,)= m’ m(y.0,) =m(y)1 {m(,).m(©,)}
olacak sekilde $q,1 R vardr.
2) "yl R, igin m(y) £ m (0 ) oldugunu ve (1) in saglanmadigin: kabul edelim. O zaman
m(b) > m,(0,, ) olacak sekilde b1 R, vardir. Buradan m(0y,) 3 m(b) > m(0, ) dr. Dolayisyla
"xT' R, igin m(x) = min(m (0 ),m (x)) =m " m, (0 ,X) dr.



Benzer sekilde 1M]” M, bir bulamik Euclid ideal oldugundan dolay:
" (059,03 T R Ry igin m” m((0q,%) - (O, ¥)(ch,,)) <m " m (0 ,b)

veya m” m((0g,%)- (O, V(&%) =m” m©Oq T {m" m(l, 1,),m" m(0g,0,)}
olacak sekilde $(q,,0,)T R~ R, oldugunu biliyoruz. Buradan " X, y1 R, igin

m(X- yo,) =m” m(0g,X- yo,) <m” m(0;,y) =m(y) veya
m(x- ya,) =M’ m(0y.X- ya,) =m” m(0g,y) =m(y)T {m(0, ). m(, )}
olacak sekilde $q,,r,T R, vardir. Suhalde m veya m, srasyla R veya R, ninbir bulanik Euclid

idealidir.

Teorem 3.3.8: M ve M, srasiyla R ve R, ninbenzer bulanik alt kimeleri olmak tizere M~ 1y,
R, " R, ninbir bulanik Euclid ideali olsun. Eger " X1 R ve " yI R, icin

m(0g) =m(0g ), M(x) £mM(0;) ve m(y) £ m(0g) ise srasylam ve m, R ve R, nin
bulanik Euclid idealidir.

Ispat: Teorem 3.3.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

3.4 Bulanik Bolim ideali, Bulanik Lokal Alt Halkalar ve Bulamk Esas idealler

Teorem 3.4.1: m, R hakasimn bir bulamk Euclid ideali ve m, m tarafindan belirlenen

bulanik boltim ideali olsun. m, R niin bulanmk Euclid idedidir.

Ispat: m:R,% 3 [0,1] bulanik bolum idedli olsun. " x,yT R igin
m, R hakasimn bir bulamk Euclid ideali oldugundan
m(x- qy) <m(y) ise
m (M, 4,) = m(x- aqy) < m(y) = m(m})

dir.
m(x- qy) =m(y) =m() ise

m (M. o) = Mx- Qy) = m(y) = m (n}) =minm(, ) ve
m(x- qy) =m(y) =m(0) ise

m (M, 4,) = M(x- ay) = m(y) = m (m) =m(0g )
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dir. Sonug olarak m, R, niin bulamk Euclid idedlidir.

Teorem 3.4.2: Eger m, Sup ve M- Ozelligine sahip olmak tzere R nin bir bulamk Euclid
ideali ise m, R nin bir bulank esasidealidir.

Ispat: Teorem 2.7.8 den m nin R nin esas ideali oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Eger
m ={0} ise 0 zaman m, R nin bir esas idedidir. m* {0} olsun. Bir 0 yI m icin
m(y) nin Imm niin [t,m0)] daki minimum eleman: oldugunu kabul edelim. Biz burada
m = (y) oldugunu gosterecegiz. " x,y1 m ise

mx)3t ve my)3t
dir. Buradan m R nin bir ideali oldugundan

m(ay) 3 t dir vedolayisiyla m(x- qy) 3 t olup x- qyl m dir.
dir. Simdi yT mise (y)1 m @))
dir. Tersine m, R nin bulamk Euclid ideali oldugundan " xT m igin m(x- qy) <m(y) veya
m(x- qy) =m(y)T { m0),m1)} olacak sekilde $qi R vardir. m(y), Imm nin minimum

eleman oldugundan m(x- qy) <m(y) olamaz. Su halde m(x- ay) =m(y)1 { m(0), M)} dir.
M-6zelliginden y| x olur. O zaman en az bir ki R i¢in x=y(q+k) dir. Dolayisiyla
x1 (y) dir. Buradanm 1 (y) dir. )
(1) ve (2) den m =(y) olur. Sonug olarak m, R nin bir esas ideali ve Teorem 2.7.8 den m
bir bulanik esas idealdir.

Simdi 0T S olmak Uizere R nin saturated olan S carpimsal kapali at kimesini ve RS™*
olarak kesir halkasin ele alalim.

Tamm 3.4.3: mve m, srasyla R ve RS in bulanik idealleri olsun. O zaman " t1 Imm icin eger

Imm=Imm ve m =mS™* ise m, RS icinde M nin bulanik lokal alt halkasi olarak adlandirilir.

(Alkhamees ve Mordeson, 1997)

Teorem 3.4.4: Eger m, R nin bulanik Euclid ideali ise m, RS™* in bulanik Euclid idealidir.
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Ispat: 1lk olarak " %T RS icin rr(a):m'(%) oldugunu gosterelim. m'(%):t

olsun. O zaman

3impal mp ma)?th m(3/)£na) )
dir. Tersine m( @) =t olsun. O zaman
al mp 8 ms*=m b m(3,)*thb ma)Lm(?,) )

dir. (1) ve (2) den m(a) = m( 3/) elde edilir.
" %%l RS aaim. m, R nin bulanik Euclid ideali oldugundan dolay: " a,bl R icin

m@a- gb) <mb) veya m@a- gb)=mb)i { m1),m0)} olacak sekilde $qi R vardir.
Buradan

m(@{- % b)) =m@ L)
= m(a- ob)
<m(b)

=m( b)
m(@g- % b)) =m@ %)

=m(a- gb)
=m(b)

= mi( %)T {rn‘(le.l),rh(ORs.l)}

olacak sekilde $ q%i RS vardir. Suhalde m, RS in bulamk Euclid

veya

idealidir.

3.5 Bulank Maksimal Ideal ve Bulamk Asal ideal

Teorem 3.5.1: R nin her iki degerli bulank ideali bulanik Euclid idea dir.

ispat: @, b1 [0,1] vel, Rninbir ideai olsun. @ > b olmak lizere " asagidaki gibi ifade edilebilir.
I

R- |

_la, x1
rr(x)—%b1 x1
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simdi " x,yT R icin m(x- qy) <m(y) veya m(x- qy) =m(y)T {m@;) =b, m0g) =a} olacak
sekilde bir qi R elemaninin ol dugunu gosterelim. Bunun icin asagidaki durumlar soz konusudur.

Eger Xyl | ise |, R nin bir ideali oldugundan "l R igin x- gyl | dr. Buradan
m(x- qy) =m(y) =a dir. Egerx,y1 | ise" q1 Ricin x- qyl | dr. Buradan
mx-qy)=my)=b dr. Eger xI | ve yl 1 ise$ql R-1 igin x- gyl | dir. Buradan
mx- qy)=m(y)=b dr. Eger xi | ve yl | ise "gl R icn Xx-qyl | dir. Buradan
m(x- qy) <mn(y) dir. Suhalde I, Rninbulamk Euclid idealidir.

Teorem 3.5.2: R nin her bulanik maksimal ideali bulanik Euclid idealdir.

ispat: Teorem 2.5.2 den M Rnin maksimal ideali oldugu zaman t = r(0) icin M. =M, R nin bir maksimal
ideali ve card(Imm) = 2 oldugunu biliyoruz. Su halde @ <t olmak iizere IT asagidaki gibi ifade edilebilir.

m

x1
xI R-m

m(x) =

t,
a,

— — —

Teorem 3.5.1den I Rnin bir bulanik Euclid idealidir.
Teorem 3.5.3: R nin her bulanik asal ideali bularnik Euclid idealdir.

Ispat: Teorem 2.4.8 den T Rnin bir bulanik asal ideali oldugu zaman 1=m(0) icin . =1r,, R nin bir asal

ideali ve card(Imrr) =2 yani C, [0,1] arasinda bir asal eleman olmak tizere M(R) :{ ZI.,C} oldugunu
biliyoruz. Su halde I asagidaki gibi ifade edilebilir.
il xI m
mx) =i <
¢, xI R-m

Teorem 3.5.1 den ' Rnin bir bulanik Euclid idealidir.

Fakat Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.5.3 Uin tersi her zaman dogru degildir. Yani her bularik Euclid ideal bulanik
maksimal ideal ve bulanik asal ideal olmayabilir.

Ornek 3.54: MX) =

1, xl@ o _
ideali ! nin bir bulanik Euclid idealidir. Fakat ! nin
a,

x1 1 - (4

— — —

bir bulank maksimal ideali degildir. m ={x1 1| m(x)=m(0)} =(4) ideali ! nin maksimal ideali

degildir. Cunkii (4) 1 (2)1 1 olacak sekilde ve (4)* (2) ve (2)1 1 (2) ideali vardir. Su halde m !
nin bir bulanik maksimal ideali degildir.
Benzer sekilde m ! nin bir bulanik asal ideal degildir. Ciinkii
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m={xI 1| mx)=m0)} =(4) idedi ! nin s ideali degildir. Ginki 2X2T (4) iken

21 (4) ve2l (4) dr.Suhade I, ideali ! nin bir asal ideali degildir

Teorem 3.5.5: Eger A, Rnin herhangi bir yar1 asallanabilir bir ideali, A1 R olsun. O zaman asagidaki sekilde
tammlanan R nin bir I bulanik yar1 asallanabilir ideali bir bulanik Euclid idealdir.

ise

m(x) = R A a,bi[o1], a>b.

a, xi
b, xI

— — —

ispat: Teorem 3.5.1 den kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.5.6: Eger |, Rnin herhangi bir yar1 asal ideali, | 1 R olsun. O zaman R niniki degerli bir IT bulank
yar1 asal ideali bir bulanik Euclid idealdir.

ispat: Teorem 3.5.1 den kolayca goriiliir.

Sonug 3.5.7: Eger I, R nin herhangi bir asallanabilir ideali, | * R olsun. O zaman R nin iki degerli bir Iy
bulanik asallanabilir ideali bir bulamk Euclid idealdir.

Ispat: Teorem 3.5.1 den kolayca gorulir.

Ornek 3.5.4 den R nin her bulanik Euclid ideali R nin bir bulanik yar: asallanabilir ideali olmayabilir.

Iki degerli bulark idealler icin asagidaki diyagram verilebilir.

m bir bulamk maksimal

K3
m bulanik asal ideal P m bulanik asallanabilir ided
3 3
m bulanik yar1 asal ideal m bularnik yar1 asalanabilirideal

3 K
m bulanik Euclid ideali

3.6 Gorunti ve Ters Gor uintu

Tanim 3.6.1: f: X %3 Y yebir dénisimve m, X inbir bulanik alt kiimesi olmak lizere " yT Y igin

f(m)(y):}'SUIO{MX)| xbX, f(x)zy} IS kimes mnin f atindaki
i0 (y) = A

gorintiisii olarak tammlanr.
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"xI X igin f1(m) =m(f(X) kimesi m niin f atindaki ters goruntiisii olarak adlandirilir. (Malik ve
Mordeson, 1998)

Teorem 362 f:R%%® R bir érten halka homomorfizmas: ve M: R % 3 [0,1], R niin bir bulamk

Euclid ideali olsun. f *(m)(x) =m(f (X)) ile tammh mM(f):R3%%® [0,1] fonksiyonu da R nin bir

bularik Euclid idealidir.

ispat: " xT R icin d(x) =m(f (X)) = f *(m)(X) iletammlanan d mn R nin bir bulanik ideali ol dugunu
gosterelim.
"X, yT R icin
d(x-y)=m(f)(x-y)
=m(f(x-y))
=m(f(x)- f(y))
& min(m(f (x)), m(f (y)))
=min(d (x),d(y)).
d(xy) =m(f)(xy)
=m(f (xy))
=m(f(x) f(y))
¢ max(m(f (x)), m(f (y)))
=max(d (x),d (y)).
Suhalde d , R nin bir bulanik idealidir.
Simdi  Euclid kosulunun saglandigimi  gosterelim. " X, yT R icin X- qu R  oldugundan

f(x- qy), f(y)] R dir. m R niinbulanik Euclid ideali oldugundan
m(f (x- qy)) <m(f(y)) veya m(f(x- ay)) =m(f () {m(lf(R)),m(Of(R))} dir. Buradan

d(x- ay) =m(f)(x- ay)
=m(f(x- qy))
=m(f(x)- f(a)f(y)
<m(f)(y)
=d(y)

veya
d(x- ay) =m(f)(x- ay)
=m(f(x- qy))
=m(f(x)- f(a)f(y)

=d(y)T {d(0),d(®}



dir. Dolayisiyla ™ X, yT R igin

d(x- ay) <d(y) veyad(x- qy)=d(y)T {d(0),d (D)} olacak sekilde $qi R vardrr. Su halde d
fonksiyonu R nin bir bularik Euclid idealidir.

Teorem 363 f:R¥%® R bir érten haka homomorfizmas: ve m:R%@[O,l], cek f nin

elemanlarin: sabit birakan bir bulanik Euclid ideal olsun. O zaman f(M):R %% [O, 1] fonksiyonu da R
nin bir bulanik Euclid idedlidir.

ispat: f orten bir halka homomorfizmasi oldugundan X,y T R’ icin

f(x)=X ve f(y,) =y olacak sekilde X,,Y,1 R varcir. Buradan Xy =f(x,) f(y,) dr. m
cek f uzerinde sabit oldugundan bir al R icin f(x,) =X ve f(a)=x ise f(x)=f(a) dr.
Buradan f(X,- @) =0, dir. 0,1 cek f oldugunu biliyoruz. Buradan f(x, - @) = f(0g) olur. m
cek f izerinde sabit oldugundan M(X, - @) = mM(0g) dir.

M%) =M%, - a- @)% min(m(x, - a),m@a)) =ma)

@) = m(x, - (% - @) min(m(x, - a),M(%,)) = M(X,) dir. Buradan M(X,) = M(@) elde edilir.
Boylece f (M)(X) :sup{ m(a)| al f'l(x')} =m(x,) olur. Benzer sekilde

f(m(y) :Sup{ rr(a)| al f'l(y')} =m(y,) dr.Simdi f(m):R %% [0,1] fonksiyonunun R’ nin
bir bulanik ideali oldugunu gosterelim. " X,y T R icin
fM(X - y)=mX- Y,)
# min(m(x,), M(Y,))
=min(f (M(x), f(M(y))

FM(Xy) =mxY,)

3 max(m(x,), M(y;))

= max(f (m)(x), f(M(y))
oldugundan f(m) R nin bir bulanik idealdir.
Simdi Euclid kosulunun saglandigint yani " X, Y icin
F(M(x-qy)<f(m(y) veya f(m(x-qy)="f(m(y)l {f(m)(lR‘), f(m)(OR-)} olacak
sekilde $q'T R elemaninin varhigini gosterelim. M R nin bir bulanik Euclid ideali oldugundan $q' 1T R
icn f(M(X - qy)=mx- gY,) <m(y,) = f(M)(y) veya
FM(X - GY) = M- GoYe) = M(Y,) = F(M()T { (M), T (MO,)] dr.su
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haide f(m):R %3 [0,1] fonksiyonuda R’ nin bir bulanik Euclid idedlidir.

Teorem 3.6.4: M R nin bir bulanik Euclid ideali, f :R%3® % dogal homomorfizma olsun. O zaman

S :% SZ8 ) [0,1] e S (X+m) =m(X) seklindetammlanan S , % 1n bir bulanik Euclid idealdir.

Ispat: Oncelikle s :% SZ8 ") [0,1], S (Xx+m) =m(X) seklinde tammlt S rmn iyi tamml oldugunu

gosterelim. Bununicin X+ M = y+m olsun. Buradan X- yI m dir. m intammindan m(x- y) = m(0)
dir. Buradan m(X) = m(y) elde edilir. Dolayisiyla

s(x+m)=mXx) =m(y) =s (y+m) diryani S fonksiyonuiyi tammlichr. Simdi S

fonksiyonunun bir bulanik ideal oldugunu gosterelim. Bununicin " X+m,y+m 1 % icin

s ((x+m)- (y+m))=s(x- y+m)
=mX-Y)
2 min(m(x), m(y))
=min(s (x+m),s (y+m)).
S ((x+m)(y+m))=s (xy+m)
= m(xy)
3 max(m(x), m(y))

=max(s (x+m),s (y+m))

dir. Su halde S, % nin bulamk idedlidir. Simdi Euclid kosulunun saglandigini  yani

"x+m,y+mi % icins (X+m - (g+m)(y+m))<s (y+m) veya

s(x+m- (g+m)(y+m))=s (y+m)l {s (17 ),S (OV )} olacak sekilde $q+mi % var
oldugunu gosterelim. M R nin bir bulanik Euclid ideali oldugundan " X, yT R igin m(x- qy) <m(y)

veya m(x- qy) =m(y)1 {rr(l), n(O)} olacak sekilde $¢1 R vardir. Buradan

s(x+m-(gq+m)(y+m))=s(x- gy+m)
=m(x- qy)
<m(y)

=s(y+m)

veya
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s(x+m-(g+m)(y+m))=s(x- gy+m)
=m(x- qy)
=m(y)

=s (y+m)i {s (1%),8 (0%)}

olacak sekilde $ q+m T % vardir. Suhalde S , 5/”] nuin bir bulamk Euclid idealidir.



4. TARTISMA

Literattirdeki bulamk Euclid idealleri bizden 6nce de L-bulanik g -Euclid idealleri adi altinda
calisilmustir. (Kog ve Balkanay, 2002) Ancak bizim ¢alismamiz daki ve Kog ve Balkanay da
verilen bulanik Euclid ideali tarmmlar1 birbirinden bagimsiz ve de farklidir. Bu tammlarin
esdeger olmadig1 da 6rneklerle gosterilebilir. Kog ve Balkanay daki L-bulanmk q -Euclid ideali
tanimi asagidaki gibidir.

Tanim 4.1: g :R% 3% L, R nin sabit olmayan bir bulanik alt kiimesi olsun. j :R%.3 L
fonksiyonu

(i) her x,yT Riginj (x+y)3 min{j (x).,j ()}

(i (=j (-x)

(i) ) ()2 max{j (¥ ()}

(iv)her x,yl R, y! 0 icin x=qy+r olmak iizere r =0 veya

max{j (r),q(r)} ® max{j (y).q(y)} olacak sekilde q,rT R elemanlar: vardr.

sartlar saglamyorsa j ye bir L-bulank g -Euclid ideali denir.

Simdi bu tanimlarin esdeger olmadigin gosteren iki 6rnek verelim..

. _ i1 x1 (2)
Ornek 4.2: n(x)—%o, Xi (2)

Tamm 3.1.3egore ! nin bir bulanik Euclid idealidir. Fakat Kog ve Balkanay da verilen
tammagére m ! 'nin L-bulamk m-Euclid ideali degildir. Clnki x=5 ve y =4 alinirsa,

her zamanicin r bir tek tamsayidir. m ntin bir L-bulanik m-Euclid ideali olmasiigin
max{m(r),m(r)} 3 max{m(4), m(4)} olmas: gerekir. max{m(r),m(r)} =0,
max{ m(4), m(4)} = 1oldugundan mimkiin degildir.

i
11 x=0 i0 x=0
0= i @- i _
Ornek 4.3:1 (X)‘.:.%,’ X -0 o Q(X)—_:_}é, X=13,45, +7, ..
0 xl -0 [ My, diter hallede

~



I nin bulanik alt kimeleri Kog ve Balkanay daki tanima gore | bir L-bulamk q -Euclid
idealidir. Fakat Tamm 3.1.3 e gore, bir bulamk Euclid ideali degildir. Clnkii x=6 ve y=4
ahmirsaj (x- ay) <j (y) veyaj (x- ay)=j (V)1 {j (0)=1j () =0} olacak sekilde en az bir

gl ' bulunamaz. Yani "ql ! icin %<% veya %:%T {0,3 olmasin: gerektirir ki bu

onerme dogru olacak sekilde bir qT ! bulunamaz.



5. SONUCLAR

Bu calismada bulanik idealler icin yeni bir sart getirilerek bulanik Euclid ideali tammi yapilmis ve onunlailgili
ornekler verilmistir. Bulamk Euclid ideallerin kesisimlerinin ve birlesimlerinin de bularik Euclid ideali oldugu
gosterilmistir. Bulanik Euclid ideallerin kartezyen carpimlarimin bularik Euclid ideali oldugu ve bununla ilgili
benzer teoremlere yer verilmistir. Bulamk hakaardaki bulamk asal, bulamk maksimal ideal, bulanik bolim
ideali, bulanik lokal at halkalar ve bulanik temel idealler gibi bazi cebirsel yapilarla bulamik Euclid idealler
arasindaki iliski incelenmistir. Bulanik Euclid idealin bir halka homomorfizmas: olan f atindaki gorintiisii ve
ters goriinttistiniin de bulanik Euclidean ideali oldugu gosterilmistir.
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