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OZET

H ayrilabilir Hilbert uzay1 olmak iizere Hi=L, ([0,1],H )® H Hilbert uzayinda
-y +0(x)y =4y 0<x<l1

Sturm-Liouville diferansiyel cienklemi ve

H0y=0

-y ="'

sinir kosullart ile olusturulan operatdr L olsun. Burada Q(x) [ 0, 1 ] araliginda tanimlanmis
degerleri H uzayinda kendine es ¢ekirdek operator olan fonksiyon, A ise kompleks degerler
alan spektral parametredir. Sunulan bu ¢alismada L operatorii igin k ( £ >2) herhangi dogal
say! olmak tizere k. diizenli iz kavrami verilmis ve diizenli iz igin formiil elde edilmistir. S6zi
edilen Q(x) reel degerli skaler fonksiyon, H=C oldugu halde de yiiksek mertebeden diizenli iz
formdilii i1k bu ¢alismada bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Zayif tiirev, analitik operator-fonksiyon, esas spektrum, spektral a¢ilim,
diizenli 1z



ABSTRACT

Let H seperable Hilbert space.In Hilbert space H, = L,([ 0,1 1, H)® H define operator L
generated by Sturm-Liouville differantial equation

-y +0(x)y=Ay 0<x<1
and boundary conditions

0)=0

—y() =40

Here Q(x) 1s a operator-function defined in [ 0, 1 ] interval. Its values self-adjoint kernel
operators in space H, and A is a komplex spectral parameter. In this study for the L operator, k
( k>2) isaany natural number which is given a regularized trace concept and obtained
formula for k regularized trace.In this thesis, while Q(x) mentioned here is a reel valued skaler
function and H=C, investigated first as a higher regularized trace formula.

Key words: Weak derivative, analytic operator-function, essential spectrum, spectral
expansion, regularized trace



1. GIRIS

Bu ¢alismada H ayrilabilir Hilbert uzay1 olmak tizere

L,([0,1], H)® H Hilbert uzayinda

V' Oy = Ay 0<x<l1 (1.1)

Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ve

(0) =0 l

1.2
-y = () 42

sinir kosullart ile olusturulan L operatériintin yiiksek mertebeden diizenli iz formiilleri elde
edilmistir. (1.1) diferansiyel ifadesinde yer alan Q(x) [0,1] aralifinda tanimlanmis bazi
¢zellikleri saglayan H uzayinda kendine es ¢ekirdek operatér degerli fonksiyon, A ise
kompleks spektral parametredir.

iz kavrami matrisler teorisinin kavrami olmak tizere, nxn boyutlu A=( a; ) matrisinin izi

denildiginde

A, d22 ., A33 ,. .09 dnp
kosegen elemanlarin toplam
aptantas t.o..tamy
olarak tanimlanir ve
frA=a;;+aptax +...+an

seklinde yazilir. Burada tr=trace=iz’ dir. A matrisinin dzdegerlerini A Ay , A3 ,.... A, dle

gosterelim (herbir dzdeger cebirsel katliliga sayis1 kadar yazilir).



Lineer cebirden

trA= A Tt Ay F.o..t Ay

oldugu bellidir. Yani A matrisinin izi bu matrisin 6zdegerlerinin toplamina esittir. k dogal say1

olmak tizere

A+ + A

toplamlarinin da (yiiksek mertebeden =k. mertebeden izler ) A matrisinin elemanlar ile ifade
edildigi bellidir (Strang,1976) .

Kendine es diferansiyel operatorlerinin iz formiilii (diizenli iz ) ilk olarak I.M.Gelfand ve
B.M.Levitan (Gelfand ve Levitan, 1953) tarafindan incelenmistir. S6zii edilen bu ¢alismada
L, [0, n Juzayinda

-y +qg(x)y=A O0<x<nm

Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve

V(0)y=y'(r)=0

sinir kosullari ile olusturulan L operatérii ele alinmistir.
Burada q(x) [ 0, n ] araliinda ikinci tiirevi siirekli, reel degerli fonksiyondur. L

operatoriiniin spektrumu sadece

o< M€ da< A< ves Shp< .e.,  limA, =0

H—>c0

6z degerlerinden ibaret olmakla » — oo iken

|-

n

|8

A :I’12+(’()+O[ j
n



V3
asimtotik ifadeye sahiptir. Burada ¢ = J-q(t)dt dir. Matrislerde oldugu gibi L
0

1
7
operatdriiniin izi dogal olarak

Aot At Aot oo+ At

seklinde tanimlanmalidir . Ancak A,— nin asimtotik ifadesinden goriildiigii gibi

[e 8]
Z Ak
k=0

@0
serisi wraksaktir. Eger Zlk yerine
k=0

a0

Z(Z,, —n° —co)

n=0)

serisini alirsak

asimptotik ifadesinden goriildigii gibi bu seri yakinsaktir. Bu seriye L operatdriinin diizenli

izi denir. Bir baska deyisle A,’ nin asimtotik ifadesinden seriyi iraksak yapan toplamlar

ctkarmakla elde edilen yakinsak seriye L operatoriiniin diizenli izi denir.
L operatoriiniin diizenli izi yukarida bahsettigimiz gibi [. M. Gelfand ve B.M..Levitan

tarafindan bulunmustur. Elde edilen fbrmﬁl

L= 3, -y -n?)=- LOTID
n=0

seklindedir.



Sonralar ise I. M. Gelfand (Gelfand,1956) ve L.A. Dikiy (Dikiy,1958) tarafindan Sturm-

Liouville operatériiniin yiiksek mertebeden (k. mertebeden)

izleri hesaplanmistir. Burada Z sembolu ﬂﬁ say1larindan bu serinin yakinsakligini saglayan

terimlerin ¢ikarildigini gosterir.

Bilindigi gibi iz formiillerinin incelenmesi matematigin i¢ problemi olmanin yani sira, bu
formiiller diferansiyel denklemlerin spektral analizinin ters problemlerinde, yiiksek iz
tformiilleri ise 6z degerlerin yaklasik bulunmasinda kullanilabilir. ( Dikiy,1957).

Adi gecen yazarlarin ardindan gesitli diferansiyel operatorlerin iz formiillerinin bulunmas: ile
Gasimov (1963), Hiiseyinov ve Levitan (1978), Kostiyugenko (1968), Lidskiy ve Sadovnigiy
(1967) v.s. gibi matematik¢iler ugrasmislardir. Bu konu ile ilgili ¢ok sayida makalelerin
listesi Levitan ve Sargsyanin kitabinda (1991) ve (Fulton ve Pruesses, 1994) ¢alismasinda
verilmistir. |
Gelfand ve Levitan'nmin adi gecen calismasindan yararlanarak ilk olarak Faddeev (1957),
Faddeev ve Buslayev (1960) siirekli spektruma sahip Sturm-Liouville operatdriiniin yiiksek
mertebeden diizenli iz formiillerini elde etmislerdir.

Karmagik spektruma sahip soyut kendine es operatorlerin diizenli iz formiilleri ilk olarak
Krein (1953) tarafindan incelenmistir. Krein bu c¢alismasinda Lifsitsin  (1952) kuantum
istatistigi ~ ve kristal teorisinde fiziksel teorilerden yararlanarak elde ettigi formiilde
matematiksel olarak kanitlamistir. Sonsuz aralikta verilmis stirekli spektruma sahip sinirh
kendine es operatér katsayili Sturm-Liouville probleminin 1. mertebeden diizenli iz
formiilleri ise Adigiizelov’un (1976) ¢alismalarinda ele alinmiglardir. Adigtizelov’un elde

ettigi formuld (1976) ifade edelim. Ly ve L, sirasiyla
L,([0,), H) uzayinda
-V'+ O (x)y 0<x<w

vE

"+ O (x)y 0<x<w



diferansiyel ifadeleri ve

y(0)=0

aym sinir kosulu ile olusturulan operatérler olsun . Burada Qj(x) (j=1,2) operatdrleri x’in
[ 0, o ) dan alinmis her bir degerinde H’da kendine es ¢ekirdek operatérii olmak tizere bazi
belli kosullar sagladig varsayilir. S6zii edilen ¢aligmada L, ve L, operatérlerinin farkinin izi

Faddeev’in tamimundan (1957) yararlanarak

R
Ly~ L,) = tim [Ad e (ED D)

R—w
00

formiilii ile tanimlanmis

(L) = 15)= =1 0,(0)- 05 (0)]

iz formiilii ispatlannmstir. #(L; —L,) nin ifadesinde yer alan E/(f) ve Eﬁz) operator-

fonksiyonlari sirastyla L ve L, operatorlerini igin birimin agilimidir.

L, ve L, operatorleri farkinin k. diizenli iz formiili Bayramoglu’nun (1986) calismasinda
gosterilmistir. Sonlu arabikta verilmis kendine es simirli operator katsayili Sturm-Liouville
diferansiyel denklemin diizenli iz formiilii Halilova (1976) tarafindan incelenmistir. Sifirda

tekillige sahip sinirli operator katsayili

AHQ(X

, O0<x<1 , y 2 % keyfi sabit say1dir

3(0) = y(1) =0

Sturm-Liouville smir deger probleminin diizenli iz formiili Bayramoglu ve Adigiizelov’un

(1996) ¢alismasinda bulunmugtur.

Bu ¢alismada elde edilen formul



o0 o0

! 241!
Z Z(ﬂ“mn - K:% )_ ItrQ(x)dx = ——}/Z:F— jtrQ(x)dx -
0

m=1| n=1 0

2rQ(0) + trQ(1)
4

seklindedir.

Burada {i.,} sayilarnn L operatériiniin 6z degerleri K, (0 < K; < Ky< ... ) sayilan ise
Bessel fonksiyonu J,(x) ‘in sifirlanidir. Belirtmemiz gerekir ki v=1/2 deerinde ifade

ettigimiz son formiilden Halilovanin (1976) buldugu formiil elde edilir.

Sinirsiz operator katsayili Sturm-Liouville operatoriiniin diizenli izi ilk olarak Maksudov,
Bayramoglu ve Adigiizelov’un (1984) ¢alismasinda incelenmigstir. S6zii edilen operatér i¢in
yiiksek iz formiilleri ise Bayramoglu , Tas¢1 ve Ismailov (1997) ¢alismasinda bulunmustur.
Saf ayrik spektruma sahip soyut operatorler i¢in diizenli iz formiilleri Sadovnigiyin (1984)
calismasinda yer almigtir. Bu dogrultuda son ¢aligmalardan Dubrovski’nin (1996) ¢alismasini
ve Baksi” nin doktora tezini gosterelim (1999) .

Bizim ele aldigimiz simr kosulunda spektral parametre bulunan sonlu aralikta verilmig sinir
deger probleminin 1.diizenli izi diger sinr kosullar1 altinda Adigiizelov ve Bayramov’un

(1996) ¢alismasinda incelenmistir.



1.1 GENEL BILGILER

H ile aynlabilir Hilbert uzaymi, B(H) ile bu uzayda dénisim yapan lineer sinirh
operatdrlerin Banach uzayn gosterelim. H’da i¢ garpimt (. , . ) sembolii , normu ise | .|
sembolii ile gosterelim. [ a , b | arahiginda tanimlanmig degerleri H’ya ( B(H) ya ) ait

fonksiyona vektor fonksiyon (operatdr fonksiyon )denir. Eger xg € [a,b | iken

/limOHf(xo +h)— f(xo m =0

ise o zaman f(x) vektdr fonksiyonu xp noktasinda stireklidir denir. Eger

=0

fim
=0

Sl +h)=flxg)
p “f(xo)‘

olacak sekilde f ’(xO)e H vektorii varsa o zaman f(x) vektdr fonksiyonu x; noktasinda

kuvvetli tiireve sahiptir denir ve tiirevi f"(x( ) ile gosterilir. Benzer sekilde

fila,b]— B(H)

fonksiyonu i¢in de stireklilik ve tiirev kavramlart verilir. f :[a,b]—)H olmak tizere

Vge H i¢cin

(f(x), g)

skaler fonksiyonu siirekli (tiireve sahip) ise f(x)’ e zayif stirekli (zayif tiireve sahip )

fonksiyon denir.
f:la,b]> B

olmak lizere Vg € H i¢in



'

(1) e) = (o)

olacak sekilde
¢:|a,b]->B(H)

operator fonksiyonu varsa o zaman f operat6r fonksiyonunun zayif tiirevi ¢ dir denir. Yiiksek

mertebeden tiirev kavramu indiiktif olarak tanmimlanir (Hille ve Phillips,1957).

T : G kompleks diizlemin herhangi bolgesi ve f: G—B(H) olan operatdr fonksiyon olsun.
Eger f(z) operator fonksiyonu G-nin her bir noktasinda tiireve sahip ise o zaman bu

fonksiyona operatdr deferli analitik fonksivon denir. z; noktasinda analitik-operator

fonksiyon denildiginde merkezi zy da yarigapt herhangi €>0 sayis1 olan ,Z—ZO] <& agk
dairesinde analitik fonksiyon anlagilir. Kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde oldugu
gibi |z~ z¢| < & cemberinde analitik T(z) operator-fonksiyonu 7, € B(H) olmak iizere B(H)’
In normuna gore yakméak ZT:.(Z -z, )i serisinin toplami seklinde gosterilir ( Kato,1980) .

i=1
H'da dontistim yapan T lineer operatoriiniin tanim kiimesini D(T) ile gosterelim ve D(T) nin
H'da yogun oldugunu varsayalim

Eger D(T) ye ait tiim x vektorleri (elemanlari) i¢in
(Tx, y)=(x.y")

esitligini saglayan y, y* € H ¢ifti varsa o zaman y" elemani y ile tek tiirlii tanimlanur.
Boylece sozi gegen esitligi saglayan y elemanina y" karsihk getirilmis olur. Bu kars1 getirme

bir operatér tanimlar ki buna T’nin eslenifi denir ve T ile gosterilir. Boylece

(Tx,y)=(x,y )
esitligi

(Tx,y)=(x,Ty)



seklinde yazilir. T" nin lineer operator oldugu agiktir. Eger

ise 0 zaman T’ye kendine es operatdr denir. Bilindigi gibi kendine es operatoriin spektrumu

reel eksene aittir.

olsun. Eger

(Tx,x) > a(x, x) (Tx,x) < B(x,x)

olacak sekilde a(P) sayisi varsa T operatorii alttan (tistten) sinirhidir denir. Eger o>0 (B<0)

ise T ye pozitif (negatif) tanimli operatér denir. Eger (Tx,x)?. 0 ((Tx,x)s O) ise T

operatdriine  non-negatif (non- pozitif) operatér denir. Non-negatif (pozitif) T operatérii

sembolik olarak
T = 0(T < 0)seklinde yazilir. T biitiin H’da tanimlanmis kompakt (tam siirekli ) operator ise o
zaman T'T operatérii non-negatif kendine es tam stirekli operatsrdiir (Kato,1980). T™ T nin

6z degerlerini

v
G

1970

vV
v
V)

i\

ile gosterelim. s, > 0 (k= 1,2, ...) sayilarina T operatdriiniin singuler veya s-sayilari denir

(Gokhberg ve Krein,1969). p >1 olmak lizere s-sayilar

P
Ssf <o
k=1 -

kosulunu saglayan kompakt operatorler kiimesi ile O(sifir) operatériinlin birlesimini o, ile

0 N\
gosterelim. o, (p >1) ye ait operatorler kiimesi [T “p = (Z s,’f) normuna goére bir Banach
k=1

uzay1 olusturdugu bellidir. P=2 halinde s, ‘ye ait her bir operatdre Hilbert-Schmidt operatérii ,
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p=1 halinde ise gekirdek operatérii denir (Kato,1980). Eger T =T 2 0 ise o zaman T

kompakt operatoriiniin s-sayilar1 bu operatoriin sifirdan farkli 6z degerinden ibaret olur. Bu

tez calismasinda kullanacagimiz asagidaki teoremleri ifade edelim.

Teorem 1.1 (Gokhberg ve Krein,1969): S e B(H), T eo, olsun. Bu takdirde
STeo,, TSeo, dir.

ve

st <fsiArl - sl <ir].[s],

esitsizlikleri saglanr.

Teorem 1.2 (Gokhberg ve Krein,1969) : Eger T € oy ve {e,}

H’nin keyfi ortonormal bazi ise o zaman

serisi mutlak yakinsaktir ve serinin toplam1 {e,} bazinin se¢ilmesinden bagimsizdir.

Buradaki

A

Z( Ten €y )

=l

sayisina T operatdriiniin matris izi denir ve sembolik olarak

[/’Tri(Te” ,e, )

n=l|

seklinde yazilir. Eger T=T" >0 ise 0 zaman {e,} bazi olarak T operatériiniin
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Aizhr = A3 > ... 2h, 2 ... 0Ozdegerlerine karsilik gelen ortonormalize edilmis olan 6z

0
vektorlerini alirsak trT= Z’lk olacaktir (matrisin izinin benzeri).
k=1

Hatirlatalm ki, kendine es operatoriin esas spektrumu denildiginde bu operatériin izole
edilmemis spektrum noktalar: ile spektrumun izole edilmis sonsuz katli 6z degerler kiimesinin
birlesimi anlagilir (Weidman,1980) . Calismamizda yararlanacagimiz asagidaki teoremi ifade

edelim.

Teorem 1.3 (Birman ve Solomyak,1987): Eger A=A", B=B’ operatdrlerinin her ikisinin

rezolvent kiimesine ait bir regular £ noktasinda rezolventler fark:

C=(4-¢ 1) -(B-¢ 1)’

kompakt ise 0 zaman A ile B nin esas spektrumu cakigir.
H; ve H, soyut Hilbert uzaylar1 olsun. x; € H|, x, € H, keyfi elemanlar olmak lizere

( Xy, X2 ) ciftlerini olusturalim. Boyle ¢iftler kiimesine H; ile H, nin kartezyen ¢arpinmu denir

ve HyxH, ile gosterilir.

(xi.x2)e HixHy, , (x7,x5) e H;xH,

elemanlarinin toplami

(x),x5)+(x, ,x2)=(x§ + X ,);'2+x2)

seklinde ( x1, x5 ) elemani ile o say1sinin garpimini

o(xi,X2)= (ax;,axy)

seklinde tamimlarsak H;xH, kiimesi bir lineer uzay olusturur. Eger bu uzayin keyfi elemani

(X],Xg)EH]XHz , (X'],Xlz) € H]XHZ
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lerin i¢ ¢arpumin
(O %20, (X, x2)) = (x5 x4y + (x5, X0 )y,

formiilii ile tanmimlarsak H,xH; lineer uzay1 bu i¢ ¢arpimi bir Hilbert uzay1 olusturur. Boyle

tanimlanmis Hilbert uzay:

H,®H,

sembolu ile gosteriliyor. Elde edilen

H=H,®H,

Hilbert uzayina H; ve H, Hilbert uzaylarmin dik toplami denir. Bilindigi gibi, eger biz

(x1.0)ve (0,x2) , xeH; (@=1,2)

elemanlarini siras1 ile x; ve x; elemanlart ile 6zdeslestirirsek H, ve H, uzaylarn H’nin alt
uzaylart olacaktir. Bu tez ¢alismasinda isimize yarayan uzay, H; ayrlabilir, C ise kompleks
sayilar uzay1 olmak tizere

H:H]®C

uzayt olacaktir.
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2. PROBLEMIN ORTAYA KONULMASI VE SPEKTRUMUN INCELENMESI:

H ayrnilabilir Hilbert uzay1 olsun H, = L, ( [0.1], H) ile [0,1] aralifinda tamimlanmis degerleri

H’ e ait Bochner anlaminda dlgiilebilir ve

|
flveof*dx < oo
0

(Burada

.||, H uzayinda normu ifade eder.) kogulunu saglayan y(x), fonksiyonlar kiimesini

H, ile gosterelim. H, e ait iki y(x) ve z(x) fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimini

(Y00, 00 = [(p(x),2(x)) dx

(Burada (. .. ) H’ da i¢ ¢arpimi gosterir.) formiilii ile tanimlarsak H; uzay1 bir Hilbert uzay1
(Hille ve Phillips,1957) olusturur. Burada 6zel olarak H=C (C kompleks sayilar uzayini
gosterir) 1se Hy adi L[ 0, 1] uzay: olur.

Bu tez ¢alismasinda

L. ([0,1,H)® H Hilbert uzayinda
Myl=—-y"+0(x)y = Ay, 0<x<1 (2.1)

V(0)=0
2.2)
— (1) = A1)

sinir deger probleminin k. diizenli izini bulacagiz (k> 2dogal sayidir). Diizenli iz kavrami

bazi incelemelerden sonra verilecektir. (2.1) ve (2.2) esitliklerinde A kompleks parametredir.

(2.1) de Q(x) H’de doniistim yapan operatér fonksiyon olmak tizere asagidaki 6zellikleri

sagladig1 varsayilir.
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1. Q(x) [0,1] araliginda 2k. zayif tiireve sahip ve Q(Z)(x) (£= 0,1,....,2k) operatér

fonksiyonunun [0,1] den alinmus her bir degerinde H’da kendine es ¢ekirdek operatordiir.

2. Q)| < —lz—min(,u,m —u,) ,burada gy < 0< py<..

cos \/;1 = *sin \/; denkleminin kokleridir.

O3]

n=l

. H uzayinda iHQ(x)qo,, | <eo kosulunu saglayan {g, " ortonormal baz vardir.
H

I
4 QU 1), de=0 f < H

4]
5. “Q(”(,x)”l (£=0,,.,2k ) fonksiyonlan [0,1] de &l¢iilebilir ve sinirhdirlar;
6. QW 0)y=0  (=1,2,...k1), QY@M =0 (=0,1,...,2k-1)

(1.1) , (1.2) probleminin spektrumunu inceleyelim. Bu amagla H,= H, @ H uzayinda

(1.1y . (1.2) problemine karsilik gelen operatorii tanimlayalim. H, uzayinin elemanlart
£ (x)

F= F, . seklindedir. Burada Fi(x) € H,,F, e H

H, uzayinda F elemani ile & sayist ile ¢arpimu

Fi(x) aF (x)
« [F, = |aF,

£ (x) G, (x)
seklinde . 1ki F €H, , G € H, elemanlarinin toplami ise
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Fi(x) G, (%) F(x)+G,(x)
F, TG, = F, +G,
formiilii ile, i¢ carpim ise

([T»(;)//z - (E (X),G] (x))HI + (FZ’GZ)H

esitligi ile tanimlanir. Boyle tamimlanmig H, uzayinin kendisi de bir Hilbert uzay1 olusturur.

H, uzayinda tanim kiimesi

D(L)= {F eH,  F (x),F/(x) [0,1] araliginda mutlak stirekli,

([F,e H,,F, (0)=0,F, = F, (1) }

olan ve Fe D(L) 1ken

, (F]

kendine es L operat6riinii tanimlayalim. Bu takdirde (1.1), (1.2) probleminin spektrumu ile L

operatoriintin spektrumu cakisir. Bundan dolay: biz (2.1), (2.2) probleminin spektrumuna L

operatoriiniin_spektrumu ve diizenli izine ise L’nin diizenli izi divecegiz. L operatdriiniin
P

spektrumunu inceleyelim.

L’in spektrumunu incelemek igin L’in ifadesinde Q(x)=0 varsayarak elde edilen L

operatoriinti dikkate alalim. L ile Ly arasinda

iliskisi bulunmaktadir. Burada 6 operatdriiniin etkisi
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OF = (Q('X)OF‘(X)J , Fed, (2.3)

formiild ile tanimlanir.

H(_)Hm = “QNH] oldugu gosterilebilir.

Gergekten operatdriin hormunun tanimina gore

Hél : HFfupﬂ ”GF”HZZHFjupsl “QF]HH} i I)FlSup=1 ”QF]”H‘ =“Q”H‘

Ha

Ly operatdriiniin spektrumu {,um }:=1

3
cosyu = u’sinqfu (2.4)

denkleminin g, <0<, <... koklerinden ibarettir. Bunu ispatlayalim. Q(x) =0 iken

(2.1) . (2.2) simir deger problemi

-v'=uy (2.1a)

(2.2)

seklini alir. Bu sinir deger problemi H, uzayinda simetriktir. Yani yukarida tammladigimiz L

operatérii Q(x) = 0 iken simetriktir Q(x) = 0 iken L operatériinii L ile gdsterelim.
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v.ZeD(L,)  iken

(L()sz)/-/z = (Y,LOZ)H2

oldugunu gostermemiz gerekmektedir. D(Lg) * 1n tanmimina goére

Vo (J»(,\‘)j Cz- (z(x)j (2.22)
y'(D z'(1)

seklindedir.

LyY = Lo[}ifﬂ] = (— y"(X)j
Y -y

B z(x)) [=z2"(x)
LyZ = Lo[z’(l)j = [—z(l) J (2.3a)

(2.2a) ve (2.3a) den

(Lo ¥.Z )y, =5 )y + W2 W)= [Cr2dde + (0)2(1)=

= (-, Z)H ’ - I(‘ ¥ z’)dx + (‘ y(l),z’(l)) =

0 0

- e Jorme b (020 - (@'@)j | ((DD

= (Y, L()Z)Hz

Boylece
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vY.,ZeD(Ly) igin

(Lo¥.Z)yy, = (¥, LoZ)y,

esitligi saglanir ki bu da L operatdriiniin H, uzayinda bir simetrik operatér oldugunu gésterir.

Simdi Ly “‘in spektrumunu inceleyelim. Bunun i¢in H ayrilabilir Hilbert uzayinda herhangi bir

o }Zj:] ortonormal bazim segelim. Bu bazda y(x)e H, elemam

() =y (0@ + y2(0)@y + .+, (D@, + ...

seklinde yazilir. Bunu gz 6nilinde bulundurursak H; uzayinda

V=

denklemi

Vi(x) =y, () (2.3b) j=1,2, ...

denklemler sistemi seklinde, (2.2) sinir kosullari ise
v, (0)=0
(2,2a) j=12,...

- ,“,'(1) = ,U)”f,' (1)
seklinde yazilir. Basitlik i¢in y;(x) in indisini yazmayalim. O zaman (2.1b) ve (2,2a)
Stnir deger problemi bir yj(x) igin L(0,1) uzayinda adi

=y =uy (2.1¢)

(2.2b)
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simir deger problemi olur. Bu smir deger probleminin L, (0,1) @ Cuzayinda simetrik
oldugunu gosterdik. Daha dogrusu 6zel olarak H=C ise H, =L,(0,1) @ C dir.

Simdi (2.1¢), (2.2b) probleminin 6z degerlerini inceleyelim. Bu sinir deger problemi simetrik
oldugundan dolay: bunun 6z degerleri reel sayilardan ibarettir (Weidman,1980). Bundan

dolayibiz > 0,4 =0 ve g <0 hallerini dikkate alacagiz.

i >0 hali : Bu halde (2.1¢) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
v(x)=4 sin\//TerB cos\/;x

seklinde yazilhir. Burada A ve B sabit sayilardir. (2.2¢) nin birinci kosulundan
1'(0) = Ay cos [0 By[usinfu =0

A=0 bulunur.

(2.2¢) Un ikinei kosulundan

-y(l)=-B cos\/; = ,u(B\/Zsin \/;)

veya (B # 0 kabul edilir)

3
cos\/;-z = ,u/2 SIn 4/ 1t

((2.2d))

elde edilir. Son denklemin sonsuz sayida (Fulton,1977) pozitif ¢6ziime sahiptir. Bu ¢6ziimleri
O< iy <py <. <p,<..

ile gosterelim. Bu dizi (2.1¢),(2.2b) probleminin pozitif 6z degerlerini olusturur.

Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler
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WHI = [ a’” iy ﬂ"l a ] > m= 19293). .- (226)

Ty A My SNy Ly

seklindedir. Burada a,’ler sifirdan farkli keyfi sabitlerdir. Bu sabitleri

(l//lll‘l//ﬂl )f]2 = 1
olacak sekilde segelim. Sonuncu esitlikten kolayca

V2

o= , m=23,...
\/1 + 3#/” Sln2 /’lln

(24

oldugu bulunur. «,, ’in bu degerleri y,, ’in ifadesinde yerine yazalim ve elde edilen vektorii

0

m

y,, ile gosterelim. Boylece bununla biz {u,, }(Z:z pozitif 6z degerlerine karsiik gelen

ortonormal, yani

1 ,n:k
0 0 ’
UiV g, =
(‘/ > Wi )//2 {O, m=k

[v¢]
kosulunu saglayan, {,u,?l }m=2 vektorler dizisini elde ettik Belirtelim ki , simetrik operattriin

farklh (degisik) 6z degerlerine karsilik gelen 6z vektorlerin ortogonal olduklarini g6z ontinde
bulundurduk.

u =0 hali : Bu halde (2.1c) denklemi

~v" =0 " genel ¢coziimii

y(x)=A+Bx (A,B keyfi sabitlerdir)

seklinde olur. (2.2b) birinci kosulunda
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V(0)=B=0
ikinci kosulunda
-A=0

elde edilir. Boylece ¢ =0 iken (2.1c), (2.2b) problemi sadece y(x) =0 ¢6zlimiine sahiptir.
. . 0 :
Buradan g =0 iken bu smir deger probleminin H, uzayinda sadece (OJ seklinde ¢6ziime

sahip oldugu gériiliir ki, buda g = 0’1n 6z deger olmadig1 anlamina gelir.

1 <0 hali : Bu halde (2.1¢) denkleminin genel ¢oziimii A,B keyfi sabitler olmak iizere
)= Aeﬁ'\' + Be VTHY

(x

seklinde olur.(2.2b) 'nin birinci kosulundan

¥'(0) = A-p~BJu =0

yvani A=B oldugu, ikinci kosulundan
VH g R R i
—(Ae + Ae = | A\— pe — A pe

veya

eyl + =)= eV (= 1)
bulunur. \/j; =t (¢>0) diyelim. O zaman en son denklem

d-r)y=e (=t -1)
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seklinde yazilir. Goriildiigti gibi t=1 bu denklemin ¢6ziimii degil. Bundan dolay1 bu denklemi

er =-3
r” -1

£ +1

seklinde yazabiliriz. 0<t<I iken e* >1 3
t” -1

<0 oldugundan

denkleminin (0,1) agik araligina ait kokii yoktur. Bu ise (2.15),(2.2¢) probleminin (0,1) e ait

6z degerinin olmadigini gosterir. 1 <7 <o olsun.

X
1 . : ‘
X=— fonksiyonunun grafiginden gorildiigi \ ¥ =2
1w -1 |
gibi. t=1 dogrusu bu fonksiyonunun asimtotudur. \ /,/""
2 g . - . B ey .\f £ +1
x = e~ fonksiyonunun t > 0 degerlerinde monoton —t : X=-3
1 | \ " -1
3 3 \n_‘_\
artarak sonsuza gider. Yani e*' ve fonksiyonlarinin T
s 0 1 t, t
grafigi tek noktada kesisir, bu da

denkleminin tek ¢oziime (t > 0 ) sahip oldugunu gosterir. Bu ¢6ziime t; diyelim

\/j;:l den

,
— L =1 veva —112 = 4 <0
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elde edilir. Buradan (2.1¢),(2.2b) siir deger probleminin tek negatif 6z degerine sahip
oldugu gortliir.
Belirtmek gerekirse u; sayisi da (2.2d) denklemini saglar. Boylece (2.1¢),(2.2b) siur

deger probleminin biitiin 6z degerleri (2.2d) denkleminin kéklerinden ibarettir ve bu kékler

v

{/J” };1:]
Uy <O< pry < py <o

seklindedir. y; 6z degerine karsilik gelen normalize edilmis 6z vektorii v ile gosterelim.

Y = alcos\/,u‘,x
" ey sinan

(2.2e) g6zbniine alinirsa (2.1c¢),(2.2b) probleminin {,uk }le 0z degerlerine karsilik gelen

ortonormal 6z vektorler sistemi

Q,, COS |, X
m m
l//m:{ J s m:1,2,~-

=y \ A SIN 4/t

dizisinden ibaretir. {y,, }

-y Ortonormal vektorler sisteminin H, = L,(0,1)® C uzayinda bir

baz olusturdugu (Fulton,1977) ¢alismasinda gosterilmistir.
Hy=L,([01,H)Y® H =(L,(0,)®C)®H oldugu bellidir (Weidman,1980).

Burada ® sembolu iki Hilbert uzayinin tensor ¢arpimini gosterir (Weidman,1980) . Teorem
302 (Weidman,1980) ye gore swasiyla {y, J5,» Wilr., sistemi H,H' Hilbert
uzaylarinda tam ortonormal sistem olusturuyorsa {y/k Ry, }fm:] elemanlar sistemi

H® H' Hilbert uzayinda ortonormal baz olusturur. Buradan {(p,, }le H’da herhangi

ortonormal baz ise

v KUES s
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‘PO A,y COS\ Ly X Py

man . ’
TRy My Sy Uy @y

m,n=1,2, .. dir.

vektorler sistemi  H, = Ly [O,l],H )® H uzayinda ortonormal baz olusturur. {y/O }w

mn Jp=|
vektorler sisteminin Lo operatoriiniin y,, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektérleri oldugu agikga

gorilir. Bununla H, de dontisiim yapan L operatoriiniin spektrumunun her birisi sonsuz katli

olmak {izere
U <0<y <...

6z degerlerinden ibaret oldugu gosterilir ki , bunu da ispatlamak gerekirdi .

V2

a/ll = . 5
\/1 + 3#!7! Sln /Ll)"

, m=1.2,..

R. ve R,” swasiile L velLg operatoriiniin rezolventi olsun. Bu takdirde

I8 A

R/l()' R, Q R/z(): R, (2.5)

denklemi saglanir. Bunu ispatlayalim. Rezolventin tanimina gére

R,=(L-A"  ,R'= (Ly—AD)"

(Burada I, H, de birim operatoriidiir) dir. f  Hy nin keyfi elemant iken

(L-ANu=f (2.5a)

denklemi
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(L +Q~AMu=f
veya
(Lo —ADu+Qu=f , (2.5b)

seklinde yazilabilir. (2.5a) denu=R, f oldugunu (2.5b) de goz 6niine alalim. Bu takdirde
(2.5b) denklemi

(Lo=ADR, f+QR,f = f ' | (2.5¢)

seklinde yazilir.(2.5¢) denkleminin her iki yanina R 10 operatoriinii uy gulayalim. Sonucta

R, f+R,"QR, f=R,"f (2.5d)

olur. (2.5d) Denkleminde [ ’in keyfi Hy’ ye ait eleman oldugunu gtz 6niine alirsak

R/: +R;L()QR1 :R/IO

yani (2.5) denklemi elde edilir.

Eger
AeR\ l: G [y,,, ~[q M ¥ 19| H, ﬂ , (burada R- reel ekseni gosterir.)
m=|
0 zaman
RY < [l (2.6a)
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o0

olur. Bunu ispatlayalim. R] ‘in spektrumu {(,um ~A) }m=] kiimesinden ibarettir.
Dolayisiyla

R f()

S

| =max, {]Amum]'] } (2.6b)

dir. Eger

B {#m ~IIQHH1 »Hm +HQ“H1 ]’

ni=}

ieR!
ise

o O e B RS - USRS
olur. Buna gore
-1 -1
m”a}x{|/1~ym| } < “Q”Hl (2.6¢)

olur. (2.6b) ve (2.6¢) den

0
R}

-1
Ll
bulunur. Bununla (2.6a) ispatland:

Boylece H, de doniistim yapan simrh lineer operatorler uzayr B(H,) de

A(B)=RY ~ BQRY
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operatorii blizen operatérdiir. Bundan dolay1
AR,))=R,

yani (2.5) denkleminin tek R; € B(H,) ¢6ziimil vardir. Buna gore

A0

Ol =1l +10

!
m=|

il

relJQ,
=l

kosulunu saglayan A sayisi L operat6riiniin regular noktasidir. Boylece kendine es L

operatoriiniin spektrumu ikiser ikiser ayrik { Q,, }::Z:l araliklarinin toplamina aittir.

o(l) < U Q, , (burada o(L) L operatdriiniin spektrumunu gosterir.)

m=|

Asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 1.1 : Eger Q(x) operatér fonksiyonu 3. kosulunu sagliyorsa ve A€ p(L,) ise o

zaman 6R ; * H, uzayinda ¢ekirdek operat6ridiir, yani GR /10 e o1(H,).

Ispat: (Fulton,1977) c¢alismasinin sonuglarinin birinde Ly operatdriiniin 6z elemanlarinin

H, uzayinda ortonormal baz olusturdugu bellidir. Bundan dolayi lemmay1 ispatlamak igin

A e

Sy “6 R,

m=l n=]

Hy

serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir (Gokhberg ve Krein 1969).

CEy|amen] -3 S o

m=1 n=l1 Ha m=l n=|

Hzﬁ
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1

LW 0 ) ) %
= Z Z ’/Um "1| I(alrl COs :umx) ||Q(x)(0n “HJ
0

m=| n=|
x'in [0.1] araligina ait biitiin degerlerinde

2
2008 A p, X

a;l COS- /L[Ill x = < 2

L+3p, sin’ /p,

oldugu agikca goriiliir.
Buradan ve (2.6) dan

-1

< \/EZ Z‘;um F /1‘ “Q(x)(ﬁ,, HH]
Hy

m=In=l

Sy orwl,

m=l n=|

bulunur. m — oo i1ken

\/;1,7 =(m-Dr+ O(%]

m

oldugu bellidir (Fulton,1977)

Buradan ve (2.8) esitsizliginden

Yy Qriw, | <cym S owen |,

m=| n=l Hy m=I1 n=1

elde edilir. Burada C, sabit say1r almakla sadece A ‘ya baghdir.

Z”Q(x)¢>”H < o kosulu ve son esitsizlikten
n=l Hj

(2.6)

Q2.7)

(2.8)

(2.9)

Lemmanin
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‘<oo
Hy

Sy e,
m=l n=l

oldugu goriiliir. Bununla lemma ispatlandi.

L operatdriiniin €, aralifina ait spektrumunu inceleyelim.

Eger & sayisi L ve L, operatorlerinin regular noktas: ise Lemma 1.1 ve (2.5) formiiliine gore
R, ~ R} farki H, uzayinda ¢ekirdek operatériidiir, yani R, —Rg € 0((H,). Bu takdirde
teorem 3’e gore Ly ve L operatorlerinin spektrumunun esas kismu gakisir. Ly operatoriiniin

spektrumu siirekli oldugundan dolay1 L operatoriiniin siirekli spektrumu {z, }”_ kiimesinden

m=1

ibaret olacak. Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 1.1: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 2. ve 3. kosullari sagliyorsa o zaman

a) L operatoriiniin Qn= [u,,., —HQ” py > Hm +“Q“ Hy araligina ait ., den farkli spektrum

noktasi L’nin izole edilmis sonlu katli 6z degeridir.

b) u, noktast L operatoriiniin sonlu veya sonsuz kath 6z degeridir.

¢) limAd, =u, formiili dogrudur. Burada {/lmn }:’:I dizisinin elemanlart L

hin
n-—=o

operatoriiniin €, araligina ait 6z degerleridir.

Bu teoremden p(L)c p(Ly) oldugu agik gorilir. H, uzayinda donilisim yapan Lo
operatdriiniin  u,, degerine karsilik gelen 6z alt uzayina izdiiglim operatérini P, , aym

uzayda doniisiim yapan L, operatériiniin Am, 6z degerine karsiik gelen 6z alt uzayina

izdiisiim operatdriinii ise Py, ile gosterelim.Bu takdirde L ve Ly operatérler:
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L() Z/um m ’ FED(LO)

m=1

LF= Zz;tnm mn , FeD(L)

m=1n=I

seklinde gosterilir. Sembolik olarak bu esitlikler

L(J = ZﬂmRn

m=1

=33 duh,

ni=l =1

seklinde yazilir.

Ae p(L) ise (2.9a) ve (2.9b) ifadelerinden

R() ( /1]) Z })m

17121 /'l"l—/l

R ] /1 [ Z Z mn

m=ln=| nm -A

olur.

(2.92)

(2.9b)

(2.10a)

(2.10b)
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3. REZOLVENT ILE ILIiSKIiLi BAZI FORMULLER

lu,,, {” L operatdriiniin A, }:J_l 6zdegerlerine karsilik gelen ortanormal 6z

elemanlarr olsun. Asagidaki sembolleri kabul edelim.

r/,y = {’1 : ‘}“ - IL[‘[?‘ =2~ n}’%n(/umﬂ ~ Hm )}’

0 _ 0 0
BIH/I - ( ‘ W’)l” mn ’an —( * n1n )Pmn
- 1) = Z ar
o ’ 0 n mn mn
an - Z /'lm an ? n=| (rzlﬁ"l)
n=1
Apn %0

mn

B, sembolleri ile P, izdlisiim operatdrii

/n ZBI(I)III (31(1)

n=\

P, operatorii ise

Pm/l:Bnm (3 lb)

seklinde yazilir. Bu ifadeleri sirasiyla (2.10a) ve (2.10b) de yazarsak

Zz mn (316’)
==l Hpm-2

ZZ an (31d)

m=ln=1 Hm-2

olur.
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Teorem 2.1: Q(x) operatdr- fonksiyonu 2. ve 3. kosullan saghiyorsa, o zaman

serileri mutlak yakinsaktirlar.

Bu teoremi ispatlamak i¢in 6nce asagidaki yardimei teoremi ispatlayalim.

Lemma 2:1: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 2. ve 3. kosullar1 sagliyorsa o zaman
R, - R operatérii p(L) bélgesinde 61(H,) nin normuna gore analitiktir.
ispat: Once QR/? operator- fonksiyonunun p(L) bélgesinde o(H,) nin normu

anlaminda analitik oldugunu gosterelim.

Teorem 1.1 e gore p(L)c p(L,) oldugunu dikkate alarak ve lemma 1.1° i kullanarak
yazabiliriz.

Q(Ryar —Ry)
AA

: 6R2+Ai - QRE o
lim ‘ —Q(RY)? = lim
AL AL QARZ) AL—0

~Q(RY)? “

a(Hp)

o1(H3)

Burada Hilbert 6zdesligine gore

R} ~R;f =A4 R,(1)+AA Rz(l)

A+AA

oldugunu g6z oniine alirsak yazabiliriz:

0 ~p0
QR/1+M _QR/l

lim —_RO 2 =
AL > (€ AL QRL)

o1 (Hy)
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Mnl:() Q +41 /1 Q( )
o(Hy)
= lim JQRYRY. .y ~QRIR] | < lim u QRIS 41— RD) | <
- i j*RO “RO - ROH OR? lim “ RO . — R ” = 0.
1/:113( IQ AH A+44 A o9 (H9) :“Q /1” Aﬂl,—>0 ( A+AL /1)
o1(H2) o1(H?) Hy

Biz en son esitlikte Rg operat6r-fonksiyonunun A min siirekli fonksiyonu oldugunu dikkate
aldik. Buradan @Rg operator-fonksiyonunun o (H,) uzayinda analitik oldugu goriiliir.

R, operatér- fonksiyonu  p(L) bolgesinde H, nin normu anlaminda analitik @Rgise
o (H,) nin normu anlaminda analitik oldugundan dolay1 R; GRQ operatdrii ve buna goére

R -Rﬁ =-R; éRg operator-fonksiyonuda gosterilen bolgede o;(Hy) normu anlaminda

A
analitik olacaktir.

Lemma ispatlandi.

Simdi teorem 2.1 ‘in ispatina donelim.

(3.1c) ve (3.1d) deki

o) o BO
R/l - Z m_n ;

m=1 n=l| Hiy

formiillerini g6z 6niine alirsak
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0
i 5 B S A
1=l n=1 mn -4 m=1 n=| ;um_ﬂ

seklinde yazlabilir. Lo ve L operatorlerinin sirasiyla y, ve {/1 o }:’zl 0z degerleri hari¢ geri

kalan biitlin 6z degerleri I',cemberi disinda yerlestiinden dolay: (3.1) formiiliinden

yazabiliriz:

1 AdA 1 AdA
— MR, -RYYdA = " e — | =
IJ (s = R2) Zl P Jz Ky P”zm'rjz—zpn
P p
(/L[/)B;))II A’pann)'_ L(olp) - L([l) (32)
Biz bur ada — J' i/ld/l = p,, oldugunu dikkate aldik.
Hp

Lemma 2.171 kullanirsak (3.2) den

L“ 15,‘,, eo(H,), p=12,.

oldugu elde edilir.

Benzer sekilde
SV -5 e o(Hy), p=12,.

oldugu gosterilir.

L operatdriiniin negatif 6z degerleri olsa olsa sonlu sayida oldufundan ve geri kalan 6z

degerlerin hepsi pozitif oldugundan teoremi ispatlamak i¢in
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, p=12,. (3.3)

ZMH/J —H,

n
S 0

serilerinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Bundan dolayi, yani negatif 6z

degerlerinin sonlu sayida oldugundan, ileride

A, >0, pn=12,..

pi

oldugunu varsayacagiz.

L' operatdriiniin spektrumunun 0 ve ,uf, lerden ibaret oldugunu dikkate alirsak yazabiliriz:

op

2 r g g
/U/) Z (L(Op)l//pu > an )H') > ﬂ’lpn = (Lg)lﬂpn > an )HZ

S -mp)s T =L )y, < (3:4)

2 2
Apn>Hp n

/1%,,>y%,

< Zi ‘ (( 1 1) )l//mml//mn )Hz‘ <

m=1n=|

op

< )

o1(H2)

(3.3) ve (3.4) formiillerinden asagidaki esitsizlikler elde edilir.

Z(/lp”»,up) < ® (3.5)

n
/1/)/1);1/)

Z (,u/,—/l/,”) < const Z(yp—lp”)y;]}{;}l

" n
4/)/1(,1//, }'plz(,up

= consl Z(/i;ln - ,u;l) < © (3.6)

n
-1y, -1
/1/_711 >ﬂp
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(3.5) ve (3.6) dan

< o ,p=12,. (3.7)

n=|

/1/)11 - :up

esitsizlikleri alinir. Biz bunu ispatlamak istiyorduk. Yani teorem 2.1 ispatlandi.

Ae ,o(L) iken R, — Rg € 01(H,) oldugundan (3.1) formiilii ve teorem 2.1 den

m=] n=l mn

0l W 1
fr(R;.—RA)=ZZ[l 1_4',,, _J (38)

esitligi elde edilir ( burada tr=trace=iz ifade eder).

k

ile garpalm ve  |4|=b, = l(,u o+ A p) cemberi iizerine

Bu esitligin her iki yanini 5

integral alalim. Bu takdirde

(3.7)  ve (3.8) ifadelerinden

Lo 2 ulr, -R)aA=3 S (uf - ) (3.9)

27 Al=h m=1  n=1

bulunur.
R, =R —R, QR/? formiiliinde R, yerine ardigik olarak Rj nin sag taraftaki ifadesini

birka¢ kez yazmakla

N —_— . —_
R, —RY = (~1)/RJQRY) + (D Ry (QRDHN (3.10)
/=1

oldugunu elde ederiz. Burada N keyfi dogal say1dir.
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RY(QRY )Y (j=12,.) R (QRI )M

operatdrlerinin  H, uzayinda ¢ekirdek operatorler olduklarini dikkate alirsak (3.9) ve (3.10)

formiillerinden

/—\
p—a
~—
=
oy
N\.
g
~N
1
=
o
—
Dl
=
D
~—
[ I
U
o
+

S5 (i -2,)=3

m=1 n=l J=l 27

(3.11a)

. (- " J ﬁkﬂ”[Rl(aRf{ )N+1}d/1
w:bp

elde edilir. M sembolii ile

M- (I)N [ At [RA [@r? )’dﬂ,} (3.11)

A=ty

isaret edelim. Bu sembolle (3.11a) esitligi

-

i Z (/15\1111 /[,/;, )‘—‘ﬁv:Mlj)_f_(

m=1 n=l J=1

N+1
| Aktr[Rﬂ(QRg) +}dﬂ (3.12)
seklinde yazihr.

Asagidaki yardimei teoremi ispatlayalim.

Lemma2.2: M/ igin

M) = D'k [ 2 [(6132)’61/1} (3.13)

2mij 41,

formili dogrudur.
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Ispat: (Q_Rg) operatér- fonksiyonunun o, (H,) uzayinin normu anlaminda

Hp +HQHH|< W Clpe — HQ"H1

halkasinda analitik oldugundan
o e lort) -] (ars) k) |- tr[(@eg ) (o) }

esitlikleri saglanir. Diger yandan

dt

Ll qry - n{ (Qry )™ (QRA)}

oldugu kolayca goriliir.

Bundan dolayi
= ] 1 d (=, 0V
zr[R;}( QR}) )-/]: ; t{;&- (QRQ )’}

(3.11) formiiliinde tr[Rg( 61{2 Y ] yerine son ifadesini yazarsak.

M-/’; _ (-n/*! J' A"tr[g;(aRg)/}dﬁ =

27 Al=bp

0 ][ () ) (@R -
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) AP N Y (GREHdm(‘Dﬂ o 2 (ers) ar

P s, P P g,

olur.

|A|=b, ¢emberi igerisinde , 4, tt,,..., ¢, noktalart harig

tr (wj% [/1/‘ (QRS )j } = % tr [ﬂk (6132 )/ } oldugundan tr [/lk (GRE )l }
fonksiyonunun analitikliginden

o | alt@RyY }m:o

§/1§:/7/,

oldugu bulunur. Boylece,

v = DK [ o [/1""1 QoY } di

27| 3s,

bulunur ki, bunu da ispatlamak gerekirdi. Béylece,

[ 2 [(@qg)’}m =27 f Res[z"“ tr (QR,({)J}

A=), m=1

oldugu goz dniline alinirsa

(
M) =

ﬁ: Res [l"“tr(@Rg )/ }

_ 1)./ k
J =l A=piy

oldugu gortiltir.

Lemma 2.3: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 2. ve 3. kosullar sagliyor ise o zaman
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limM! =0, j>2k+2 (3.14)
P>
ve

. k ~n0 N+1

T Rl(QRi) dA=0 , N>2k+2 (3.15)
/74%"@}/1‘:!)/)

esitlikleri saglanir.

Ispat: Once (3.13) ‘i ispatlayalim. Bunu ispatlamak igin HQRQH ( ifadesini M =b, ’
oz

cembert Uzerinde sinirlandirmamiz gerekir.

RrY| < > 3 [Qrg v,

m=l n=1

Hy

oldugunu (Gokhberg ve Krein,1969) ve Q(x) operator-fonksiyonunun 3. kosulunu sagladigint

dikkate alirsak (2.8) esitsizliginden

. o -1 P _ "’ _
Q| L sbt;l,um A = sbt[mzﬂm A +z o) } <
s:b{i(jﬂl—y,,, )+ i(ﬂ —W)ﬁ‘} <
m=1 m=p+l
p - L -
< 517{2(/",; +/Up+| *2/1":) + Z(zlum _'up ——'uP”) :I <
m=l1 m=p+1

—1 »

p -1
< S/?[{Z/:(IL[/HI—/JW) + Z( m—:up) :| <

m=l m=p+l1
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» -1

< sbtl playe =, )+ Y - 12,) (3.16)

m=p+1

bulunur.

Bize gerekli olan

L2

Sl (o) < sbr p

s el

esithigini ispatlayalim:

I;«m4r4p4fr=zk—@—wr<

! i=p

Bu esitsizligi kullanarak ve ',um —u p‘ > sbt l(m —1)2 - (p —l)zl oldugunu g6z 6ntine alirsak

(3.16) dan

for:], s su1+ j((mﬂ)z_(p_l)z)ﬂs

m=p+1

< b, (4]=b,). (3.18)
clde edilir.

Simdi |RY| vi 4| =b, cemberinde simrlandiralim. g, < |A[=b, yanim<p iken
ity ~ A2 2]y = ety =, )= 1 >+t = 11, ) sbt p (3.19)

2 2



)
i, >|Al=b, yani m>p+1 iken

w, =2z p, -2 =, - %(ﬂ -u,)> é(y —p, ) sbt p (3.20)

(3.19) ve (3.20) esitsizliklerinden

0
R/l

" <sbt p (l/1| =bp)

elde edilir.
Eger C; ve C; H uzayimnda stnirli operatérler ve Beo(H) ise o zaman bu ¢aligmada ifade

edilmis teorem 1.1 (Gokhberg ve krein,1969) ‘e gére C,BC,e0,(H) ve

168G, =GN [] (3:22)

Ol(H OI(H)

esitsizligi saglanir .

Bu esitsizligi kullanirsak (3.13) formiilinden ve (3.18), (3.21) esitsizliklerinden

| ﬂ"‘lt{( Qr ) }d/l

k k1
S 4
by 27 I

(@rg )™ “ di<
Hy

k — Py ]
S27,27‘1’5’ lu\:jb,, H <QR*) o1(t2)

kb/’;"
By

2m W:J;a ,H <6R3)

G

-1
ol (Hz)“ Hy 42 <

<c,bip TV <d pt (3.23)

S

bulunur. Burada c; ve d; sadece j’ye bagl sabitlerdir. j=2k+2 iken (3.23) esitsizliginden
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lim M/f =0

p—ros

almr.

Bununla (3.14) formiilii ispatlandi.  (3.15) formiilind ispatlayalm. ]xlm,, - M,

oldugundan (3.12) esitsizliginden

R < sbt. p” (Wsz)

i

1,

elde edilir.

(3.18), (3.21), (3.22) ve son esitsizligi dikkate alirsak yazabiliriz:

[ ﬁ"i{Ri(éRg)NH}d}ts | ]zk’Rﬂ(c_gRg)N” |da|<
4=ty by o1(H3)
<pb [ RE(GRB)NH e |az|s

121 1(H3)

Hj

. k+1 —(N+1) 2k+1-N
<sht.b,” . p <sbt. p

Buradan N> 2k+2 iken

. — N+1
im [ 2 n{Rﬂ Qre)™ }M:O,
e W:bp

Boylece (3.15) formiilii ispatlandi. Bununla Lemma 2.3 tamamuiyla ispatland.

Lemma 2.4: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 1.- 3. kosullari sagliyor ise 0 zaman

< sbt
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o oo l
= 33k [ £y (g cos? Jpy x d
0

1=In=1

formlii dogrudur. Burada £, (x) = (Q(x)e,,p,) dir.

Ispat: (3.13) formiiliinden

M,‘,:‘ jz" r(QRY) dA  dir.
27
Al=bp

Diger yandan, QR ¢ekirdek operatorii oldugundan ve Lo operatoriiniin  {y°n,} 6z

elemanlar1 H, uzayinda ortanormal baz olusturdugundan

My, = py. - [ A ZZ(QRWWW,W) } dA (3.24)

m‘,{' b m=ln=|

oldugu elde edilir.

(2.3) ve (2.7) yi g6z ontinde bulundurarak ‘(QR ,11//,,,,7,!//,,,” )H I 1fadesini

sinirlandiralim.

0
‘ (QR/I V/nm 5 Wmn )[—17 ‘ =

J-(Q(x) al” cos Vﬂl?l X (pn 4 aﬂl COs Il’ll’l'l X ¢l’l) dx S

H

|

;,1{

. NI

I

[Q) @0, ) dx

H

1
2l ¢, dx<

llum /1‘ l/um - A" 0
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h
s’ ’[ flew) @ x de

Bu sinirlandirma , 3. kosulu ve (2.9) formiiliine gore

(aRfl) l///(;)m > W}%n )H2 (m = 1727---) Zﬁm (’1)

m=]

Ms

B (1) =

]

~

1

serileri A’ ya gore | Al =b, cemberi iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktiriar. Bundan dolay1
(3.24) ifadesindeki seriyi terim terim integre edilebilir.

Boylece,

A lr//mn ’ V//nn —’

VL' [z 4

2
W:bp

n |M8

3 k-1
= ZZ (QRﬁl//mn’V/mn )Hz i J- . -2

m=ln=1 W:bp Hm

di |=

= Z Z (QRA (//mn ’ Wmn )HZ k/um

m=ln=l|

p » 1
- Z Zk_"(Q()‘) DPns (Dn) /111;1 la;%z COSZ My Xdx.

m=ln=1 @ H

Bununla lemma ispatlandi.
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4. DUZENLI iZ FORMULU

Once asagidaki yardimel teoremi ispatlayalim.

Lemma 3.1: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 1. , 4. ,5. ve 6. kosullar1 saglarsa o zaman

pooo |
iz J.f”(x) wital cos® \fu, xdx

m=1 n=11g

tekrar serisi yakinsaktir.
Ispat: Birka¢ kez kismi integral formiiliinii uy gularsak

k-1 1

!
jfn (x) /um 0!,,, 0052 Hm xdx = :um jfn (x) [1 + cos 2@ ]
0

o1 k-1 1
IU’; J.f,,(x)[l-FCOSZ lumx]dx:_/’h—;,—%ffn(x) dSinz ,um 9
Z :um 0 -

et

/11 {fn (X) sin z\lzum x. ISIIIZ Hm ); (x)dx =

]
. p—
_Hw © 2[ ] jf (x)d cos 24/ i, xdx =
4 2 n m

k1
[Ill
A | g (x)cos2 ﬂ,,,x |~ [fr()cos 2, dx | =
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1k .
=== E*garlﬁifﬁﬂk]nyimn L, X

DR
=- If’” (n ) ('x)d Sln /Llln X =

2k~1
27 2y 0

_ k-1
- LU {f,, @D (x)sin ﬂ,,,x ff”" ) (x)sin umxde

22/\'

m

k! 1
=P £ Wsinfy + S 20y cos2 i =

2 Mo m o
D" :
. (ﬁ ) £ Wysinyp, +
“Jl /L[m

_I /\"“ ]
+_(__W)_“w{ 2k~ D(A)cosz ,Umx Ifnz(k)(x)cos?. M, xdx
0 0

- m

oldugu bulunur.

Buradan,

<

}jfﬂ (\),Um COSZ /J,"de
0

x {f;,(Zk 1)(0 ﬂ (7/( 1) (4.1

< fre ’)(1 tst\/;;i i [
U, 2

7”

elde edilir,

(.2;9) formuliinden asagidaki esitsizlikler bulunur,
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. sbt
sy, <—
m”

u, <sbt.m

(4.1) formiilii ve bu iki esitsizlikten «’ < 2 (m=1,2,...) oldugu goz oniine almirsa soyle

yazabiliriz:

2
Iﬁ,u)u,,, ap cos” |11, xdx <

Sbt{ﬁlp, 7)()‘ "(zk—l)(l)‘ l (2k- 1) j f(2k) X :l

Bu esitsizligin her iki tarafin1 n ve m’ e goére toplarsak asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

i1
[ £ ) ey c0s? | 1, xdlx) <
0

oL

2.2

m=1n=l

(]

m=t M

fn(Z/(—z) (1) +

<7k 1)()

0] e “

Lemmanmn kosul geregi "Q““(xﬂ‘l < sbt (€=O,1...,2k) dir. Bu takdirde bilindigi gibi

(Gokhberg ve Krein, 1969);

S =3 |0 (o) [<fe ) = s

n= n=1 1

Buradan Lebesgue teoremine gore (4.2) esitsizliginde n’ye gore toplam isaretini integral

altinda yazilabilir. Bundan dolay1
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(x)u,,, a 0052 M, XdX]

1 o0
< sbt + Z‘f,fz")(x)‘dx) < sbt.

0 \ n=l

m=ln=l

0

Béylece

w oo |l .

1.2 2
S [ fa un o cos® Juy xdx| < oo,
m=ln=l}p
Bununla lemma 3.1 ispatland:
Simdi
EE

lim ZZ _[fn (x)/um am COS Hm xdx
P27 == 10

limitini hesaplamakla ugrasalim.

Lemma 3.1°e gére

e o |

zz jfn (’\)/Um am COS Hm xdx =
m=ln=Iy

Z Z j‘fn (x);um am COS Hm xdx ” (4.3)
n=lm=lQ

dir.

4. ve 6. kosullar1 goz oniinde bulundurarak asagidaki integrale 2k-4 kez kismi integrasyon

formiliinii uygulayalim

1+c052 Moy X

jfn (")/um cos™ \/—/I/;)Cdx lLlIn . J.fn dx
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k~1 1 k-1 1
- Ko J‘f*” (X)COSZ ,umxdx= Hm _._1_._|ifn (x)sinz /umxl —ﬂf};(x)snlz /,lmxa]x:l
0

> 2

k=1
:*‘g S 2[ fi (x)c08 24/t x| ﬂ f(x)cos2 ,umxdx}—
(2 /Um>

k=1 (-1)*? (2k—4) 2
.= H ‘ k J:fn (x)cos”  p, xdx

RRCCN

( 1)/\ —l-k+2 1
w#—’”—«— f(Zk Y (x)cos? [ u,, xdx
2 2 n m

[m( 1) h—
IL _ﬁf/(ﬂ 4)(x)cosz ;Umxdx

7A

Boylece

- 1
f)f” (.\'),u,/,‘, 'cos? M, Xdx 'u"’z(T)—— _ﬁfn(ZK—4) (x)cos? My, Xdx

dir. Bu esitligi (4.3) formiiliinde dikkate alirsak

Z Z J.fll (Y)/Jm am COS My xdx

m=ln=l

(= ”° °°
- 22/<—

J'f,(Z/‘ D (x)a? cos? \ i, xdx (4.4)

m= ln 1

To(x) ile asagidaki sonlu toplami gdsterelim.

p
2
T, (x)= z,uma,zn cos® Jupx . xe[01] (4,5)

m=1
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Asagidaki fonksiyonlar g6z dniine alalim.

w(z):Zzzcoszxz , w(z)=z3sinzz—sinzcosz ,

@(z)
w(z)

F(z) =

F(z) fonksiyonunun ifadesinden goriildiigii gibi bu fonksiyon olsa olsa

Z = Al Hm (m=12,--) ve z=kr (k=%1,%2,--)

noktalarr hari¢ C kompleks diizlemin biitiin noktalarinda analitiktir.
Lemma 3.2: Eger z = ,/u,, veya z=kxr noktalan F(z) fonksiyonunun tekil noktalar: ise,

o zaman bu noktalar F(z)’ nin basit kutuplaridir.

Ispat: Yazabiliriz

w'(z)= [sin 2(23 sin z — cos z)] = cosz(z> sinz — cos z)+

3

. 2 . .
+smz(3z7sinz+z” cosz+sinz).

3 M el e .. s
COSA [y, = ,umé sin 4/, oldugunu goz dniine alirsak

Wi )20 ve /i )= sin ity Gty sin® iy, +
3
(o ¥ cos ity +sin i) = 3ty sin iap, + 12 sin 1y, cos i

.0 -3 2 2 o2 —
+sm Hy = ,le sin /um + Cos /um +sin Hm =

sin? M, #0 (4.6)

m

=1+4+3u

mn

istelik
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ylkr) = (k7z)3 sin® k7 —sinkz coskzr = 0

ve

p'(km)=—cos® km=—-1%0. 4.7)
(4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden lemmanin ispati ¢ikar.

Eger z =,/u,, F(z) fonksiyonunun basit kutpu ise, yani cos,/x,, x #0 ise, 0 zaman reziidi

teorisinin belli formiiliine gore

A/ 24 cos® X
RC_LS; F(Z) _ (0( /um) M Hm 2 2 \/,U‘mx (48)

; = : = Hp Ay, COS
::\/'“HI 2 (\/ Hm ) 1+ 3/":71 Sln2 Hop

Belirtelim ki, bu formiil F(z)’nin z =, g, noktasinda analitik oldugu halde de yani

cos4/ 4, x =0 iken de dogrudur. Aym zamanda z=xm F(z) nin basit kutpu, yani eger

cosmx0 1se, o zaman

Res F(z) = uld) = 21272 cos® k. (4.9)
=l (D'(kﬂ')

Bu formiil F(z) nin z=kn noktasinda analitik halinde yani cos k © x = 0 iken de gecerlidir.

Integralleme egrisi olarak tepeleri +Bi, A,+Bi noktalarinda olan dikdértgeni alahm ve B’yi

1 . i g
sonsuza yaklastiralim. Apz(p-E)n olmak tizere p istenildigi kadar biiyiik oldugunda A,

sayisinin p nin biiyiik degerlerinde /u p Ve Ju p+l > (p-1)m ve prt arasinda oldugunu dikkate

alacagiz. Bu takdirde reziidi teorisinin esas teoremine gore
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—J-F( )dz—z Res F(z)+z Res F(z)

= z=mn
=] Z=VHm m=1

olur.

(4.5), (4.8) ve son formiilden

T,(x)==—— jF(z)dz - Z Res F(z)

Z=mr
m=1

elde edilir.
Gerekli olan asagidaki yardimer teoremi ispatlayalim.

Lemma 3.3 x€[0,1) iken

A/,+1w
J.F( ydz = jF(z)dz
L Ay —ico

P

formiilii dogrudur.

ispat : IF (z)dz integralini
L

4
[F(z)dz = lim Z [F(z)dz
L J=1L

seklinde yazalim.

Burada L (j=1.2,3.4) L dikdortgeninin kenarlandir.

Boylece
—if3 —iB
jF( )z = [F(z )dz =lim jﬁ(z)dz+ [F(z)az+ [F(z)dz |,
1 iB |2[=r i
Rez>0

- F(z) nin tek fonksiyon oldugu kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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—iB

ir

[F(z)dz+ [F(z)dz =0 dur. (4.14)
B —ir
Boylece

_ . 222 cos? . 2

lim F(z) = lim z“cos” xz —im 2zcos .xz _0.

=0 :>0z7sin” z-sinzcosz 220 2.2 Sz

z

(4.13), (4.14) ifadeleri ve son ifadeden

[F(z)dz =0 (4.15)

bulunur.

Eger z=u+iv ve |v —> o0ise 0 zaman asagidaki asimtotik formiiller (u degiskenine gore

diizgiin) dogrudur;

SRR L v
sinz| ~ —e', cosz|~ —e
2 2

Bunlardan F(z) nin asagidaki esitsizligi saglamasi kolayca goriiliir.

(2-2.5)|v

|F(2)|<sbt-e

Boylece xe[0,1) iken A, nin verilen her bir degerinde dikdortgenin yukar ve agag: kenarlari

olmak lizere integraller B—>oo iken sifira yaklagiyor.

B—x

lim [F(z)dz = lim [F(z)az = 0.
I B——)ooL4

(4.12), (4.15) ifadeleri ve sonuncudan (4.11) ifadesi elde edilir. Lemma ispatlandi.

(4.9). (4.10) ve (4.11) formiillerinden
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Ap+zoo

(\)—2Zm T cos2m7z+——— IF(z)a’z
m=l mAp——too

oldugu ¢ikar.

TI;(X) ile
1 Ap+loo
Ty(x) == [F(z)dz
27mi
Ap—ico

integralini gosterelim. Bu takdirde

p-1
Tp(.\‘):2217127r20052m7z+T;,(x) , xe[O.l) (4.16)

m=l

Bize ileride gerekli olacak T I’J(x) ifadesinin p’nin biiyiik degerlerinde sinirlamak

gerekecektir.

Ap+ioo Ay +ico
1 Y 227 cos® xz
Thn =2~ Iﬂn&_?—I L S dz =
1/)_” m Apico Z SIn” z —sIN zCos z

Ay +ice
_ pJ'I 22(1+cos2kz) &
27 A =i 2> (1 —Cos 22)—— sin2z
vazilabilir.

! " T
Ay = (p - Ejn olmak iizere z =4, +iv diyelim. O zaman

cos2xz = cos 2xA ,ch2xv —isin2xA ,sh2x
cos2z =cos2A,ch2v—isin24,sh2v=—ch2v

sin2z = sin 2Apchv +1c0S 2Apsh2v = —ish2v

Boylece agagidaki ifade elde edilir:
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1% (Ap +iv)2(1+cos2xApch2xv—isin 2xApsh2xv)
=L ] . |
(Ap + lv)3 1+ ch2v) +ish2v

)
! T

-

- (Ap2 + 2Apv - v2) (1 + cos 2xApch2xv ~[sin 2xApsh2xv)rl
dv =
2 {4, 34,0 342y - 1+ chov)+ ish2v)

7 | ( p —v )(1+costA ch2xv+24,vsin2xA4 sh2xv) N
) [ (4,7 ~34, 92 J1+ chav)+ 32 v3X1+ch2v)+sh2v]

i[zApv<1+COSZXA ch2xv) (Ap2 2)51n2xA sh2xv]
T _ 2 2 3 dv =
(4,7 =34,v2 1+ ch2v)+ 320 =3 i+ chav)+ sh2v]

+

-]

—f

[(Aj 2 1+ cos 2, ch2xv )+ 2Apvsin2xApsh2vaA; 34,02 1+ ch2v)
(A; —3apv2 Xl+cl12v)2 + [(3A12)v—v3 X1+ch2v)+ sth]2

-+

[2/1/7 v(l +cos ZxApch2xv)— (A,zj —v? )sin 2xApsh2va(3Apv —v? Xl +ch2v)+ sh2v] J
V.
(43 = 34pv2 1 (14 chov) + [(3Af,v v i+ chav)+ shav]

Biz burada

. ’J. (A; - 3Apv2 Xl + ch2v)[2Apv(1 + cos 2xApch2xv)— (Alz, —y? )sin 2xAprsh2xv]
; -

i (Ag ~34,v? )(1 +ch2v)* + [(3Af,v - X1 +ch2v)+ shzv]z

) [(A/Z) —y? Xl +Cos 2xApch2xv)+ 24,vsin 2xApsh2va(3Af, —szl +ch2v)+ sh2V] dv =0

(Af) - 3Apv2 Xl + cth)2 + [<3A;v —v? Xl +ch2v)+ sh2v]2
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esitligini integralalti fonksiyonunun v degiskeninin tek fonksiyonu oldugunu dikkate alarak

yazdik.

Simdi (4.17) integralinde integralalt: ifadenin paydasim1 sinrlandiralim:
(4 = 34,921+ ch2v)f +[(342v = v Y1 + ch2v)+ shavf =
= (48— 648> + 94 N1+ ch2v) +(04% — 645" +v°) . (1+ch2v) +

+ 2(3A/}v -’ Xl +ch2v)sh2v + sh*2v = %(AZ +34V7 +3 400"+ Xl +ch2v) +
" %(A; £330 1345 v L+ eh2vf + 234,y v N1+ ch2v)sh2v+ sh?2v =

= %(A; +v f(l + ch2v)2 + %(Af, +v? )3(1 + cth)2 + 2(3Apv — Xl + ch2v)sh2v

+sh'2v > %(A; 3] 1+ ch2vy (4.18)

v 'nin biiyiik degerlerinde

2v 2v
e e g
c/72v~-§—, sh2v ~ 5 ve & > 3 oldugundan

—;(Alz, +v? )3(1 +ch2v)2 +2 (3Apv—v3)(1+ch2v)sh2v+sh22v > 0

olur.

v'nin kiiglik degerlerinde gosterilen esitsizlik 4, yardimi ile elde edilir. 4, nin kendisi ise

istenildigi kadar biiyiik pozitif bir sayidir. (4.18) i (4.17) de dikkate alirsak
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o0

(,\)‘ j( +v? )_3 (1 + ch2v)—]

0

{‘Ai - 4Aﬁv2 + 3Apv4 - 4Ai’,v2 cos 2xAp .ch2xv + 3Apv4 costApcthv -

- ()Af;v3 sin 2xApsh2xv + AISJ cos 2xApch2xv + 2Af;v sin 2xApsh2xv!}dv +

a2 0215 chav) oy (1 cos2ud )

0

(a2 =2 Jsin2xd sh2v|[B v - v i+ ch2v)+ shov ] | v (4.19)

bulunur.

Bu esitsizligin sag tarafindaki ifadeleri teker teker sinirlandiralim.

o AS L A5 0
i dvsj6p de———l——_[dv dv <
0 (A/Z) +v2)j(l + ch2v) o Apch2v Ap g ch2v
2

= IT =

) ) p

3.2

L 4A/37v ﬂ__ﬂd‘, -

: dv < [34%%ch2y
0 (A/j +vz)3(1+ch2v) 0
4 ’j dv 8
- 34, ych2v 34,
S 4 © 4

BAfv dv < j3fpv dv <

0 (Alz, +v2) (1+ch2v) o Apch2v
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g 4A Vo 2 cos2xA c112v| °°4A3vzch2xv
_[ dv < j dv =
2 (42 v ) (14 ch2z) 3 34%v ch2y
» 0 2xy

:ﬁ _1~J-c/12xv v < :vé_t_ : P

3.4, ch2v Ap oe”’

sht 7 (22 sbt
=— e dv=s—— (OSx<1)

P (J (1—'x)Ap

(4.19) da geri kalan toplamlart da benzer sekilde sinirlandirip ve bu sinirlandirmalar (4.19)

da g6z 6ntine alirsak;

T'(x)\s—s—bf——-—2~ : 0 < x < 1) (4.20)

elde ederiz.

Simdi (Hiiseyinov ve Levitan,1978) de bulunan
A, COSA L, X = \[icos(m 1)z x + O(lj | (4.21)
m

asimtotik ifadey1 kullanarak

Tp 2Zm 2 cos’mr x

me=|
ifadesini simrlandiralim.

(2.9), (4.5) ve (4.21) ifadelerinden yazabiliriz.
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p-1
a,, cos’ \ 4, x = 2> m’nm’ cos’ mm x| =

m=| m=}

ri(s) -

‘}/:[(m—l)ﬂ +0( )] . [2cosz(m—-1)7z x]+0(m“)—— (4.22)

==l

p-1
2 2 2
- 22171'7[' COS“ M X

m--1

< sht.p’

Asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 3.1: Eger Q(x) operator-fonksiyonu 1.- 6. kosullari sagliyorsa, o zaman

lim M[ = ﬁ(_ 12)2A . tr Q (2k-2) ( )+U’ Q(Zk 2)( )] dir.

P>

Ispat:  (4.5) ve (4.16) dan

lim Z '[/"”7/‘ Y(x)u,, a* cos \/—,u-m—x dx = lim Z an(?‘k ) (x) T,(x) dx =

P% =l 0 PP e 10

p-1
(2k-4) 2 1’ cos’ +T dx =
”1_1;11 "' £, (x){ ;m cos"mm x + T, (x) |dx

(4.23)

p-i 1
=1im2Y m’z’ J-f‘ 2% cos® mr xdx + hm T (x) dx
0

pz =1 o}

elde edilir.



Simdi

]

lim [/, (x) dx =0
P>
0

oldugunu gosterelim.
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5.. 6. kosullardan ve f(zk‘z)(1)=f(2k'3)(l)=0 dan

L2 () < b |x =1

esitsizligi elde edilir.

(4.20) . (4.22) ve en son esitsizlige gz oniinde bulundurarak yazabiliriz:

[T, (o

0

l~p‘2
< J‘I (2/(—4)‘
n
0

17—/)'1 . i
< shi. J. —L\——%’—a’x + sbt. ﬂx ~1p’dx <
x

0 (1 - ’

I—p"2

Buradan ve (4.23) den

m=l 0
Simdi

o I
22 m*n? Jf,,m"“‘l) (x)cos2 m 7w xdx
0

m=l

Serisinin toplamini hesaplayalim.

4. ve 6. kosullar1 gbz 6niine alirsak.

sbt.Inp
A

P

m=1

T, (x)dx| + lﬂ L2 |1 ()] <

~1—sbt.pz(p'2 )2‘

% 1 © 1
Z J'f,,(‘y“m (X)), a? cos? iy, X dx = 22 m?n? '[f,1(2k_4) (x)cos? m 7 xdx
0

(4.24)
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) 1
2 Z m*r? _‘-f,(y"_“) (x)cos® m 7 xdx = Z m*n? an(zk_4) (x)[l +cos2m x]dx =
m=1 m=1 0

=~ Z m- Iﬁ(Z/‘"4) (x)cos2m 7 xdx =

m=l

o e .
= Z mr? ”——sinzmﬂx’
2mr 0

Ey _[f(ZI‘ 3 (x)sin2m 7 xdx} =
7

2mrn

| & (2k-3) P!
=== mrx|-*t——cos Zmﬂx’ +— J'fn(Zk"z) (x)cos2m x xdx | =
0 2mrw

= Z Jf,”’"”(x) cos2m 7 xdx =
/n I

Z J-}(‘I(Z/( ”(x)cosm 7 xdx_gz (- 1)m J'fn(Zk 2) (x) cosm 7 xdx =

/11 1o m=1

- Z \/Ecos(mﬁ 0) Iﬁ(ZI‘ D (x)2 cosm 7 xdx —— Zﬁcosmﬂ jf,,(Zk 22 cosm 7 xdx

m 1 m 1

bulunur.

f,fy"“z)(x) elde edilen esitsizligin sag tarafindaki 1. seri [0.1] aralifinda verilmis f,l(zk"z)

fonksiyonunun 0 (stfir) noktasinda kosiniis Fourier serisinin toplami, 2.seri ise bu

fonksiyonun 1 noktasinda kosiniis Fourier serisinin toplamidir.

Bundan dolay1

D 0)+ 12D (1)

2 Zm 7 jf,(”‘““) (x)cos? mz xdx = — v dur.
m=|
Bu formiil ve (4.24) den
I (2k-2) 0 (2k-2) 1
2 j RN (Y, o co8” 4w, x dx = — J X )lzf" M (4.25)

=l
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yazilabilir.

Boylece lemma 2.4 ve (4.3) , (4.4), (4.25) formiillerinden

lim M, = hm ZZk_[f,,(x)um la? cos? My x dx =

px “© m=1n= 0

k
_ E(_lz)ék_z[ﬁfzk—z)(o)+f”(2k—2)(1)]=
n=l

_ (_9’—"{2 Q2 ©0)0,.0, ), + 36 V0,0, )H} ,

2k
2 n=l n=1

veya

lim M, -(vlo) [Q<2"2)(0)+er<2‘<2>(1)]

P 2

olur.
Bununla teorem ispatlandu.

(3.12), (3.14), (3.15) formiilleri ve teorem 3.1 den asagidaki formiil elde edilir.

S, kS ReS[A" (GRQH -

m=1{n=| Jj=2 A=t

k1
_Ch K ; KrQ@2 0) + Q@D (1) (4.26)

Bu esitsizligin sol tarafindaki ifadeye (2.1) ve (2.2) siur deger probleminin K. diizenli izi

denir. Bununla asagidaki esas teoremi ispatlamis oluruz.
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Teorem 3.2: Q(x) operatdr fonksiyonu 1.- 6. kosullar1 saghyorsa (2.1) , (2.2) smur deger

probleminin k. diizenli izi i¢in (4.26) formiilii saglanir.

Belirtelim ki elde ettigimiz (4.26) formiilii Hilbert uzayr H=C halinde de ilk olarak bu
¢aligmamizda bulunmustur. Bu halde Q(x) ‘in reel degerli skaler fonksiyon, (2.1), (2.2)
problemi ise ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in sinir deger problemi olacaktir ve

1. kosulunda Q(x) ‘in zay1f tiirevi kelimesi adi tiirev kelimesi ile 4. kosulu

1
fon* 2 ax=0
0

kosulu ile degistirilecek , 5. kosulunda ” Q(e)(xﬂ yerine ‘ Q(f)(xx yazilacak, 3. kosulu ise

kalkacaktir.

S6zil edilen, yani ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin (2.1), (2.2) simir deger

problemine karsilik gelen (4.26) formiliiniin sag tarafi

(_ 12/7 k [Q(Nfﬁ)(o) + Q(Zkvz)(l)]

seklinde olacaktir.
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SONUC

Sonraki ¢alismalarimizda elde edilen diizenli iz formiiliinii 2n. mertebeden diferansiyel ifade

i¢in sinir deger problemine genellestirilecektir.
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