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OZET

Pozitif yari eksende veriimis

L) |
dx

3
chg'(x)yj(x):ﬂ‘ékyk(x)> k :12273
J=1
diferansiyel denklemler sistemi gozoniine ahinmustir. Burada ¢, (x) katsayilant ¢, (x)=0

olmak tizere
lckf (x) | <cexp(—€x), k,j=123, £>0 (evec sabitlerdir.)

kogulunu saglayan kompleks degerli fonksiyonlardir. &,¢,.& ler ise & >0>¢,>¢&
kosulunu saglayan sayilar olmak iizere fiziksel olarak & >0 gelen dalga, & <0 (i =1,2,3)
ise sagilan dalgaya kargihk gelmektedir. Bu caliymada, g6zoniine alinan diferansiyel
denklemler sistemi i¢in bir gelen dalga oldugu halde iki problem ele alinarak S(1) matris
fonksiyonu tanimlanmig ve 6zellikleri incelenmigtir. S(4) verildiginde denklemler sisteminin
¢, (x) katsayllannin bulunmasina ait ters sagiima problemi ¢oziilmigtiir. Sonlu sayida
noktalar haricinde S(A) matris fonksiyonunun, tim eksende tamimlanmig matrs
fonksiyonunu (x < 0 iken katsayilar sifir) tek ttirlii tammladig g6sterilmigtir.
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ABSTRACT

The system of differantial equations given on a semi-axis

—i dy,(x) +
dx

3
zckj(x)yj(x) = ngyk(x)a k = 172’3
j=1
are considered, where ¢, (x) coefficients are complex-valued functions, satisfying c,, (x) =0

and
‘ckj(x) l <cexp(—¢€x), k,j=123, £>0 (gandc constant),

&,,&,,€&, are the figures that provide & > 0> £, > & condition and the figures mentioned
are physically equivalent to & >0 means coming wave, and also & <0 (i=12,3,) is

equivalent to scattering wave.

In this work, however, there is just one coming wave for the system of differantial equations
the two problems are examined as a basis and matrix function is defined and analysed
minutely. As S(A) is given, inverse scattering problem, that is for finding ¢, (x) coefficients
of simultaneous equations, is solved. On finite number except points, the matrix function
(since x <0, these its are zero) is defined on the whole axis only by one way by S(4)

matrix function.
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1. GIRiS

Kuantum mekaniginden bildigimiz gibi potansiyel alanda zerreciklerin sagilmasi, sonsuzlukta
dalga fonksiyonunun asimptotik davranis1 ile belirlenebilir. V. Heisenberg ’e gore dalga
fonksiyonunun asimptotik davranisi fiziksel anlama sahiptir. Dogal olarak bir soru ortaya
cikiyor ki dalga fonksiyonunun asimptotik davranigina gore potansiyel alami belirlemek
miimkiin mii? Bu tlir problemler ters sagilma problemi olarak adlandirilir. Ters problemin
¢oziilmesinde, potansiyelle dalga fonksiyonu arasinda iligkilerin kurulmasi (mesela Gelfand-
Levitan-Marchenko denklemi, sagilma verilerinin yardimiyla olusturulan Riemann-Hilbert
problemi vs.) ¢ok bityiik rol oynar.

Sturm Liouiville operatérii i¢in (bir boyutlu lineer Schrodinger denklemi) ters problem,
sistematik olarak Borg (1946), Gelfand ve Levitan (1951), Marchenko (1977) ve Krein
(1951) tarafindan 6grenilmeye baglanmugtir. Bu yonde aragtirmalarin geniglendirilmesine
Gardner, Green, Kruskal, Miura (1967) *min ylinda verdikleri "ters problemler yontemi”
¢ok bityiik etki gostermigtir.

Bir ¢ok dalga denklemleri az sayida evrensel matematik modelle gésterilebilir. Mesela non-
lineer Korteweg-de Vries (KdV), Sin-Gordon gibi tniversal matematik modele sahip
denklemier gecen asirda fizikgilerce belliydi. O zaman, bu denklemlerin lokalize olunmug
agik ¢oziimlere (solitonlara) sahip oldugu mevcuttu. Yalmz Gardner, Green, Kruskal, Miura
(1967), KdV denklemi ile tiim eksende verilmiy lineer Schrodinger denklemi arasinda
onemli bir iligki oldufunu gorebilmiglerdir. Onlar gostermiglerdir ki non-lineer KdV

denklemini lineer teori yontemlerinin yardimiyla ¢oziimlemek miimkiindiir.

u,—6uu, +u_ =0 (1.1)
KdV denklemini,
-y +q(x)y =24y (1.2)

lineer Sturm-Liouville denkleminin yardimiyla ¢ozmek igin Sturm-Liouwvillle denklemine



kargilik gelen sagilma verilerinden yararlanihr. Gosterilir ki, bu iki denklem arasinda kurulan
iligkiler (denklemler vs.) lineerdir.

Ters sagiima yontemine (solitonlar yontemine), Fourier transformasyonu yénteminin
genellestirilmesi gib1 bakilabilir.

Lax (1968), 'solitonlar yontemi' ni daha da genellestirdi. Zakharov ve Shabat (1971) ise
gosterdiler ki bu yontem, ¢ok dnemli fiziki uygulamalara sahip olan non-lineer

iq,=q. +xdld, 2>0 (13)
Schrodinger denklemine uygulanabilir ve diiz ve ters sagilma problemleri disiincesinden

yararlamlarak, sonsuzlukta sifira hizla yaklagan baglangig verileri igin (1.3) denklemleri
¢oziilebilir. Wadati (1972), benzer olarak

q,+64°q, +9.. =0 (1.4)
modiefied KdV (MKdV)denklemini ¢ozmek igin yontem vermistir.

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (1973) ise Sin-Gordon

u, =sinu (1.5)
denklemi i¢in aym1 yontemi uygulamuglardir. Onlar ayni zamanda gostermiglerdir ki KdV,
MKdV, Sin-Gordon ve non-lineer Schrodinger denklemleri aym bir sagilma problemi ile
baghduirlar.

Sonsuz aralikta sagilma problemi Faddeev (1963), Deift ve Trubowitz (1979) ’in

¢aligmalarinda 6grenilmigtir. Yukanda adlan gegen non-lineer denklemler igin asagidaki
Dirak denklemler sistemi (Zakharov- Shabat denklem sistemi),



v, =—iév,+qv,

v, =i&v, +rvy,
yardimei denklem roliinii oynayabilir.

Belirtelim ki Dirak denklemler sistemi igin bazt 6zel hallerde ters sagilma problemi Gasimov
ve Levitan (1966), Nizhnik ve Vu (1974) tarafindan incelenmigtir.

Spektral verilere gore (Ozdeferler, spektral fonksiyon vs.) sonlu aralikta ters sagilma
problemi ik defa Borg (1946) tarafindan Ogrenilmistir. Borg gostermistir ki Sturm-
Liouiville operatori igin ters sacilma problemi yalmz iki spektruma gore (yani iki problem

gozoniine ahndiginda onlann 6z degerlerine gore) tek tiirlii bulunabilir.

Non-lineer yanstyan ve birbirini etkilemeyen ii¢ dalga

Q1t+lelx :ile;Q;7
Q2t+czQ2x :l;’ZQI*Q;a
O, +c,0;, :i73Q:Q‘:

denklemler sistemi igin birinci mertebeden adi lineer
dy,(x)
-z%—li—hzcy O, ()= AEy,(x), k=123 (1.6)
=

denklemler sistemi yardimc: denklem roliinii oynar. Bu iligki Zakharov ve Manakov (1973),
Kaup (1976) tarafindan 6Zrenilmigtir.

Bu yardimc1 denklem sistemi i¢in ters sagiima problemi genel halde (katsayilar kompleks
degerli fonksiyonlar, A, lar kompleks sabitlerdir ve denklemin 6grenildigi uzay daha genel
sekildedir) ciddi gekilde Beels (1982) ve Beels ve Coifman (1984) tarafindan incelenmigtir.

Caudrey (1983) ii¢ tane adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in ters sagilma problemini non-



lineer Klein-Gordon

denklemine uygulamigtir. (1.6) denklemler sistemi i¢in daha sonraki ¢aligmalar Beels ve
Coifman (1987,1989), Sattinger (1989, 1990), Zhou (1989) tarafindan yapiimigtir.

Non-stationer iki tane hiperbolik denklemler sistemi igin diiz ve ters sagiima problemi, tiim
eksende Nizhnik (1973,1974,1988) tarafindan 6@renilmis ve non-lineer Davey A. ve
Stewortson denklemine uygulanmigtir. Denklemlerin sayisi #>2 olduunda tiim eksende
diiz ve ters sagilma problemi Nizhnik ve Tarasov (1977,1981), yan eksende ise Iskenderov
(1985, 1988), Nizhnik ve Iskenderov (1990), Iskenderov ve Yildiz (1996) tarafindan

Ogrenilmigtir.

Bu calismamizda, (1.6) denklemler sistemi i¢in bir gelen dalga oldugu halde iki problem
gozonine alinmigtir. Bu iki probleme gore S(4) matns fonksiyonu tanmimlanmigtir.

Gosterilmigtir ki sonlu sayida noktalar haricinde bu S(A) matris fonksiyonu, tiim eksende
tammlanmis $/(4) matris fonksiyonunu tek tiirlii tanimiar. Yan eksende tanimlanmis S(A)

matris fonksiyonu ile $/(1) matris fonksiyonu arasindaki iligki Riemann-Hilbert problemi
yardimiyla kurulur.

Krein (1958), Gohberg ve Krein (1958) ’in calismalarinda Riemann-Hilbert problemi
(faktorizasyon problemi) iyice incelenmistir. Tezin ek kisminda bu ¢algmalara kisaca yer

verilmigtir.

Gelen dalgalarin sayis iki oldugunda (1.6) denklemler sistemi i¢in yan eksende diiz ve ters
sagilma problemi Giiler (1996)’in doktora tezinde incelenmistir. Ters problemin grenilmesi
yontemi benzer oldugundan dolayi, yani her iki halde yan eksende ters sagilma probleminin
Ogrenilmesi tim eksendeki ters sagiima problemine indirgendiginden tiim eksende ters

sag¢ilma problemine ait bilgiler bu tezden alinmgtir.



2. BUTUN EKSENDE SACILMA PROBLEMI

2.1. Diiz Sa¢iima Problemi
Bu bolimde birinci mertebeden olan agagidaki iig adi diferansiyel denklemler sistemi igin

i dy,(x) n

i Zalc,g. @)y, x)=2&y,(x), k=123 -oo<x<ow (2.1)

biitiin eksende sagilma problemi incelenmistir. Burada kompleks degerli ¢,;(x) fonksiyonlari
¢ (x)=0 (k=1,2,3) ve

lc,g. (x)l <c exp(—s|x|), k,j=123, £>0 (&vecsabitlerdir) (2.2)

sartimz1 sagliyorlar. A spektral parametre, &,,&,,&, ler ise & > 0> &, > £, sartimi saBlayan

sabitlerdir.

Ileride (2.1) sistemi igin yan eksende gozoniine alacagimiz ters sagilma problemini x <0

oldugunda
c,(x)=0, k,j=12,3 (2.3)

hali igin biitiin eksendeki probleme indirgeyecegimizden agagida (2.1) sistemi igin her zaman
sadece bu hali gozoniine alacagiz. O zaman, (2.2) sart1 yerine

|c,g. (x)l <cexp(-ex), x>0 2.2)
yazabiliriz.

Denklemin katsayilan keyfi x e(—o0,0) ig¢in sifir oldugunda (2.1) sistemi,



-ii‘%g(cx—) =iy, (x), k=123

bigiminde olur. Bu denklemler sisteminin genel ¢oziimi

»nx)=¢ exp(iﬂ'flx)a
¥, (x) = ¢, exp(iAg,x), 2.4)
Y5(x) = ¢; exp(id&;x)

olur. Burada ¢,,c,,c; ler x *den bagimsiz sabitlerdir. (2.3) ’e goére x <Ooldugunda (ozel

halde x — —oo i¢in) (2.1) sisteminin ¢oziimii

1(x) = 3,(0)exp(iA,x),
¥:(x) = y,(0)exp(id5,x), 2.5)
¥5(x) = 3,(0) exp(iA;x)

seklindedir. Denklemin katsayilart (2.2) sartim sagladigindan x — +oo halinde de denklemler
sisteminin ¢éziimiiniin (2.4) ¢ozimiine yakin oldugunu beklemek miimkiindiir. Baska bir
deyisle agagidaki lemma dogrudur.

Lemma 2.1. ¢, (x) (k=1,2,3) katsayilannin (2.2) sartim sagladigim farzedelim. O zaman
A reel oldugunda keyfi siurlt y(x) = (3,(x),¥,(x),y5(x)) ¢oziimii agafidaki asimptota,

»(x) = A(A)exp(il&x) + A1),
¥,(x) = B/(A) exp(il&,x) + o(1), X —> +oo (2.6)
¥3(x) = B,(A) exp(iA&;x) + o(1)

sahiptir.
ispat.

v (8) = 3 ()i [ Yy () y,(¥)expliag, (x - ¥)) de’, k=123 @.7)

x Jj=1



yardimci fonksiyonlarina bakalim. Kolayca gorildiagu gibi
vi(x)=idéw(x), k=123

olur. Buradan anlagilacagi gibi x ’den bagimsiz 6yle A,B,,B, sabitleri vardir ki, bu

denklemier sisteminin ¢6ziimii

v, (x) = A(4) exp(iAg;x),

Y, (x)= Bl(ﬂ') exp(i/lr,"zx),
v;(x) = B,(A) exp(iA5;x)
seklindedir.

Bu ¢6ziimleri (2.7) *de yazarsak,

3

M(x) = AR exp(A£X) +1 [ 36, () ¥, () exp(iAg (x~x)) d’,

%)= B(Dexp(iAZ,x) +i | 3 ¢, (x) y,(x")expliag,(x ~ x')) dx’, (2.8)
x J=1
Y2(9) = B (D exp(iA£) +i | 3, () y, (<) expliag, (x—x")) de’

integral denklemler sistemi elde edilir.

Bu integral denklemler sisteminin ¢éziimiiniin varhim ve tekligini ispatlayalim.

(2.8) integral denklemler sistemini agagidaki sekilde diizenler,



B(x)exp(—idgx) = A+i [ Y, (x) y, (") exp(-id&x') d’,

x J=1

»(X)exp(~idg,x) = B, +i [ 3¢, (x) y, () exp(-idg,x") de',

x J=1

Yi(x)exp(—idé,x) = B, +i]: icﬁ(x’) yj(x') exp(—idé,x") dx’

x J=1

ve

z(x) = y(x)exp(-iAéx), z,(x) = y,(x)exp(—id&,x), z,(x) = y,(x)exp(—idé;x)

dontsiimlerini yaparsak,

o

2(0) = 4+ [ 36, () z,(x) exp(A(g, - £)x) d,
5,(x)=B, +i [ X6, (¢) 2, (&) expGA(E, - §,)%') ',
£(9)= B, +i] 3, (¥) 5, () expliALE, - £)%)

olur. Bu denklemin
z(x)

2(x) = [Zz (x)]
z;(x)

¢Oziimiinii, ardigik yaklagim yonteminin yardimiyla

z(x) = iz(k)(x)

k=0

seklinde arayalim. Burada

(2.9)



77(x) 4
D=4, 2®)=|B |
z9(x) B,
o 0 Ci @XpUAS, — 5)x") €3 exp(iA(&; — &)x")
20 = ij Cy eXPA(S, — &,)x") 0 Cy eXp(IA(&; — £,)x") | 270 (x")dx’
"\ G eXpUA(G, — 85)x") ¢y exp(IA(E, - £,)x") 0

k=123  (2.10)
dir.

(2.9) serisinin yakimsakligim gostermek igin lzﬁ") (x)l serisinin yakmsakhigim gostermek

k=0

yeterlidir.

7" (x) = 4,
7 (x)=B,

ZZS;O) (x) = B2,
max(|4}|B,|B,|) = 4

olsun. O zaman (2.10) ’a goére

D0 =i 36, () expldE - £)¥) VXN, =123

e =1

dir. (2.2) sartina gére j=1,2,3 igin
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~

‘zﬁ"(x)l <2 Zlcj exp(—ex')dx' = —2%6— exp(—¢x),

0 242
sz.”(x)is jﬁc—exp(—ex')Zcexp(—gx’)dx'z 2 Ac” exp(-2¢%)
. £ g 2¢

= 2( ) %exp(—st)

224
236

Z(Zc) lexp(—3gx),

l‘”(x)l J‘ g exp(—Zax')Zcexp(—ex')dx’ exp(—3&x)

olur. Timevanm yontemi ile Vk > 3 i¢in,

k k
~(2c) 1 ~(2c} 1
(%) - anf|| =
lzj (x)ls A(g) !exp( kgx)sA(g) i

oldugunu gosterebiliriz.

5()%

majorant serist yakinsak oldugundan (2.9) serisi diizgiin yakinsaktir.
Cozim sinirh fonksiyonlar sinifindan oldugundan dolayi, 6yle M sabiti vardir ki

e(x)|<M, k=123

dir. O zaman (2.2) sartim ve 4 'nin reel oldugunu gozoniine alarak biyiik pozitif x ler igin
(2.8) ’den
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1) - dexpagin)|=|i [ T, ("), () exp(iad (e~ x")ax

si T]cu(x') |y, ()| lexpiag, (x — x| dx’ < Mi Tl"v("') ”

J=1 x

3 o
<Mcy, jexp(—ex’)d x = 2Me exp(—£x)
£

1%
elde edilir. Buradan, £> 0 oldugundan x — +c0 igin
y(x)— Aexp(iiéx) >0
olur. Yani,
Y, (%) = Aexp(ii&x)+ A1), x—> -+
asimptotu dogrudur.

Benzer olarak, (2.8) denklemler sisteminin ikinci ve ugiincii egitliginden (2.6) *nin diger
esitliklerini de ispatlayabiliriz.

Tanmm. (2.1) denklemler sisteminin x — +oo daki ¢ézimiini x —> —oo daki ¢6ziimiine

doéniigtiiren matris fonksiyonuna, biitiin eksende sagtlma matrisi denir.

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi verilen baslangic y,(0),y,(0),y,(0)
Cauchy verilerine gore (2.1) denklemler sisteminin ¢oziimii var ve bu ¢oziim tektir. Lemma

2.1 ’e gore ise her bir ¢dziim i¢in (2.6) asimptotik formiilii dogrudur.

(2.1) denklemler sisteminin katsayilan (2.2) sartizi sagladifindan, bu halde biitiin eksende

sacilma matrisi
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(Aexp(iA&x), B, exp(id&,x), B, exp(iAL X)) =
diag(exp(iA,x),exp(iA£,x),exp(iA&,x)) (4, B, B,)"

vektorinii,

(01 (0)exp(iA;x),,(0)exp(iA,x),y,;(0) exp (iﬂ.§3X))T =
diag(exp(ilé,x),exp(ils,x),exp(i&;x)) (3,(0),¥,(0),y,(0))

vektoriine donistiiren bir matris olur. Bu matrisi S# ile gosterirsek

Aexp(iAgx) Yi(0)exp(idf x)
Sh B, exp(iAd,x) |=| ¥,(0)exp(iis,x)

B, exp(ilg,x)) \¥3(0)exp(idg;x)

veya
exp(iA&,x) 0 0 A
§h 0 exp(iL&,x) 0 B, |=
0 0 exp(iA&;x) J\ B,
exp(ilsx) 0 0 3(0)
0 exp(idg,x) 0 %.(0)
0 0 exp(iA5;x) )\ 5(0)

olur. Buradan ise

exp(—idé&,x) 0 0 exp(iAéx) 0 0
0 exp(—il&,x) 0 NG 0 exp(iA&,x) 0
0 0 exp(—iA&;x) 0 0 exp(iA&;x)

A »(0)
B, [=[»,(0) (211
B, ¥5(0)
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elde edilir. (2.11) *de x=0 yazlirsa, S¥ sagilma matris fonksiyonunun, (y,(0),,(0),y,(0))"
vektoriini (A, B,,B,) vektoriine doniigtiirdiigii gorilir.

2.2, Coziimiin Integral Temsilleri

(2.1) sisteminin  ¢oziminin integral temsili denildiginde homojen denklemin
(c;(x)=0, k,j=1,2,3) ¢ozimiinii homojen olmayan denklemin ¢6ziimiine doniigtiiren ve
sonsuzluktaki asimptotlari, homojen denklemin ¢6ziimu ile aym olan matris fonksiyonlar
anlagtlir. Bu integral temsilleri, homojen denklemin ¢oziimii olan asafidaki alt: vektorii

1 (x,2) = (31(0, 1) exp(iA£;x), (0, A) exp(iA£,x), ¥;(0, ) exp(iA&;x)),

1, (x,2) = (A(D) exp(iAgx), y,(0,A)exp(iAé,x), y;(0,A) exp(iA,x)),

h(x,2) = (A(A)exp(iA&x), B(A)exp(iiL,x), y5(0,A)exp(iAL,x)),

(2.12)
hy(x,2) = (A(A)exp(iAgx), B,(A)exp(iiL,x), B,(A)exp(iiL,x)),
hy(x,2) = (3(0, ) exp(iA&yx), B(A)exp(iAs;x), B,(A)exp(ids;x)),
hy(x,2) = (1,(0, D) exp(iA&;x), ¥,(0,A) exp(iA&,x), B, (A) exp(idL,x)),

(2.1) sisteminin ¢oziimiine dontigtiirir.
Yukanda goriildagi gibi,

hy(x,2) =(A(2)exp(iA&x), B,(A)exp(idyx), B,(A)exp(iiL,x))

asimptotuna (x —> oo igin simr sartina) sahip olan ¢6ziim (2.8) denklemini saghyor. Buna
benzer olarak A (x,4),h(x,A),h(x,A),h(x,A),h,(x,A) smir sartlarma sahip ¢oziimlerin
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sagladigs integral denklemler sistemlerini agagidaki gibi yazmak miimkiindiir.
h(x,4) igin,

Yi(x,2) = 3,(0,2) exp(iAg,x) - l'_[ chj(x')yj(x’)eXp(iﬂé(x —x"))dx’,

P2(5.2) = 3,0 expliAg,x) i | 3, (2')y, (¢ )exp(iAd, (x —x) d’,

Yi(x,4) = y,(0,4)exp(idlé;x) - ij Z G, (x")y;(x") exp(iAL, (x — x")) dx’

o Jj=1

hy(x,4) igin,

N(x,A) = A(A)exp(iddx) +i J- 2.6, (¥ )y, (x)exp(iAg,(x— x") d’,
x J=

$(5,2) = 7,0, ) exp(iAdyx) =i | 3, (x)y, (¥ expliAg, (x —x7) i,

¥5(x,2) = (0, ) expA&x) —i | Y., (x")y,(x") expliAL; (x — x')) i’

¢ =1

hy(x,2) igin,

36 A) = A expliAE) +i | 36, (), (¥ ) expliAg, (x— ¥')) e,

x Jj=1

¥,(x,4) = B(A)exp(iA&,x) +1 | ¢, (x)y,(x") exp(iAL, (x — x')) d',

x J=l

%:05,2) = ¥,(0, ) exp(iA&x) —i | Yy, (x )y, (x") expliad, (x — x")) d’

0 j=1
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hy(x,A)igin,

yi(x,4) = 3,(0,A)exp(id x) - ij 2.6, (x)y,(x" ) exp(iAg, (x ~ x")) d’,

¢ Jj=1

(6, 4) = BiA)exp(iAL,x)+i{ X ¢ {x')y, (x yexplidL, (x -x)) d’,

x #=1

Ya(x,4) = B(A) exp(idg,x) + ij 2.5 (x")y,; (x") exp(iAg, (x — x")) dx’

x J=1

h(x,A) i¢in,

W(x,4) = (0, 4) explid&x) —i f 26, ("), (x"Yexp(Ad, (x — x")) de,

6 J=I1

Y,(x,4) = ,(0, ) exp(idd,x) i I 26 (x)y; (x"Yexp(iAL, (x - x7)) dx”,

0 j=1

5%, ) = By(exp(iA&x)+i | Y, (¢')y (=" )expliAg, (x— x')) d’.

x J=
Asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 2.2. (2.1) denklemler sisteminin ¢, (x) (k,j=12,3) katsayilarinin (2.2) ve (2.3)

sartlanimi sagladiklanm farzedelim. O zaman, Im4 =0 oldugunda (2.12) deki her bir vektor
i¢in (2.1) sisteminin tek bir sinirh ¢6ziimi var ve bu goziimler agagidaki gekilde gosterilen
integral temsillere sahiptirler.

1. tip integral temsili

&ix
1(x) = »1(0)exp(iA&,x) + 3,(0) J R}\(x, Dexpiin)dr
&sx
&x &x
+,(0) [ Riy(x, Dyexp(iAn)de+ 3,(0) | Riy(x, Dexplidn)dr,
&sx &3x
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X

&
%2(¥) = 1, (O expiA&,x) + (0) | Ry (x, D) explide)ds

&3

£ £ (2.13)

+1,(0) | R, (x, Dyexp(idnyde+ y(0) | Roy(x, Dexplidndr,

& &x

&ix
¥5(x) = y3(0)exp(iAZ,x) + 1,(0) | Ri,(x, ) exp(idr)de
£ax
&x Gx

+,(0) J‘ R, (x, 1) exp(iAr)dr+ y,(0) :" Ri(x, D)exp(iin)dr
&ax &x

2.tip integral temsili

&ix
Y,(x) = Aexp(iAéx)+ A J' R (x, D) exp(iit)dr

é &
+3,(0) | R (5, DexpliAn)de+ 1, (©) | Rt yexp(idoyds,

&x
¥:(%) = 3,(0)exp(iA&,x) + 4 | R (x, D) exp(idn)dr

2.14)
&x é.
+,(0) JR;(x, 7)exp(iAD)dz+ y,(0) f RZ(x, 1) exp(idr)dr,

&ix
¥5(x) = y,(0)exp(iA&;x) + 4 | R, (x, D) exp(idr)dr

¢ ¢
+,(0) j.xRazz (x, Dexp(idz)dr+ y,(0) _fRszs (x, D)exp(idr)de
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3.tip integral temsili

Ni(x) = Aexp(iléx)+ 4 TR131(x7 r)exp(idr)dr

&ox &x
+ B, | RS, (x, Dy exp(idn)de+ y,(0) | R (x, Dexplidn)dr,

¥,(x) = B, exp(idg,x) + 4 TR% (x, 7)exp(idr)dr
o - - (2.15)
+B, | B, (x, exp(idn)dr+y,(0) | Rilx, tyexp(idn)dr,

%(x) = 3,0y expliA&,x) + A | Riy(x, Dyexp(idr)de

&sx

:
+ B, fR:z (x, 7)exp(iAr)dz+ y,(0) :[ R (x, Dexp(iln)dr
4.tip integral temsili

Y3 = Adexp(iALx) + A | Rix, Dyexpdn)de
&x

© &yx
+B, [ R (x, Dexp(iA)dr+B, | Ri(x, Dexp(idn)dr,

,(x) = B, exp(id,x) + A TRZ“](x, 7)exp(il)dr
i b o (2.16)
+B, J.R;‘z(x, 7)exp(ilr)dr+ B, f R (x, 1) exp(iAr)dr,
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Ys(x) = B, exp(ii&,x) + A TR;l(xa exp(ilr)dr
&ix
© &3x
+B, [ RS, (x, Dyexp(idn)dr+ B, | Ristx, yexptianyde

5.tip integral temsili

() = 1O exp(iAE ) + 1, (0) | Ri(x, Dexp(ida)de
&x

+B, [ Ry (x, Dexp(iAnydr+ B, | R(x, )explidn)dy,
&px -

72(x) = B,exp(iA&,x) + y,(0) [ R (x, Dy expidnydr

&x

) 3 @2.17)
+B, jRZz (x, D) exp(idr)dr+ B, j R(x, Dyexp(iLe)dr,
&% =
32(0) = B, exp(A£.5) + (0) | Ko (x, DexpliAn)dz
&
+B, TR;Z (x, Dexp(iAt)dr+ B, ‘jf R (x, Dexpliir)dr
b o
6.tip integral temsili
(¥ = 3, (0) exp(iA&ix) + %, (0) [ RS, (x, Dy exp(ide)dr
5%
+,(0) TR,GZ (x,7)exp(ilr)dr+ B, j:Rf3 (x, D) exp(ilr)dr,
&x &s¥
(%) = y,(0)exp(iAL;x) + 3,(0) [ RS, (x, Dexp(idn)dr
& (2.18)

+¥,(0) ]:sz (x, Dexp(ilr)dr+B, TR,Z (x, Dexp(ilo)dr,
& &%
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$2(5) = By expliAén) + 3,(0) [ B (e, D expliAn)de

&px

+%mHRMxﬂaMMﬂm+Bj&*xﬂmﬂﬂﬂﬁ

Zax

Burada integral temsillerin ¢ekirdekleri agagidaki esitsizlikleri saglamaktadir.

IR, (x, 9| < Nexp(_ c g_ix—:é)
‘ a(x, T)|< Nexp( T 52’)’

q

IR,

<N exp(~8 ¥~ ),
52 I fz

|Rk3(x z)‘< N exp( £ 6% = T),

R,

< Nexp|—¢

“\

< Nexp|—¢

4
|R: G,

%)
-& )
$ :: J

_t_m

e

X -

'“l

}!\1

zn‘

[RE,(x, 9] < Nexp| &

[Rks(x r)|< N exp( £

}_l,\v

TS §2x>

(2= glx:

7L X,

< Exx,

2 &x,

< &,

< X

k=123
k=123
k=123
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‘Rl:jl(x 7)‘ < Nexp| - Z‘é{} TS &)X,

]R,fl(x z‘)‘ < Nexp( £ éx), t2éx, k=123

lRﬁz(x T)'<Nexp —e—- éx]: T2 g)X

IR (x, 1) < Nexp( e ’52"_‘;), r<&x,

l S (x, z')|<Nexp er——éﬁ), >&x, k=123

IR ,(x, 'r)|< Nexp( e éx) T2 &£
R, r)|<Nexp(

__?x__—;} < E,x.

Integral temsillerin bu g¢ekirdekleri, (2.1) denklemler sisteminin katsayilanyla asagidaki

sekilde iligkilidir.

‘R113(x7 &x) = Es_i—él_ 63(x), R;l(x’ &x) = E;i_g cy(x),

Row6)= g @, Ra(nbm)=gt e,



Ry (x,£%) = 531 ()
R0 =75 52 6 (3),
R, 60) = 7560,
R(x,Ex) = 53 7 e
Ru(v69) =55 52 (%),
Ix’zl(x,f,x)=—§l—j—5cz,(x),
Ry(x, &%) = 521 7 o)
R} (x, éx)?j—gcz,(x),
R 6= 5 53 G (),
Rb(x, &%) = 51 = 6.
R (6, &%) = —— (),

G- 52
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R;I(x,élx)vﬁl—csl(x),
R;(x,é,x)?’jgcn(x),
R (x, &%) = g—é—c,s(x),
R(x,Ex) = é 7 ()
ng(x,ésx)=§l—igc,a(x),
R;(x,élx)=é—’_]-c3,<x),
R%(x, &%) = 5—1— e (%),
R:,(x,élx)=zi—§—3c3,(x),
(2.19)
R (x, &%) —Ez——gczs(x),
RS, (x, fszx)=—5’_zcgz(x),
R (x,EX) =+ 51 £ o)
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sz(xa §,x) =

3 (%),

i 5 i
i-Z (%),  Ry(x,5x)= i Z

R, 60) = 5 @), R (e, 6= a2,

B 6)= 5 ), B 60)= 5 (),

Rfs(x,«fsx)=§—f—§c13(x), R e, 60) = 5 ()

Rimed=gloal,  Rinin=gz e

ispat. Omegin 2. tip integral temsili igin lemmanin ispatim verelim. Ispati vermeden 6nce
¢oziimiin nigin (2.14) seklinde arandifint anlamaya caligalim.

(2.1) denklemler sisteminin x — +oo ’daki asimptotu,
Iy (x,4) = (A(L) exp(iA&;x), y,(0) exp(iA£,x), y;(0) exp(iAL,x))

olan ¢6ziimiiniin aranmasi,

»(x,2) = AR exp(iAdix) +i [ Y, (x")y, () explidds (x ~ x")) e,
35,2 = 1,0, A expEAEE) ~ [ 36, (¥, () exp(idg, (x - x7) e, (2.20)
35,2 = 0, A)exp(iA£ye) — [ 3y, (v, (x") exp(idd (x— x")) e

o Jj=1

integral denklemler sisteminin ¢dziimiiniin aranmasina egdegerdir.
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(2.20) ’nin yardimmiyla alinan ikinci

W (x,A) = A(A)exp(iA&x) +i T Zalcl ()P () exp(idg, (x — x7)) dx’,

x J=1

$(6,2) = 3,0, DY exp(iALyx) —i | >, ()2 (<) exp(AL, (5~ ) i’

0 J=1

YP(x,2) = 3,(0, ) exp(iAx) i j 3 ()P (6 ) exp(iA, (x - ¥))

0 J=1

yaklagimmnda,

yO(x) = A(A) exp(iA£ x),

YO (x) = y,(0) exp(iA&,x),

¥ (x) = y,(0) exp(ilé,x)

birinci yaklagimum gozoniine alirsak,

YP(x) = A(R)expALx) +i y,(0) ey (') expliA £x — (& — &,)x') | e

+iy,(0) [ cys(x") explid(&x — (& — &)x')] de

Y (x) = y,(0) exp(iAg;x) —iA(2) I Cu (') explid & + (&, — &)%) e’

~iy,(0) j Cp (&) explid(&,x (&, - £,)x')] de



YP(x) = 5 (0)exp(iAg,x) —iA(A) [ e (x ) explid( &,x +(& - £)x')] de

—i,(0) [ e () explid £x +(&, — &,)x') | e

olur. Ifadeleri diizenlersek,

YO00) = ADexpliagn) + 2O T (5 )exp(m)

&5 L ez
22 Tol g )enrs

YO (x) = ,(0) exp(iALyx) - ;(’2 ! (

ly3(0) 23[ )exp ilr)d
Te-g £

)exp(i/lt) it

&ix
¥P(x) = y,(0)exp(iA&,x) - —'—“—? j ( §3x)exp iA7)dr
1 93 &x
;y 2(? fzx Cpy )exp iAr)d
2 B

olur. Buradan,

y&(x)= A(ﬂ.)exp(zﬂ.},‘,x)+ 1y 2( ) J ( )exp iA7)dr

’ys(oz j ,3(2" 5’) H(&x 7 explide) d
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&ix
VP = 7O explingy) -2 e ( — )H(r £,x)explidn) dr
+ ’}’3(0) é,xc (gzx

&6 5 T) H(z-&;x) exp(z/?.z')

62— 63

&x
() = 1 (O)exp(ian) AR ( )H(r £x)explid7) dr

3 —» 31 5] 63
- —lg i’ 2_(2 ) 032( 62——535 : ) H(r- £x)explidd) dr

olur. Burada,

1 x>0,
Hx)= {o x<0
Heaviside fonksiyonudur.

@) _ Gx—7 @ __ 1 GX— 7

Rl (x T) 51 52 (‘51_52 ), R13 (x, T) 51 —53 13( ‘§1 és)H(é’x T)

0 (% ’)"62 £¢ (5 "¢, )”(’ 60, BY(5.0= 75 (gix fjH(" &%),

RO(x,7) = (o [

)H(T &x), R(x,9)=

é‘s S Sl(é & é & 32(52 &

ile gosterirsek,

)H( - &X),
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&ox &rx
Y = Aexp(iAdx) + 1,(0) | RO (x, Dexp(iande+,(0) | R (x, Dexpidoids

&ix &ox
2 = 3,(0)exp(iA&,x) + A | R (x, ) exp(iAndr+,(0) | RD(x, D)exp(iAn)dr,

&x Gax
¥ = y,(0)exp(iA£,x) + A | R (x, exp(idn)dr+y,(0) [ RS (x, exp(idr)dr

olacaktir. Coziimiin tigiinci yaklagimim yazarsak,
&ix
yO(x) = Aexp(iA&x)+ A j RO (x, nexp(iAndr

&x &x
+,(0) IR](;) (x, D)exp(iAr)dr+ y,(0) jRg’) (x, Dexp(iAr)dr,

&x
¥ (x) = y,(0)exp(iA&,x) + A | R (x, Dyexp(idn)dr

¢, ¢
+,(0) TRS) (x, D exp(ilr)dr+ y,(0) TR,‘;’ (x, Dexp(iAr)dr,
&x

¥ (x) = y,(0)exp(iAL,x) + A | R (x, Dyexp(idr)de

&x 1%
+,(0) [ RO (x, Dyexp(idr)dr+ y;(0) | R (x, DYexpidr)de
oldugu gortiliir.

Cozimin ikinci ve ugiincii yaklagim i¢in aldifimiz ifadeler, bizi ¢6ziimiin (2.14) seklinde

aranabilecegi diigiincesine getirir. Diger integral temsilleri i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
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Simdi de Lemma 2.2 ’yi 2.tip integral temsili i¢in ispatlayalim.

(2.14) integral temsilini (2.20) integral denklemler sisteminde yazip, 4,B,,B, sabitlerinin
keyfi olduklanm gozonine alrsak, Ri (kj= 1,2,3 icin) fonksiyonlan igin "agagidaki

denklemler sistemini elde ederiz.

—0<7<EX  igin,

R(x,7) "‘i]:[Rzzl(x': 75X+ 5%, (x)

+R321(x,a T—&x + glx')clli(x')] dx' =0,

Ri(e )+ ! ; cm(;‘_ég‘)ﬂ(r— &%)

R, - Eix+ )y ()

+RA (X', 7= Eyx + & )ou ()| H(&x — D’ (2.21)
+i j-[Rlzl(x'> - ézx + gzx') Cxn (x")
&-&2

+R(x', T &3+ 50 (x) [ H(z— &x) e’ = 0,

R(x,7)+ £ i £ 031( 2——6235)_{_1.]“[&21(",, T— &X + 63%") 6, (x')

R (', T- &3+ EX o (¢ | H(&x — Db’
vi [[RAGE o Eox+ 6 ()

&%

&8s
+RA(X, 7 Ex+ £y, (x) [H(7- Ex)dx’ =0,



: &%
szz(x> 7)- i 012[61x T) J-[Rzz(x 7—Ex+Ex)c,(x)
R (X', 7= &+ £x7) 6 (x') de' = 0

sz(x, 7) +ij£R122(x': T—&x + £x") oy (x)dx’
° . (2.22)
i RY (¢!, 7- &3+ Ex') 0 (x')l” =,

R322(x,z')+ £ ié 32(5 ézx)ﬂ(r_ésx)'*'ij[sz(x',T"gax'i'gsx')csl(x')

+ RL(x', 7= &+ £ ) ()| H(&x — )’
+1 ]C‘[Rlzz(x’> T §3x+ ‘fsx') c31(x')

7-&3x
&8s

+Ry, (¥, 7- &x + &x') ey, (x')]H( 7—&x)dx' =0
—o< 7L E,x  igin,

bx-z
&H-&

R123(x,z')—§ if 13[?3&? ;)H(fsx - i J-[R723(x’>T_gxx""flx')clz(x')

+R323(x', T-&x+ flx')cn(x')]dX' =0

B0+ ! - (g" ;JH(r Ex)+i j [Ra(x', 71— &+ Ex)e, (x)

+RA(¥, - £yx+ &x") ey (x') |’ =0
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x

Ry, 1) +i [ [ RA (', 7= Ex+ £ 0y (x')

0

+ R?is(x', - &x+ &x') ey, (x’)]H(fsx - r)dx’

X

+i j[Rfs(x’, - Ex+ EX) ey (x")
il
&8

+R723(x'7 T-&x+ §3x')c32(x’)]l-l( t—&x)dx’ = 0.

Bu integral denklemler sisteminin ¢éziimlerinin varligi ve tekligi ardigik yaklagim yonteminin
yardimyla ispatlanir. Oregin (2.22) ’yi ispatlayalim.

< &,x igin,

20) _ i Ex—1
Rlz (x, T) 51 - 62 cn[ 51 - 52 )’

R;”(x,7) =0,

20) __ i T— éx)
 (57) é—é%{é—é’

almakla,

Ex—T
&6

RO, D=1 [[RE(x, - E&x+Ex)e,(x)

X

+ R, 1 Ex+ Ex) G (x') |,

R (x,0) = =1 [[RE™D(r, o= Ex + )y (x)

+ RE(x, 1 L+ £x') ey (x) |,
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X

zz(n) (x,7)=—i _“[Rlzz(n_l)(x'a - &x +&x") ¢y (x7)
+RI(x, 1 Ex + Ex Yoy (x)| H(Ex - D)’

—i [[RED(x, 0~ Ex+ Ex)ey(x)
7-&3x

&3
RO (!, T Ex + Ex') ¢, ()| H(7— Eyx) e’

olacaktir.

ey
max s =a
61_62 ‘52_53

olsun.

o - 52 g -5 255 | e 157
oldugundan,

IR (x, )

Ex—1
S“"p(“' 52—53)’

RO (x, 7| =0,

R (x, D] s exp (8_?_-;)

=
yazilabilir.

Tiimevarim yonteminin yardimuyla,
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T

‘ng"’(x, r)| < Nexp(gé—{——) k=123
52 - 5

3
oldugunu gosterebiliriz.

(2.21) ve (2.22) denklemlerinde 7= £ x ve = &,x yazarsak, (2.19) esitlifinin

Rlzz(x>§2x) = _4:1—15_2 G, (%), R221 (x,&x) = —5‘2‘1__5] Cy(x)

ifadelerini elde etmig oluruz. Benzer olarak, diger egitliklen de géstermek miimkiindiir.

2.3. Coziimiin Analitik integral Temsilleri

2.2 ’de alt1 tane integral temsili oldugunu gormiigtik. Bu integral temsillerinde sinirlar —OC

’dan +oo ’a kadar degistiginde, bu integral temsillerini (veya ¢Oziimlerini) reel eksenden
analitik olarak devam ettirmek miimkiin degildir.

Reel eksenden analitik devam ettirilebilen integral temsillere ¢oziimiin analitik integral
temsilleri diyecefiz. Analitik temsile sahip ¢oziimler, biitin eksende ters problemin
Ogrenilmesinde ¢ok 6nemli bir yer tutar.

Lemma 2.3. (2.1) denklemler sisteminin keyfi sinirh ¢6zimii agafidaki analitik integral

temsillere sahiptir.
G

y(x,A) = +W.(x,A))exp(ilfx)| C, |, (2.23)
G
D 1

y(x,A) = + W, (x,A))exp(iix)| D, |. (2.249)

D,



Burada,

J= diag(‘fp fza 53)7

W (x,1) = jW_ (x, 7, A) exp(iAr)dx,

W.(x,4) = [, (x, 5 Ay explidn)dr,
Y]

H[ = (& - él)x]R;l(xa T+ &%) R122 (x, 7+ £,x) Rlss(xa T+ &;x)
W_(x, ,A) = H['[_ (&- .fl)x]Rzll(x, T+ &x) R222(x: T+ &%) R?is(x> t+&x) | (2 23")
H[T" (& - él)x]R;I (x,7+&x) R322 (x,7+ &%) R§3(x, T+ &x)

R141(x> T+ &X) sz(xa 7+ &,%) Rfa(x, 7+ £;x)
ﬁ{r(x: 5,A) =| Ry(x,7+&x) Ry(x,7+&%) Ry (x, T+ &;x) (2.24)
R';l (x, 7+ &x) R:z(x, T+ &,X) R363 (x,7+ &%)

seklindedir.

Burada C=(C,,C,,C,)" ve D=(D,,D,,D,)" vektorleri y(x,A) goziimiine gore tek tiirlii
tammlanurlar ve tersine, keyfi C ve D vektérleri igin (2.23) ve (2.24) formiilleri
siirl fonksiyonlar sinifinda (2.1) denklemler sisteminin ¢oziimlerini verir.

W (x,7,A) ve W (x,7,A) matris gekirdekleri katsayilarla tek tiirlii tammlanir ve x>0 igin
asagidaki gekilde iligki vardar:

i[J, W (x,0,4)] = —e(x),
x>0 (2.25)
i[J,W,(x,0,2)] = e(x),
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i[JW,(x,0,4) ~ W (x,0,4)] = c(0), (2.26)
burada [4,B]= AB — BA iki matrisin komutantidir.

Ispat. (2.23) ve (2.24) analitik matris integral temsillerinin siitunlar, (2.13)-(2.18) integral

temsillerinden olugturuldugundan bu temsillerin denklemler sistemini sagladif1 gorilmiigtiir.

(2.23) ve (2.24) *den agagidaki

G D,
(I +W (x,A))exp(ilJx)| C, {= (T + W, (x,A))exp(iA)x)| D, 227
C, D,

esitligini yazabiliriz.

C=(C,C,,C,)" vektorini D=(D,,D,,D,)" vektoriine doniigtiiren matrise gegit matrisi

denir. Gegit matrisini S2(1) ile gosterelim. Yani

(D,,D,,D,)" = 8"*(1)(G,,C,,C,)"

dir.(2.27) ’den

8%2(1) = exp(—iAJX)( + W (x,2))" (I + W (x,A)) exp(ilJx)

veya

exp(iAJx) S (1) exp(—iifx)= (I + W, (e, ) +W.(x,4)) (2.28)

elde edilir. Burada x = 0 yazilirsa,
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SE)=I+W.(0,2))"(I +W (0,1)) (2.29)
olur.

(2.20), (2.23"),(2.24") ifadelerinden (2.25) ve (2.26) kolayca ispatlanir.

Asagida verecegimiz lemma S/(1) ve $”2(A) matris fonksiyonlarmin tiggen matrislerin
carpimu seklinde ifade edilebilecegini gostermektedir.

Lemma 24. (4,B,B)", (3,(0),5,(0),5,(0))" vektorleri C=(,GC,.C)
D=(D,,D,,D,)" vektorleri ile agagidaki iiggen matrislerin yardimiyla,

2

A (1+B5,(0) 0 0 C,
b () 1+b,(1) O C | (2.30)
B, by()  by(A)  1+b3(4) J\C,

s
[l

A4 (1 fuD) fis(DY[ D,
B |=|0 1 JsD || D, |, (2.31)
B, 0 0 1 D,

»(0,4) 1 a,(A) a,(M (G

»,(0,2) [=|0 1 az(A) || G ), (2.32)
won) oo 1 Jg

»(0,2) 1+d;,(4) 0 0 D,

¥,(0,4) |=| dy(A) 1+d,(4) 0 D, (2.33)

¥;(0,4) d;(A)  dy(A)  1+d(H) )\ D,

ifade edilir. Burada, b; (1) (=1,2,3), a;,(4),a;(4),a,;(4) asaf1 yan dizlemde (ImA <0
igin) analitik fonksiyonlar, d;(4) lar (ImA>0 igin) ise yukan yan dizlemde analitik
fonksiyonlardir.
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b; ()= _jil%,-(f) exp(idr)dr (1=12,3),

di(A) = IR,“, 0, Dexp(Andr,  d,(A)= ]:R;1 (0, 7)exp(iAr) dr,

d,(A) = IR; O, Dexp(idd)dr,  di(A)= IR;‘, (0, 9)exp(id7) d, (2.34)
di(A) = IR; O, Dexpid)dy,  di(A)= IR;2 (0, D) exp(idr) dv,

a;,(A) = inz(o, Dexp(idn)dr,  ap(A)= iRg (0, D exp(idr) dv,

@, (D)= | Ry(0, Dexplidr) dr,

b, (A),b,,(A),b, (A), f1,(A), f15(A), f5(4) fonksiyonlar1 ise reel eksende tammlanmig

JF(z)exp(iAz) dr seklinde olan fonksiyonlardr.

Ispat. (2.30) ifadesini ispatlamak igin ¢oziimiin C =(C,,C,,C,)" vektori ile ifade edilen
(2.23) analitik temsilini (2.8) integral denklemler sisteminde yerine yazalim.

(2.23) analitik temsilinin ¢ekirdeklerinin sagladif denklemleri gozoniine alirsak, (2.30) *u

ispatlamig oluruz.

Benzer gekilde (2.31), (2.32), (2.33) ifadeleri de ispatlanabilir.
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(2.30)-(2.33) formiillerinin /(1) ve $”2(A) matris fonksiyonlaninin tammlarim goézoniine
ahirsak, bu matris fonksiyonlan iki tarafli iggen matrislerin ¢arpanlan seklinde yazabiliriz.

1 ay(d) ay(W)) (1+5,() 0 0
Si=10 1 a,d) b (1)  1+b,(A) 0

0 o0 1 b, (4) b,(1) 1+b,(4)

1 fuD fuD)(1+d5(1) 0 o Y
=lo 1 £, dyd) 1+d5A) 0 (2.35)
0 0 1 di(A)  dy(d)  1+dL(A)

1 fo® fa@)) (1+5,(2) 0 0
SP@=10 1 fa)| | (D) 1+5,(2) 0

0 0 1 by(d)  Bby()  1+by4(2)

1+d:(2) 0 0 Y (1 ay(d) a (A
=| @) 1+di() 0 0 1 ay@d)]| (2.36)
() dy(d)  1+di@)) o o 1

(2.29) * dan

() 0 0
W.(0,4)=|d;(A) dp() 0 |,

di(2) da(d) dy(2)

1 a,(d) a(d)
w@ohH=10 1 ay)
0 0 1

oldugu goriiliir.
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Bu formiillerden goriildiigii gibi $/1(A) ve $2(1) matris fonksiyonlan birbiri ile tek tiirli
tanimlanir.

(2.35) ve (2.36) formiillerinden ise S/ (1) matris fonksiyonunun stfirflarmm, $72(A) matris
fonksiyonunun sifirlart kutup noktalannin ise, $”2(1) matris fonksiyonunun kutup noktalan
oldugunu kolayca gorebiliriz.

(2.35) formiilinden kolayca gorildigi gibi $/(A)matris fonksiyonunun sifirlan
1+b,(A)=0 (k=12,3) denkleminin, kutup noktalan ise 1+d,;(1)=0 (i=12,3)

denkleminin koklendir.

S%(2) ve §”(1) fonksiyonlarinin sifirlan ve kutup noktalanmin sonlu sayida oldugu
agagidaki lemmadan alimir.

Lemma 2.5. Oyle ¢, >0 vardir ki,

1. 1+d;(A)=0 (i=12,3) fonksiyonlan ImA>-g,,
1+b,(4)=0 (k=1,2,3) fonksiyonlan ise ImA<eg,

igin analitik fonksiyonlardir. |4| — oo oldugunda agagidaki asimptotik ifade dogrudur.

1+d;(A)=1+o(l) (i=12,3) ImAz-g,,

1+b,(A)=1+0) (k=123) Imi<g,

2. 1+d; (1) ve 1+b,(A) fonksiyonlarinn sifirlar sonlu sayrdadir.
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3. 0<|[ImA|<¢, oldugunda,

1+d;(A)#0 (i=123) ve 1+b,(1)#0 (k =1,2,3) olacaktrr.

Ispat. ‘R{‘l (o, r)l <N exp(—e ‘ = ) oldugundan,

1 93

d; (2| < N j |R: (0, 9| [exp(ido)d=

<N j exp(—s P

_N| xp[ r(lml+ nd N
'!:e 2 " Im;L+§ mas— %

) |exp(1 Re AT)I Iexp( Im/lr)ldr

-4

ImA+ >0 veya ImA>- - oldugunda integral yakinsaktir.

g £
51—53 51—63

£ _ icin, ImA> —o
§1—§3 51—‘53

igin analitik olur.

Keyfi ¢, < oldugundan dolay1 1+d,;(4) fonksiyonu Im4 2> —¢,

d,(4) fonksiyonu igin |d,+,(z)|<——N—r oldugundan,
Y ImA+
51 - 53

I d;,(4)|—> 0 olur. Buradan da 1+d;,(2) =1+ o(1),|4] - oo igin oldugu goriilir.

1+d;;(4) fonksiyonu, ImA>-¢, ’da analitk oldufundan ve |4} > igin 1 ’e
yaklagtigindan bu fonksiyonun sifirlart simrh bir bolgede olabilir. Analitik fonksiyonlar i¢in

teklik teoremine gore ise, bu sifirlar sonlu sayrdadr.
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Diger fonksiyonlar i¢in de lemmanin birinci, ikinci kismi ve sifirlarin sonlu sayida olmasi

benzer sekilde ispatlamir.

&, ile reel eksenden sifirlara kadar olan uzakhig gosterelim.

£ N
& = mm(sl, —5—-) olsun. O zaman lemmanin Ggiinci kismi &, *m bu tammindan alinir.
17 53

2.4. Biitiin Eksende Ters Sa¢ilma Problemi

(2.1) denklemler sistemi igin ters sagilma problemi denildiginde, verilmig S/(1) matris
fonksiyonuna, bu matris fonksiyonunun sifirlanna ve kutup noktalarina gére denklemin
katsayilaninin bulunmasi anlagilir.

§/(A) matris fonksiyonunun sifirlan, 1+5,(4)=0 (k=12,3) kutup noktalan ise,
1+d;(1)=0 (i =1,2,3) denklemlerinin ¢oziimleri oldugundan lemma 2.5 “e gore sifirlarin
ve kutup noktalarmn sayisi sonludur. $%(2) fonksiyonunun sifirlanm 1;,4;,...,4; ile kutup

noktalarm ise 4, 4,,..., 4, ile gosterelim.
Biitiin eksende ters problemin ¢6ziimii agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem. (2.1) denklemler sisteminin katsayillarimn (2.2) ve (2.3) sartlanm sagladigini
farzedelim. O zaman (2.28), (2.29) formiilleri ile verilmis exp(idfx)S”(1)exp(-ilkx) ve
$%:(A) fonksiyonlan igin sifirlan olan Riemann-Hilbert probleminin ¢oziimiiniin varlig: ve
tekligi sartlan dahilinde S$”(1) matris fonksiyonu, bu matris fonksiyonunun Y Y S

stfirlan, 4;,4;,...,4, kutup noktalarina gore (2.1) denklemler sisteminin katsayilan tek tiirlii
tanimlanir.

ispat. $/'(1) matris fonksiyonunun verildigini farzedelim. (2.35) formiiliniin yardimyla
S (1) matris fonksiyonunu (2.36) *nin yardimiyla olugturabiliriz.
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S%(A) *nmn sifirlan $2(A) *nm sifirlar, $7(A) *nin kutup noktalan ise $72(1) *min kutup
noktalan olmasi nedeniyle ters problemin ¢oziimlenebilmesi, $”2(A) fonksiyonuna,
A, 45,..., 4, kutup noktalarina ve 4,4,,...,4,, sifirlarina gore (2.1) denklemler sisteminin

katsayilaninin bulunmasi problemine indirgenir.

S% (1) fonksiyonu verildiginde (2.28)-(2.29) formiillerine gore, W, (x,A) ve W (x,1) matris
fonksiyonlarint teoremin sartlarina gore bulabiliriz.

(2.25) ve (2.26) formiillerine gore ise denklemin katsayilan belirlenebilir.
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3. KENDI-KENDINE ESLENIK OLMAYAN ADi DiFERANSIYEL
DENKLEMLER SIiSTEMI iCIN YARI EKSENDE SACILMA
PROBLEMIi

Bu ¢aligmada,
3

S LS )y, ) = 28w, k=123 G.D
=

denklemler sistemi igin & >0> &, > &, oldugunda yan eksende (x>0) sagilma problemi
incelenmigtir. Burada denklemin ¢ (x) katsayllan; kompleks degerli, dlgiilebilir
fonksiyonlardir ve ¢, (x)=0 (%k=1,2,3),

lc,g. (x) | <cexp(~¢£x), (c>0 ve £>0 sabitlerdir.) (3.2)

sartlarimi saghyorlar.

3.1 Sacilma Problemi

Verilmig smir sartlanna ve ¢6ziimin asimptotik ifadesine gore yan eksendeki (3.1)
denklemler sistemi igin ¢oziimiin aranmasi problemine sagilma problemi denir.

(3.1) denklemler sistemi i¢in yari eksende agagidaki iki problem gézoniine alimr:

Birinci problemde (3.1) denklemler sisteminin x — +co ’da

W (x,4) = 4 exp(iA&x)+ o1) (3.3)

sartint ve x = 0 noktasinda

¥:(0,2) = 31(0,2),

¥(0,4)=0 CH



sartlarim saglayan ¢oziimii; ikinci problemde ise (3.1) denklemler sisteminin x — +o0 *da
¥ (x, ) = 4, exp(idd;x) + o1) 3.5)
sartini ve x = 0 noktasinda

¥3(0,2) = y;(0,2),

y5(0,2)=0 ¢6)

sartlarimi saglayan ¢6ziimii aranir.

Lemma 3.1. (3.1) denklemler sisteminin (3.2) sartim sagladifim farz edelim. Bu durumda
birinci ve ikinci problem igin sagiima problemi, L (E,E,) (E=(0,0) dur.) uzayinda
asafidaki integral denklemler sistemine esdeger olur:

W = A, explidfx) +i[ Y (e y2(x") explidl,(x - x')) dx’

x j=l

p=12, k=23 (.7

1l

vt =B explidg,x) +i[ Y ¢, () 2 () explidg, (x~ ")) d’

x Jj=1

Burada,

B! = 441 3 [l (¢ ) exp(—iA& )~ 3, () exp(-iAy )y (x") i,

0 Jj=1

B} =—i[Y ¢, (x")exp(—iALx)y)(x') dx’

(3.8)

® 3
B! =i 3, () exp(-iAgx )Y} (x)) ',

0 j=1



43

B = 4, +i[ 3 [6, () exp(~iA&x") - oy, (x') exp(—iAL,x) Y (x') e’

0 J=1
dir.
ispat. (3.1) denklemler sistemine egdeger olan

1i(x) = Aexpliagx) +i[ Y ¢, (¢)y, () explidé,(x - x") dx’ ,

x J=1

¥,(0) = B expliag,x) +i[ Y ¢, (¢")y, (x)expliag, (x— ) dx’ , (3.9)

x Jj=1

¥5(x) = B, exp(ia&;x) +i[ Y ¢, (x")y, () explid, (x ~ x*)) de’

x J=1
denklemler sisteminde (3.4) ve (3.6) sinir sartlarmi g6zéniine alirsak lemma ispatlanmus olur.

(3.7) denklemler sisteminde (3.2) sartin1 gézoniine alirsak,
W= A, exp(iAéx)+o(l), x—>ow, p=12 (3.10)
olur.

Teorem 3.1. (3.1) denklemler sisteminin katsayilaninin (3.2) sartim sagladifini farzedelim. O

zaman birinci ve ikinci problemin tek bir ¢oziimi vardir.

ispat. Lemma 3.1%¢ gore (3.1) denklemler sistemi icin yan eksende sagiima problemi (3.7)
integral denklemler sistemine egdegerdir. (3.2) sartindan ve denklemler sisteminin Volterra
tipinden integral denklemler sistemi olmasmndan dolayi, ardigtk yaklagim metodunun
yardimiyla (3.7) integral denklemler sisteminin ¢dziimuniin varligini ve teklifini gostermek
miimkiindiir. Boylelikle, teorem ispatlanmis olur.
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(3.7) integral denklemler sisteminde (3.2) sartim gdzoniine alirsak, kolayca gostermek olur
ki, birinci problemin ¢oziimil

Yi(x) = 4 explidgx) +o(D),
Yy(x) = B} explia&,x) +o(1), X ~> +% (3.11)
Yy(x) = B} explidg,x) +o(1)

asimptotikasina; ikinci problemin ¢éziimii ise

¥ () = 4, explidgx) +o(1),

¥ (x) = B} explidg,x)+o(1), X —> +00 (3.12)
¥3(x) = B} expling,x) +o(1)

asimptotikasmna sahiptir. Burada, B},B},B},B; (3.8) formiilii ile verilir.

Yukanda gordigimiz gibi, verilmis (3.3) asimptotikast i¢in birinci problemin tek bir

¢Oziimii var ve bu ¢oziim (3.11) asimptotik gosteriligine sahiptir. Yani dyle S,(4), S,,(4)

fonksiyonlan vardir ki

Bll =844,

) (3.13)
B, = 8,(4)4,
dir. Aym sekilde ikinci problem igin 6yle S,,(4), S,,(4) fonksiyonlan vardir ki

2 _
B =S, 614
B, =8,(M)4,
dir.

S.,(A),5,,(4A), S,,(2), S,,(A) fonksiyonlarmdan olugan



S l):(su(z) Snm))

Su(A) Sp(2)
matris fonksiyonuna, yan eksende (3.1) sistemi igin sagilma matrisi denir.
(3.8) ifadesinden gorildiigi gibi (3.1) denklemler sisteminin katsayilan sifir oldugunda,

Bl=4, B =0,
Bl=0, Bi=4,

olur. Bagka bir deyisle,

S =1, $(A) =0,
$x(D)=0, 8,(A)=1

olur; yani S(4) matrisi birim matris olur;

soo-(1 )

det S(A) fonksiyonunun sifirlarina S matrisinin stfirlar: denir. Boylelikle (3.1) denklemler
sisteminde, birinci ve ikinci problem igin S(A4) matris fonksiyonu ve onun sifirlarim

tammlamak miimkiindiir. Bu tiir probleme diiz sacilma problemi denir.

(3.1) denklemler sistemi igin ters problem denildiginde, S(1) matris fonksiyonuna ve baz

verilere gore denklemin katsayilannin bulunmas: problemi anlagilir.

Yukanda verdifimiz problemde ters problemin ¢ozilebilirligini genel sekilde kanitlamadan
once, birinci yaklagimda S(A) matrisinin elemanlarmin (3.1) denklemler sisteminin

katsayilariyla nasil baghi oldugunu gérmeye ¢ahisahm:
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(3.8) ifadesinde;

yll (x) = Al exP(m'élx):
¥,(x) = 4, exp(iAg,x),
»3(x)=0

alirsak,

Bl1 =4 [1+ijclz(x')exp[iﬂ(§z - §I)x']dx' _Tczl(x') exP[i}'(él - gz)x,]dx'] s

0 0

(3.15)

By =-i4 [J. C3(x") exP[i/l(gl - ‘fs)x']dx’ _J- cp(x’) exp[iil(gz B },‘3)36']‘1’"]

olur. (3.8) ifadesinde;

Vi (%) = 4, exp(iA&x),
y2(x) =0,
yi(x) = A4, exp(iléx)
alirsak;
Bl =i Azﬁcn(x') expliA(&, - &,)x'|dx’ *I cn(x)expliA(& - «fz)x']dx’} ,
(3.16)
B; = Az[l +i T ¢s(x")explid(&, — &)x']ax’ “J Cn (") expliA(&, - é)x’]dx'}

olur.

Bazi iglemlerden sonra (3.13) ve (3.14) ’i, (3.15) ve (3.16) *da gozoniine alirsak;
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Suﬂ,:l———i 012 2 )ﬂy | ( Y )ﬂy
W=1-g—5 [¢ («:2—51 G S (] bovery L

=1+ [F,() e dby,

Su(4 :“_—i'_w 31 z ) e” 32( ) i
() €1_§3 }[c (‘51_53 dy+§z 53'(‘:(: 52 53 ¢ dy

= [Fu)e” ay
elde edilir, burada
o )
= ‘h( — ), —wo<y<0
Fip=l B8 \ah
! y
c O<y<oo
L§2—§1 21(61"62)

0, —wo<y<0
F,(»)= i c ( Y )_,_ i c ( b4 ) O<y<®
63 - 61 ¥ 61 “63 ’:gz “‘fs * ‘52 —53

ve

i 7 s f e
S, (A) = 61 62.[21(51 52) b & - 3—'[0 (53 52) dy

0

- [Ro)#,

6.1

(3.18)

G.17

(3.18)

(3.19)
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SaB)=1- " éj(ﬁ é)wdy g - §I(§ és)e%

3.20)
1+ [Fy0) b
elde edilir, burada
P cB(:.f “Z ) —o<y<0
F(y) = zi ’ 3y : (3.19)
21 0 ®©
ng_élc (51_52) ==
[
z 12,‘ 013(63’5}, ~wo<y<0
E _ 37 %1 37 %1 20
2 (V) ﬁ ; " 13.209
E_z Cy E-E O<y<o

dir. (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.20") *den ,

cp(x)=i(&, - éa)Ef[xLé - 51)]
a3(x) =1(&; - gl)Fzz[x(éa - 61)1

u(x) =i(& — L) [x(& - &) =&~ E)Fu[x(&, - &) (3.21)
(X)) =i(&,— EIF[x(&, - &)]

Cu(¥) = i(& ~ &)y x4 - &)]

cn(®) =&~ ENFL[3(&, - £+ Fu[x(& - &)]}

(3.21) formiillerinden gorildigi gibi bir probleme gore denklemin katsayilanm tek tiirli
belirlemek miimkiin degildir. Ancak iki probleme gore denklemin katsayilari tamamen
bulunabilir.
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3.2. S(1) Matris Fonksiyonunun Ozellikleri

(3.1) denklemler sistemi igin yan eksende ters sagilma probleminin ¢oziimi igin §(1) matris
fonksiyonunun ve tersinin elemanlarimn farkh bolgelerde analitik olan, sinirda ise ¢arpimlan
veya farklan verilen iki fonksiyonun garpimi veya farki geklinde gosterilebilmesi ozellikleri
(Riemann-Hilbert problemi) gok énemlidir. Ileride ters problemi ¢ozerken (3.1) denklemler
sisteminin yardimiyla tanimlanan S(A) fonksiyonunun ve onun tersinin elemanlarinin bu tiir

carpanlarla ifade edilebildigini gosterecegiz.

Yan eksende (3.1) denklemler sisteminin ¢oziimiiniin integral temsilleri, A,(A) vektoriermnin

bilegenleri arasinda 6nemli bir iligki kurmaya imkan verir. Bu iligki baz1 6zel durumlarda
analitik fonksiyonlann yardimiyla verilir.

Lemma 3.2. Keyfi verilmis 4,, 4, i¢in

7©0,2) = (0,4 =(1+GL(D) 4, (3.22)
%0, = 20,0 =(1+ G2 (1)) 4, (3.23)
dir. Burada,

GL(h) = (1 - j;sz (0, D exp(iAr) dry (1 + iR; (0, Dyexp(idr) dr] -1 (3.22)
G:(A) = (1 - iRg (0, D) exp(iA7) d'r)_l (1 + :Ré (0, Dexp(iio) dr) -1 (3.23")
dir.

Ispat. 2. tip integral temsilinde
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0 0
1- [ R0, )exp(idn) dr=0, 1- [RA(0, Dyexp(idz) do0

olsun. O zaman,

¥1(0,2) = (l - J'sz(O, 7)exp(iir) df} (1 + j“.R,Z,((}, )explilr) dr) A,

¥2(0,4) = (1 - jRﬁ(O, 1) exp(idr) dz-) (1 + jRﬁ(O, T)exp(ii7) a‘r)A2

olup, (3.22) ve (3.23) ispatlanmus olur.

Lemma 3.3. B}, B’ i¢in

¥i(0,4)=y}(0,4)=(1+E,(2)) B, (3.24)
B, =e,(1)y,(0,4) (3.25)
dir. Burada,

E(})= (1 - TR;,(O, 2)exp(id7) dt) (1 + TR;(O, 2)exp(id) dr) -1 (3.24")

e, (A)= —[1 + ]2 R:(0, D) exp(id7) dr) U [R;, (0,2 +RE,(0, z')] exp(idz) dr] (3.25")
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Ispat. 6. tip integral temsilinde,
1- j RS.(0, Dexp(iln) dr#0, 1+ j RS,(0, ) exp(iz) dr+0
0 0

olmak iizere

yA(0,2) = [1 - IR; (0, 7)exp(iiz) d'r)—l(l + ]jR;; (0, 7)exp(idz) dr}Bzz

ve

Bl = —(1 + IR;(O, Dexp(idr) dt)hl G [R50, )+ R5,(0, 9) | exp i) dt) ¥1(0,4)

olup, (3.24) ve (3.25) ispatlanmus olur.

Lemma 3.4. Eger 4, = 4, ise

Y10,2) = 3(0,A) = (1+ F (1)) (B! - BY), (3.26)
Y2(0,2)=3(0,4) =(1+ L.(A)) (B} - B}) (3.27)
dir. Burada,

F(A)= j'R;(O, Dexp(iAc) dr— (1+ j[RjZ(O, 7)— R5,(0,7)]exp(ida) dr)
- - (3.26")

—o0

(1 + j[R;(O, 7) - R%(0, 7)) exp(ide) dt) URZ,(O, 2 exp(id7) dr}
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L(A)= (1 + j‘[st(O, 7)-R>,(0, 1')] exp(iﬂ.z')dr)—

00
dir.

Ispat. 3. tip integral temsilinde,

0
1+ [[R3(0,9) - R0, D]exp(idn)dr0
olmak tizere

yi- ( IRB(O 7)exp(ii7) dz) = (B} -B?) ijz(O 7)exp(iAr)dr,

]

y =(B - Blz)[l+ j 20, T)exp(i)ur)dr)— v IR;(O, 7)exp(ilr)dr

—0D

olup, (3.28) ve (3.29) *dan

(1 + j‘[sz (0,9 - R%(0, T)] exp(iAr)d r) -1

(3.27")

(3.28)

(3.29)

¥ =(B - B} [(1 + J‘ R(0,7) exp(l/?.z')d‘rJ— (1 + Jq R.(0,9)-R(0, r)]exp(i/lr)dr)

( jl[RE(O - R(0, T) exp(zlr)dr) j (O, r)exp(z)ur)dz‘}

—o0
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0

y?=(B' - B )(1 + [[R(0,9- R0, )] exp(z';tz)dr)

-~

0
(1 + J‘[sz (0,7~ R.,(0, r)] exp(ilr)dz‘)
elde edilir. Boylelikle (3.26) ve (3.27) ispatlanmug olur.
Lemma 3.5. Eger B, = B ise,
%(0,4) = y3(0,2) =(1+m, (D) (B ~ B), (3.30)

¥1(0,4)=y;(0,4)= M,(4) (B, - B) (3.31)

olur. Burada,

m. (X)) = [[1 - TR; 0,7 exp(iﬂ.r)dr) - [1 - iiZRSSl 0,7 exp(ilr)dz')
TR;", ©,79) exp(iﬂ.r)dr] [(1 + T R, (0,7)exp(id7) dr) (3.30")

+ (l - TR; (0, ) exp(iAr)d r) U R;,(0, 7)exp(iAt) d’rﬂ -1,

M. (2)= —(1 - TR; (0, D) exp(id7) dr) [(1+m,(2)) TR;, (0, Dexp(idr)dr
0 0 (3.31)

+ j R}, (0,7) em(iﬂr)dt].
0
Ispat. 5. tip integral temsilinde

1- TR:‘ (0, D)exp(iAn)dTr# 0
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olmak tzere,

»=(B- Bf)(l +[R0,9 em(iﬂr)drjﬂyl‘ D[RO depiindn,  (332)

yi= —(l— TR;1 0,7) exp(ilr)dr) (yll TR;(O, 7)exp(ilr)dr
° ° (3.33)

(- BD[ R, 0.9 espznar]
0
olup (3.33), (3.32) ’de yazilirsa,

¥l = [1 - T R; (0, D) exp(ilr)dz— (l - TR; 0,7 exp(ilr)dz‘)

U R3,(0, D) exp(idr)d Tﬂ l:l + ]Estz (0, 7)exp(ilr)dr

+ (1 - TR; (0,7 exp(iﬂ.r)dr) Tz@z 0,9 exp(mr)dr] (B'-R%)

olur ve boylelikle (3.30) ifadesi ispatlanur.

Sonuncu ifade (3.33) ’de yazlirsa,

W= —(1 - TR; (0,7 exp(iflr)dr) [(1+m,(2)) TR% (0, Dexp(idz)de

+]2 R, (0, r)exp(ilr)dr} (B, - B})

olur ve boylelikle (3.31) ifadest elde edilmis olur.
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Lemma 3.6. Eger B = B? ise, 0 zaman

YO.1) = 310,0) = dy(2)(B} - B), (3.34)
Y2(0,2)= 2(0,4) = d,(A)(B! - BZ), (335)
4~ 4,=R()(B}- BY) (3:36)
dir. Burada,

o

1+ [[RA(0, - RY(0,7) ~ R4,(0, D)]exp(ide)dr = 0

0
olmak lizere

@®

R(A) = (1 + I[Rfl (0,7)— R (0,7) - R; (0, r)]exp(il‘r) dr)

0

. (3.34")
[1 + [[R4(0, 9+ R4 (0,1~ RA(0, )] exp(iﬂz)dr}

d, ()= (T R (0,7) exp(iﬂ’r)d‘r) R(A)+ jR; (0, )exp(idr)dz, (3.35)

d,(A)=- [[T R0, 7)exp (iﬂ.T)dT) R(A)+1+ [Riy(0,7) exp(ilr)dt} (3.36)

Ispat. 4. tip integral temsilinde B! = B? almmakla,

y-yi= (1 + TRﬁ(O> 7) exp(iﬁw)al'r)(Al ~ 4,)+ ( J‘RI‘E(O, 7) exp(iﬂxr)d‘r)(Bz1 - Bzz), (337
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»= (T RY(0,9) exp(iﬂ.r)dr)(A, — 4,) +( }R;;(o, ?) exp(izlr)dr)(B; -BY), (3.38)

—y? _(j R%(0, r)exp(l/lt)dr)(A —4)+ (1+ [Ri 0, T)exp(m)dr)(B‘ B (339)

olup, (3.38) ve (3.39) taraf tarafa toplanir ve (3.37) ile karsilagtirilirsa

(1 + J.[R14x(0a )~ Ry (0,7) ~ Ry, (0, T)]exp(i/lr)df}A} - 4,)

= [l + }[R; (0,7)+ R5,(0,7) - R(O, T)] exp(iit) dr)(B; ~ B,f)

—a

olur ve buradan,

(4,-4) (1+ [[R\©.9-Ri(0, 9~ Ry, r)]exp(zzr)dr)

[1+ [[R0. 9+ R0, 9~ RA(Q, r)]exp(mf)dr) (B:-B2),

—0

»(0,2)=y,(0,4) = [(T R;(0,7) exp(ilr)dr) R(4)

+ jR,g(O, 7) eXP(ilT)df] (B:-B2),

Y(0,2)=y2(0,4) = —[(TR;I(O, 9 exp(mr)dr)R(/n +1

+ j' R.(0, D) exp(idn)d T] (le -B )
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olup, (3.34), (3.35), (3.36) ispatlanms olur.

Lemma 3.7. Eger B! + B? =0 ise keyfi verilmig B;, B} i¢in

J(0,2) = y2(0,0) = (1-+ H, (1)) (B! + BY), (3.40)
2(0,4) = ¥(0,4) = F,(4) (B! +B}) (3.41)
dir. Burada,

1- IR;(O, Dexp(idr)dr#0, 1- IR;(O, 7)exp(iAr)dr#0
0 0

olmak uzere,

H.(A)= Kl - ],, RS,(0, 2) exp(idd) dr) 4 (1 - TR; ©,7) exp(m)dr] .
].. R3,(0, Dexp(iAr)dr. T R;(0,7) exp(iﬂr)dz‘]
Kl + ]2 R:,(0, 1) exp(id7) dr} + (1 - TR; (0,79 exp(izr)dr) (3.40")

]ER352 (0, ) exp(id7) d{i R} (0, D)exp(idr)d 'r] -1,
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F)= l:(l - ].OR; (0, D) exp(ii7) dr) - [1 - TR;, (0, 7) exp(id7) d'r) .
TR;, (0, D)exp(iAn)d r.]: R} (0, 7)exp(irt) d{i
[T R352 o, ’l') €Xp (i/‘i,’l')d‘l"i~ (1 - ]ERZSI (O, T) exp(lﬂz') dz-) (3 414)

(1 + IR;Z (0, 7) exp(id7) dr).]:le (0, 7)) exp(id7) dr].
Ispat. 5.tip integral temsilinden B} + B? =0 alinmakla,
HON = BB+ 0L+ D[ R0, 0 8L+ ) [ R 0.0,
ve

K ©0,2) = i+ ) [ R0, D+ (B} + BY) [ R, (0, )dr

olup,

(1 - IR;, o, T)d‘r)yll - y,ZIRl’, ©,9)dr=(B'+B) [1 + IR;; o, r)dt) (3.42)
ve |

(100t 00e- (a12) [ .00 64

dir. (3.43) ifadesi, (3.42) ’de yazilirsa (3.40) ve (3.42) ifadesi, (3.43) ’te yazhirsa (3.41)

ispatlanmus olur.
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Teorem 3.2. (3.1) denklemler sisteminin (3.2) sartlanim sagladifim farzedelim. O zaman,

S(A) matris fonksiyonunun, sonlu sayida A lar haricinde $™(1) = ||y,,.(z){f _, tersi vardir.
WJ=

8 (D), ru(d), ¥ 12 (A)+7,(2)

fonksiyonlan ise agagidaki
Sa(2) = (1+ E,(0) {1+ G2 (b)),
yu D =(1+GLW) " (1+ B,(1) = (1+ GL @) (1+m, (D)),

(W) + 75D =01+R.(1) " (1+R.())
carpanlanna sahiptirler.

$1:(A) = 5,,(A), 72, (A), ¥1,(4), 7(A)

fonksiyonlar ise,

Su(A) =Sy (A) = (1+ F. () (1+GL (D)
(D) =(1+G2 ) " F.(y=(1+G2(0) " M, ()
re={1+GL )" d)

72D =1+ G2 D) dy(A)

seklindedir.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Burada G.(2), (322); GL.(4), (3.23); F.(A), (3.26); F,(A),(3.41); m.(4),(330")
M, (%),3.31); d,(A), (3.35); d,(A),(3.36'); H (1), (3.40") seklindedir.

Ispat. Once S(A) matrisinin sonlu sayidaki noktalar haricinde tersinin varliin ispatlayalim.

Sagilma matrisinin tanimindan kolayca gostermek olur ki,
Bl +B; :[S,,(z) S,z(/l)) (A) Gs1)
B, + Bzz $, (D) $,(D)) \ 4, .

dir. S(A) matrisinin tersinin oldugunu gostermek igin sol tarafin, yani B +B?=0,
B} + B} =0 halinde 4, = 4, =0 oldugunu gostermek yeterlidir. B} + B> =0 ve Bl + B =0
oldugunda lemma 3.7 *den y!(0,1)=y}(0,4)=0 almr ve smr sartlanm da gozoniine
alirsak, her iki problem igin

$1(0,4) = ,(0,2) = 3(0,4) = 0

olur. (3.1) adi diferansiyel denklemler sisteminin bu tiir homojen baglangi¢ sartlari i¢in yalmz
sifir ¢oziimii mevcuttur. Lemma 3.2 *den ise 1+ G| (1), 1+G] (1) fonksiyonlannin (3.2)
sart1 dahilinde sonlu sayida sifirlan oldugunu gozoniine ahirsak,

A=0, 4,=0

alinz. Bu tersi, #(4) = ”yg (/1)".

2
4, j=1

ile iaretleyelim. Boylelikle, sonlu sayidaki A lar haricinde

S7(A) *mun varh ispatlanmus oldu.

1. S,,(A) fonksiyonu i¢in (3.44) formilinin dogrulugunu gosterelim. Lemma 3.2 ve lemma
3.3 ’ten

(1+G2 (D) 4, = (14 E, (D) B:

alimir. Buradan ise ( sonlu sayida A lar haricinde),
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B =(1+ E. () (1+GL(D) 4,

dir. S,,(A1) fonksiyonunun tanimindan (3.44) formiilii elde edilir.

2. 7,,(4) fonksiyonu igin (3.45) gosteriliini ispatlayalim. Lemma 3.2 ve lemma 3.7 den
(1+GL() 4, = (1+H,(2) (B! + B?) (3.52)

elde edilir. (3.51) *den goriildugi gibi,
(Al ) _ (yu(z) r,zu)) (B: +Bf]
4,) \ra(d) (1)) \B+B;
dir. Buradan ise lemma 3.7 ’nin sarti dahilinde (yani B, + B} =0 oldugu igin),
4= 7,(2) (B + B)
olur. Sonuncu ifadeyi (3.52) ile kargilastirirsak, sonlu sayida 4 lar haricinde
ru® =(1+GL@) " (1+ H,(2)
elde edilir.

3. Sonlu sayida A lar haricinde 7,,(2)+¥,(4) icin (3.46) formiliinin dogrulugunu

gosterelim.

S(A) fonksiyonunun tammindan kolayca gérmek olur ki sonlu sayida A lar haricinde

B:—Blz _(Su(l)‘slz(/l) Slz(/l))( 4 ) (3.53)
B-B:) \Su(D-S,(1) S$,(1) \4,-4, '



ve

4 V[ 7@ 7a(d (BB
[Al = Az) ) (711(/1) Tra(d) A+ 722(/1)) [B; -~ B;) (3.54)

dogrudur. Lemma 3.6 *daki (3.36) formiiliinden ve lemmanin sart: dahilinde
A~ 4, =(7,(A)+ 7(1) (B - BY)

oldugundan

(D) +7,(2) = R(A)=(1+R,(1)) " (1+R.(1))

alinir. Burada,

R.() = [[ R0, 9~ RA, 9 R (0, ] explidn)d

R(M= j[R; (0,7)+ R3,(0,7) - R,(0, 9| exp(idn)de

drr.
4. §;,(A)—8,,(A) i¢in (3.47) formiilinin dogrulugunu gosterelim. 4, = 4, oldugunda

lemma 3.2 ve 3.4 *ten sonlu sayida A lar haricinde,
(1+GL®) 4 = (1+ F- () (B! - B?)
veya

B -B =(1+ F. () (1+GL() 4

olur. Sonuncuyu, 4, = 4, oldugunda (3.53) ile kargilagtirirsak,
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S-S, () =(1+F (1) (1+ G (1)

elde edilir.

5. 7,,(4) fonksiyonu i¢in (3.48) formiiliiniin dogrulugunu gosterelim.
B, + B} =0 olsun. Lemma 3.2 ve 3.7 *den uygun olarak,
1) =(1+G () 4,

ve

Y:(0,)=F.(3) (B} + B})

yazabiliriz. Buradan ise sonlu sayida A lar haricinde
4,=(1+GL ()" E.(3) (B +B))

elde edilir. Bu ifadeyi,

4,= 1,03 (B +B)

ile kargilagtinrsak

7 =(1+GL () F, ()

olur.

6. 7,,(2) ve 7,(4) fonksiyonlan igin (3.49) ve (3.50) formiillerinin dogru oldugunu
gosterelim.
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B} = B? olsun. (3.54) ’ten

4 =1,(»(Bi-B),

(3.55)
A-A4= (}’12(/1) + 7’22(’1)) (le _Bzz)
veya
4=—1n(D) (B -B) (3.56)

alinir. Diger taraftan, lemma 3.2 ve 3.6 *ya gore sonlu sayida A lar haricinde
4=(1+GL )" dd (8- B2),

4,=(1+G2)" d,(») (B - BY)

dir. (3.55) ve (3.56) *y1 sonuncu ifadelerle kargilagtimirsak

72 =(1+GL@) " d(@),

72 =-(1+G D) 4D

olur.

7. (3.45) ve (3.48) formiillerinin ikinci kisimlarim ispatlayalim. B} = B? oldugunda,

4 =1, (B - BY),
4-4,= (711(1) + 721(/1)) (Bll - Blz)
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veya
4 =~yn(2) (B! - B?)
olur. Lemma 3.2 ve 3.5 ’ten ise,
(1+m,(2)) (B - B) =(1+G!. (1) 4
ve
M, (D) (B! - B =(1+GL(1) 4,
oldugundan, sonugta

YA =(1+GLA) " (1+m (1),

D=1+ G )" M)

elde edilir.

71, (4) ve 7,,(4) ’in (3.45) ve (3.48) formiillerinden goriliiyor ki
H, (2)=m(4),

F(A)=-M.(2)

dir. Boylelikle teorem ispatianmig oldu.
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3.3 Ters Saciima Problemi

Yan eksende ters sagilma problemi denildifinde S(A) matris fonksiyonuna goére (3.1)
denklemler sisteminin katsayilarmin bulunmasi anlagilir. Yan eksende ters problemin
cozilmesi algoritmasi, tiim eksende ters saglima probleminin ¢oziilmesi algoritmasina

indirgenir. Bu algoritma agagidaki teoremde verilmustir.

Teorem 3.3. Farzedelim ki (3.1) denklemler sisteminin katsayilan (3.2) sartim
saghiyorlar. O zaman sonlu sayida noktalar haricinde verilmis S(A) matris fonksiyonuna

gore denklemin katsayilan tek tiirli tamimlanir.

ispat. Tim eksende tammlanan TI(1) fonksiyonu (4,,B,,B,) vektorini baglangig
sartlara, yani (1,(0),,(0),y,(0)) vektoriine doniitiiriir. Bildigimiz gibi (4. tip integral
temsilinden goriildagi gibi) T1(1) fonksiyonu asagidaki sekildedir:

1+R;, R, Ry
()=| Ry 1+R, Ry
R;H R:: 1+ R;3—

Simdi gosterecegiz ki, yan eksende S(A) matris fonksiyonu verildifinde sonlu sayida
noktalar haricinde IT(4) fonksiyonunu tek turli tanimlamak miimkiindiir. TI(A1)
fonksiyonuna gore ise denklemin katsayilan tek tiirli tanimlandifindan, o zaman (3.1)
denkleminin katsayilann S(A) matris fonksiyonuna gore de tek thrli tanimlanmig
olacaktir.

S(1) matris fonksiyonuna gore Il(4) fonksiyonunun nasil tanimlandifini gésterelim.

Teorem 3.2 ’den,

YD)+ ¥u(A)=(1+R )" (1+R.(A) = R(A)
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oldugundan Riemann-Hilbert problemine gére R (1) ve K (1) ’y1, yani
R+ (ﬂ) = 111414- - R241+ - R:1+ 2

(3.57)
R_(/l) = Rgs— +R73« "'R:&

ifadelerini bulmak mimkindur.

Teorem 3.2 ’den Riemann probleminin yardimiyla S,,(1) ve ¥,,(4) fonksiyonlarimn
carpanlarim, 6zel halde

G.(4), Gi(4)

fonksiyonlanm bulabiliriz. 7,,(1) ve 7,(A) fonksiyonlanmn ifadesinden ( (3.45) ve
(3.50) formiillerinden)

dy(A) = r,()1+GL (D),
d,(A) =~ 7, (A)(1+G2. (D))

almir.

Lemma 3.6 *dan,
d(H)= R;H (711(’1) + yzz(/l))'*‘R;;- >
d,(1)= "R341+ (711(1) + 7’22(2')) +1+ R;3_

veya
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d(A) =Ry, (1+R, (1)) 1+ R () + R,
dy(A) =R, (1+R.(A)" (1+ R (D)) +1+ RS,

olur. Sonugta (R,,,R;, ) ve (R}, R}, ) bilinmeyenlerine gore asagidaki iki Riemann-
Hilbert problemini elde ederiz.

Ry (1+ R(D)" + Ry ((A+R.(A))" =4, (D((1+ R ()7,
(3.58)
~Ry, I+ R ()" + Ry, ((I+R.(A))" =(d,(A)-D((+R.(A))™".

(3.58) ’den

m]+’ R341+7 R?i‘f—-’ R;S—-

fonksiyonlari, Riemann-Hilbert probleminin yardimiyla bulunur. (3.57) ifadelerini de
gb6zoniine alirsak,

R =R(A)+R, +R;,,

R, =+Ry, +Ry —R (%)

elde edilir. Bagka bir deyisle, II(4) matrisinin birinci ve tigtinci stitunian bulunmus olur.
Simdi ise T1(A) matris fonksiyonunun ikinei siitununun elemanlanm, yani R}, R;,, R},
fonksiyonlanim bulalim. Bu amagla 4. tip integral temsilinden baglangigc x = 0 noktasinda

uygun olarak birinci problemin ¢dziimiinden ikinci problemin ¢oziiminii ¢ikartirsak ve
B, = B? oldugunu gozoniine alirsak agagidakileri elde etmis oluruz:
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»1(0,4)-y7 (0,4) = (1+ R, ) (4 - 4,) + R, (B - BY),
12(0,4)-3:(0,4) = 3 (0,1) = Ry, (4, - 4,)+(1+R,) (B - BY),
Y0, -y;(0,) ==y (0,A) =Ry, (4, - 4)+R;, (B - B).

Lemma 3.5 ’i, 4-4,=(r,(D)+7,(1) (B! -B?) ifadesini ve B!,B> ’nin keyfi
oldugunu yukandaki egitliklerde g6zontine alirsak,

Lem, (A) - M, (A) = (1+ R%.) (7,(D) + 7 (R) + RS,
m. ()= R;1+ (7’11(’1) t+ ¥ ('1)) + R242 9

~-M, (A)= R;1+ (711(A)+ 721('1)) +R;2

olur.

m (A) fonksiyonu Teorem 3.2 ’den y,,(A) fonksiyonunun carpam gibi, M, (A)
fonksiyonu ise S,,(2) “min garpam olan G’ (4) ’nin ve y,,(4) fonksiyonunun yardimiyla

M,(D) =~ W1+ G2 (D)

seklinde bulunur. Boylelikle R, R’,, R!, fonksiyonlar,
Ry =1+m,(A)- M, (1)~ (1+ RS, ) (ru(A) + 7 (A),

Ry, =m, (D) - R}, (7,,(D)+ 71 (2),

R;tz =-M (1)- R;n (711(2') + 721(2'))

elde edilmis olur. Bununla da teorem ispatlanmms olur.



70

4. SONUCLAR

Yan eksende verilmis sagilma matrisiyle, tiim eksende venlmis sa¢ilma matrisi arasinda

sonlu sayida noktalardan dolayr 6nemli bir iliski oldugu géralmuigtiir.

Elde edilen sonuglar, kismi tiirevli non-lineer problemlerin ¢oziimiinde kullamlacaktir.
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Ek 1. Riemann-Hilbert Problemi

Riemann-Hilbert problemi agagidaki sekilde verilir:

Kompleks diizlemde kapah I' konturu (bu kontur sonsuzluktan da gegebilir), kontur
iizerinde tammlanmig N. mertebeden (G(A) matris fonksiyonu verilmigtir. Kontur iizerinde,

(D) Y,(D) =G(4) ED

sartim saglayan, konturun i¢inde ve disinda analitik olan ‘¥,(1) ve ¥,(4) fonksiyonlarmin
bulunmas1 problemi Riemann-Hilbert problemi olarak adlandinlir. Burada goriildiigi gibi
Riemann-Hilbert probleminin ¢ozimii tek tirlta degildir. Gergekten ¥, (1), W,(4) aranan
¢oziim g ’de tersi olan matris fonksiyon ise, 0 zaman ‘¥,g ve g™"¥, matris fonksiyonlan da
aynt G(A) fonksiyonu i¢in Riemann-Hilbert probleminin ¢oziimii olacaktir. Bu durumdan
kurtulmak i¢in Riemann-Hilbert problemini normalize etmek gerekir. Bunun i¢in ¥, veya
¥, fonksiyonlarinmn analitiklik bélgesinin herhangi bir noktasinda degerini vermek yeterlidir.

A—>o ign ¥, -1,

veya

A—>o igin ¥,—>1

ise buna kanonik normalize denir.

¥, ve ¥, matris fonksiyonlari, analitiklik bolgelerinde det'¥, #0,det'¥, 20 sartim
saghiyorsa bu tir Riemann-Hilbert problemine, regiiler Riemann-Hilbert problemi denir.

Kolayca gostermek olur ki normalize edilmig regiiler Riemann-Hilbert probleminin ¢oziimii
tektir.
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Skaler homojen Riemann-Hilbert problemi.

Farzedelim ki, kapalh I" konturu tizerinde verilmig skaler G(A1) fonksiyonu, I" iizerinde
sifirdan farkhdir ve I' *dan alinmmg keyfi iki 4,,4, noktasi igin

IG(4,)-G(A)|<M|A,-2]|", M>0, 0<ax<l E.2)

Holder sartim saghyor

Konturun ayrrdifs i¢ bolgeyi D, , dis bolgeyi D_ ile ve D, ’da analitik fonksiyonu X (1),
D ’de analitik fonksiyonu ise X_(A) ile igaretleyelim. Bu fonksiyonlar kanonik normalize
fonksiyonlar olsun. O zaman Riemann-Hilbert problemini agafidaki gibi de yazmak

mimkiindur:
X (A)=GA)X (1), Ael

Bu problemin ¢6ziimi agik sekilde verilebilir.

Coziimii vermeden 6nce Riemann-Hilbert probleminin ¢oziilmesinde 6nemli rol oynayan

index kavramini verelim:

ind G(1) = 51; [argG(A)], = 51,,7 falinGa).

Burada argiimanin deZigmesi egri boyunca pozitif yonde anlagihir. Farzedelim ki,

x=ind G(1)

dir. O zaman

X, (4), AeD,

X(@)= {X_ (1), AeD.
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¢Oziimii, asagidaki gibi verilir.

B exp(H(1)), AeD,
XH= {z"‘exp(H(/l)), ieD’

In(*G(z))

dt.
-2

]
burada, H(A) =
urada, H(A) sz

r
Bu tiir ¢oziim temel ¢6éziim olarak adlandinlir.

1958 ’de Krein ve Gohberg g¢ekirdek fonksiyonunun yalniz argiimanlann farkina bagh
oldugu halde yan eksende integral denkiemleri 6grenirken klasik Holder sartlan diginda
daha genel halde kendi ¢6ziim (faktorizasyon) yontemlerini vermiglerdir.

Farzedelim ki, f(¢) e L,(R) dir ve R, ile f(¢) fonksiyonunun Fourier transformasyonlari

uzaymn igaret edelim. Yani,
R,= {m): F(A) = [ f@expliAt)at, f(2) eL.(R)}
dir. Uygun olarak R R R; ile

R, = {F (Z,a):F (A,a)=a+ T f(Dexp(iAt)dt, f(t) e L,(R)},
R, = {E(Z,a)if'l(l,a) =a +Tf (D)expGdr) dt, f(1) GL.(R)},

R = {F_ (La) F(La)=a+ j f(Oexp(irt)dt, f(2) eL,(R)}
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isaret edelim. Kolayca gostermek olur ki R, ’dan olan fonksiyonlar st yan 7z, diizleminde,
R, ’den olan fonksiyonlar ise z_ alt yan diizleminde analitik fonksiyoniardir.

Gohberg ve Krein,
20) - [ K(t—5) gls)ds = £ (1)

denkleminin ¢6ziimiini Riemann-Hilbert probleminin yardimiyla agik gekilde ifade
etmiglerdir. Burada, () ve f(#) vektorler, K(f) ise elemanlan L (R) ’den olan N x N
matris fonksiyondur. y(#) ve f(f) vektor fonksiyonlarnimn bilesenleri ise L (0,0) ’a
dahildir.

Farzedelim ki G(4) €R skaler fonksiyonu kapali L =[-c0,00] aralifinda tammlanmistir ve
G(A)#0, A €R.

Riemann-Hilbert problemi yukandaki isaretlemeler dahilinde asagidaki gibi verilebilir:
G=GG, GJ(o)=1, G,eR,. (E.3)

Krein, 1958 *de agagidaki teoremi ispatlarmgtir:
1. Farzedelim ki G(Z) fonksiyonu yukandaki (E.3) sartlanm saghyor. Bu fonksiyon
kanonik faktérizasyona yalniz ve yalmz o zaman sahiptir ki eger G(1)#0 ve indG=0

olsun.

2. Farzedelim ki G(4) %0 ve indG=x#0 dur.

i) Eger x> 0 ise o zaman Oyle @,,...,q, €z, noktalan ve p,+..+p, = k sartimi saBlayan
Di»---»D,, tamsayilan vardir, dyle ki G, (4) € R,. Bundan bagka 6yle G_(4) € R. fonksiyonu
vardir, dyle ki G=G,G_ ve G_ fonksiyonuz_ ’de sifirdan farkhdir. Burada a,,...,a, ler
G.(A) 'mn p,,p,,..., P, -ci mertebeden sifirlandir.
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if) Eger k <0 ise yukandakiler benzer sekilde sdylenebilir. Burada, p,+...+ P =K.
Burada G, (A1) fonksiyonlar,

G.(A) =1+ [exp(idt) y.(t) dl, Aenm,
0

gibi gosterilebilir.

Bu teorem Gohberg ve Krein [1958] tarafindan matris fonksiyonlar igin benzer sekilde
genellegtirilmigtir.



79

OZGECMIS
Dogum tarthi 7.5.1970

Dogum Yeri Istanbul

Lise 1980-1986 Fatih Kiz Lisesi

Lisans 1986-1990 Mimar Sinan Universitesi Fen-Ed. Fak.
Matematik Boliimii

Yiiksek Lisans 1990-1992 Mimar Sinan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Doktora 1993-1999 Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Cabist kurum  1992-Devam ediyor Yildiz Teknik Universitesi Matematik Boliimii
Ogretim Gorevlisi



