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TESEKKUR

Doktorami1 yoneten ve ¢aligmalarimda yardimlarini higbir zaman esirgemeyen; her zaman
yakin ilgi ve destegini gordiiiim; hocam Sayin Dog. Dr. Fiisun URAS ’ a minnet ve

stikranlarimi sunarim.



OZET
Calisma, giris ve ii¢ b6liim halinde sunulmustur.

LBoliimde, O. Bonnet’in yiizeyler teorisine ait gok {inlii bir teoremi ele alinmugtir.
Nu2.1.de, konuyla ilgili teoremler hatirlatilmug; Nu2.2. de de agilabilir ylizeyler 6zel
halindeki sonuglar 6zetlenmigtir. Nu 2.3. de doguranlan birbirine karsilikli gelecek sekilde
izometrik tasvir edilebilen yiizeylerin biiyiikliikleri verilmistir. Nu 2.4.de, genel hal, yani
birbiri tizerine doguranlar kargilikli gelmeksizin izometrik tasvir edilebilen ylizeyler
problemi ele alinmig ve bu yiizeylerin bityliklitkleri hesap edilmistir.

II.Boliimde, bir Bonnet yiizey ¢ifti olugturan yiizeyler konusu iizerinde durulmugtur.
Nu 3.1 de bu konunun son agamasim olugturan temel teoremin ifadesi verilmigtir. Nu 3.2.
de dogrusal Bonnet yiizeyi lizerinde durulmustur.

III.B6liimde, dik durumlu yiizeylerin belirtilmesi problemi ele alinmistir. Nu 4.1. de
genel agiklamalar yapildikdan sonra Nu4.2. de, agilabilir ylizeylere dik durumlu
yiizeylerin tiimii belirtilmigtir. Nu 4.3. de problem genel olarak ele alinmi§ ve problemin,
A B bilinmiyen fonsiyonlarina ait diferansiyel denklemleri elde edilmigtir. B=0 , A#0
ozel hali incelenmistir. Nu 4.4. de bir yiizeyin sonsuz kiigiik biikiilmesi probleminin dik
durumlu yiizeylerle dogrudan ilgili oldugu hatirlatilmigtir. Nu4.5. de de bulunan
diferansiyel denklemler olduk¢a genel bir 6zel halde ¢oziilerek A , B fonksiyonlari
belirtilmistir. Nz 4.6. da dik durumlu yiizeyler yardim ile belirtilen izometrik yiizey
giftlerinin biiyiikliikleri belirtilmig, sonra da bu izometrik yiizey ¢iftlerinin bir Bonnet
yiizey ¢ifti olusturmasi kosulu elde edilmigtir. Bu kosul ¢ok sade ve ¢oziilebilir bir

diferansiyel denklem olarak ortaya ¢iktiindan , genel incelemeler igin 6nemli bir adim
olusturmustur.



ABSTRACT

This work, is presented with an introduction and three chapters.

In the first chapter, O. Bonnet’s very famous theorem, related to the surfaces theory, is
explained. In section 2.1., some theorems about this topic are mentioned. In section 2.2., in
special case of developable surfaces, some results are summarized. In section 2.3., the
magnitudes of isometrically mapped surfaces, are given so that, the generators of these
surfaces are preserved. In section 2.4., the problem in which a ruled surface is isometrically
mapped to another, with non-preserved generators are studied, and the magnitudes of these
surfaces are calculated.

In the second chapter, surfaces that form Bonnet’s surface pair are studied. In section 3.1.,
basic theorem that forms the last part of this subject is expressed. In section 3.2. ruled
Bonnet surface is discussed.

In the third chapter, the specification of the problem of the surfaces in ortogonal position
(i.e. the surfaces correspond with ortogonality of corresponding directions) is explained. In
section 4.2., all of the surfaces in ortogonal positions with developable surfaces are
mentioned. In section 4.3., the problem is observed in general and differantial equations
belonging to the unknown functions of A, B are obtained. Special case; B=0 , A= 0 is
examined. In section 4.4. it is remarked that the problem of infinitesimal bending of a
surface is directly related to the surfaces in ortogonal position. In section 4.5., equations
found are solved in a special case and functions A and B expressed. In section 4.6., the
magnitudes of isometric surface pairs, expressed with the surfaces in ortogonal position,
are given and than the condition of this isometric surface pairs forming a Bonnet surface
pair is obtained. Since this condition occurs as a very basic solvable differantial equation it
has found an important step for general examinations.



YUZEYLERIN BiRBiRi UZERINE IZOMETRIK TASVIiRi PROBLEMI

1.GIRIS

Bu galismada, 3 boyutlu Euclid uzayinda géz 6niine alinan iki yiizey arasinda kargilikla
noktalardaki metrigi koruyan yani izometrik olan tasvirler s6z konusu edilecektir. Bu
konu, diferansiyel geometrinin en eski ve en 6nemli konularindan biri olup g¢ok
incelenmigtir. Bununla birlikte bu klasik konuda bir ¢cok yonden yeni aragtirmalar da
yapilmaktadir. Caligmamizda:

I. Béliimde, O. Bonnet’ nin agilabilir olmayan dogrusal ylizeyler arasindaki izometrik
tasvir ile ilgili ve her diferasiyel geometri kitabinda yer alan klasik bir teoreminin
konusunu olusturan dogrusal ytizeylerin biiytikliiklerini belirtecegiz.

I1. B6liim, ilk defa yine O. Bonnet’ nin ortaya attif1 6zel bir izometrik tasvir problemi ile
ilgili olacaktir. Bu problem, izometrik tasvirde 6zel olarak asal egriliklerin de korunmasi
kosulunu icermektedir. Boyle 6zel bir izometrik tasvir ile birbiri {izerine tasvir edilebilen
yiizey ¢iftlerinin arastirilmasi olduk¢a ilging bulunmus ve bir ¢ok calismaya konu
olmusgtur.

II. Béliimde, izometrik tasvir problemine esdeger olan kargilikhi dogrultulan dik olacak
sekilde kargilik gelen yiizeylerin arastirilmasi konusunu ele aldik. Genel bir 6rnek olmak
iizere 6nce, agilabilir yiizeylere bu sekilde karsilik gelen yiizeyleri belirttik. Sonra da
problemin genel haldeki denklemlerini verdik. Bu arada, oldukga genel baz1 6zel haller
lizerinde de durulmustur.

Caliymamizda g, metrik tensoriiniin ve b, ikinci form tensériiniin bilesenlerini, klasik

teorideki gésterimle,

gn=E , g,=gy=F , 8,=G ; b,=L , b,=b,=M , b,=N (1)



seklinde gosterecegiz. Yiizeyin asal egrilikleri r, r* ile Gauss egriligi ve ortalama
egrilikleri de K ve H ile gosterilecektir. Buna gore

K=rr" , 2H=r +r" (1.2)

olacaktir. Egrilik ¢izgilerinin geodezik egriliklerine (-q), ¢° dersek, (,v) egrilik ¢izgileri

parametrelerinde
=% g=8 [ e=+yE ,g=+vG . L-p, , Lp 1 3
e eg u v

olacaktir. Egrilik ¢izgileri digindaki bir (,v) dik koordinat sisteminde v=sbt. egrilerinin
normal egriligini , geodezik egriligini ve geodezik burulmasim & (-p), ¢ ile; u=sbt.
lerinkini de k£* , p*, -t ile gdsterecegiz. Buna gore bu dik koordinat sisteminde

=£ , p:e_v ’t’=£ N k*:ﬂ s p‘=& . (e=+J_E_,g=+J5)
E eg eg G eg

(1.4)
K=kk"-t* , 2H=k+k'

yazilabilecektir. Bir dik koordinat sisteminin v=sbt. ve u=sbt. egrileri dogrultusunda ,
onlarin yay uzunluklarina gére alinan tiirevlerini de 1,2 alt indisleri ile gsterecegiz.
O halde

F(u,v)

P, (wyy=2¥) "(“ L N (L.5)

yazilabilecektir. v=sbt. egrileri ile 6 agisi yapan bir egri boyunca alman tiirev de,
bilindigi gibi

P,=P,cosf+P,sind (1.6)



seklinde olacaktir.(1.5) tammlar1 geregince P,, =P, uygunluk kosulu
P,+pP,=P, +p°P, (1.7)
seklinde ifade edilebilecektir.

Yiizeyin, s6zii edilen dik koordinat sisteminde yazilmig, Weingarten tiirev formiillerini,
Mainardi-Codazzi (M.C.) ve Gauss (G.) uygunluk denklemlerini de buraya aliyoruz:

Yiizeyin yer vektorii x (u,v); normal birim vektérii de # (4,v) olmak iizere tiirev

formiilleri;

- - - -> - - - - -

- g -
x,=px,thkn , x,=p x,+tn, x,,=px,+tn, x,=p" x,+k" n

(1.8)
m=—kx—1x, . m=—ix-k'% , (n=%Ax);
uygunluk denklemleri de
k,=p(k*-k)+t,+2p"t , Kk =p°(k-k")+t,+2pt , M. C)

(1.9)
K=kk* -t =(p; +p, +p* +p*) G)

seklindedir. Bu denklemlerden egrilik ¢izgileri 6zel halindeki denklemlere gegmek igin
=0 koymanin yetecegi apagiktir.

Caliymamiz siiresince ele alinan yiizeylerin s6z konusu edilen noktalarn civarinda

yeterince diizgiin oldugu varsayilacak ve bu husus ayrica ifade edilmeyecektir.

T.C. YOKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZI



2. BIRBIRI UZERINE IiZOMETRIK OLARAK TASVIR EDILEBILEN
DOGRUSAL YUZEYLERIN BUYUKLUKLERI

2.1 On Bilgiler

Bilindigi gibi agilabilir olmayan bir dogrusal ylizey; [dogrusal ylizey deyince, dogal olarak,
doguranlarin reel oldugunu da varsaymus oluyoruz], doguranlar kémhkh gelmek kosulu
ile, dogrultman Kkonisi tamamen keyfi segilebilecek olan, bagka bir dogrusal ylizey {izerine
izometrik tasvir edilebilir (Uras, 1992).

Acilabilir olmayan iki dogrusal ylizeyin, doguranlar karsilikli gelmeksizin, birbiri izerine
izometrik tasviri ile ilgili olarak da, ilk kez O.Bonnet tarafindan su teorem ispatlanmigtir:
“Acilabilir olmayan iki dogrusal ylizey, doguranlari karsilikli gelmeksizin, birbiri {izerine
izometrik tasvir edilebiliyorsa bu ylizeyler aym: bir kuvadrige izometrik tasvir edilebilirler
ve bu izometrik tasvirde bir ylizeyin doguran sistemi kuvadrigin iki doguran sisteminden
birine, ikinci yiizeyin doguran sistemi de kuvadriin Gteki doguran sistemine kargilik
gelirler". (Darboux,1894; Bianchi, 1910; Einsenhard ,1960; Uras, 1992).

Bu béliimiin konusu bakimindan, 6zellikle ikinci teoremde s6zii gegen dogrusal yiizeyler
ilging goriilmektedir. Ciinkii bu teorem, doguranlar: karsilikli gelmeksizin izometrik tasvir
edilebilen iki dogrusal ylizeyin var olmasi hipotezine dayanmaktadir. Burada, teoremde
sozii edilen dogrusal yiizeylerin bilyiikliikleri belirtilecek ve bdylece var olma sorunu da
¢oziilmiis olacaktir.

Once, diizlemleri konu dig1 birakarak, acilabilir yiizeyler 6zel halini goz oniine alacag1z.

2.2 Agilabilir Yiizeyler Ozel Hali

Bir agilabilir yiizeyin ancak yine bir agilabilir yiizey tizerine ve her agilabilir ylizeyin her
acilabilir ylizey {izerine izometrik tasvir edilebilecegini biliyoruz. Bu tasvirde doguranlar
genellikle birbirine kargilik gelmezler. O halde sorun, hangi agilabilir yiizeyler arasindaki
izometrik tasvirde doguranlarin birbirine karsilik geleceginin belirtilmesi sorunudur. Bir
agilabilir ytizeyde, doguranlar ve dik y&riingeleri, ylizeyin egrilik gizgilerini olugturdugu



i¢in bu, izometrik tasvirde egrilik cizgilerinin korunmasi demektir. Bu hal, yani bir
acilabilir yiizeyin egrilik ¢izgileri korunarak izometrik tasvir edilebilmesi, Blaschke ( Cev.
Kerim Erim ,1949 ) tarafindan incelenmis ve su sonuglara varilmistir:

1) Biitiin silindirler birbiri tizerine doguranlar (egrilik ¢izgileri) korunarak izometrik tasvir
edilebilirler.

2) Ancak, dogrusal olmayan egrilik ¢izgilerinin karsilikli noktalardaki geodezik egrilikleri
esit olan koniler birbiri {izerine doguranlar (egrilik ¢izgileri) korunarak izometrik tasvir
edilebilirler.

3) Ancak, yay uzunluklar1 aym olmak iizere karsilikli noktalardaki egrilikleri esit olacak
sekilde (burulmalar keyfi) tekabiil ettirilmis iki uzay egrisinin tegetler yiizeyleri birbiri
{izerine doguranlar (egrilik ¢izgileri) korunarak izometrik tasvir edilebilirler.

O halde, iki agilabilir yiizey arasinda daima gergeklesebilecek olan izometrik tasvirlerin,
bu ii¢ 6zel hal disgindakilerinde doguranlar birbirlerine kargilikli gelmezler. Bu durumu
bdylece saptadiktan sonra artik agafidaki incelemelerimizde ele aldigimiz dogrusal

ylizeylerimizin agilabilir yiizeyler olmadigini varsayabiliriz.
2.3 Doguranlarin Korunmas: Kosulu Altindaki izometrik Tasvir

Burada ele alacagimiz agilabilir olmayan dogrusal yiizeyler i¢in Uras® i (1992) kitabinda
sozii edilen ydntem ve biiyiikliikleri kullanacagiz. Buna gore yiizey iizerinde doguranlan
ve dik yoriingelerini koordinat sistemi olarak aliyoruz ve dogrultman egri olarak da dik

yoriingelerden birinin segildidini varsayiyoruz. Doguranlarin birim vektériinii 7 ile
gosterirsek, bu birim vektér, sadece :(t) dogrultman egrisinin ¢ parametresine bagh

olacaktir; yani T=T () dir. T (7) ile belirecek olan "dogrultman koninin" birim kiire ile
arakesit egrisinin (s) yay uzunlugunu v parametresi olarak alirsak =t(v) olacag i¢in

;=;"(v) , ;=:(v), (v, ;'(v) birim kiiresel egrinin s yay uzunlugu ) 2.1)



yazilabilecektir. O halde

T W)=T*W=1 ,r'0).TOG)=0 (T.7'=0) 2.2)

dir. Buna gore yiizeyin vektérel denklemi

x@v)=r W)yuT ) . 2.3)
seklinde yazlabilecek ve burada v=sbt. ler doguranlar1 u=sbt. ler de dik yoriingeleri

gosterecekdir. Uras * 1n (1992) kitabindan biliyoruz ki, ylizeyin dagilma parametresi £,

bogaz noktasimn apsisi de o ise

-y

p=B0),c=0c®) , ri=p+c’ ,r'.T'—c 2.4)

dir. Bu bilgilerle (2.3) den, ylizeyin 1.ve 2.esas form katsayilarim

=1, F=0, G=(u-0)*+p> , (+VEG-F*=w=+JG =g);

=0, —-% , N=% {DW)|w-0y+ A+ -8+ o, 2.5)
_IN-M* -p
oW W

seklinde elde ederiz. Hemen goriiliiyor ki agilabilir yiizeyler (K=0) =0 ile tammlanir. O
halde agilabilir yiizeyleri konu dig1 birakmak i¢in gerek ve yeter kosul

B0 (2.6)

dir.
(2.5) deki D(v) fonksiyonu £ # 0 igin



7T

2 (7,7, 7") @7

D(v)=

seklinde tammli olup, yiizeyin dogrulman konisini belirler. Gergekten, dogrultman koniyi
belirleyen T (v) birim kiiresel egrinin egriligi « , burulmasi 7 ise

’

k2=D*+1 , 7= (2.8)

1+ D?
dir (Uras, 1992).

Goriiliiyor ki bir § dogrusal yilizeyinin biiylikliikleri, doguranlar ve dik ydriingeleri
koordinat sisteminde £ (v), o (v), D(v) fonksiyonlari ile belirmektedir.

S ytizeyine, doguranlar1 koruyan bir izometrik tasvir ile tasvir edildigi varsayilan bir S
dogrusal ylizeyi lzerinde de koordinat sistemi dofuranlar ve dik ydriingelerinden
olusacaktir. Ciinkii izometrik tasvirde agilar da korunur. § ile S arasindaki tasvirin u, v

parametrelerinin ayn1 degeri ile yapildigim ve S nin ,E , o fonksiyonlarinin da

B=efB , o=0c , (&=F1) (2.9)

seklinde oldugunu varsayarsak, (2.5) geregince, tasvirin izometrik olacag apagiktir. Ote
yandan s yiizeyinin D(v) fonksiyonu tamamen keyfi alinabilecektir. O halde Nu -2.1. de
sOzlinti ettifimiz teoreme gore, bilyiikliikkleri (2.9) daki ﬁ ), E(v) ve keyfi bir D(v)

fonksiyonu ile beliren S dogrusal yiizeyi, S dogrusal ylizeyinin doguranlarn koruyan, en
genel izometrik tasvirini olusturur.



2.4 Genel Hal
2.4.1 Doguranlari Korumayan izometrik Tasvir

Bir S(x) dogrusal yiizeyinin S(y) doprusal yiizeyi iizerine, doguranlar karsilikl:
gelmeksizin, izometrik tasvir edildigini varsayalim. Bu tasvirde, § tizerindeki doguranlar
ile S nin doguranlarmim S deki tasvir ailesinin olugturdugu sebekenin ag1 ortay sebekesini
g6zoniine alalim. Dik olacag1 dogal olan bu sebekenin, § ninS tizerindeki izometrik tasvir
de, S nin doguranlari ile § ninkilerin E {izerindeki tasvirlerin olugturdugu sebekenin ag1
ortay sebekesine tasvir olunacag: apagiktir; glinkii izometrik tasvir agilar1 da korur. Simdi,
Sve S dogrusal yiizeyleri tizerinde saptadigimiz bu dik sebekelerin Nu -2.1. de s6zlinit
ettigimiz Bonnet teoreminde sozii gegen S° kuvadrigi tizerindeki karsilifim diigtinelim:

S° iizerine olan izometrik tasvirde, S nin doguranlar1 S° 1n bir doguran sistemine,
S ninkiler de 6teki doguran sistemine karsilik geldiginden, S, S tizerinde sbziinil ettigimiz
dik sebekeler S° kuvadrigi tizerinde, iki doguran sebekesinin ag1 ortay sebekesine karsilik
gelecektir. S° 1n doguranlari, S° m asimptotik ¢izgileri de olduBu i¢in, bunlarin agiortay
sebekesi S° m egrilik ¢izgilerinden olusur.

Boylece su 6nemli sonucu elde etmis oluyoruz: S, S, S° arasindaki izometrik tasvirde,
(,v) koordinat sebekesi olarak S° 1n egrilik gizgilerini alirsak, bu sebekeye S, S iizerinde
karsihk geldigini sdyledigimiz dik gebekeler de S, S nin (#,v) koordinat sebekeleri
olacaktir. Fazla olarak, S° i bir doguran sistemi v=sbt. egrilik ¢izgisi ile ¢ agis1 yapiyorsa
, S nin doguranlar1 v=sbt. koordinat egrisi ile aym ¢ agisin, S ninkiler ise (-@) agisim

yapacaktir. Bu yiizden S den s ye gegerken @ yerine (- @) koymak yetecektir.

Bu genel saptamalardan sonra S ve S nin biytikliikklerinin aragtirilmasina gegebiliriz. Bu
biiyiikliiklerin S° kuvadrigininkiler ile dogrudan ilgili olacagi apagiktir. Dogrusal
ylizeylerimizde doguranlar reel oldugu igin S° kuvadrigi de reel doguranh olmak
zorundadir. Yani §°, ya bir parcali hiperboloid yada hiperbolik paraboloiddir. Bu iki ylizey



karakter bakimindan tamamen farkh ( biri merkezli Steki degil ) oldugundan , S ve S
dogrusal yiizeylerin biiyiikliiklerini elde etmek i¢in iki hal ayirmak zorunlulugu vardir.

2.4.2 §° kuvadriginin bir parcah hiperboloid olma hali

S° kuvadrigi bir pargal: hiperboloid olsun.

2

2 2
x_.-|-..‘2_. z_=1 (a,b,c——_sbt.)
a b ¢

merkezli kuvadrigi, (,v) egrilik ¢izgileri parametrelerinde

x2=a(a—u)(a—v) 2_b(b—-u)b-v) zz=c(c—u)(c—v)

(@-ba—0)  ’  @-a)b-0 = (c-a)c-b) @19
seklinde parametrelenir. Bu kuvadrik,
v<c<0<b<u<a (2.10M
kosulu altinda bir parcal1 hiperboloiddir ve biiytikliikleri
_uu—v) F=0 _yv-u)
f@ ' ’ fo
(2.11)
__[abe (u—v) . [abe @-v) | = 4(a—x)(b—x)c—
I~ — @ M=0, N=,|— o [f (x) = 4(a - x)(6 - x)(c - x)]

seklinde hesaplanir, (Eisenhart, 1960). Buna gére  ve r* asal egrilikleri:

r:..l. _GE ,r'=....l g.b_c. ’(K=rr‘=a2bc2) (2.11')
uu uy vu uy uv
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seklinde olacaktir. Ote yandan, S° kuvadriginin doguranlarmin v=sbt. egrilik ¢izgisi ile
yaptig1 agilara @ ve (- @) dersek, bu doguranlar yiizeyin asimptotiklerini olugturdugundan,
(2.11) bilyiikliiklerine gére,

tg¢=+‘/—z , (sin(o=1’ —V ,cos¢=1/L} (2.12)
u u-v u-v

olarak bulunacaktir.

Once S dogrusal yiizeyinin bityiikliiklerini arayalim. (1.4) e gére, (»,v) dik koordinat
sisteminde, bu biiyiikliiklerin, 1.esas form Kkatsayilan ve v=sbt. , u=sbt. koordinat
egrilerinin k, k* normal egrilikleri ve ¢, -t geodezik burulmalar ile belirdigini biliyoruz. S,
S° a izometrik tasvir edilebildiginden 1.esas form katsayilarinin (2.11) de verilen E, F, G
ile aym olacag dogaldir. Yukanida Nu 2.4.1. de, S nin doguranlarimn (x,v) dik koordinat
sisteminin v=sbt. egrileri ile yaptig1 agimin S° da séziinil ettifimiz ¢ agisina esit oldugunu
sylemigtik. O halde normal egrilifin tanimim ve v=sbt. ler ile @ acis1 yapan doguranlarin
normal egriliklerinin sifir oldugunu kullanirsak (1.4) geregince

k cos?-+k" sin? @ +2t sinp cos ¢ =0 (2.13)

elde ederiz. S nin Gauss egriligi S° mnkine esit yani

. . abc
K=kk™ -t 2 =rr =? (214)
uyv

dir. (2.13) ve (2.14) den énce

abc . abc
k——tg(o( e +t) , k =cotg¢( — 3 —t]

sonra da (2.12) kullamlarak
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V U qu u \4 Vuv

buluruz. Bu k, k° degerlerinin , (1.9) daki M.C. uygunluk denklemlerini saglamasi
zorunludur.

k, =% @ -n+E @, 280
e e g

\4

2.15°)

k=8 ekt y+ S, 425 1)
g g e

seklinde olan bu denklemlerde (2.11) deki E, G ve (2.15) deki &, k" degerleri korunursa,
her iki denklemin de

V7@, + 7o), +——(Jf@) - {70) )=0 2.16)

denklemine déniistiigiinti gérmek kolaydir.

Birinci mertebeden kismi tiirevli lineer denklemlerin ¢6ziim yo6ntemi kullamlarak bu

denklemin genel ¢6ziimii,

a (x)= 1 , [ a(x) bir eliptik integral ] 2.17)

Vf()

ve T bir keyfi fonksiyon olmak iizere,

= T[a(u) - a(v)] (218)

u—v

LC. YUKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZI
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seklinde elde edilir. (2.14) geregince Gauss uygunluk denkleminin kendiliginden
saglanacag1 (giinkii bu denklem S° i¢in saglanmaktadir) apagiktir. Boylece S dogrusal
ylizeyinin biiyiikliikleri E, F, G nin (2.11), ¢ nin (2.18), k, k" m (2.15) degerleri ile ve keyfi
T [a(u) — a(v) ] fonksiyonuna bagli olarak elde edilmis olmaktadir.

S dogrusal yiizey icin yapilacak islemler, yukarida @ yerine (-¢) alarak geligecegi igin o

islemlere tamamen benzer olacaktir. Bu yilizden buraya ayrinti yazmiyor sadece sonuglan

altyoruz:

e e 2.15)
V7@, V7o) 1+ =7 +/F0) |0 @.16)
=L [“(Z)_+v“(v)] , (P bir keyfi fonksiyon ) 2.18)

Buna gére S nin bitytiklikleri de, E, F, G nin (2.11), ¢ nin (2.18), &, k* m (2.15)
degerleri ile ve keyfi P[a(u) + a(v)] fonksiyonuna bagh olarak belirtilmis olmaktadar.

2.4.3 S° kuvadriginin hiperbolik paraboloid olma hali

S° kuvadrigi bir hiperbolik paraboloid olsun. Genel bir

27=ax?® +by® , (a,b=sbt.) (2.19)
paraboloidinin, a.5<0 i¢in, yani genelli§i bozmadan yapilabilecek olan

a>0 , b<0 (2.19)
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hipotezi ile , hiperbolik paraboloid olacagim biliyoruz.(2.19) genel paraboloidi (u,v)

egrilik ¢izgileri parametrelerinde

2 “;" ’ —ba;f (autl)(av+1), z=%” —(au+av+1) (2:20)

seklinde parametrelenir. Buradan yiizeyin 1.ve 2.esas formunun katsayilar1

E=a—b(u_v)a(a-—b)u—b G=b-—a(u_v)a(a—b)v—b F=0
4b* u(au+1) °—~  4b° vav+1) ’
L= —sa* (@=b)u-v) M=0 221)
4,[bla(a-byu -blla@a-b)v-b] u(au+1) ’ ‘
ga® (@a=-b)(u—-v) (& =F1),

N PG =ty -blla@ by 5] wav+D)

olarak hesaplanir (Eisenhard, 1909). (2.19") hiperbolik paraboloid kosﬁlumuza ek olarak
(2.20) den

uv<0 , (autl)(av+l)<O0 (2.22)

kosullarinin da -reellik gerekgesi ile — varsayilmasinin dogal oldugu apagiktir. (2.19",
(2.22) kosullarindan

[a(a-b)u-bl[a(a-b)v-b] <0 (2.22Y

kosulunun da elde edilmesi kolaydir. Boylece (2.21) de, kok iglerinin pozitif olmasi
saglanmig oldugu gibi, EG>0,E+G>0 oldﬁgu gosterilerek, £ > 0, G > 0 olmasimin da
saglandift kamitlanmig olur. Genelligi bozmayacad: igin agagida, (2.21) de &' =1
alinacaktir. Artik Nu 2.4.2. de yapilanlara paralel olarak gelisecedi dogal olan islemlere
gegebiliriz. Once yaziligta kisalif1 saglamak amaci ile

a(a-byu-b=U , a(a-b)v-b=V (2.23)
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diyelim. Hiperbolik paraboloidimizin doguranlarimn v=sbt. egrilik ¢izgisi ile yapti
acilara @ ve (- ) dersek (2.21) den

tgp=+ ‘/-g (2.24)

bulunur. Nu 2.4.2. de sdylediklerimize gore , S dogrusal yiizeyi igin, (2.13) denklemi ¢

nin (2.24) degeri igin gegerli olacaktir. Ote yandan (2.21) den, S° ve dolayisiyla S ve S
dogrusal yiizeylerinin Gauss egriligi

K=% (= ke - 22) (2.25)

dir. (2.13), (2.24), (2.25) den S dogrusal yiizeyi igin 6nce,

k=—tg¢(t+8\/_——l_(_) (= —\/:—gt-k(a]_b\/%J s
(2.26)
k*=—cotgp(t-£ V-K ) (= —Jjgt+;l:/\_/__—g) ,
yazilabilecek, sonra da t=0 i¢in k =, k*=r" olacagindan
& =isa (U)=-isa (V) (2.26"

olmasi gerektigi saptanacaktir.

(2.21) deki E,G degerleri gézoniinde bulundurularak &, k* 1n (2.26) daki ifadeleri (2.15°)

denklemlerine konursa her iki denklemin de, ¢ i¢in lineer ve homogen olan
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Julau+D)|z, + |v(av+1)|tv+(‘/ |uau+1)| -] v(av+1)|)—’-=o 2.27)
u-v

denklemine doniigtiigii goriiliir.

Bu denklemin (2.16) ile olan benzerligi apagik goriilmektedir. Gergekten (2.16) daki f{x)

fonksiyonu yerine burada A(x)=x(ax+1) fonksiyonu gelmektedir ve (2.17) de tamimlanan

a (x) fonksiyonu burada elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Sonugta, (2.27)
denkleminin genel ¢6ziimiind, bir degiskenli T keyfi fonksiyonuna bagh olarak:

1 <u, v<0, [ulautl)<0,vavtl)<0] (2.27%
a

ise,

= 1 T [(2au + l),/— v(iav+1) —(2av + 1),/—- u(au +1) ] (2.28)

Uu-—v

(2.27°) kosulu disindaki hal i¢in de

=

1 T|i2 au(au+l)+au+1j| (2.29)

u-v 2\/av(av+l) +av+1

seklinde elde ederiz.

Gauss denkleminin de kendiliginden saglandigim biliyoruz. Béylece, S dogrusal yiizeyinin
bu ikinci hal igin olusan biiyiikliiklerini, (2.21) deki E, F, G degerleri ve ¢ nin (2.28) deki
degeri ile (2.26) dan elde edilecek k, k* degeri ile keyfi bir T fonksiyonu cinsinden ifade

etmis oluyoruz.

S dogrusal ylizeyi igin bu halde yapilacak iglemlerin de, yukarida ¢ yerine (- @) alinarak

gelisecegini biliyoruz. O halde ayrintiya girmeden sadece sonuglari yazmakla yetinebiliriz.
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i

e

J [au+D]t, - [Mav+1)|s, +u—t—v(‘/| wau+])| +yMav+D)| )=0

(2.27°) kosulu altinda

Fu—i—;P[(2au + )= (av +D) + Qav+ Dy u(au +) |

(2.27°) kosulu disinda

au(au+1) +au +1) (2,/av(av +1) +av+ 1)]

Burada, (2.17) ye karsilik olmak iizere o (x) fonksiyonunun

1
|x(ax +1)|

a'(x)=

(2.26"

.27

(2.28"

(2.29")

seklinde tanimlandigina ve & (x) in integral alarak elde edildigine dikkat edilmelidir.
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3. ASAL EGRILIKLERI KORUYAN iZOMETRIK TASVIR
3.1 On Bilgiler

Bilindigi gibi izometrik tasvirlerde Gauss egriligi korunur. O. Bonnet (1867) ¢alismasinda
ilk kez asal egrilikleri de koruyan bir izometrik tasvirin aragtirmasini yapmustir. Bu
cahigmasinda Bonnet bdyle bir tasvirin gergeklestifi yiizeylerin (Bonnet yiizeyleri)
belirtilmesi probleminin genel haldeki ¢6ziimiiniin olanaksiz goriildiigiinii ve ancak dzel
hallerde aragtirilabilecegini belirtmistir. Bu 6zel hallerin en 6nemlisi, iki ylizey arasindaki
bu tasvirin bir biikiilme (deformasyon) olmasi halidir; yani genel halde yiizeylerin
kargilikl1 noktalar civarinda s6z konusu olan izometrik tasvirin, yiizeylerin bélgesel olarak
birbiri lizerine agilimlarim saglayacak sekilde olmasidir. Bonnet bu 6zel hali de ele almug
ve bilylik dlglide ¢zmiigtiir. Buna kargin genel haldeki incelemeler bir yana birakilmig
olmakla birlikte bu 6zel hal sonralari bir ¢ok ¢aligmaya konu olusturmugtur. Bu konuda
bazilar1 Soyugok (1995) tarafindan belirtilmis olan aragtirmalara bakilabilir. Bonnet
problemi konusunda son ve genel hali esas alan kapsamli bir aragtirma Soyucok (1995)
tarafindan yapilmistir. Bu aragtirmada iki yiizey arasinda asal egrilikleri koruyan genel bir
izometrik tasvirin gergeklesebilmesi igin (bir ylizeyin Bonnet yiizeyi olmasi i¢in ) gerek ve
yeter kosulu ifade eden bir kriter ispatlanmigtir. Fazla olarak aym ¢alismada birbiri iizerine
asal egrilikleri koruyacak sekilde biikiilebilen yiizeyler i¢in en son ve en dogru sonuglar da
verilmigtir. Yine aym galiymada, verilen kriterin ilk uygulamasi olarak, biitiin helikoidlerin
Bonnet yiizeyi oldugu kanitlanmagtir.

Bu c¢aligmamizda, biikiilme hali tamamen ¢6ziildiigiine gore, 6zel ylizeyler arasinda
gergeklesebilecek olan Bonnet izometrik tasvirleri {izerinde durulacaktir.

Tzometrik tasvirde K Gauss egriligi korundugundan bu tasvirin bir Bonnet tasviri olmast
icin yiizeylerin H ortalama egriligini de korumasi gerek ve yeter kosuldur. Bunun
geometrik anlami ise gdyle agiklanabilir: Metrik ve ortalama egrilik ylizeyi belirtmeye
yettigine gore, Bonnet yiizeyleri sadece metridi ile belirlenebilen yiizeyler olarak ortaya
cikar. Bu c¢alismamizda Soyugok (1995) tarafindan ispatlanmig olan temel kriteri
kullanacagimiz i¢in, bu kriteri buraya aliyoruz:
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Teorem: Bir S (E, F, G; L, M ,N) yiizeyinin Bonnet ylizeyi olmas: igin gerek ve yeter
kosul, bu ylizeyin

E=G , F=0 , M=c=sbt. (.1)

kosullarin1 saglayan bir izometrik sebeke igermesidir; boyle bir sebeke igeren ylizeyin
izometrik olarak tasvir olundugu S'( E', F', G'; L', M, N') ylizeyinin metrik ve ikinci esas

form tensoriiniin katsayilari ise
E'=E=G=G' , F'=F=0 , M'=-M=-c=sbt. , L'=L , N'=N (3.2)
seklinde belirlidir.

Gortildiighi gibi bu kriter Bonnet probleminin en genel haldeki ¢éziimiinii, (3.1) 6zelligini
saglayan bir izometrik sebeke iceren yiizeylerin arastirilmasina indirgemistir. Fazla olarak
bulunacak her Bonnet yiizeyine kargilik olan Bonnet ¢iftinin biiyiikliiklerini de dogrudan
dogruya yazma olanagm vermektedir. (3.1) ile tanimh olan ve Soyucgok’ da (1995) A
sebekesi diye adlandirilan bu sebeke ¢ = 0 &zel halinde izotermik ytizeylerdeki egrilik
cizgileri gebekesine 6zellesir. O halde Bonnet ylizeyleri, bir yénden, izotermik yiizeylerin
genellestirilmigi gibi diigiiniilebilir. Soyugok’ un (1995) gaiymasinda S, S’ , Bonnet
ciftlerine birbirine yandag (asosie) yiizeyler denilmisgtir.

- — -
Bir S (x ; E, F, G; L, M, N) yiizeyinin noktasal § (—x) simetriginin esas form
biiytikliikleri i¢in S (E F, G;-L —M, -N) yazlabildigi gibi aym &zelligin diizlemsel

simetriler i¢in de gegerli olduu hemen goriilebilir. Gergekten , 6rmegin, S[ ;(x, ¥, z)] ,

- -

§[;(x,y,—z):| ise N (n;, n,, n;) iken N (E)(-n,, -n,, n,) olacagt i¢in yine

E=E ,F=F,G=G;L=-L,M=-M ,N=-N bulunacaktir. Bu simetri

dzelliginden, S bir Bonnet yiizeyi ise bunun S simetriginin de bir Bonnet yiizeyi olacag
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kolayca goriilebilir. Gergekten E nin S yandast S in S' yandasimn s’ simetrigi
olacaktir, Bu baglantilar1 sema olarak asagiya yaziyoruz:

S(E,F,G:L M\N) , S(E F,G:-L,-M,-N) ; S'E.F, G; L, -M, N),
S (E F G —-L M, -N) , S (EF,G;-L, M, -N), (3.3)

(§=5)

Bu &zellikler geregince, aragtirmalarda simetrik ylizeyler terk edilir; dogal olarak

homotetik yilizeylerin de ayrica aragtirilmasina gerek yoktur. Ciinkii S(;) in :S’-(c;)
homotetigi igin S ( ¢2E, ¢*F, ¢*G; cL, cM, cN ) yazlabilecegi dolayisiyla S, Bonnet

ylizeyi ise S ninde , Bonnet yiizeyi olacag: ve bu halde S =S bulunacag apagiktir.
3.2 Dogrusal Yiizeylerden Bonnet Yiizeyi Ornekleri

Bu agiklamalardan sonra ilk akla gelen soru S yiizeyi ile bunun S’ yandag1 arasindaki
geometrik bagintinin nasil oldugu sorusudur. (3.3) de goriildiigt gibi, yani temel kritere
gore, S ve S’ niin birbirine karsihk gelen A sebekelerindeki esas form katsayilarindan
sadece sabit olan M nin isareti degismekte oOtekiler aym olmaktadir. Biytiklikler
bakimindan bu kadar yakin olan bu iligkiyi geometrik olarak agiklamak o kadar kolay
olmamaktadir. Asagida bu nokta {izerinde duracagiz.

Soyugok’ un (1995) caligmasinda, genel haldeki Bonnet problemi ile ilgili olmak iizere,
tiim helikoidlerin Bonnet yiizeyi oldugu gosterilerek oldukg¢a genel bir Srnek verildigine
deginmistik. Aym ¢aligmada agilabilir Bonnet yiizeyleri 6rnegi de incelenmis ve genel hal
icin bagka bir 6rnek verilmemistir. Burada 6nce dogrusal yiizeylerden bir 6rnek vermek

istiyoruz.

Dogrusal yiizeyler igin (2.5) de verdigimiz sonuglan kullanacagiz. Buna gore, ilk akla
gelen, doguranlar ve dik yériingelerinin bir A sebekesi olusturup olugturamayacagi
sorunudur. Ciinkii eger bdyle bir olanak varsa, genel kritere gore , bir dogrusal Bonnet
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yiizeyi elde edilmis olacaktir. Bunun ig¢in ilk kosul, s6z konusu sebekenin izometrik
olmasidur. (2.5) geregince E=1, F=0, G=[u-o (v)]* + B>(v) oldufuna gdre, ok kolay
bir irdeleme bu izometriklik kosulunun saglanmasi i¢in B'(v)=c'(v)=0 yani f ve o
fonksiyonlarinin  sabit olmasinin yeter ve gerek oldugunu gosterir. O halde g'=c'=0
varsayarak koordinat gebekemizin, A sebekesi olma kosulunun ikincisini ger¢ekleyip
gerceklemeyecegini arastiracagiz. o = sbt. oldufundan u parametresine uygun baslangi¢
secildigi varsayilarak yani (u—o )=z_¢ deyip, z_tyi yeniden u ile gostererek, (2.5) de o =0
alinabilecegi dogaldir. Bu islem : (v) dogrultman egrisinin bogaz ¢izgisi olarak alinmasi
anlamindadir. $imdi (2.5) de (o=0),

u=|flshu , v=v (34
skala doniigiimind uygularsak (P.=|f|ch u.P, , P,=P,)

E=G=p*ch’>u (=u’*+p>), F=0,

T =202 0 T Fy o A= . _ﬁ -
L=pch>u.l=0 , M =|p|chu.M IﬂIChu'[lﬂlchﬁJ B (3.5

N =|B|ch u.D(v)

bulunur. Artik (u,v) yerine (u,v) yazlabilecegi ve biiyiikliikler tizerindeki (=) lerin de
kaldirilabilecegi apagiktir. Burada S sabitinin, ( 8 # 0) gelisiglizel bir parametre degil,
yiizeyin dagilma parametresi olma nedeni ile geometrik bir anlama sahip olduguna dikkat
edilmelidir. # mn Uras’ in (1992) tamimi geregince

B=r.TAT (3.6)

- - o

dir. Buna gore ;)' icin , (3.2) ve (3.4), (0 =0) geregince r’.;'=r'.T' =0 oldugundan, ya
da Uras’ 1n (1992) kitabinda o =0 koyarak dogrudan dogruya
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r'=BTAT 3.7

sonucunu elde ederiz. Artik (3.5) biyikliiklerinin, (3.7) g6z 6niinde bulundurularak
hesaplanmak kosulu ile )

Xy 7 )+ |Blshu T ) 3.8)

dogrusal ytiizeyine ait oldugunu saglamak ¢ok kolaydir. Hesaplamalarda (3.7) ile birlikte,
(2.2) ve o =0 olmak iizere (2.4) bagintilarindan bulunacak olan

-

T"=-T+DTAT (3.9)

sonucu da gdz oniinde bulundurulmaktadir. (3.5) den goriiliiyor ki, (E=G, F=0,
M=-p=sbt.) (3.8) dogrusal yiizeyinde doguranlar ve dik yoriingeleri bir A sebekesi
olusturur; yani bu ytizey bir Bonnet yiizeyidir.

Bu 6rnek su bakimdan gok 6nemlidir:

Biiytikliikleri (3.5) de verilen ve Bonnet yiizeyi oldufunu bildigimiz yiizeyin yandas
yiizeyine ait biliyiikliikklerin M sabiti yerine (—M) alarak bulunacagini biliyoruz. (3.5) deki
M degerinden goriildiigii gibi bu, yiizeyin S dagilma parametresi yerine (/) alinmasi

demektir. (3.7) ye gore ise bu degisim :(v) bogaz ¢izgisi yerine [—: (v) ] alinarak
saglanabilir. O halde yandag ylizeyin denklemini elde etmek i¢in (3.8) de : (v) yerine

_: (v) koymak yetecektir. Béylece ,
y=—r )+ |Blshu T) (3.10)

yiizeyi (3.8) deki ;(u,v) yiizeyine yandas ylizey olarak elde edilmis oluyor. Bu hususu,
(3.7, (3.9) bagintilarim g6z 6niinde bulundurarak fiilen gergeklemek kolaydir.



22

; ve yandagi olan ; yﬁzeyir;in denklemlerinin karsilagtinlmasindan goriililyor ki, iki
ylizeyin bogaz ¢izgileri birbirinin simetrigi (noktasal) olmakta , geri kalan biitiin 6zellikler
aym kalmaktadir. Bu &zellik bir yari simetri gibi nitelenebilir. Yani yandag Bonnet
ylizeyleri arasinda bir tam simetri bulunamamakla birlikte, bu gegitten bazi simetri
Ozelliklerinin bulunmasi gerekecegi bu ornekten sezinlenmektedir. Yandag Bonnet
ylizeyleri arasindaki geometrik ilginin aragtirilmasina ¢ok &nemli bir 151k tutugu igin bu

Ornegi Snemsiyoruz. Bu ylizden (3.8) deki ;(u,v) ylizeylerinin geometrik 6zelliklerini
daha yakindan inceleyecegiz.

3.3 (3.8) Yiizey Sinifindaki Yiizeylerin Ortak Geometrik Ozellikleri

3.3.1 Bazi 6zel haller

Bu yiizeylerde, o =0 olmas1 nedeni ile ;)(v) dogrulman egrisinin yiizeyin bogaz ¢izgisi

oldugunu yukarida séylemistik. :’ ;' =0 olmas1 nedeni ile de bogaz ¢izgisi doguranlar dik
olarak (sabit a¢1 ile) keser. Bu ise, bogaz ¢izgisinin yiizeye ait bir geodezik oldugunu
gosterir. Yiizeylerin # dagilma parametreleri sabit olmakla birlikte, D(v) fonksiyonunun

keyfi olmasi nedeni ile dogrultman koni de keyfidir. Yani ; (u,v) yiizeyleri olduk¢a genel
bir dogrusal ylizey sinifi olusturur. Burada bu simfa ait oldugu hemen goriilebilecek olan
su iki 6zel hali belirtiyoruz:

1°) Uras’ m (1992) kitabindan biliyoruz ki ;(u,v) ylizeyi D(v)=0 (¢ok &zel) halinde
dogrusal minimal yiizeye 6zellegir. Uras (1992) tarafindan belirtildigi gibi, dogrusal
minimal yiizeyler diginda, ortalama egriligi sabit olan bir dogrusal yiizey yoktur. Ttim
ortalama egriligi sabit ylizeylerin ise Bonnet ylizeyi oldugu zaten bilindigine gore

(Soyugok, 1995), ; (u,v) dogrusal Bonnet yiizeyleri sinifimizin dogrusal minimal yiizeyleri
icermesi, (dogrusal minimal yiizeyler i¢in de S '=0 '=0 oldugundan), dogaldur.
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2°) Yine Uras’ in (1992) kitabindan biliyoruz ki, D'(v)=0 (D(v)= sbt.) 6zel halinde
ise ;(u,v) dogrusal Bonnet ytizey simifimz ,dogrusal Weingarten yiizeylerinin a,= 0
(yani doguranlarin bogaz ¢izgisini kestigi sabit aginin dik olmasi) halindeki &zel hallerini
igerir.

3.3.2 Yiizeyin bogaz cizgisine ait izellikler

:(v) bogaz ¢izgisine ait 6zelliklere gelince v parametresinin, dogrultman koniyi belirten

;'(v) birim kiiresel egrinin yay uzunlugu oldufunu ve (2.2) geregince de D(v)
fonksiyonunun x egriligini ve r burulmasim (yani egriyi) belirtmeye yettigini biliyoruz.

r(v) egrisinin yay uzunluguna s, egrilidinex’, burulmasina 7z° ve Frenet iigylizliisiintin

-> =

birim vektérlerine de ¢°, #°, b° diyelim. Buna gére (3.7) den, énce

dr ds_jds_p2 2
ds dv dv

yazilabilecegi i¢in,

P=sTAT , &=isa(f) , %=|ﬂ|=aﬂ 3.11)

elde edilir. Burada, g’_s_ = sbt. oldugu i¢in, :(v) de s yay uzunlufunun artma yd&niiniin
v

;’ (v) deki v yay uzunluunun artma yénii ile aym segilebilecegi agik oldugundan %‘1 >0
v

varsayilmugtir. (3.11) den tiirev alarak ve (3.9) kullamlarak,

x°n® = ﬂ-8;"/\ 2_:” =L-€TA(—2—:+ D;/\ T')= —2 1_:’
ds ep yij

yani
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=T, «° =—-802 , (&°=F1) (3.12)
B

bulunur. O halde

B =Pnan® =g T (3.13)

(3.14)

ilging sonucunu buluruz. Artik bu bilgileri kullanarak asagidaki sonuglan kolaylikla elde

ederiz:

a) (3.13) den goriiliiyor ki dogrusal yiizeyimiz; bogaz ¢izgisinin binormallerinden

olusmaktadir. Burada su soru akla gelmektedir: S(x) yilizeyinin , bogaz ¢izgisinin

binormalleri ile degil de herhangi bir normali ile olugtugu varsayilirsa durum ne olur ? Basit

bir inceleme, bogaz ¢izgileri ;(v) ve —:(v) olan iki dogrusal yiizey, bu egrilerin
normallerinden olusuyorsa, yiizeylerin ancak bu normallerin binormaller olmas: halinde
yandas olabileceklerini g6stermektedir. Sabit burulmali bir egrinin binormalleri ile ilgili olan

bu sonucun ilging oldugu apagiktir.
b) (3.14) bize dogrudan dogruya su teoremi verir:

Teorem 3.1. (3.8) dogrusal Bonnet yiizeylerine ait bogaz ¢izgilerinin burulmalar sabit ve

dagilma parametresinin tersine egittir.

- 5 o - - - - -
»

¢) Kolay bir irdeleme, »(v) [x°,7%,t°,n°b° ] egrisinin —r()=r"[x",7",t",n" b"]

simetrigine ait sonuglarin
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- - -

- - -
K'=xk° , t'==1° ; t'==t*, n'=-n", b'=0° (3.15)

seklinde olacafim gosterir. Yani bir egrinin noktasal simetriginde egrilikler esit, yay
uzunluklar1 yon ve mutlak degerce egit, burulmalar ise ters isaretle esittir. Bir egrinin «, 7
biiyiikliiklerinin x=x(s) , 7 =7(s) dogal denklemleri ile verilmesi halinde, uzayda durum
farki ile, tamamen belirli oldugunu biliyoruz. O halde x *(s) =x °(s) ,7" (s)=—17°(s)
denklemleri ile verilen egri [ x°(s), z°(s)] egrisinin noktasal simetrifi olmak zorundadir;
clinkii bu dogal denklemleri saglayan bir egri vardir ve o da [x°, ¢°] egrisinin noktasal

simetrigidir. S6z konusu dogal denklemleri saglayabilecek olan &teki egriler bu simetrik

egrinin uzaydaki degisik konumlarindan ibarettir.

Bu agiklamadan sonra, (3.8) , (3.10) ve (3.13) g6z oniinde bulundurularak su teorem ifade
edilebilir:

Teorem 3.2. Burulmas: sabit olan bir egriye ait binormallerin, egrinin; burulmamn mutlak
degeri ve egrilik aym kalmak lizere, saga burulmasi (7 > 0) halinde olusturdugu dogrusal
yiizey, sola burulmasi (7<0 )halinde olugturdugu dogrusal ylizeye yandastir.

d) 5>0 (&=1) ise, bogaz ¢izgisinin burulmasi da pozitif olacak yani egri sa§ vidalanma

seklinde burulacaktir. #° asal normalinin ydniinii bogaz ¢izgisinin konkav tarafina dogru

alirsak; x ° > 0 olacagindan, £° D<0 olmak zorundadir. O halde,

D>0ise( f>0): & =-1olup

=T, n=-T,t =?AT',K°=—>0,T°=E>0 (3.16)



n0=_1_')' > -> -
t* =TAT
b_)"=; Doguran
/‘Q\
T
Sekil 3.1
D<0ise( f>0): & =1 olup
i_7 G TR A Ay
b'=-T ,n =T ,t =TAT ,k°=——=>0,7"=—>0 (3.17)
B B
yazilabilecektir.
Doguran

Sekil 3.2

Benzer degerlendirmelerin, 8 < 0 i¢in de, aym sekilde yapilabilecegi apagiktir.
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3.3.3 Ozel hallerin uygulamasr’
Simdi de bu bilgileri Nu 3.3.1 de s6ziinii ettifimiz iki 6zel hali uygulayacafiz.

i) (1°) 6zel halinde, D=0 oldugu i¢in, (3.12) ye gore x °=0 olacaktir. Bu ise bogaz
¢izgisinin bir dogru oldugunu gosterir. Oxyz dik eksen sisteminin Oz eksenini bu dogru

tizerinde alirsak, eksen sistemimizin birim vektorleri ? R }) , Z olduguna gore, (3.11) den

-
o—

t —e;"/\l—:'=£7c>(=sbt.) (3.18)

yazlabilecektir.  £° = d;ﬁ") ve ;ﬂ B  oldupundan [dr(v)=(ck)(efdV)]
v

uygun baglangi¢ segilerek yani :(0) =0 varsayilarak
7(v) = ,Bv;' (3.19)

> o>

bulunur. ;'(v) icinde (¢°-T= ;-_I;=O ) Once ;' = CcOS a(v)_i)+ sina(v); yazilarak
(3.18) den a'(v) =& yani a(v) =&v (uygun baslangig segiliyor yani a(0) =0 almiyor )
bulunur yani

;' = COS (sv)-i)+ sin (3v); = (cos v)?+ £(sin v); (3.20)

dir. Béylece (1°) 6zel halindeki, x , y yandag minimal yfizeylerimizin denklemleri

: [|,B| shu-cosv, fshu-sinv, ,Bv]

®

;: [I,Bl shu-cosv, fshu-sinv ,—,Bv] (3.21)

seklinde elde edilir. Bu denklemlerden gériiliiyor ki her iki yiizeyde, Ox ekseninin Oz
eksenli birer helisel hareketi ile olusurlar. Bu helisel hareketlerde aym yonde doniiliirken
birinde kot artiyorsa Stekinde azalir. Artma ve azalma oranlar ve oteki biitiin 6zellikler
aymdir.
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i) (2°) 6zel halinde ise D(v)=sbt. oldugu i¢in, (3.12) ve (3.14) e gore, bogaz gizgisinin
x ° egriligi ve 7° burulmasi sabittir. Bu ise egrinin bir dairesel helis oldugunu gosterir. O
halde (2°) de sozii edilen 6zel dogrusal Weingarten yiizeyi bir dairesel helisin
binormallerinin olusturdugu dogrusal yiizeydir yani bir dogrusal helikoiddir. Bu bilgilerle
helikoidin denklemini yazabiliriz. Ancak yandas ylizeyin denklemini de birlikte
yazabilmek igin ;(v) ve :(v) vektdrlerinin belirtilmesi gerekir. v parametresinin ;(v)

-

birim kiiresel egrisinin yay uzunlugu ve ;(v) nin de bir (a,b) dairesel helisinin  5°

binormal birim vektorii oldugunu biliyoruz. Dairesel helisin denklemlerinin

:(a)= (acos a,a sin a,ba) , (a>0) (3.22)

seklinde yazildig diigiiniiliirse, Frenet ti¢ytizliisii, egrilik ve burulma igin,

s (- a sina,acos a,b ) . = (—cos @,—sin @, 0)
Ja? + b
o _(bsina,-bcosa,a) o @ o b
b= Ja? + b ’ PO (3.23)

yazilabilecegi apagiktir. T-= b’(a) birim kiresel egrinin yay uzunlugunu v ile

gOstermistik. Buna gore,

dp’ _db° da _da [ bcosa,bsina,0
dv da dv dv Ja? +b?

bagmntisindan, uygun baslangig segerek ve @ ile v nin yoniinii ayn alarak dnce

2 2
O Lo A (3.24)

5]
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- -

buluruz. Ote yandan 5% (v) =—7°n° Frenet formiilii uyarinca =1 yani (3.23) ye

gore  a® +b* =|b| olacak ve boylece a,

, a=1/|b|—b2 ,

a4 =— ’ (a2+b2=|b
1]

b|<1) (3.24")

olarak elde edilir. O halde

:(v)= 4cosS—— , asin —— , & 5| v} , (& =isa(d)) (3.25)
(oo o

veE

T()=| & {[b] sin—— , & b cos—v—,-—a—] (3.25)
(A e o

. . ) 1 a*+b .
yazilabilecektir. (3.14) den (3.23) e gére B =—= 5 yani
T

B=¢ (=isa(B)=¢) (3.26)

bulunur. Bu sonuglar1 genel halde elde edilen (3.12"), (3.13) sonuglar ile karsilagtirirsak:
(3.23), (3.26) ve bu esitliklerden

& & =-1=65 , x°=ﬁ=p, T =5 (3.27)

bulunacaktir. Artik ;,; yandas ylizeylerinin denklemleri (3.8) ve (3.10) dan
dogrudan dogruya yazlabilecektir. kontrol amaci ile, (3.8) deki S ve (3.10) daki S’
yiizeylerinin biiyiiklikleri, bu sekilde elde edilmis olan denklemlerinden hesaplamirsa :

L.C. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZ!
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E=G=E'=G=ch?> u , F=F'=0

[} 1. a - _)I _)” a |b|—b2
L=L'=0 , N=N'="-chu=DW)chu ,|D=[T.71"|=L=Y""" |  (328)

]
M=-¢ , M= , (M=-M'")

bulunacaktir. Bu sonuglarin, (3.5) teki genel sonuglardan, géz 6niine aldifimiz 6zel hali
simgeleyen (3.26) kosulu altinda, elde edildikleri gériilmektedir. Fazla olarak  (3.28)
sonuglarindan, genel halin aydinlatilmasinda ¢ok énemli bir rol oynadigim gérdiigtimiiz bu
6zel hal iizerinde, yukarida ifade ettigimiz Teorem (3.2) nin gerceklendigini de

gormekteyiz. Gergekten : (3.25") deki F‘ , (3.25) egrisinin 5° binormal birim vekt6riidiir
ve(3.25)egére e=¢&"=1ise :(v) efrisi safa, &' = -1 ise sola burulacaktir. (3.28) den

; ylizeyi igin elde edilen biitiin biiyiikliiklerin, bu iki halde de aym kaldif sadece M
sabitinin isaret degistirdigi apagik goriilmektedir; o halde £=1 igin bulunacak yiizey

€ =-1 igin elde edilene yandastir. D(v)=sbt. oldugu i¢in, (2.8), geregince ;(v) birim
kiresel egrisinin diizlemsel yani birim kiirenin bir kiigiik ¢emberi oldugunu biliyoruz. Bu

¢emberin yarigapi R ise egriligi % olacak ve (2.8), geregince

2
/| b - b*
I

1] ]

R=\|5| (3.29)

bulunacaktir. Boylece |b| sabitinin geometrik anlamu belirtilmis ve (3.24) deki |b|<1
kosulunun uyumlulugu da gériilmiis olmaktadir.
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4. DIK DURUMLU YUZEYLER

4.1 On Bilgiler

Bilindigi gibi, S° [Z(u,v)] ,§[Z(u,v)] yiizeyleri izometrik ise [yani birbirine izometrik
olarak karsilik geliyorsa ], higbir isleme gerek kalmadan, birbirine kargilikl: dogrultular dik
olacak sekilde karsilik gelen iki S( ;) , S (;) yiizeyi [ §, §' yiizeylerine kisaca dik
durumlu yiizeyler diyecegiz ] kendiliginden belirir. Bunun terside dogrudﬁr. Gergekten bu

sonuglarin

a=x+y , b=x-y 4.1)

5\2 5\2 > o
alinarak saglanabilecegi hemen goriiliir. Ciinkii (d a) = (d b) esitliginin dx-dy=0

esitlifine esdeger oldugu apagiktir. O halde izometrik yiizey ¢iftleri bulma problemi ile dik
durumlu yiizey ¢iftleri bulma problemi esdegerdir ve bu problemler genel halde ¢6ziimsiiz
oldugundan, aragtirmalar 6zel haller iizerinde yogunlagmistir. Bu 6zel hallerin en {inliisti
sayilabilecek olam, Bonnet problemi, asal egrilikleri de esit olan izometrik yiizey
giftlerinin belirtilmesi problemidir ki bu problem de genel halde ¢6ziillememistir ( Soyugok,
1995).

Ote yandan, bir yiizeyin sonsuz kiiglik biikiilmesi probleminin ¢6ziimii de bilindigi gibi ,
bu yiizeye dik durumlu bir yiizeyin belirtilmesine indirgenir (Uras,1996). Gergekten, bir
ylizey ile, yer vektérii bu yiizeyin sonsuz kiigiik biikiilmesindeki yer degistirme vektorii
olan ytizey dik durumludur.
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Bu béliimde 6ncelikle dik durumlu yiizey ¢iftlerinden ve bunlarla ilgili sonsuz kiigiik
biikiilmeden s6z edecegiz. Bir S[;(u,v)] yiizeyi verilmis olduguna gore, bu yiizeye dik

durumlu olan §’ [;(u,v) ] ylizeyinin belirtilmesi,
dxdy=0 4.2)

esitligini saglayan bir ;(u,v) vektdriiniin bulunmas: problemidir. incelemelerimizde S(;)

yiizeyi tizerindeki (u,v) koordinat sistemini dik olarak alacagiz. S [;(u,v)] yiizeyine ait
(1.1), (1.4) gosterimleri ve (1.5) deki 1,2 tiiretme islemlerini kullanacagiz.

4.2 Aqilabilir Yiizeyler Ozel Hali

Once dik durumlu yiizeylerin belirtilmesi problemine bir 6mek vermek istiyoruz. Bunun

icin S( ; ) yiizeyini agilabilir bir yiizey varsayarak buna dik durumlu olan §' (; ) ylizeyini
aragtiracagiz.

1°) S(;) bir silindir olsun. Silindirin Oxy taban diizlemi iizerindeki taban egrisinin

yay uzunluguna v, egriligine x (v) , Frenet vektérlerine;' , J-—\)f , E =;c) , (i,j,k, Oxyz
dik eksenlerinin birim vektdrleri ) ve

[xG)dv = a() (4.3)
0

diyelim. O halde bu taban egrisinin :(v) yer vektoril ve ;’ , X/’ birim vektorleri

;')(v) = (Icosadv, jsinadv,O ’ ;'=(cosa,sin'a,0) , ]-\}=(—sina,cosa,0) (4.4)
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seklinde verilmis olacaktir. Buna gére
*(@,v) = r ) +uk (4.5)

dir. y(u,v) =AT+BN+Ck, der ve (4.2) kosulunu uygularsak a=a(v), b=b(v) keyfi
fonksiyonlar olmak iizere

b-au >

Y@,v) =[b)-d () u] T + N +a() k , (: fe(v)+u§(v)) 4.5')

sonucunu buluruz .

2°%) S(;) bir koni olsun. Koninin O tepesi merkezli birim kiire tizerindeki E v)

dogrulman egrisinin yay uzunlugunu v, egrilik, burulma ve Frenet vektorlerini de «, 7 ,

> -

T,N, B ile gosterelim. O halde

- - - - 2 52 - >

xu,vy) =uR() , [R=T,R =T =1,RT=0] (4.6)
olacaktir.

(R,R,R")=x(R, T, N)=x.R.B=D(v) (4.6)

diyelim ; D=0 i¢in koni diizleme bozulacagindan D # 0 dir. Bu bilgilerle

R=—1N+2% | w-1+p? |, =2
1+D

A
)

sonuglarim kolayca elde ederiz. ;(u,v) =4 ;‘ +BI—\;' +C E , diyerek (4.6) dan ve (4.2)
kosulundan, a(v), b(v) keyfi fonksiyonlar olmak {izere
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=

- e 1 > - 1

V) =(@u+b)T +—(adu+d") N +——\a'u+b"+x’b) B
y@,v) =(au ) K(au )N K'D(au+ +K )
(=R W) +u S(¥) 4.6)

bulunur.

3°%) S(;) -ylizeyi, yay uzunlugu v;Aegrilik ve burulmasi x , 7 (# 0), Frenet vektorleri

;" , Xf , § olan bir ;(v) egrisinin tegetler ylizeyi olsun. O halde
*@wv) =7 ) +uT 4.7)

dir. Yukaridaki gibi y(u,v) =aT+bN+cB diyelim ve (4.2) kogulunu saglayalim: bilinen
iglemlerin sonunda, a(v) , b(v) keyfi fonksiyonlar olmak tizere

’

y(@,v) =a T+ (ub+£:)]—\7+ [(“—) +ub'+a1<-—b:‘§ L CRMHuS )  @&7)

q |

K K

buluruz. (4.5'), (4.6'), (4.7") den goriiliiyor ki, her ii¢ halde de S'(;) ylizeyi bir
- -

dogrusal ylizeydir. Bu §'(y ) dogrusal ylizeyleri ile onlarla dik durumlu olan S(x)

yiizeylerinden , (4.1) ile elde edilecek olan  §°(a) , S(b) izometrik yiizey ciftlerinin ilging

olacag agiktir.

4.3 Genel Hal

Problemi genel halde ele alirken, S(;) ylizeyi tizerindeki dik koordinat gebekesinin buna

dik durumlu olan S'(;) ylizeyi iizerinde de bir dik sebekeye karsiik geldigini
varsayabiliriz. Gergekten iinlii Tissot teoremi bu olanag: saglamaktadir (Darboux,1894). O



35

halde S(x) ve §'(y ) ylizeyleri iizerinde (#,v) koordinat gebekelerimiz dik olacagindan
(4.2) kosulumuza ek olarak, genelligi bozmadan

- > - >

XX =YY, =0 (4.8)
varsay1lmig olmaktadir. (4.2) kosulunun

- - -»> > e

NN =X%Y, =% +X%), =0 4.8)
kosullarina esdeger oldugu da apagik oldugundan,

- -
1

y=Ax, , y=—Ax+Bn , (yada y=-Ax+Bn , y,=A4x) 4.9)
yazilabilecektir. Bu esitliklerin (1.7) ye gére yazilacak olan uygunluk kosullarindan da
A+Bk=0, A, +Bt=0, B+Bp —A(k+k’)=0 (4.10)
elde ederiz. Bu denklemlerin ilk ikisinin uygunluk kosulu ise B, igin

kB, + B(pk® +2p't) - At(k +k*) =0 (4.11)

denklemini verir. Boylece, bir S(;) ylizeyine dik durumlu olan S’ (; ) yiizeyinin
belirtilmesi problemi ilk asamada (4.10), (4.11) denklemlerini saglayan 4, B
fonksiyonlarinin bulunmasina indirgenmis olmaktadir. Ikinci agama, bulunan bu 4, B
degerleri ile ,uyumlu olmalan saglanan (4.9) denklemlerinin integrasyonudur. Bu ikinci

asama S’ (; ) yiizeyinin denklemlerini elde etmek i¢in gereklidir ve bu yiizden Snemli
degildir. Ciinkii yiizeyin denklemlerini belirtmeden de 4 ve B fonksiyonlari yardim ile
tiim bityiikliiklerini ,dolayisiyla tiim ozelliklerini belirtebiliriz. Bu biytkliikleri ( * ) isareti
ile gosterirsek (4.9), (4.10) dan,
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E=EA , G=G(4*+B%),F =0, p'=M , €p° =&2+A—f
AVA* + B? A"+B

po AtB o A-Bp s ABA) i) @412)
AN A + B? A +B VA + B2 (42 + BY)

k-k' = 4
NA* + B (4> + B

)[Atk' _ B(pk" +2p't)]}

elde ederiz.
Incelemelerimiz boyunca

AB#0 (4.13)

varsayabiliriz. Gergekten 4=0, B0 icin , (49)dan y =y (v) elde edilir; yani S'(y)
yiizeyi bir egriye bozulur. 4# 0 , B=0 i¢in durum biraz degisiktir. (4.6) dan, bu halde,
A=A = sbt. bulunur ve (4.9) a gére A4, bir homoteti sabiti olacaf: i¢in 4,=1 alinabilir.

Ciinkii S’(;) ylizeyi zaten bir homoteti ve dogal olarak &teleme farki ile belirlidir,
[d;-d ; =0 ise d;- d(4, ;) =0 dir. ] ve bu yiizden homotetik yiizeyleri farkli

saymayacagiz. A=1 , B=0 igin (4.9), (4.10) ve (4.12) den

E=E ,F=0, G=G, k+k'=0, p=p, p =p
4.14)

K=t , kk* =kt , (k' ==t) , =k

elde ederiz. Goriilityor ki S(; ) bir minimal ylizey ve S’ (; ) de S ye izometrik ikinci

bir minimal yiizeydir. (k’ +k" =t-t= O)
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Bir S(x) minimal yiizeyinin dénklemleri, u komplex degiskeninin bir f{z) fonksiyonu ile
yazilmig Weierstrass formiilleri ile verilmigtir (Uras , 1992). fu) ile beliren minimal

yiizeye izometrik olan bir ; minimal yiizeyinin f{u) fonksiyonu ise e”f(u) (a=reel sbt.)
dur (Uras,1992). Bu iki yiizeyin d ;-d ; =0 ozelligini saglamas: igin gerek

ve yeter kosulun cos a= 0 oldugunu gérmek kolaydir. o halde S’ (; ) ylizeyi, S(;)
minimal yiizeyine ek (adjuan) S'(x,) minimal yizeyidir (Uras ,1992 ). Bu S(x) ve

S'(%) ek minimal yizeyleri ile (4.1) geregince elde edilecek olan S°(a) , S(5)
yiizeylerinin izometrik olacagim biliyoruz. Uras *1n (1992) kitabindan gériiliiyor ki bu S°,

S yiizeyleri S(;) ylizeyinden yukaridaki g sabitinin a =% ve a= —% degerleri ile

elde edilen minimal ylizeylerin N carpanli homotetikleridir.

O halde ek minimal yiizey giftleri ile S§' (; ) yiizeyinin bir egriye bozulmasi halini bir
yana birakirsak (4.13) kosulunu gegerli varsayabiliriz.

4.4 Sonsuz Kiigiik Biikiilme Problemi Ile Ilgili Sonuglar

Simdi de , y(uv) vektoriinin , S(x) yizeyinin sonsuz kiigtik bikiilmesine ait yer
degistirme vektérii oldugunu varsayarak, sonsuz kiigiik biikiilmenin denklemlerini Uras’m
(1996) ¢alismasindan buraya altyoruz: (4.2) yada (4.2') kosullan

dy=zAdx (4.15)

olacak gekilde bir ;(u,v) vektoriintin  (donme vektSril) bulunmasma egdegerdir. 7,

sonsuz kii¢iik bitkiilmenin kontravariyant (simetrik) tensorii olduguna ve

ET'=q , wI?=wT"=y , GT? =8
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dendigine goére

- - -

zi=—(yx+px,) , z,=ax+yx, (4.16)

dir. Buradan , uygunluk kosulu yazlirsa,

a,+y,+2py+p(@-B)=0 , B +y+2py+p(f-a)=0
(4.17)
ka+2ty +k'B=0

denklemleri bulunur.

a,p,y fonksiyonlan ile (4.9) daki 4, B fonsiyonlar arasindaki bagintilar ise g6yledir:

4.15) esitligi, y.=zAx, , y.=zAx egitliklerine esdeger oldugundan , (4.9)
geregince ,
z=Px+An (4.18)

olarak hesaplanacaktir. M nin bu degeri (4.16) da konursa (4.10) denklemleri ile birlikte
a,pf,y igin

a=B,—At, B=At+Bp , y=Bp — Ak’ (4.19)
degerleri bulunur. B, nin degeri « min ifadesinde konursa
ak=k'(At—Bp)-2p'tB (=-Bk’-2yt) (4.20)

bulunacaktir. (4.19) dan
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Bpr' -yp Bk +yt . .
A=LP "YP p_ PR TV ok +tp 20 421

yazilabilecegi de apagiktir.
4.5 Ayncahkh Bir Ozel Hal

(4.11) ve (4.12) den goriiliiyor ki 4=0 06zel halini ayrica ele almak gerekmektedir. Simdi
bu 6zel hali ele alacagiz:

k=0 olduguna gore, /=0 ise S(x) bir agilabilir ylizey olur ve bu hal Nu4.2 de

incelenmigtir. O halde &=0, ¢+ 0 dur. S(;) yiizeyinin (1.9) daki uygunluk denklemleri A=0

icin
t,=—(pk" +2p"t) , K =—pK" +4,+2pt , £ =p*+p" +p +p, 422)
seklini alacaktir. (4.11) ve (4.10) dan yazilabilecek olan
Bt,=—Atk® , Bt=-p'Bt+ Akt

denklemlerinden

40)

(Bt), =-2Bt  yani Bt=
g g

elde ederiz. v parametresi iizerinde yapildifim varsayabilecegimiz uygun bir skala
doniistimii ile 7(v) =—1 almabilecegini biliyoruz. O halde

B=-—— (4.23)

olarak bulunacaktir. B nin bu degeri ile (4.10) ve (4.11) den
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A=v , K (p+vgt)+2p't=0 4.23)

elde edilir. O halde S(;) yiizeyi , k=0 ile yazilmis (4.22) uygunluk denklemlerine ek
olarak , (4.23"),denklemini de saglayan bir ylizey olarak verilmis ise; bu yiizeye dik

durumlu olan ' (y ) yiizeyinin bityiklikleri 4 , B nin (4.23'), ve (4.23) de verilen
degerleri ile (4.12) den elde edilecektir. istenirse 4 ,B nin yukaridaki degerleri ile (4.19)
dan , bu hal i¢in gecerli olmak lizere, ,' B , 7 nin degerleri de yazlabilir. #=0 olmast ,

S(; ) iizerinde v= sbt. koordinat ¢izgilerinin bir asimptotik ailesinden olustugunu gosterir.

O halde S(;) de koordinat ¢izgileri , bir asimptotik ailesi ve dik y¢riingelerinden olusur.
Burada ¢ok &zel bir hali ele alacagiz ve asimptotik ailesinin aym zamanda geodezik

oldugunu yani &=0 ile birlikte p=0 oldugunu varsayacagiz. O halde asimptotik ailemiz

dogrulardan olusacak yani S(;) yiizeyi bir dogrusal yiizey olacaktir. Ancak bu dogrusal
yiizey genel bir dogrusal yiizey olmayip, doguranlar ve dik ydriingeleri , kendisine dik

durumlu olan S'(y ) yiizeyi iizerinde yine bir dik sebekeye karsi gelen ¢ok o6zel bir

dogrusal ylizeydir. Simdi bu 6zel S(;) ve § (;) yiizey ¢iftini daha yakindan

inceleyelim:

Doguranlar ve dik ydriingeleri koordinat sisteminde, agilabilir olmayan S(;) dogrusal
yiizeyinin biiyiikliiklerinin

E=1, Ge(u-0)+p , F=0, L=0 , M=-L=giz0
g
(4.24)

N=§[DG+ﬂ'(u—a)+ﬂa’] , B=B®) , o=0() , D=D0) , (p=k=0)

seklinde oldugunu biliyoruz (Uras, 1992).
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(4.10), (4.11) denklemlerinden, bu degerlerle, 6nce
A=A(v) , Av)=—-gBt , B,=Ak"—Bp" , 2Bp’ = Ak’

bulunur. Buradan da

B=A—g , ZiguzAk' (:A.I_V.)
B B

elde edilir. Cok kolay bir irdeleme, (4.24) geregince bu son esitligin ancak 4'=N=0,
[D(v) =pfW)=0c'W= 0] icin saglanabilecegini gosterir. O halde

A=B=k=0 (4.25)

dir ve bu sonuglarla (4.10) , (4.11) denklemleri saglanir. Goriiliiyor ki bu sonug Nu 4.3 de

A=A, , B=0 igin elde ettigimiz, ek minimal yiizeyler sonucunun, p =k = k" = 0 kosullari

ile 6zellesmis olan halidir; yani S(;) yiizeyi bir dogrusal minimal yiizeydir. Halbuki
dogrusal minimal yiizey, sadece dairesel helisin asal normallerinden olusan dik konoid

yiizeyidir. Bu dik konoidin, s6z konusu (u,v) parametre sistemindeki denklemlerinin

x =(ucosv,usinv,av) (4.26)

[E=1,G=uz+a2 ,F=L=N=0,M=——a—;p=k=k'=0,t=— za - ]
g W +a

seklinde olacagim gérmek kolaydir. Buna gore (4.25) kosullar1 gbz 6niinde bulundurularak
ve A=A , homoteti sabiti 1 alinarak (4.9) dan

- ) - usiny wucosv a
yv=—(gcosv,gsmv,0) , yu=(- , ,—}
g g g
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yazlabilecektir. Buradan da integrasyonla , 6teleme sabitlerini terk ederek ,

;=[—-\/u2+a2 sinv , Vu®+a® cosv , aln (u+\/u2+a2)] (4.27)

sonucunu buluruz. Bu yiizeyin bir dénel minimal ylizey olan zincir yiizeyi oldugu da
kolayca gsterilebilir. Ek minimal yiizeyler oldufunu Nu 4.3. den bildigimiz bu S(;) ve

S’(;) yiizeylerinin birbirine izometrik tasvirinde S'(;) nin egrilik ¢izgileri S(;) in
doguran ve dik yéoriingelerine (dairesel helislere ) karsilik gelir. Ote yandan , bu &zel halde,

(4.19) dan bulunan a= 2 2 5

-, B=- , 7=0 degerlerinin (4.17)

2

u*+a u+a

denklemlerini sagladif1 da kolayca gergeklenebilir. ; , ;nm (4.26) ve (4.27) deki

—_ > o5 -

degerleri ile (4.1) geregince olugturulan S°[a=x+y] , S[b=x-y] yizeylerinin
birbirlerine izometrik olarak tasvir olunabilecegini biliyoruz. Gergekten bu yiizeylerin
bityiikliikleri :

a a

S E°=2,F°=0,G =2’+a"); L= M°=—2 _  N°=a
( ) u® +a’ Vul +a’
S:E=2,F=0,G=20’+a%);L=—2r , M=———— , N=-a
2 9 2 u2+a2’ u2+az ?

olarak hesaplanir. Nu 4.2 den de bildigimiz gibi bu ytizey ¢ifti de minimaldir.

4.6 Dik Durumlu Yiizeylerden Bonnet Cifti Olusturan Yiizeylere Gegis

Burada dik durumlu olan S(;) , S’(;) yiizeyleri yardimu ile (4.1) deki sekilde elde

edilen S°(Z) ve 5(3) izometrik ylizey ¢iftinin bir Bonnet ¢ifti olusturmas1 , yani bu
izometride asal egriliklerin de korunmasi, kosulunu aragtiracagiz. Dogal olarak bunun i¢in

S (Z) , E(g) ylizeylerinin biiyiikliiklerini hesaplamak gerekecektir. Aranan kosul S°1n
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H’ ortalama egriliginin, S nin" H ortalama egriligine esit olmas: kosulundan ibarettir;
¢iinkii izometriden dolay1 zaten K°=K dir.

a@V) =)+ y @y) . bv)=x@v)-y @)

oldugundan sadece S° (Z) yiizeyine ait biiylikliikleri hesaplamakla yetinebiliriz. E(Z)

ninkiler , bu biiyﬁklﬁklerde;yerine (-;) konarak dogrudan dogruya yazlabilecektir. Bu
ise (4.9) geregince A yerine (—4) , B yerine (—B) konmasi demektir. (4.9) dan

- -

a=x+ A%, , a=—Ax+x+Bn (4.28)

yazilabilir. Buradan da

E°=(1+A4)E ,F°=0, G’ =(1+A4*+B*)G ;(E=E°, F=0, G=G° (4.29)

bulunur. Bu sonuglar ¢ok 6nemli saydigimiz bir teoremi igermektedir. Gergekten S(;)
tizerinde segilen ve S'(;) tizerindeki karsili1 da dik olan dik kordinat gsebekesi, S° ( Z) ve

dolayistyla buna izometrik olan E(Z) ylizeyi lizerinde de bir dik sebekeye karsilik
gelmektedir. O halde

Teorem 4.1 Birbirine dik durumlu olan iki ylizey lizerinde, karsihir da dik olan dik
sebekeler, bu iki ylizey yardimi ile (4.1) deki sekilde tamimlanan izometrik iki yiizey
tizerinde de dik sebekelere tekabiil ederler.

Bu genel saptamadan sonra, .S"’(Z) yiizeyinin 6teki biiyikliiklerinin bulunmasina
gegebiliriz. Burada kok igaretlerinden kurtulmak i¢in, 4 , B fonksiyonlar: yerine

cha

A=sha , =—
shb

(4.30)



seklinde tanimlanan a ,b fonksiyonlarini kullanacagiz. S° dan S ye gecerken a ,b yerine
(—a) , (~b) konulacag da apagiktir. Buna gore

e’ =echa , g°=gcha|cthb| 4.31)

dir. . §° tizerindeki 1°,2° tiirevleri de

1 | thb|
P=—pP , P =P 4.32
* " cha ' ?  cha ’ (432)

seklinde olacaktir. O halde

- 1 - - - ~ 1 - 1 -

a, =—x+th , a, =|thd|| ~thax+—2x,+—

¥ cha ! @5 4 ‘ l[ % chax2 shbn]

- tha ~ 1 > -

° =1thd - + 4.33
" | |[shbx' chashb ”} (433

- -

dir. (1.8) e gore §°(a) yizeyinin biyikliklerini hesaplamak igin @i, i, @z
tiirevlerinin hesaplanmas1 gerekir. (4.33) den (4.32) kullanilarak yapilacak olan bu islemler

sonucunda :

i

2
k° = lthbl(kCh b +pCha +tsha] & lthbl[—bzgl‘lg"”k' —tsha)

ch’al sh®» * shb ch’a chb

|thb| sha . th% sha
Y L | S L "cha+k" 24 434
P chza(pc ¢ shb) P chza(p e shb) (434

£ = ——-———b(tchzb—p'chashb+k'shash2b)
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bulunur. E(Z) yiizeyinin, (4.34) de a , b  yerine (-a) , (-b) koyarak bulunacak olan,
bitytikliiklerini buraya ayrica yazmiyoruz.

Artik S° , S yiizeylerinin bir Bonnet yiizey ¢ifti olugturmasi kosulu olan

k°+k° =k+k , (Yada K -k=k'-k)

esitligini (4.34) den kolayca olusturabiliriz. Sonugta, 6nce ¢ok sade olan

_chb

b =222
2= sho?

(4.35)

kosulunu elde ederiz. Bu kosulun, # parametresi {izerinde yapildig: varsayilan uygun bir

skala doniigtimii ile
e=chb 4.35")

kosuluna esdeger oldufu hemen goriilmektedir: (4.35') kosulunun (4.30) tanimlan

geregince

A1
E-1

B2

(4.36)

kosulundan ibaret oldugu apagiktir.

Bdylece, en genel sekilde Bonnet giftleri elde etmek igin: (4.10) ve (4.11) denklemlerinde
B(u,v) fonksiyonu yerine (4.36) daki degerinin konmasi ve S(x) yiizeyinin bilindigi

varsay1larak S'(;) yiizeyini elde etmek amaci ile A(u,v) fonksiyonunun ¢oziilmesine
caligilmas1 gerekmektedir. Dogal olarak (4.10) , (4.11) , (4.36) denklemlerinin uyumluluk

kosullar S(; )yiizeyi iizerine de bir takim kosullar getirecektir. Gergekten her S(x)
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yiizeyi ve buna dik durumlu olan S’(;) yiizeyi ile (4.1) deki sekilde tammlanan S°ve S
izometrik yiizeylerinin bir Bonnet ifti olugturamayacagt apagiktir.

Bu yéntemin, 6zellikle 6zel ytizey simflari arasinda Bonnet ¢ifti olusturabilecek ylizeylerin
aragtirilmasinda bir agama sagladif, (4.35) kosulundan (4.35") sonucuna gegerken bir
integrasyonun yapilabilmis olmas: nedeni ile dogaldur.



1)

2)

3)

4)

5)

8)

9

10)

11)

12)

13)

14)

15)

47

SONUCLAR

Bir dogrusal yiizeye, doguranlar1 koruyan bir izometrik tasvir ile tasvir edilebilen
dogrusal yiizeylerin biiyiikliikleri (2.9).

Doguranlann karsilikli gelmeksizin, izometrik olarak tasvir edilebilen dogrusal
yiizeylerin biiyiikliiklerinin belirtilmesini saglayan (2.16) ve (2.16') diferansiyel
denklemleri.

(2.16) ve (2.16') diferansiyel denklemlerinin (2.18) ve (2.18') genel ¢6ziimleri.

(2.27) ve (2.2 7') diferansiyel denklemleri ve bunlarin (2.28), (2.29), (2.28'), (2.29")
genel ¢6ziimleri.

Bir dogrusal Bonnet yiizeyi gosterdigi kanitlanan (3.8) denklemi.

(3.8) dogrusal Bonnet yiizeyine yandas olan Bonnet yiizeyini veren (3.10) denklemi.

Dogrusal minimal yiizeyler ve dogrusal Weingarten yiizeyi 6zel halleri.

(3.8) dogrusal Bonnet yiizeylerinin yandaglarinin geometrik 6zelliklerini saptayan
teorem 3.1. ve teorem 3.2.

Dogrusal minimal yiizeyin ve yandaginin (3.21) denklemleri.

Dogrusal Weingarten yiizeyi 6zel halinde, yiizeyin ve yandaginin denklemlerini
verecek olan (3.25) ve (3.25") sonuglari.

a) Bir silindire dik durumlu olan yiizeylerin (4.5' ) denklemi
b) Bir koniye dik durumlu olan yiizeylerin (4.6’ ) denklemi,
c) Bir genel agilabilir yiizeye dik durumlu olan yiizeylerin (4.7’ ) denklemi.

Dik durumlu yiizeylerin belirtilmesi probleminin A, B fonksiyonlan ile, sonsuz
kiiciik biikiilme probleminin «,f,y fonksiyonlarmin sagladigi (4.19) ve (4.21)
bagintilari

Dik durumlu yiizeylere ait denklemlerin, bir zel hal i¢in ¢oziimiinden olugan (4.26)
ve (4.27) dik durumlu yiizeyleri
Dik durumlu ytizeylerin 6nemli bir 6zelligini igeren teorem 4.1.

Dik durumlu ytizeyler aracihig: ile tammlanan izometrik yiizey ¢iftinin bir Bonnet
¢ifti olusturmasi igin A , B fonksiyonlarinin sagladigi, ¢ok sade olan, (4.36) bagmntisi.
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