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OZET

H aynlabilir bir Hilbert uzay, Q da R" Oklit uzayimn 6lgilebilir bir alt kiimesi olsun.
H uzayindaiggarpmm (., .) , normuda |.| ilegosterelim. Q kiimesinde tammh,

degerleri H uzayma ait olan kuvvetli olgiilebilir ve
2
JlE ax ¢
kosulunu saglayan f fonksiyonlarmn kiimesini H, =L, (H;Q) ile gosterelim. H, e ait
herhangi iki f{x) ve g(x) fonksiyonlarimn i¢ carpimi
(£.8) =], (), 8000 ) dx
seklinde tammlanirsa, H; ktiimesi aynlabilir bir Hilbert uzay: olusturur.
“Operator katsayili diferansiyel operatorlerin agirlikli izinin ve diizenli izinin incelenmesi”
adli bu tez ¢aligmast iki ana béliimden olusmaktadir.
Birinci ana bolimde H, =L, (H;R3 ) uzayinda
3
1% ou
w)=-, —| 2;;(x) — |+ QAx)u
i,‘él axi [ § ax j
diferansiyel ifadesi ile olusturulan kendine e L operat6riiniin agirlikh izi i¢in asimtotik
formiil bulunmugtur.
ikinci ana bolimde H, =L,(H;[0,n]) uzaymnda
y)=-y"+Q(x)y
diferansiyel ifadesi ve
Yy(0)=y'(m)=0
sinir kosulu ile olugturulan L operatériiniin spektrumu incelenmis ve diizenli izi i¢in formiil

bulunmugtur.

iv



ABSTRACT

Let H be a separable Hilbert space and Q a measurable subset of the R" Euclidean
space . Denoteby (.,.) and | .| the inner products and norms in H space . Let
H, =L,(H;Q) be the set of functions f that are definedin Q , strongly measurable in

H space and that meet the condition

1@ ax (o

If we define the inner product of two functions f{x) and g(x), elements of H, ,as
(£, 8) = | (£), 8(x)) dx

the set H, is a separable Hilbert space .

This thesis, “Investigating the weighted and regular traces of operator coefficient differential
operators” is composed of two main parts .

The first main part , an asymptotic formula is found for the weighted trace of the self adjoint
L operator that is formed by the differential form

3
w=-, Ei—i[aij(x);—;]m(x)u
in H, =L, (H;R’) space .

The second main part , the spectrum of the L operator that is formed by the differential

form
(y)=-y"+Qx)y
and the boundary conditions

y(0)=y'(®)=0

in H,=L,(H,[0, 1:]) space in investigated and a formula for its regular trace is found .



1. GIRiS

Bu galismada ikinci mertebeden operatdr katsayil diferansiyel operatorlerin agirlikhi izi ve

diizenli izi incelenmigtir. Caligma iki ana boliimden olugmaktadir.

H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun. R" Oklit uzaymmn bir Q  alt kiimesinde tanimls,
degerleri H ye ait olan kuvvetli 6lgiilebilir ve

IQ [ dx (0 x=(x,,%X; 00X, )€Q

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H,; =L,(H;Q) ile gosterelim. H, in

herhangi iki f ve g elemanlannin i¢ garpim

(£.8) = | (£0), 800)) dx

seklinde tammlamrsa, H; kimesi aynlabilir bir Hilbert uzay 6lu$turur. “Kismi tiirevli

simrsiz operator katsayili bir diferansiyel operatoriin afirliklt izinin asimtotik davramgr”

bash@ altinda H, =L,(H;R?) uzayinda

L(u)= —Zs: —6—6—( a;;(x) —@J+Q(x)u diferansiyel ifadesi ile olusturulan kendine e L
a1 0x; ox j

operatorii ele alinmigtir. #(u) nun ifadesindeki kismi tirevler H uzayindaki norma gore

ifade edilmiglerdir. Reel degerli a;;(x)=a;(x) fonksiyonlarinin R® uzaymnda simirh

day(®) . Ay & : 3

—a?k— (i,j,k=1273) turevlerine sahip oldufunu varsayiyoruz. Her bir xeR

igin D(Q(x))c:H olmak tizere Q(x) , D(Q(x)) den H ye kendine eg bir operatordiir.

D(Q(x)) (x eR’) kiimelerinin kesigsimi olan D  kimesi H de yogundur.

Qx)=I ve Q'(x)eoc, () dr. a;(x) (,j=123) ve Q) belirli kosullan

sagladif1 takdirde L operatorii saf aynk spektruma sahiptir. A, <A, <. A, <.. ler L

operatoriniin 6zdegerleri, ¥, (x),¥,(x),...,'¥, (x),... ler de sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik

gelen ortonormal 6zfonksiyonlari olsun. N,(A) ile

Nw=Y [ (Q@%m, %) () 0)

A (A
sonlu toplamim gosterelim. N,(A) fonksiyonuna L operatoriniin agirhkh izi denir.

Bubslimde A —> oo iken

TC YﬁKSEK@f‘DETiM I
- LA 5 L ¥ {U’RULU
BOKUMANTASYON MERKEZ]



2

N, (M) L j Z L(x)(k d(x)a;” ®)[A - (x) ]Z dx

5

(2ny r(-z-
asimtotik formiilii bulunmustur.
Diferansiyel operatorlerin agirlikli izinin asimtotik davramisi, Leviman, B. M., (1956) ;
Kostyuchenko, A. G., (1968) ; Aslanov, H. 1. ve Bayramoglu, M., (1977) ; Bayramoglu, M.
and Baykal, O., (1999) ¢alismalarinda incelenmistir.
“Sonlu aralikta verilmig sinirli operatér katsayili bir diferansiyel operatoriin diizenli izinin
incelenmesi” bashg: alinda H, =L, (H;[O,n]) uzayinda
Uy)=-y"+Q(x)y
diferansiyel ifadesi ve
y'(0)=y'(m)=0
sinir kogulu ile olusturulan L operatoriiniin spektrumu incelenmis ve diizenli izi i¢in formiil

bulunmustur. 4(y)  nin ifadesinde yer alan Q(x) operatér fonksiyonunun, [O,TC]

arahginda ikinci mertebeden zayif tiireve sahip oldugu, her xe[0,x] i¢in  Q¥(x)
(i=0,1,2) operatorlerinin H den H ye kendine es gekirdek operatorleri oldugu ve

1
ey, ¢ 5

kosulunu sagladig1 varsayilmigtir.

-]

Ek olarak H uzaymm ) | Q(x)‘Pnl|H,< o olacak sekilde bir {0,}, ortonormal bazi

n=1
mevcut oldugu takdirde, L operatoriinin  spektrumunun “ikiserli ayrik -»
F, = lmz -]Q ||Hl ,m? 4| Q||H1] (m=0,1,2,..) araliklarinin birlesiminin bir alt kiimesi
oldugu ve spektrumun agagidaki 6zelliklere sahip oldugu ispatlanmustir.

1) L operatoriiniin spektrumunun  F,, arabigmna ait m? den farklt her bir noktas,
kathili1 sonlu olan ayrik bir 6zdegerdir.

2) m?2, L operatoriiniin kathlig1 sonlu veya sonsuz olan bir 6zdegeri olabilir.

3) {A.mn }::1 ler L operatorinin F, aralifina ait olan 6zdegerleri olmak iizere

fim g = m? dir.
3 [i (A -m?)- % [(tr o) dx} (L1
m=0 | n=1

serisinin toplamu igin
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i [i (A —m?)- % jo"tr Q(x) dx} = %[tr Q(0) +tr Q(m)]- EIE jo "tr Q(x) dx

m=0 [ n=l

formili bulunmustur. (1.1) serisinin toplamma L operatoriiniin diizenli izi adi verilmistir.
Skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi, Geltand, i. M. ve Levitan, B. M,, (1953) ;
Dikiy, L. A, (1953) ; Halberg, C. J. and Kramer, V. A, (1960) ; Gasimov, M. G. ve
Levitan, B. M., (1963) ; Levitan, B. M., (1964) ; Lidskiy, V. B. ve Sadomi¢iy, V. A,
(1967) ; Guseynov, G. §. ve Levitan, B. M,, (1978) ve birgok bagka galigmalarda
hesaplanmugtir. Bu konudaki galigmalarin listesi Levitan, B. M. and Sargsyan, 1. S., (1991) ;
Fultan, I. C. and Pruess, S. A, (1994) ¢alismalarinda verilmigtir.

Operator katsayil diferansiyel operatorlerin diizenli izi, Adigézelov, E. E., (1976) ;, Halilova,
R Z, (1976) ; Maksudov, F. G, Bayramoglu, M. and Adigozelov, E. E., (1984) ;
Bayramoglu, M. ve Adigozelov, E. E., (1996) c¢aligmalarinda incelenmigtir. Dubrovski, V.
V., (1996) caligmasinda, saf ayrk spektruma sahip olan kendine e operatorlerin diizenli iz
incelenmigtir. Ozlem Baksi’nin “Stmirsiz Operator Katsayihh Sturm-Liouville Denkleminin iz
Formiilii” (1999) adli doktora tezi galismasinda, A=A*>I ve A'eo_(H) olmak
izere H,=L,(H;[0,7]) uzayinda

{y)=-y"+Q(x)y+Ay (12)
diferansiyel ifadesi ve

y'(0)=y'(m)=0

simir kogulu ile olusturulan kendine e L  operatoriiniin diizenli izi incelenmistir. (1.2)

ifadesindeki Q(x) operatér fonksiyonunun [0,7:] araliginda ikinci mertebeden zayif
tireve sahip oldugu , her xe [O,n] icin Q(x) in H den H ye kendine eg bir ¢ekirdek
operator oldugu veher feH igin '

J‘O"(Q(x)f ,f)dx=0

kosulunun saglandig1 varsayilmigtir.



2. ON BILGILER

H aynlabilir bir Hilbert uzay,, Q@ da R" Oklid uzayimn dlgiilebilir bir alt kiimesi olsun. H
uzayinda i¢ carpim (. , .) ,normuda |.| ile gosterecegiz. Q kiimesinde tammly,

degerleri H uzayina ait olan kuvvetli olgiilebilir ve

JLleeo) dx <

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H; =L,(H;Q) ile gosterelim. H, in
herhangi iki f ve g elemanlarmn i¢ ¢arpimu

(. 8), =] (F), 800) dx

seklinde tammlamirsa, H, kiimesi bir ayrilabilir Hilbert uzay: olugturur ( Krillov,1976) .
Tanmim 2.1 A ve B tanim kiimeleri sirasiyla D(A) ve D(B) olan her hangi iki operator
olsun. Eger D(A)=D(B) veher xeD(A) igin Ax=Bx iseozaman A operatorii
B operatoriine esittir denir ve'© A =B  geklinde yazilir, D(A)cD(B) ve her x eD(A)
icin Ax=Bx ise B operatori A operatoriinin genisletilmesidir denirven A cB
seklinde yazilir.

Tamim 2.2 B,,B, her hangi iki Banach uzayt ve© D(A) B, olmak tizere, A da

D(A) dan B, ye bir lineer operator olsun. Eger
lim | x, —x,]|=0 ve lim | Ax, —y,o|=0
n—>c

n—>w
kogullarim saglayan her {x, }f cD(A) dizisive x,€B, , y,€B, elemanlanigin
xo€D(A) ve Ax,=y,

oluyorsa 0 zaman A ya kapali operatér denir.

Ornek . B, =B, =C[0,1] , D(A) [0,1] araliginda tammh siirekli tirevi olan
fonksiyonlann kimesive A da D(A) dan C[0,1] e

Ax(t) =x(t)

seklinde tanimlanmsg bir lineer operator olsun. Z_(t)=t" (n=1,2,..) dizisini ele alalim.
{Z,}° <cDQA) ve

AZ (t)=Z.(t)=nt""

dir. Ayrica

YAE n}axt =1 , [|Azn"=t13(;i:l;]nt“‘l =n , |AZ,|=n|Z,| (n=12,.)

TQYUKSHfﬂGW?”? 1 KTRULY
POKGMART T o e
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dir. Goruldiigi gibi A smmrsiz operatordiir. A min kapali operatér oldugunu gosterelim.
{x,()}° =D(A) , C[0,1] uzayindaki norma gore

LO%O  , AGLO=xO-¥® (%0, y®eCo,1])
kosullarini saglayan herhangi bir dizi olsun. {xn(t)}f fonksiyon dizisinin  x,(t)
fonksiyonuna, Ax, (t)=x,(t) (n=12,..) fonksiyon dizisinin de y,(t) fonksiyonuna
diuzgiun yakinsadi$ agiktir. Bu durumda matematik analizden x,(t) fonksiyonunun [0,1]
araliginda sirekli tiirevi oldugu yani x,(t) € D(A) oldugu ve

Xo()=yo(t) veya Ax,(t)=y,(t)

oldugu bilinmektedir ki , bu da tamma gére A mn kapah operator olmasi demektir.

H aynlabilir bir Hilbert uzaym A da D(A)cH olmak iizere D(A) dan H ye kapali
olmayan bir lineer operator olsun. Eger aym limiti olan herhangi iki {x, }f J{x: }T cD(A)
dizileri igin {Ax,}’ ve {Ax,} dizileri farkli limitlere sahip ise A operatoriiniin
kapali genigletilmesinin yani A cB olacak gekilde bir B kapali operatoriiniin var
olmayacad: agiktir. Oysa aym limiti olan keyfi ki  {x,}° , {x,}’ cD(A) dizileri igin
{Ax,})y ve {Ax.} dizleri farkh limite sahip degilse A operatoriniin kapalt
genigletilmesi mevcut olacaktr. A  operatériiniin minimal kapali genigletilmesine bu
operatoriin kapamigt denir ve A ile gosterili. A  operatoriinin kapamginin nasil
olusturuldugunu goésterelim. Eger

l¥i_{)nm"xn—)(0"=0 ({xn}ch(A) , xoeH)

ve

lim | Ax, ~y,[|=0  (y,<H)

iseozaman x,eD(A) ve Ax,=y, kabul edilir.

H den H ye tam stirekli operatorlerin kimesi o,(H) ile gosterilir. A eo(H)
1
sifirdan farkh bir operator olsun. Bu durumda (A‘AF kendine ey negatif olmayan bir

1
operatordiir ve (A'A)i co,(H) dir (Cohberg, I. C. and Krein, M. G, 1969 ) . Bu

operatdriin sifirdan farkl 6zdegerleri s, =25, 2...2s; >... olsun. Burada her bir 6zdeger

1
kendi kathlik sayisi kadar yazilmgtir. (A'AF negatif olmayan bir operator oldugundan,

$1,825.-»8i,... pozitif sayilardir. Bu sayilara A operatoriiniin s sayilaridenir. A nin s

TC YORST 72 iy kyRoLy
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6
sayilart bazen s;(A) (i=1.2,.) seklinde de yazlabilir. s,(A)=|A| oldugunu
belirtelim. A normal operatéryani A*A=AA" ise
5;(A) =], (A)| (i=12,..)
dir ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G, 1969 ) . Burada A,(A), A,(A),..... A operatoriniin

sifirdan farkli 6zdegerleridir A  operatériinin s  sayilannmin sayismi v(A)  ile

gosterecegiz. v(A) sonlu ya da sonsuz olabilir. s sayilan

v(A)

Y sP@A) (= (pz1)

=1
kosulunu saglayan tim Aeoc,(H) kimesinin, “O” operatorle birlesimini o, veya
o,(H) simgesiyle gosterecegiz. Burada o, (p=21) aynlabilir bir Banach uzayidir
(Cohberg, I. C. and Krein, M. G., 1969 ). Buuzayin her A #0 operatoriiniin normu

v(A)
Al o {st}

i=1

seklinde tammlanr ve O ap =0 kabul edilir.
P

Tamm 2.3 o, uzayma ait olan bir operatore ¢ekirdek operatorii denir.

Aec,(H), BeL(H,H) ise AB,BAec,(H) ve

IBAL,, @ <IBIIAL, @

| ABo, e <IBI]A]

GP(H) Op (H)

dir. Aynca p; (p, ise o, o, dir(Cohberg, I. G. and Krein, M. G., 1969 ).

Tanim 24 A, H den H ye bir simirli lineer operator ve {ei };" cH bir ortonormal

0
taban olsun. Z( e,,e;) serisi yakinsak ise bu serinin toplammma A  operatoriiniin
i=1

{e.}7 ortonormal tabaninda matris izi denir.

Teorem 2.1 A bir cekirdek operatorii ise her {e; }f cH ortonormal tabam igin

Z( Ae;,¢;) serisi yakinsaktir ve bu serinin toplam1 {e;}7 ortonormal tabaninin segimine

i=1

bagli degildir ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G., 1969 ).
A ¢ekirdek operatoriiniin matris izi tr A simgesi ile gosterilecektir :



r A= (Ae,e;)

i=l

Herhangi A,Beo, operatorlerive o, sayilan igin

tr (cA+BB)=atrA+BtrB ve trA*=trA
dir.
Teorem 2.2 Bir Aco, operatoriinin matris izi

v(A)

r A=Y A(A)

=1

dir. Burada her A;(A) o6zdegeri kendi katlilik sayisi kadar toplanmugtir.
Eger Aeoc,(H) (1<p(x) ve {ei}r (1€v () , H de bir ortonormal elemanlar
sistemi ise

y p
Y I(aee)f <(1ALe)

i=1

dir. Bu esitsizlikten ozel olarak bir A  gekirdek operatorii igin |tr A|<|| A"“l a ©lde

edilir ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G, 1969 ).

Tammm 2.5 Kendine eg bir A operatoriniin spektrumu sadece her birinin kathlig: sonlu

olan A, A,,..., A,,... Ozdegerlerinden ibaret ve
lim |A, =
n->®

ise, A operatorii saf ayrik spektruma sahiptir denir.

TC. YOKSTRAST 7773 TIPULY
DOKUMAIT » :
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3. KISMi TUREVLI SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI BiR DIFERANSIYEL
OPERATORUN AGIRLIKLI iZININ ASIMTOTIK DAVRANISI

3.1 Problemin Ortaya Konulmasi
H aynlabilir bir Hilbert uzay1 olsun. H, =L,(H;R’) uzaymda, x=(x;,X3,%;3)€ R?
olmak iizere agagidaki diferansiyel ifadeyi goz oniine alalim.

3
0 Ju
=-> — | a;;(x)— 3.1
(W) § o [a,,(X)axj}Q(X)u 3.1
Bu ifadede bulunan a;(x) (i,j=1,2,3) ve Q(x) katsayllanmin asafidaki kosullan
sagladiklarim varsayiyoruz.

0a;;(x)

1%)Reel degerli a; i®)=a;(x) fonksiyonlari R® uzayinda sinirh (1j,k=1,2,3)

Xk
tiirevlerine sahiptir.
2%) Her §&,,£,,E; reel sayilan igin, agagidaki esitsizlikleri saglayan o ve B pozitif

sabitleri vardir

3 3 3
aY <Y a;x)EE < B E

i=1 i,j=1 i=l

3%) Her bir xeR? igin D(Q(x))cH olmak izere Q(x): D(Q(x)) >H  kendine
es operatordir. D(Q(x)) (xeR?) kimelerinin kesisimi olan D kimesi H de
yogundur. Q(x)21 ve Q'(x)eo(H) dir

4°) v bir reel sabit olmak izere |x-s|<1 ve y=0,v igin
[emle@-ewlQ ™ E)|<Alx-s]

esitsizligini saglayan bir b € ( 0,%) ve A) O sabitleri vardir.
5%) Her xeR? igin

Qtweo@ ve [ ]| dx (o (i=1,2)

olacak sekilde bir £ ) 0 sabiti vardir.

6°) Her c)0, t)0 , |x—s|<1 igin

" Q7(s)e™t

< sabit| Q" (x)e "

1



[ Qv ®)|<A,
olacak yekilde bir pozitif degerli f ”fonksiyonu ve A,;)0 sabiti vardir. (y=0,v)

7°) Her bir M)0 sabiti igin

Lo s 0f Jarws o]
dir.
8%) o,(X)<a,)<......... <o (X)<....... Q(x)  operatoriiniin 6zdegerleri olsun.

o, (x),0,5(x),....fonksiyonlarimin élgiilebilir olduklarim kabul edelim.

N w

pM)=3 [ 00 A-ax) dx

olsun. Burada

3
=2 aj(x) &&;

O(x)= [, e 3 &=.82.8)

dir. A mn bityiik pozitif degerleri igin

Ap'(A) < ayp(R)

esitsizligini saglayan bir a,)0 sabitinin var oldugunu varsayalim.

01(X),0,(X),-........ 0, (%) R? uzayinda tammly, ikinci mertebeden siirekli tiirevlere

ve kompakt destefe haiz olan skaler fonksiyonlar ve {fk}l’:‘= , =D olmak tizere H,

uzayinin

Z ¢y (%) fi
k=1

seklinde olan elemanlarinin kiimesini D' ile gosterelim. Bilindigi gibi D' =H, dir.
3
L'u=€(u)=—-z—§— aij(x)a—u +Q(x)u ueD’
3 0x; 0x;
seklinde tanimlanmig L' lineer operatori  H; uzayinda bir simetrik ve pozitif
operatérdir. L'  operatoriinin kapamgt olan L  operatoriiniin kendine es oldugunu

varsayalim. L operatérii saf ayrik spektruma sahiptir.
AMSAh S LA <. ler L operatoriiniin 6zdegerleri, ‘¥(x),¥,(x),......,' ¥, (X),.....

ler de sirastyla bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar olsun. N, (A) ile

Nw= Y [, Q0% %) (A)0)

A O
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sonlu toplamim gosterelim. N,(A) fonksiyonuna L operatorunin agirlikh izi denir.
No(A)=N(A) mn L operatérinin A dan kiigiik olan dzdegerlerinin sayisi oldugu

acgiktir.
Bubolimde A-»o0 iken N, (A) fonksiyonu igin asimtotik formiil bulunacaktr.

Lm0 : o
o(n,é;)-—g:]l %5 o
0 2, 0a;;(x) &
Ly(x,—)=- —
165y fg dx;  0x,

olsun. (Bayramov, A. M., 1996) da e™‘" operatoriiniin, cekirdegi G(x,y,t) olan bir

integral operator oldugu gosterilmigtir.

¥ = [ L Gx,.t) ¥(y) dy ¥(x) €L, (H;R%)
Burada
G(x,y,1) = Gy (x - y,y,)e" ¥ + Edt Ls G (x -, t-1)e W g, y,1)dE (3.2)
G (x-y,¥,) =R(x-y) Go(x-y,y,1) (3.3)
dir. R(x) fonksiyonu
1 x|+
R(x) = 2 (3.4)
0 |x|)1

seklinde ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip olan bir fonksiyondur. Gy(x—y,n,t) de

cu °
— ==L —_
ot O(Tl,ax)u (35)

ux,0=¥(x) , ¥ eL,ER)
probleminin Green fonksiyonudur.

u(x, ) = [ Go(x—£,n,0¥E) d&

ve (3.2) formiliindeki ¢(x,y,t) operator fonksiyonu

0(%,Y,1) = Y K (%,¥,1) (3.6)

m=1

seklindedir. Burada

Ky (6., =K(x,5,0) = K(x, 5,0~ €| L4 Ly 6, 2 + Ly (x,2) |Gy (x -y, y,1) B.T)
. ot 0x 0x
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K(x,y,9)=[Q)-Qx)] e G (x-y.y,1) (3.8)
t

KnCoy,0= [ drf K& E1-DKmEy0d  (m23,.) (3.9)

dir. Bu boélimde c¢,c;,c,,C5,......... v.b ile gosterilen pozitif sabitler aym olmayabilir.

Ayrica te(0,1) olduunu varsayacagiz.
3.2 K(x,yt) Operator Fonksiyonu ile flgili Bazi Esitsizlikler
(Eydelman, S. D., 1969)dan G,(x-y,y,t) operatér fonksiyonu igin

e |x-y|?
—c-——-——

[P ®Gox-y.yn|set T e (k=0,12) (3.10)

esitsizliklerinin saglandig1 bilinmektedir.

B; v¢ B, , H den H ye iki lineer operator olsun. Eger

B,eL(H,H) , B,ec,(H)

ise o zaman

BB, , B,B,; € o,(H)

ve

BB, <IB B, BBy, <[,

dir. ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G., 1969 ) Bu boliimde bu esitsizlikler sik sik

kullanilacaktir.
Teorem 3.2.1 Q(x) operator fonksiyonu 3), 4) kosullarimi sagliyor ve her bir t)0 ve

xeR? igin '™ eg (H) ise

Z L | -l
|Q" @Ky, 9|, <sabit t* Qe ? T | e
1
dir.
Ispat. (3.3), (3.4) ve (3.8) formiillerinden asagidakiler elde edilir.
G, (x-y,y,t)=0 ([x-y]>1) (.11)
K(x,y,t)=0 (|x-y[>1) (3.12)

| Q@K xy.0| =] @l -] e™ ¥ G (x-y.y,9)|, "
3.

< sabit] Q' ([ ~ QWA )| | Q™ 1) 4P Gy (x - 3,3, (
Q(x) , 4) kosulunu sagladigindan, bu bagintilardan

| Q"R x,y,1)| < sabit |x-y||Q™* ¢)e™ XV Gy(x-y,y,8)],
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. -2t Q) ~Liaw

< sabit [x-y[{Q"(y)e 2 [ |Q(y)e 2 [Gox~y.v.t|
. 1

. ollib b, o ~21Q) ~Leaw)

< sabit [x—y[ t7lt° Q" (y)e 2 1Q"(y)e 2 .[[Go(x—y,y,t | (3.19)
1

elde edilir. Herbir p,q,r pozitif sabitleri igin
yP e™ 9" < sabit (y=0) (3.15)
esitsizligi saglamr. Bu esitsizligin yardimiyla
" 1P QP (y)e 1AW " < sabit (3.16)

esitsizliginin saglandig1 kolayca goriilebilir. (3.10) ve (3.16) esitsizlikleri (3.14) de goz

Oniine alinirsa

53 a1 .
IIQY(X)K(x’y,t)Il Ssabitlx—YIt b-z QY(y)e ZtQ(Y)

1
_o12)z _e [xy/?
= sabit .t {————lx y| J e t
t

olur. (3.15) in yardimiyla buradan

1
2t

|| Q'(x)K(x,y,t) ||l < sabit. t™ [ Q" (y)e

elde edilerek ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.2.2 a;;(x) (ij=1,2,3) fonksiyonlan 1)ve 2) kosullarim safladig takdirde
o lxy?
<sabit.t?e ¢

. 5 :
” [5;+L0(X,5;)+L1 (x,g;)} G, (x~,3,)
dir.

oldugunda

ispat. (3.3) ve (3.4) den gorildagn gibi |x-y]| s%

Gl(x -Y, Y,t) = G'O(x - y,y’t)
dir. Gy(x-y,m,t) (3.5) probleminin Green fonksiyonu oldugundan

0G(x—-y,n,t 0
0( y,.n )=_Lo(n,__) Go(x“y:n:t) (317)
ot ox

olur. Bu esitlik m=y oldugunda da saglandifindan
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0 d
[auo(x )}Gl(x $.3,1) = [Lux,a—i)-Lo(y,f;)]Go(x-y,y,t)

3 2
0°Gy(x-y,y,t
=Z [aij(x)_aij(Y)] o(x 2¥.%,1) (3.18)
i,j=1 5xi 3XJ
. - . aa”(X) .. _ . 3
dir. Hipotez geregi A (i,j,k=123) fonksiyonlan R’ de simirlidir. Bu
Xk

nedenle
|a;;)-a;;()| < A x-y|
olacak yekilde bir A) 0 sabiti vardir. (3.10) esitligini ve bu son egitsizligi (3.18) de goz

Oniine alirsak

& Gy(x—y,y,1)
0x; 0%, “

[; +Lo(x, )} Gy(x~,7,1)

lea,,(x) a;;(v)|

i,)=1

5 ]x—y]2
Scpt 2x— y[e

1
x-y|?)7 ~glll | el
=c tP |l e2 t JeZ t

t

olur. (3.15) in yardimiyla buradan

) 8 - 1
[-a—tn,o(x = )}Gl(x vyl <c t?e | 1 (,x—y‘sg) (3.19)
elde edilir. (3.11) den gortlduga gibi
B ?
37 TLo(x.3 )}Gx(x Y.¥,t) = (|x~y|>1) (3.20)

olur. Simdi de —;([x —-y|<1 oldugunda (3.19) esitsizliginin saglandigint gosterelim.
(3.3) formiiliinin yardimiyla

e 0
LO(X,——') Gl(x—y’Y>t)=L0(x’_) R(X_Y) GO(x—y’y’t)
ox ox

> *R(x-y) Go(x-v,y,t)
=—Z (%) 0x; 60x-
104

ij=1

== Z 2;;(0) [ A R(x Y) TREY) G, (x—y,y,5 + LREY) 0G(x=¥.%.1)

by 0x; 6xj
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L OR(x=y) 8Go(x-y,y,1) | 8% Go(x-y,y,1)
2 0x; 0x; 0x;

1

R(x-y) ]

(3.21)

bulunur. 2) kogulundan a;;(x) (i,j=1,2,3) fonksiyonlarinin R?® de siirh oldugu

sonucu elde edilir. Ote yandan R(x) , R® de ikinci mertebeden siirekli tiireve, kompakt

destege haiz olan fonksiyon oldugundan (3.21) den

0
LO(x7a )GI(X—Y>y’t)
X

3

+2

i,j=1

0? Go(x -7y, 1)
0x; 0x;

aGO(x - Y>y’t)
OXx;

i=l 1

3
< cl[[lGo(x—-y,y,t)"+Z

ve (3.2.1) esitliklerini kullanarak (te(0,1)) buradan

s |=y)?

: 1
<cgt 2e ¢ (E([x—y|sl)

0
L, (x,——a ) G, (x-y,y,t)
X

bulunur. Diger yandan (3.3) ve (3.17) nin yardimiyla

ac}l(x — y:y:t)
ot

0
S R(x _y) 5{ GO(X _Y7Y>t)

=—R@x~3) Lo(3: ) Go(x~%,3:1)

8” Gy (x~y,,1)
0x; 0%,

3
=R(x-y) D, a;;(y)

Lj=t

olur. Yeniden (3.10) esitsizliklerini kullanarak buradan

” aG'l(x - y:Yat)

5
—_— 1

<c.t %2 e t —(lx-y|<1

3t 6 (2<| Y] )

bulunur. (3.22) den ve bu son egitsizlikten

|2
s _ lxyl

0 0
[’5{+L0(x,6—x)] Gl(x_y:y,t)

elde edilir. Burada (3.15) esitsizligi kullamlirsa

? d - T 1
l:-&+Lo(x,(—3;)]Gl(x—y,y,t) <cge t (E(Ix—ylsl)
olur. (3.19), (3.20) ve (3.23) den
|x-y|?
0 0 -7 —%
la-'-LO(x’_a;) Gl(x—y:y,t) Sc9 t ? ¢ t

$c7t-5e t (—;—(|x—y]sl)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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bulunur. Teoremin ispatint tamamlamak igin simdi de

0
'Ll(x’a ) Gl(x—y’y,t)
X

Oa,; -
ifadesini sinirlandiralim. —%ﬁ)— ve Q%X-—)—Q (i,j=1,2,3) fonksiyonlari R? de

X X.

i}

1

sinirl1 oldugundan

23: d2;;(x) 8[R(x-y) Go(x—y,y,1)]
axi aX'

0
Ll(x:a—) Gl (X -Y.y, t)
X ]

i1

o

i=1

0Gy(xX-Y,Y,t)
0X.

+ " GO(X-Yay’t)":|

1
olur. (3.10) nun yardimiyla buradan

2
_olxy]

<c, t%e t (3.25)

0
;Ll(x’a ) Gl(x—y:Y9t)
X

bulunur. (3.24) ve (3.25) den

<c,tle t

0 0 0
l:a'l‘Lo(x,‘a—;)'FLl(x,'a_x'):' Gl(x_y’y’t)

elde edilerek ispat tamamlanmg olur.
(3.7) den

| Q" oK,y 0],

Q*(x){'ﬁ(x,y,t)—e‘“’"’ [§+Lo(x,aix)+m(x,aix)] Gl(x—y,y,t)}

1

o

Q'(x) Q7 (y) Q'(y) e [ >

0 0
+L0(X,5;(-)+L1(X,E{')}

* Gl(x—Yay’t) 1

<|Q' Ky, +

- 0 0 0
QY(Y) € 1) [5;+L0(x"6_;)+1‘1(x,a’):|

*Gl(x_y’y’t) 1

<|@@ERxy.0| +[ Q@ QW]

bulunur. Burada |x—-y|)1 oldugunda G;(x-y,y,t)=0 , |x-y|<1 oldugunda

ise " Q'(x) Q7 '(y) " <A, (A;)0) kosulunun saglandifii goz onilne alinirsa

T.C. YURSEXOGRETH ‘
Y R:4iC ‘V)ﬂ KUR 3
DOKUMANTASY Gy Wm%"
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o x.50], 5@ K]+ ]@0)

%*

8 0 0
[-5{+L0(X,5;)+L1(X,5£)] Gi(x=¥,5,1)

elde edilir. Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den yararlanarak, buradan

2
Xl

e t
1

-Liaw

| Q) Kix,y,0)] < sabit-t™ Q" (v) €

|x-y|?

-c
+ sabit " Q'(y) e t® "1 t2e t

veya
_|xy?

e ¢ (d=max(b+1,2))
1

~Liow

|| Q' (x) K(x,v,1) ||ls sabit .t Q"(y) e 2

bulunur.
Teorem 3.2.3 1) —4) kosullan ve

Q') Q)| < A (x-y|<1)

esitsizligi saglamrsa

_oIxyl

|Q" ) K(x,y.1) Q(y)| s sabit.te d=max{b+1,2}

dir.

ispat . (3.8) formiliinden
| (0K (x.5.0Q ()] = | Q@R - Qw0 17 6, (x-,3,0 Q7 )]
- | @lam-e®1Q T ¢) Q°W) % Gyx-y.y.0)
<|ermlam-ewle ™ M|t () ¢ || Gitx-y.5.0

(3.26)

bulunur. Q(x) in 4) kosulunu sagladig ve (3.3), (3.4), (3.10), (3.16) bagintilar: burada goz

oniine alinirsa, yukaridaki bagintidan
|Q" e Ky, Q7 ) | < sabit + |x -y ]| Go (x - ¥.3.)]

2
_b_.s_ - |x_y!

Ssabit]x—ylt Ze t

elde edilir. Buradan da (3.15) in yardimiyla
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o xyl?
Q"(x) K(x,y,H) Q"(y)] < sabit .t e T (3.27)

bulunur. Teorem 3.2.2 nin yardimiyla

Q*(X)e“Q‘”[%%o (x,2)+Ly (x,ga;)] G, (x-y,5,0Q7(¥)

<[Q" @ " Q7 ()],

0 0 0
l:'a—t"‘l'Lo(x,'é‘;)'l“Ll(x,g;)} Gl(x—-y)yvt)

|x-y)*
< sabit "Q"(x) Q'(y) H e-tQ(y)" (2o ty

olur. Il g e " (1 , | Q'x) Q' (Y) “ <A (|]x-y|=<1) esitsizliklerini ve

(3.11) formiilini kullanarak buradan

- (7] 0 0
QY(X) ¢ Q(Y)[ia'l‘Lo (xa’a_;(-)-'_LI(x;vg;)jl Gl(x_Y=y’t) Q_’Y(Y)l

2
_o XY

<sabitt2e ¢ (3.28)
elde edilir. (3.7) , (3.27) ve (3.28) den
| Q") Kix,y, 0 Q7))

r~

-|Q"x) {K(x,y,t)—e"‘“” LEGT’LL"(X’B@E”L‘(X’%)} G, (x —y,y,t)} Q(y)

s G 8
Q'(x)e tQ(”(:é?“lao(x,a—x) +L1(x,-a—x-)}

*Gi(x-y,y,) Q7 (Y)

<|Q' @K, y.0 QW)+

2
o, X

<sabit (11 +t2)e ¢
veya

o xy)?

|Q" ) Kex,y,0 Q1) | s sabit .t & (Y=0,v)

olarak teoremin ispat1 tamamlanmig olur.
(3.26) esitsizliginden ve Teorem 3.2.3 den gortliyor ki

|x-y

| Q"0 Kex, v, = sabit.t™[ Q7 (1) ™| e ¢ (3.29)




18

2
o Xy

| Q") Kex,y.1) Q“Y(y)" <sabit.t9e ¢ (3.30)

olacak sekilde aym bir ¢ ) O sabiti vardir.
33 Q'(x)K,(x,y,t) Operator Fonksiyonlarimmn Smirlandirtimas:

Bundan sonraki aragtirmalanin yapilabilmesi igin
| Kutx,y0], , [Kalx,y.0)] (m=2,3,...)

fonksiyonlarimin smnirlandinlmas: gerekir. Burada biz ( Eydelman, S.D., 1969 ) da
ispatlanmug olan

(2P oy ' L gy ll?

J'me-c -t T [‘C(t—‘t)]—; d€ < c(g) t2e t (3.31)

o ]

(xt——&t)2 . (&—ty)2 , (x —ty)2 (3.32)

esitsizliklerini kullanacagiz.
Teorem 3.3.1 1)-4) ve 6) kosullan saglandif takdirde

2
~(e-gy X!

| Q' (y) e % tQ()’)" 1 e t

|Q" @) Ka(x,3.9), < sabit 12~ |

dir. Burada yer alan ¢ pozitif sabiti, (3.29) ve (3.30) egitsizliklerindeki ¢ sabitine esittir.
Ispat. (3.9) formiiliine gore

Q') Ky(x,3,0= [ def , Q"0 K(x.&,t-0) KE,y,9) &

= [ de[ Q" WKL, t-DKE 3,0 dE + j de Q' K(xE,t-DKE,¥,7) &

2

=B; +By (3.33)
olur. Burada B,; ile 0 dan % ye kadar olan integral, B,, ilede % den t ye kadar

olan integral gosterilmigtir. B,, integrali i¢in,

t

[Bal=|[) 65 . Q" WK(xEt-IKE..0) &

1

< j: dt j g_yls!" Q' WK(x,E,t-1)| [KE.y, )]

(3.29) ve (3.30) esitsizliklerinin yardimiyla buradan
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3 1 _x8® ]yl
t-t

2 - ~ St Q®) -¢
[Bul,<f, [s¢-0l o[ lQr@e

1
ve Q(x) 6) kosulunu sagladigindan buradan da

3 g2 __lel?
| B |, < sabit | Q7(y) eotan| J: et :)]—d+2 ], L L

elde edilir. Diger taraftan (3.31) esitsizliginden yararlanarak

| x-§ | |E_,—y|2 (Xi-§i)2 Gy’

K da

(3.34)

IRse o [(t- T)] dg = Hr e w [1:(t—1:)].E de,

i=1

3 1
Scl(s)Ht 2e

i=l

oy (ximy)?
(o-e) =t

veya
~cIxt_l |§'Y|2 _; _(M)hr-tyl2

.[R3 e T [t(t- ‘c)] de < c(e)t 2 e

buluruz. Bu son esitsizliin ve

I'(m) I'(k)
T(m+k)

B(m,k) = I'(m) = j:’ x™ 1 e dgx

olmak Gzere
Er“(t-r)ﬁ dt =t Ba+1,8+1) (a,B)-1)

formiiliinin yardimiyla (3.34) den

2
-2d —(c—e)l ty'

|Ba [, < sabit | Q(y) %] i

elde edilir. Boylece B,, integrali stnirlandirilmis olur.
Simdi de (3.29) ve (3.30) esitsizliklerini bir daha kullanarak B,
simirlandiralim.

[Bal,=| [ t[ , Q') K(x.8,t -0 K& y,9) d u
2

1

<[ | U@ KE.Et-9 Q7@ |Q® KE.v.0)] &
2

2 2
_o gt 5]
e t-t T d&

1

QY( Ye -5t Q(Y)

< sabit [, [e(t-o)] " de [
2

|e-y|s1

(3.35)

(3.36)

(3.37)

integralini



20
(3.35) ve (3.36) bagintilarindan yararlanarak buradan

2
7 leyl 2

3. _|x-¢] 3
Bz, < sabit | Q' pye | [ [ece-of ae [se = & k-]

2
520 ~(esy XY

< sabit || Q'(y) e‘°r‘°<y>||1 2 e t (3.38)

bulunur. B,, integrali de sinirlandirilmus oldu. Béylece (3.33), (3.37) ve (3.38) den

2
—(c—8) |x yl

Q") Ky (x,3,1) ||l < sabit .tg" x || Q'(y) e"’thmul e t

elde edilerek ispat tamamlanmig olur.

Bukezde |K,(x,y,t)| yismrlandiralim. (3.9) ve (3.30) bagmtilarmdan

" KZ(X’Y:t) " =

[ o[, Kex.E,t-0 KE,3,9 d&”
<[ @ [, IReE -0 [KEy, )] &

[x-5]
t —d -c
< J; [z¢t-7)] dr IR3 e T * dg

= eyl

=[lea-of @[, e =" = [<(t-1)] ° d&

bulunur. Burada (3.35) ve (3.36) bagintilari géz Oniine alinirsa

1K, (%, v, 1) < sabit 1274 T (3.39)
elde edilir.

Her bir xeR? igin Q‘(x)ec,;(H) oldugunu varsayalim. Bu kosul altinda
|x-y|)1 igin ||Q7(x) K,(x,y,t) "1 ifadesini sinirlandiralim. Teorem 3.3.1 e gére

2 2

[x-y] [x-y]
" Q'(x) Ky (x,y,1) " < Sabit.t%-d " Q' (y) e~ "le“‘ — e-(c-zs)% (.40)
dir. Diger taraftan
“ QY(Y) e-cth(y) "1 = g ai’(y) e—clta-i(Y)
= i £ ot (y)[t“’ a T (y) e ]
i=1
< sabit .t~ i o (y) =sabit. 7] Q)] (3.41)

i=1
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ve |x-y|)1 oldugunda

2
g 2yl

et <sabite™ < sabit.t? (3.42)
dir. Burada p herhangi bir reel sabittir. p=~{+Y —-;— +d olmak tizere (3.40), (3.41)

ve (3.42) bagntilarindan

2

NI
Q"0 Koo 3,0, < sabit [ ], ™+ (x=yDD) (3.43)
bulunur. (3.39) ve (3.42) dende

o2
—(c-2¢) ———~|x yl

K, (x,y,t)| < sabit e t (|x-y|>1) (3.44)
elde edilir.

Simdide QY(x)K;(x,y,t) operator fonksiyonunu sinirlandiralim. (3.9) formiiliine gore

QM K, 05,0 = [ ¢ [, Q) Kx,E,t-1 Ky (6y,0)
=[], | QOKEE-DKE YD dE

sfaf | QOKEE-DKEY,D)

=B,;,+Bs, (3.45)

dir. Bj, integralini
t
By=[fae[  QOKEE-DKEY,DE
didt] QO KGE-D)K,(6y,7) dE =Bl +B), (3.46)
3 |&-y[s1

seklinde gosterelim. (3.29) ve (3.39) esitsizliklerinin yardimyla " B}, "l i¢in

|83, = jo% i [ QO KEE =D K,y ¢

< J-o% dv J;E:'Y[Sl" Q') K(x,E,t-7) “1 1. @€y, a|

O L PO . i

e t-t T d&

1

! 32
+ |2 _d L2 Y —c(t-v)§
< sabit jo dt Ig_y[ﬂ(t 9| Q@e
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elde edilirBurada Q(x) in 6) kosulunu sagladig goz oniine almp (3.35) ve (3.36)

esitsizlikleri kullamlirsa

—otQ(y) £+ '("")l t;] ~(c-s )|§—y} 3
||B || <sab1t”Q7(y)e ! || j (t- 1:)2 d:j f(t-v)] *de
—3 (c—2|-:)|
< sabit ||Q7(y)e'°1‘Q<Y>||lt 2 e j T2 (g 1:)2 r
veya
v |2

| B3, < sabit o'W e‘°1‘°<y>||lt5"3“ e““‘ml > (3.47)
elde edilir.

(3.30) esitsizliginden ve Teorem 3.3.1 den " B§1"1 icin

Q'(x) K(x,8,t—1) K, (€,y,7) d&€

“ Bglnl - e~y |s1 1

< j2 d [, UKL -9 QO[O K 0] &

2 v —cptQ(y) (H)l xt|? -(‘:-s)l—&;yl—2
<sab1tr d‘cI s (t )41 "Q (y)e™™ " -t * &
bulunur. Burada tekrar (3.35) ve (3.36) esitsizlikleri kullamlirsa
x5 o= l
B3], < sbitfor e [ (t“)g_d"”dd‘Lz A
< sabit " Q'(y) e“’Z‘Q(y)"l t_5 e el I [et- 1:)] dt
veya
—(eamy L

|| B_,fluls sabit ]| Q'(y) ¢-='°2‘Q<Y>||1 534 ¢ t (3.48)
elde edilir. (3.46) ve (3.48) den

(20 T 2
[By] < sabit | Q7 () et ¢34 &7 (3.49)

bulunur. Simdi de (3.45) bagmntisinin sonunda yer alan B;, ifadesini simrlandiralim.

(3.30) ve (3.43) den

| B, = Q' (%) K(x,&,t-1) K, &, ¥,

T
0 &~y )
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<[]  lowkce-ne oo ke«

. ) t d —(0—25)[ 5[2 (e_h)[k’;—y[z
< sabit | Q (y)||l J'o (t-1)4dr -[e—ym e = T de
bulunur. (3.35) ve (3.36) esitsizliklerinin yardimiyla buradan
L 3.4 3 ey %Iz_( 20 )lé y?
Byl < sabit| Q| [ ¢-02 " w2 e [ e fect- 1:)] dt
_3 —(o3gy 2 3., 03
< sabit .t 2"Q“‘e(y)"le 2 ‘ 12 dt
veya
3 ~d —(c-3g) | Ty I ’
“B32"1S53bit't2 ”Q_Z(Y)Hle t
elde edilir. (3.45) , (3.49) ve bu son esitsizlikten
3.4 -(c-3¢) [yl
Q7 K (x, 3,1, ssabit| 5 [Q(n)e™' 4P| + 17" Q) |e (350

bulunur. Burada (3.41) ve (3.42) esitsizlikleri kullaniirsa, |x—y|)1 oldugunda

2
-d ~(c-3¢g) Ix—:L

5
|Q ) Ky(x,3.1)] < sabit| Q)] (#2447 447 ) e

veya

TS
| Q"0 Kyx,y,9), < sabit| Q) e ¢ (Jx-yD1) (3.51)

elde edilir.
(3.30) , (3.39) ve (3.35) egitsizliklerinden yararlanarak

[Katx,30] =| 105, Kx.8.1-9 Kooy, |
< [ @] IR E -] Koy, 0] dt

E—d —c-el_§|2 c-g |E_,—y[2
Ssabuj def @~ e TP TP T e

—£|% _y|2 3
o gn w1

3
= sabit J:(t - ‘c)_d+5 % 4y IR3 e t-e [r(t- 1:)] dg

3 | x-y| 3
-—= —(c-2¢) —d+=
t - 2 T4—2d d,c

<sabit.t 2 e
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elde ederiz. Buradan (3.36) ve (3.42) nin yardimiyla

|x-y|?

—(c-2¢)

IK;(x,y,t)| < sabit. 3¢ e t (3.52)
-(c—3s),x—-y-l-i

| K;5(x,y,t)| < sabit . t (x-y]>1)

esitsizlikleri elde edilir.

(3.50) , (3.51) ve son iki egitsizlik |]QY(x)K4(x,y,t)”1 ve |K,(x,y.9|

fonksiyonlarinin sinirlandirilmasi i¢in kullanilir,
Bundan sonra  Q'(x) K, (x,y,t) , Q"(xX) K;(X,y,t) , .......... (y=0,v) operator
fonksiyonlanimn sinirlandirilmasinda (3.35) ve (3.36) esitsizlikleri, t degiskeninin iizeri

£+v sayisindan kiigiik olmayana kadar kullanilacaktir ve sonugta bir m, dogal sayist

i¢in
syl
|00 K9], e 01 o ] o]
ve
|x-y[?
1K x.3,1) | < sabit .t4+7 S ets = (3.53)

olacaktir. Buradan (3.41) in yardimiyla

[x-y|?

t (3.54)

—[e~(2my-2)¢]
|, e

| Q760 Koy (%, 3,1, < sabit] Q7 ()

bulunur. Burada biz ¢ ) 2(mo -1)s  oldufunu yani & sayismn 0 (&¢ Z(mc 1))
o

esitsizligini sagladifini varsayiyoruz.
Q'(x) K1 (X,¥,1) , Q'(X) Kpppu2 (X, ¥7,1) 5 oo (y=0,v)
operator fonksiyonlarnmin simirlandinlmasinda  (3.32)  egitsizligi kullanilacaktir. Bunu

Q" (x) Kppy41(X,y,t) nin smirlandirlmasinda gosterelim. (3.9) formiiliine gore

<[ @[ ] 0KEEt-0Q @ Q" ©Ka, €.y 0

- J: d‘tj x-&[s(t-o) ™

Q' () K5, 30| =| [ de[ , Q") Kix,&,t-) K, €, y,7) &
1 0 R

Q' (K(x,E,t-1Q' @) | Q" ®)K,, €.y, 0)] &
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+-[)t dtle-%l) t-o%

=B, +B,, (3.55)
2d+1

Q" (K (x,E,t-1)Q" @) || Q' O, €1, &

olur. Burada N =

dir. §imdi B,, ve B, integrallerini sinirlandiralim. (3.30),

(3.32) ve (3.54) esitsizliklerini kullanarak

t
By = I dtI
N7 0o T g |sen®

Q" ()K(x,E,t-)Q" )| | Q' ©) K, 1.7
x5’

Q) e = &

< sabit j: (t-7™ dtjl

x-&|<(t-t) ¥

< sabit | Q"“(y)], j; (t—t)‘dd*cjl t e

e
x-g|s-n¥

| %=

|2
=sabit"Q'£(y)||le—c 3 E (t-1™ ¢ dr

veya

5-2d |x—y[2
-c

By, < sabit | Q‘f(y)"l t4 e ¢ (3.56)

olur. B,, iginde tekrar (3.30) , (3.32) ve (3.54) esitsizliklerini kullanarak

By =J: drj x-&| ) (-

Q') K(x,&,t-1) Q7 (®)||Q"®) Kyy &, 7,0) | 02

. _lxgl? leyl?
Ssabitj;dt£x~§|51||Q"e(y)"1e t-r © dg
eyl
<sabit| () e j; d‘cjx_glsldé
|xy|
= sabit [ Q“(y)] e t 1 (3.57)

elde ederiz. (3.55) , (3.56) ve (3.57) den

|x-y|?

| ssabit|Q () e ¢ 1 (x1=5"42d) (3.58)

| Q') g (x5,

bulunur.

£ yegoreintegrali yine |x-&|<(t-7)" ve |x-&|)(t-7)" olmak iizere iki kisma
bolilp, (3.30) ve (3.53) esitsizliklerini kullanarak yukandaki yontemle
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| x-y|?
lle0+1(x,y,t) “ < sabit.e AR

esitsizliginin saglandig gésterilebilir. Benzer sekilde

Q' (x) Kpyyua(x,¥:1) , Q7(x) K3 (51 5 s (y=0,v)

fonksiyonlar: simrlandirilirsa

|-

Q'

2

|Q70) Kgra (,3,0)] < 2, 1%

_o Xl
IIKmo+n(X,y,t)|| s a, tR“ e ¢ xty

esitsizlikleri bulunur. Burada a, ,
{an ::1 z an < ®©
n=1
olacak sekilde bir pozitif say: dizisi ve N, de
lim N =

n—>w0
dir. (3.60) dan gorildugii gibi
Q'(x) ¢(%,y,1) =Y, Q"®) K (x,,1)
m=]
operator fonksiyon serisi o, (H) uzayindaki norma gore yakinsaktir.
(3.29) , Teorem3.3.1 , (3.50) , (3.54) , (3.58) ve (3.60) dan

_olxyl®
L R T L O P

bulunur. (3.30), (3.39), (3.52), (3.53), (3.59) ve (3.61) esitsizliklerinden de

|x=y

lotx,y,0)] < sabit ¢t ¢

elde edilir. (3.41) , (3.42) den ve bu son iki esitsizlikten yararlanarak

2

| Q") otx,3.1)| < sabit [ Qx| e : (Jx-y]>1)
|o(x,y,t)] < sabit e : (|x-y]>1)

bulunur.
Boylece biz bu kisimda agagidaki teoremi ispatlamig olduk.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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Teorem 3.3.2 [Eger 1) - 4) ve 6) kosullan saglanir ve her bir x eR?® igin
Q‘(x) e o,(H) (£>0) ise o zaman her bir x,yeR® ve te(0,1) igin
Q' (x) o(x,y,t) € 6,(H) olurve (3.62) , (3.63) esitsizlikleri saglamr.
3.4 Agirhkh izin Asimtotik Davrams:
Bukisstmda N, (A) fonksiyonuigin A — oo iken asimtotik formiil bulunacaktir.
Teorem 3.4.1 Efer 1) - 4) ve 6) kosullant saglamir ve her bir x eR® igin
Q (x)ec,(H) ise

e

Q" (x) G(x,¥,t) = Gy (x - y,3,1) Q"(x) ¥ e
*[" Q(x) ) + || Q'(y) e-mQ(y)"l + " Q(y) "1] oQ)

dir. Burada O(1) , x,y ve t (te(0,1)) degiskenlerine bagh o,(H) uzaymndaki
normu sinurhi olan bir operatér fonksiyondur.

ispat. (3.2) formiiliinden
" Q" (x) G(x,y,t)-Q"(x) G, (x - y,y,t) e "' "1

=1[[ e[ ,Q700 G, (x-£.8,t-1 ¢ ot y,1 &

1

<] 2 dr] , Q100 Gi(x~E.8,1-1) € o(E,y,7) &
1
[ de],Q100 G (x-£.8,t-1) € o(e,y,7) e
z 1
=Di+D, (3.66)

bulunur. Once D, i stnirlandirahim.

D1 = J;E er‘RS Q'Y(x) Gl (x —&aé’t - ‘C) e—(t_t)Q(é) ‘P(&,Y, T) d&

1

< E df,]Q7 @ e J6,(x-E.8,t-1) 0.y.0)] &

t
<fPaf [ ® Q® | [Gix-E.E,t-9)] oy, &

<ol Oflee ] joa-t s llst sl
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dir. Q(x) ‘in 6) kosulunu sagladigi ve (3.3), (3.4) formiilleri goz oniine alinirsa

D, < sabit | Q"(x) % j; de [ 1 Go(x—E.Et-D)] Jol&, 5. )] &

olur. (3.10), (3.35) ve (3.63) egitsizliklerinin yardimiyla buradan

=gl _ el

D, <sabit | Q7(x) | [ (t-1) 2 ¢ dr L e © e

3 £
= cahit | OY —ctQ(x) 2 S - ]2
= sabit | Q"(x) e lIo 12 dt JR e ¢ [t-7] " de
< lor et Tt 2 2
<sabit |Q7(x) e € tot J:‘L' dr

= sabit | Q"(x) e ' e t ¢ (3.67)

bulunur. Simdi de D, yi simirlandiralim. Yine Q(x) in 6) kosulunu sagladigi g6z oniine

alinip, (3.3) ve (3.4) formiilleri kullanilirsa

i

D, =| [t ¢t ,Q7(0) Gy(x~8,E,t-1) €% o, y,7) &
2

1

i

fi e[ Q) Q7(®) Gux-£,8,t-1) % Q7 (®) 05, y,7) d "

2

<[ def,]Q1(0 Q7®) G (x~£.8,t-1) e | Q@) 0,3, 7) |, &
2

< «f o' Q@G x-2.5, -0} ) |Q'® 0e.y. 0] &
2

ssabit [, dt[ | Go(x8,8,t-D|Q"® 0.y, 0] &
2

olur. (3.10), (3.35) ve (3.62) esitsizliklerinin yardimiyla buradan

3 e eyl

D, < sabitJ; dt“‘pﬁ (t-1) 2 I:t'd " Q"(y) e'“Q(”nl +I| QX(y) "1] e -t T de
2

2 2
3 = _ eyl

< sabit [t"’ " Q'(y) e“"'Q(”)"l + " Q(y) "1; Et"’ dt IR3 e vt © fr(t- 1:)]%E d¢
2

ey’
< sabit.t[ ¢ "QY(y) e-cto(y)"l +" Q) 1] o S
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|x-y|®

< sabit .t [ " Q'(y) e‘°‘Q(Y)||1 +!| Q)| 1] e (3.68)

elde edilir. (3.66) , (3.67) ve (3.68) den
" Q"(x) G(x,y,1)-Q"(x) G, (x —y,y,t) e*%” ||1

|x-y|?

R R L A

< sabit { £ Q7 (x) e+ A®

veya

2
o 1Y)

Q"(x) G(x,¥,t) =Gy (x—y,y,t) Q"(x) 1M 4t ¢ ¢
[lew =] s|arm =] ool Joo

(d=max{b+1,2}) bulunur.
Teorem 3.4.2 1)-4),i=1 igin 5), 6), 7) kosullan saglandig: takdirde her bir t e (0,1)

i¢in sz tr[Q’(x) G(x,x,t) ] dx integrali sonludurve t—+0 da

_ )
[, el 6ex,x,0 ] ax o7 [, 000 wfQre et 2] ax
dir.
Ispat. G,(x-vy,y,t) operator fonksiyonu

3
~t 3 ajx(y) sjsgHils.x-y)

IRS g ds

1
seklindedir. Burada s; =t ? §; alrsak

GO (X -y y’t) = (27!:)3

3 1
= Y ajx(y) EjEe+it2 (Ex-y)

1 A=
Go(X—y,Y,t)=(—21't\/——t)3‘ IR3 e M de
olur. Buradan da

3
- 2 aj(x) &k
1 = O(x)
G,(0,x,t)=——— e &1 dé = I
o(0.%,1) 2mt)? J.Rs : @2rVt)?

veya

D(x) I
G,(0,x,t)=——=—

bulunur. Teorem 3.4.1 ve bu son esitlikten
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@ -t Q(x - -c1Q(x
trQ"(x)G(x,x,t) = (27‘5/_)?)3 tr[QY(x)e « )]+ oMt d[" Q7 (x)e 1™

el

elde edilir. Burada i=1 i¢in 5) ve 7) kosullan g6z oniine alinirsa

1 ~ X
-'.R:" tr[Q*(X) G(X,X,t)]dx=z—2—u‘/_T)3jR3 O(x) tr Q"(x) et dx +

+o ¢ [ tr ') er]ax+om ¢ (r=0,v) (3.69)

3
olur. Ote yandan Za K (X) €&, ifadesi 2) kosulunu sagladigindan
jok=1

M, <d(x)<M, (3.70)
olacak sekilde iki M, ve M, poztifsayilan vardir. d=max{b+1,2}( % oldugunu
g6z 6niine alip (3.69) ve (3.70) den t—>+0 da
1
Y ~ 1 ~tQ(x)
[ Q7o 6ex,x, ] ax ol [, 200 Qoo et ax

buluruz. Boylece teoremin ispati tamamlanmus olur.

G(x,y,t)  operatér fonksiyonu, pozitif ve smurlh e (te(0,]))  operatoriinin
¢ekirdegidir.

et W) = [, Gx,y.1) ¥() dy ¥(x) e H,

Ote yandan Teorem 3.4.2 ye gore

Ls tr G(x,x,t) dx

integrali sonludur. Bu durumda e™" operatoriniin bir gekirdek operatérii oldugu bellidir

(Kirillov, A. A., 1976) . e™" ve L operatorlerinin spektrumlari igin

c { e'”‘}= e tolm

dir. Her t i¢in e™** nin tam siirekli operator olmasindan ve bu son formiilden L nin saf
ayrnik spektruma sahip oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 3.4.3 1)-4),i=2 i¢in 5), 6),7) kosullan saglandig: takdirde Q¥(x) e her
bir t)0 igin ¢ekirdek operatoridiir.

Ispat. £, H, uzaymin normu bire esit olan herhangi bir elemam olsun. Cauchy — Schwartz

esitsizliinin yardimiyla agagidakiler yazilabilir.
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2

Cwe £ =|[ Q" 6x.y.0 £3) ¢y

<[,

<[.]o @Gy @ [ 1w ey

=k

Teorem 3.4.1 yardimiyla

Q"(x) G(x,y,0] <[ Q") Gx,¥.1)|,

Q"(x) G(x,y, | £ ] dy }

Q" (%) G(x,y,0)| dy

2
_o Xyl

<[ Gix-y,3,1) Q"(x) €| +sabit 1% gx, 3,00

elde edilir. Burada

Q' (x) e~°tQM) Q' (y) e~ St ”1 + ” Q‘e (y) "1

g(x,y,t) = o
dir. |x-y|<1 igin
Q'@ Q|4
oldugu ve (3.3), (3.4) bagntilani g6z 6niine alinirsa
Gi(x-1.%,8 Q") ] < | G1(x-y,y.0 ]| Q') Q7 (1) Q") €™
< |6ix-y.y0l Q@ ®||Q ) e,

Q" (y) e ¥,

< sabit | Go(x-y,y,D)]-

olur. (3.10) esitsizliginin yardimiyla buradan

|x-y|?

| Gi(x-%,%,t) Q" (x) €9 < sabit i | e @] e

bulunur. (3.72) ve bu son esitsizlikten

2
1z

3 -
Q"(x) G(x,y,t) | < sabit.t ? g(x,y,pe

elde edilir. (3.71) ve (3.73) den

[x-y|?
B, P it
Q" () ™% £ < sabit + WAL vy

Qe £ ax

Qwet e} =,

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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—ylz
< sabit.t™ J{ g(xyt)e ddex

eyl
< sabit .+ | 0] el +[ Q)] ] - dy}dx

R3

-2(:

~sabit. 2 [ | [ R 8 LRI EY

il
< sabit .t~ I { 'ctQ(y)" +ll Q_Z(Y)":l t dy} dx

| x-y|?

J’Rse'Zc t dx < sabit (te(0,1))

bulunur. Burada

oldugu gz oniine alinirsa

Q¥(x) et £ "1211 < sabit.t™ IR3|: _CtQ(Y)": +“ Q') "12 ] v

olur. (3.41) in yardimiyla buradan
Q'(x) et £ ”; < sabit. 1™ [ ] Q(y) ||12 dx

elde edilir. Dier yandan Q(x) operator fonksiyonu 3) ve 5) kosullarimi sagladigindan

[l o] ax ¢ +o0

olur. Bu nedenle

L f"2 < sabit .t~

"Lf" <C, (C,)0)

sup
€, =1

veya

-tL || < Ct
Hy

olur. Boylece biz her bir t)0 igin Q'(x)e™" operatorimin, bitin H, detammh
sinirh bir operator oldugunu gostermis oluruz. Yukanda her bir t)0 igin et nin
cekirdek operatérii oldugunu gostermistik. Bu durumda
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LD L
Q') e =Q'(x)e ? e?
operatoriiniin de gekirdek operatérii oldugu bilinmektedir (Cohberg, 1. C. and Krein, M.
G.,1969). Yukanda ispatladigimiz teoremden

r[QUe e*t]= [, r Q700 Gex,x, 1) dx (3.74)
formiilu elde edilir (Kirillov, A. A.,1976).
Kendine e L operatoriiniin 6zdegerlerini A, <A, <. SA, S , bu 0zdegerlere

karsilik gelen ortonormal 6z fonksiyonlarim da ¥ (x), ¥y (x), ...... , Y, (x) ile

gostermistik. Bu durumda e™*"  operatorinin 6zdegerleri { gt }:;1 , bu Ozdegerlere

kargilik gelen 6z fonksiyonlari da yine {‘I’n x) }°° olacaktir.

n=]

el tam siirekli kendine es operator oldugundan {¥,(x)}", fonksiyonlan H, de bir

n=1
ortonormal bazdir. Diger yandan Teorem 3.4.3 egore Q'e™" , H, uzaymda bir gekirdek
operatoridiir. Bu takdirde
Qe =Y (Q ety ¥, ),

n=1

dir (Cohberg , 1.C. and Krein , M.G. ,1969). Buradan

tr Qv e-—tL = i e—tl.n (Qv q;n "Pn )H1

n=1
bulumur. A ,Ag Ay e sayilarinin pozitif olduklart géz oOniine alimirsa bu son
formiilden
trQ'e 'l = J:o e dN, (A) (3.75)
elde edilir.

Teorem 3.44 a;;(x) (i,j=1,2,3) fonksiyonlari 1), 2) kogullaru, Q(x) de 3) - 8)

kosullarim sagliyorise L operatoriiniin N (A) agirlhikliiziigin A —»> o iken
3

N, ~ B(x) 0’ (x) [A- () | dx

— 2 |
(2“)3 r(_g) i o (XA

dir.
Ispat. Teorem3.4.2 , (3.74) ve (3.75) den t—> o iken

[[etan, o~ ,@(x) tr[ Q" (x) e dx (3.76)

— |
@myt)* R

T.C. YUKSEXOGRETIN KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZ
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elde edilir. Bu bagintinin sad tarafindaki ifade

1 v -tQ(x — 1 S v =ta;(x
mjﬁqx) r[ QY (x) e >]dx_(2n‘/{)3 j’R3¢(x)[§ al(x)e ”}dx

- En_lJT)? > [, 000 a7 (x) = dx 3.77)

i=1

seklinde yazlabilir. Bilindigi gibi

1 v ~to;(x — -t
mfgaQ(X)ai (x)e ()dx_fe’“ dpi(4)

esitligi saglamir (Kostyuchenko, A .G .,1968). Burada

1

®(x) o (x) [A -0 | dx
(275)3 r(_g) oz (x)(A

p;(A) =

dir. (3.77) den ve bu son formiillerden

(2-1-“1/—;)—3 [.oe) tr[QY(x) e ] dx = [ e™ dpth) (3.78)

1

: O(x) o’ () [A-04(x) ] dx
@o'1e)

p()= Li(X)(l

bulunur. (3.76) ve (3.78) den t—>+0 iken

f’ e™ dN,(A) ~ jo“’ e dp(d) (3.79)
elde edilir. Varsayim geregi

Ap'(A) < a5 p(V)

oldugundan (3.79) dan Korenblyum teoremine gore (Korenblyum, B . 1.,1953)

A—>+o iken N, (A) ~ p(A)

veya

1

— B(x) ;' (x) [A- o) ] dx
@ 1E)

Ny@) ~ - J.ai(xxx

bulunur. Boylece teoremin ispat: tamamlanms olur.
3.5 Ornek
Burada 1) - 8) kosullanim: saglayan a;;(x) (i,j=123) skaler fonksiyonlarina ve

Q(x) operator fonksiyonuna bir 6rnek verecegiz.
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a =3 , 2,,=2;=0 , a;=2;=0
a3 =3 , apn=ap =2 , a5;=2
olsun. Bu fonksiyonlarin 1) kosulunu sagladigi agiktir. 2) kosulunu o =1 ve B=6 igin
sagladig1 kolayca gosterilebilir.
H=L,[0,x] ve Q®

4

Q(x)q;(t):%i:n3 2+|xl§ sin(nt)'Lﬂ(p(s)sin(ns)ds

n=1

seklinde tamml: bir operator fonksiyon olsun. Bu Q(x) operatdr fonksiyonunun 3) - 8)
kosullarim sagladid: gésterilebilir.
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4. SONLU ARALIKTA VERILMiS SINIRLI OPERATOR KATSAYILI BIR
DIFERANSIYEL OPERATORUN DUZENLI IZININ INCELENMESI

4.1 Problemin Spektrumu Hakkinda

H aynilabilir bir Hilbert uzay: olsun. H, =L, (H; [0, 7]) uzayinda sirastyla

£o(y)=-y"(x)

£(y) =-y"(x)+ Q(x) y(x)

diferansiyel ifadeleri ve ayni

y©@=y'(®=0

siur kosullart ile olusturulan L, ve L operatorlerini g6z oniine alalim. #(y) nin
ifadesindeki Q(x) operator fonksiyonunun asagidaki kosullan sagladigim kabul edelim.

1%) Q®), [O,n] aralifinda ikinci mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her x € [O,Tt] icin

QW(x) (i=0,1,2) H den H ye kendine es gekirdek operatérlerdir.
0 1 .
2) |Ql, (5 dr

3°) H uzaymmn ) |Qx)e, "H1< w olacak sekilde bir {@,}o, ortonormal baz

n=l

vardir.

4%) || Qi (x) "1 (i=012) fonksiyonlann , [0,x] arabfinda smuh ve olgilebilir

fonksiyonlardur.

L operat6riiniin spektrumu m? w= kiimesidir. Bu kimenin her noktast L
0 P P 0 0

operatoriiniin sonsuz katlili1 olan 6zdegeridir. m?  6zdegerine kargilik gelen ortonormal

ozfonksiyonlar

‘Pn?n (x)=d, cosmx.¢, (n=12,..) “4.1)
seklindedir. Burada
1
—= m=0
d, = Vr 4.2)
-2— m=1,2,....
yis
dir.

R,) ve R, swrasiyla L, ve L operatorlerinin rezolventleri olsun.
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Lemma 4.1.1 Q(x) 3. kosulunu saghyor ve A¢g {mz}:::o =o(Ly) ise
QR; : H, - H, ¢ekirdek operatoriidiir, yani QR o, (H,) dir.
Ispat. L, operatoriinin (4.1) 6zfonksiyonlar sistemi H, uzayimn bir ortonormal bazidir.

Bu takdirde (Cohberg, I. C. and Krein, M. G., 1969) dan bilindigi gibi QR,? in gekirdek

serisinin  yakinsakligim

operatorii oldugunu gostermek igin i i "QR{) o H
1

m=] n=l

gostermek yeterlidir. (4.1) ve (4.2) den

5.5 lexs s, -5 5 - o,

m=0 n=1

1
- 35t 7| [lacod, cosme. 0., Q008 cosm.0, )ex
m=0 n=1

1

=5 S [} 42 cos*me] e, o

m=0 n=1
i L
<3 3 oA [ 1eoe.f o
_ o0 lmz _ l,l_l i II Q(X) (Pn “Hl (43)
m=0 n=1

elde edilir. Varsayim geregi

P [MOTNIRE

n=l

oldugu dikkate alinirsa (4.3) den

> 3 Jorews],

m=0 n=1

(o

bulunarak Lemma ispatlanms olur.

Teorem 4.1.1 Q(x) operatér fonksiyonu 2. ve 3. kosullan sagltyor ise L operatoriinin

spektrumu, ikigerli ayrik

F, = |m? -lQ],  m* +|[Q||Hl] (m=0,1,2,..)

araliklarinin birlegiminin bir alt kiimesidir ve

1) L operatériiniin spektrumunun F_, aralifina ait m? den farkls her bir noktast,
kathlig sonlu olan ayrik bir 6zdegerdir.

2) m?, L operatoriiniin katlilig1 sonlu veya sonsuz olan bir dzdegeri olabilir.



38
3) {kmn }:;1 , L operatoriiniin  F,, aralifina ait olan 6zdegerleri olmak iizere

limA_, =m?®  dir.

n-—»wc

ispat. 2R\ J[m?-[Q], ,m?+|Q], ] it

m=0
|2.—m2| ylQl, (m=012,..) (4.4)
olur. Kendinees R, =(L,—-AI)" operatorii igin
of _ _ 2l
[R2],, = mex [3.-m?]
oldugundan (4.4) den
-1
[®3], < 1l
bulunur. Dolayisiyla
0 0
Rz, <iel, {r], <1
dir. Bu egitsizlikten L(H,,H,) den L(H,,H,) e
A®)=R;-BQR] ,  BeL(H.H)
operatoriiniin biiziilme operatorii oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda
R} -BQR/ =B
denkleminin L(H,,H;) uzayma ait olan bir ttk B=B, ¢6ziminin oldugu

bilinmektedir. Aynca R, -R, QR, =R, oldugundan R, =B, eL(H,;,H;) vebu
nedenle Aep(L) dir. Boylece L operatoriniin  spektrumu  ikigerli aynk

yai o)c | [m?-Qly, m? +]Qly, | @
m=0

Lemma 4.1.1 denve R, =R,?—RxQR£ formiilinden her Aep(Ly)np(L) igin
R, -R) farkinm H, den H, e bir gekirdek operatorii oldugu sonucu ¢ikar. Bu takdirde
( Kato, T., 1980 ) den bilindigi gibi L, ve L operatorlerinin spektrumlarmn siirekli
kisimlan gakigirlar. Buna gore ve L, operatorimiin spektrumu siirekli oldugundan L

operatoriniin spektrumunun sirekli kismi {m2 °°=0 kiimesi olacaktir ki bu da teoremin

hitkkmtinde belirtilen 1), 2),3) kosullarinin saglandigim gosterir.
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4.1 Diizenli iz I¢in Formiil
Bu kisimda

> {i (A ~m?)-—[ Q) dx}

m=0 | n=1
serisinin toplam1 igin formiil bulacagiz. Bu serinin toplammma L operatoriinin dizenli izi
diyecegiz.

Lemma 4.2.1 Q(x) 2. ve 3. kosullanim saghiyorsa R, —R; operator fonksiyonu
p(L) bolgesinde o,(H,) uzayindaki norma gore analitiktir.

ispat. R, -R) =-R,QR; oldugundan Lemmay ispatlamak i¢in R,QR; operator
fonksiyonunun p(L) bolgesinde analitik olduunu gostermek gerekir. Once Teorem 4.1.1
den p@L)cp(L,) sonucunun giktifim belirtelim. Aynca R, -R,=@A-wR,;R,

formiilinden yararlanarak
0o _ 0
D\, ML) = 22 QR’»ZA}? R\QR: _RZQR}-R,QR}f
1
=H[(RA+M QRS 4 ~Riop QR} )+ Ry QRS -R, QRP-RZ QRS R, QR)?

1 1
=L R, QR ~RE)+ 1 (Ravs ~R)QRY -RI QRS -R, QR

=Rjm QRAR}, 4 + R0 Ry QRS ~R{ QR -R, Q(R;?)z
=[RoraQRIR Y ~RomQRE) |+ Ruvs QRS -RaQR T |
+(RA.+M R; QR; -R; QR;?)

=Rym QRS (Ri ~R2)+ Ry R QRS S +® 0 ~R; )R, QR 45)
bulunur. Buradan

" D()"M)"cx(ﬂl) < " R;.m QRY ” " Ry —R’?”H,

o1(Hy)

AR -Roly [QRSF] |, <[rs0n?

o1

0

R~ Ralg JQRE], o [RE], 1ol ]

< IIR).+M"H1 “ QR,

elde edilir.  [im |Ry,p Ry, = fim “R&M—Rf"m =0 oldufundan (4.5) ve (4.6)

dan



40

Ryan QRiws — Ry QR
AM

=0
S1(Hy)

lim ~R?QR{-R, QRS

AL—0

bulunur ki bu da R, R =-R, QR,  operatdr fonksiyonunun  p(L)  bolgesinde
o,(H,) uzayindaki norma gore analitik olmast demektir. Boylece Lemma ispatlanmis olur.
{‘Pmn (x) }r:=0,n=l fonksiyonlan, L operat6riniin sirastyla {hmn };0’“:‘ ozdegerlerine

kargilik gelen ortonormal ézfonksiyonlari ve

1-‘p ={kzlx—p2|=%} Bt?m =(‘7\Pr:n)Hlan2n an =("Tmn)}1 \Pmn

1

L§) =) m* By, LY =D Ao Bua (r=-1,1)

n=] n=1

olsun. L, ve L operatorlerinin spektrumlan sadece dzdegerler ve onlann yigilma

noktalarindan ibarettir. Bu durumda ( Lysternik, L. A, and Sobolev, V. 1. 1955) den

RO = mn R, = = 47

* éémz—x * mz=0nz=;)‘mn—;" ( )

oldugu bilinmektedir.

Teorem 4.2.1 Q(x) 2. ve 3. kosullanim saghyorsa i (?»pn —p2) (p=01,..)
n=1

serileri mutlak yakinsaktir.

Ispat. {lmn }:;1 c lmz -1 Q"H1 ,m? +| Q||H1] (m=0,1,2,.) ve varsayim geregi

Qly (3 oldugundan m(p isin

2 2, 1 2_1 2_1 =

Ama Sm? +] Q] (m +5 S (m+1) -5<p-5 (a=12.)
dir. Buradan

1
}"mn(pz _5
veya

1

Maa-p?) 5 (@(p s n=12,) “.8)

bulunur. p{(m igin
1 1 1
p +5 S (p+1)* -5 < m? -5 ¢ m? -|Qf, SApa (n=12,..)

dir. Buradan da
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1
2
lmp > P +'5

veya

|lmn —p2| > % (m)p ;n=12,..) (4.9)

elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) dan

SR

1 1 0 0
— | AR, -R)dA=—
271 T ®a=Rs) 2mi jr? L;)E Ao —A 5 m? -2

< A dA o 1 A dA
-B,
2[ m owi -[ ? Apy — A " omi }

Il
i

n= Pm -A

=Z Bp 1 ¢ AdA -B,, 1-,[ A dA
n=1 an P 7\. p an rp A. - )\,Pn
DA e: Bya)=L() -LO (p=0,12,...)
n=l
bulunur. Lemma 4.2.1 den ve bu son bagintidan
LY -L eoy(H,) p=012,.. (4.10)

elde edilir.

Bukez L{P-L{"eo,(H) (p=12,..) oldufunu gosterelim. Yine (4.7), (4.8) ve
(4.9) dan

B} dA 1 dA
21:1 XI(R )dx ZZ[ m“zmjr,x(x ~Ba, I J

m=0 n=1 A) 271 95 A (m? - )

& 1 dA 1 dA
Boy = -B,n
;[ P 21t1~"1"p)~(7»—p2) P ZmIr,x(x—xpn)}

= Z(p'2 B. M5By, )= Ly’ -LEY (p=12.) (4.11)

i

-]
([

bulunur. Lemma 4.2.1 e gore R‘I(R »—R} ) operator fonksiyonu p(L) bolgesinde
o,(H;) uzaymndaki norma gére analitik fonksiyondur. O takdirde (4.11) den

LS -LiV eoi(Hy)  (p=12,..) 4.12)
elde edilir.
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Simdi Zl Apn —-p" (p=0,1,2,..) serilerinin yakinsak oldugunu gosterebiliriz. L

n=1

operatdriiniin spektrumu sadece 0 ve p*" noktalarindan ibarettir. Bu durumda (Lysternik, L.

A. and Sobolev, V.1 1955) den
p* 2 (LYY, , ¥, ) (p=12,..)

pn °
oldugu bilinmektedir. Dier yandan
AL, =(LOW,, , ¥%,,)
dir. Bu son iki bagintidan

Y M) X0 -02) % ),

n 2 n
)";n) p** z';m)l’z"

H

K @®©

<2 2|\L

) _ (r)
(L9 -1 » Fann ),
m=0 n=1

bulunur. (4.10) ve (4.12) ye gore
LO -LY eoy(H,) (r=-11 ; p=12,..)

dir. O zaman ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G. 1969 ) dan

@ @

22

m=0 n=1

oldugu bilinmektedir. (4.13) ve (4.14) den

((L(‘) LY ... . )H (s" LY -LO

o1(Hy)

2 (A0 -p7)sL2-1] . @2D
Apa)p%*
3 (Apa-0?) (o (p=1)
x,,:>p2
3 (02 -2p) < sabit 3 (p2-Rp o250
x,:<p2 x,:<p2
—sabit 3 (A7h-p?) (o (p=1)

l;f) p?
bulunur. (4.15) ve (4.16) dan

o0

Y A0 (@ (p=12..)

n=]

elde edilir. Aynca L§) =0 oldugu dikkate alinirsa (4.10) dan

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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IS

n=1

bulunur. Béylece teorem ispatlanmug olur.

Her Aep(L) igin R, -R] co,(H;) oldugundan (4.7) formiillerinden ve teorem
4.2.1 den

bulunur. Bu egsitligi 2_7»__ ile garpip |7\.[ =b,=p“+p (p=1) g¢emberi tzerinde
i

integre edersek
1 P, & 1)
— AtriR; =R, )dA A dr+
2mi Jal=b, Ry ) I| Z;,Z,[ .-A m?-1
0 1)
A dA 4.17
271;1 |A=bp m%;,lg xm-x m? =y “17

bulunur. m<p ve p=1 igin

m?-[Q] 5 Amy< m?+]Q] < p?+|Q) ¢ p*+p=b,
dir. Dolayisiyla

| an

dir m ) p igin

(b, ; m<p ; p=1 ; n=12,. (4.18)

}'mn = _"Q”> p+1)2—"Q" ) p +p
veya
Apa ?b, ; m)p ; n=12 ... (4.19)

dir. (4.17) , (4.18) ve (4.19) dan

1 0 halll. AdA 1 AdA
— triR; -R, JdA =
2mi ]>u|=b,,}y ( A ") Z " [21:1 'ﬁll‘bp A-m? 2mi Im=b, A—Ag, }

m=U n=

i i 1 j Adh 1 AdA
27 Jrl=bp A —m? 2ni£l]=bp A=Ay,

m=p+] n=

+

(m2 ~Amn ) (4.20)

it
[Ms

i
L

elde edilir.
R, =R} -R, QR; formilinden N herhangi bir dogal say1 olmak iizere
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R, -R¢ =3 ('R (QRYY + (D™ R, (Qr g™

=

bulunur. Bu ifade (4.20) de yerine konursa

ii(m’-%m) Z( i oo, [R{’(QR{’de

m=0 n=1 2ri
+£:12NL’J‘ A tr|:R (QRO)N+1] da (4.21)
2 JAl=by > * '
olur.
_ (—l)j+l [ 0 0 :I
M,; = e L«I=bp Atrl Ry (QRx)' da (4.22)
N N+1
M® = () j xtr[R R? ]dx 423
ol 2t Ra(QR?) (423)
olsun. O zaman (4.21) formiild
p 2 N
>3 (han —m?)= D My + M (4.24)
m=0 n=1 Fl

seklinde yazilabilirr Lemma 4.2.1 in ispatina benzer sekilde QR,? operator

fonksiyonunun her A=m? (m=0,1,2,..) noktasinda o,(H;) uzayindaki norma gore

analitik oldugu ve bundan da yararlanarak

M, =% M:b, tr[(QR,‘f )’] A (=12,..) (4.25)

esitliklerinin saglandig: ispatlanabilir.
Lemma 422 3. kosulu saglamr ve [Q(x)|, fonksiyonu [ 0,1] araliginda integre

edilebilir ise
_2 +1
M, p J:t Q(x)dx+—ZZd I (Qx)@, , 0, Jcos2mx dx
m—O n=1
dir.
Ispat. (4.25) formiiliinden yararlamp L, operatoriiniin ¥l  (m=012,.... ;

n=12,..) oOzfonksiyonlar sisteminin H; uzaymn bir ortonormal baz1 oldugu dikkate

alinirsa

0

MPI =—'2_:H |l|=bptr(Q ) = 21“ Il—l:bpi Z(QRZ. mn ’ ) ‘dﬁ. (426)

m=0 n=1
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olur. (4.1) formiliinden yararlanarak t(QRJL an > )H} ifadesini sinirlandiralim.
(ergws, . 28), |=| [ lorp 280, w0 ex

=|m? -4 [ f [ (ewene, wu?n(x))dxl

=|m? -] IE(Q(X)d‘“ cosmx.Q, , d,, cosmx., ) dx

<lm?-2 ~1":](Q(x)(pn , 0,)] deIm2 -?ul-IE]]Q(X);Pn,f dx

s ilm 4" [ el o] = Flm -4 |l

Q(x) operator fonksiyonu 3. kosulunu sagladigindan bu son bagintidan

L®=3(Re¥S, , ¥2), (m=012.) ;a0

n=l m=0
serilerinin ]X] =b, cemberiiizerinde A ya gdre mutlak ve diizgiin yakinsakhg elde edilir.
Dolayisiyla (4.26) dan

o0

- Zilizj;x)_—_b (QRl mn 7‘P0 ) dA

m=Q n=[

2 1 dA
_g >(Q¥n . ¥ ), 5= jmab —

[> o]
n=l

bulunur. (4.1), (4.18), (4.19) dan ve bu son bagintidan

M, =3 3 (Qws, v,

m=0 n=]

i
=~ iMe i
M

Y. [(Qw)d, cosmx., , 4, cosmx.0,) dx

-]
—

da [ (QEO®, , 9, Joos” mx dx

=] 0

B

P = 1t
~ d I Qx)e, , @, )(1+cos2mx ) dx 4.27)
2 m=0 n=| ¢

elde edilir. Ayrlca

< SQ@e. o)l < JQW],  (a=12..)

n=1

q
> ()¢, > 0.)

n=]

ve varsayim geregi



[ 1o, dx ¢ =

dir. O zaman Lebesque teoremine gore

;Lﬂ(Q(x)(p" ,mn)dx=j0"[§ (Qx)eo, ,%)] dx=J'0"tr Q(x) dx

olur. (4.2),(4.27) ve (4.28) den

My =222 e Qo a7 3 02 [1Q000, , 9,) cos2mx dx

m=0 n=}

bulunarak Lemma ispatlanmig olur.

Asagida
gi_xzxw M,;=0 (j=234,..)

esitliklerinin saglandigim gosterecegiz. Bunu 6nce j=2 igin yapalim. (4.25) den

My, = '4;—1 M:bptr[(QR;?)z] di
T ami x[—bl,limz‘:) ; ((QRL)Z Yoo » ¥, )HJ dA

bulunur. Ayrica
QY.

QR; ¥oo = ——
(QreJw, =(m? -2 )" QR Q¥L,
=(m? xTQR{’{ii(Q‘Pﬂ?ﬂ, ),‘Pﬁ}
r=0 g=1
=(m2—x)-12il(r2"x)-l(Qan?n ’qugl)HlQle?l
r=0 q=!

dir. (QR {’)z w2 inbuifadesi (4.30) da yerine konursa

©® @® w w( ¥an > rq)Hl(Q‘P'?" mn)H‘}dk

My: =2 o, {ZZZZ (rmm?) (=)

m=0 n=l r=0 q=l

elde edilir. Diger taraftan
dA

f|;,|=b,, (A-m?){r-1?)

dir. Gergekten eer m=r ise

=0 ; m,r<p

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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1 dA

2_1riJ;M=bp (X—m’)z =0

dir. m#r ise6ylekigik €) 0 sayis: vardir ki

1 J' dA _ 1 J‘ dA + 1 J‘ da
2mi dai=vy (A —m? ) A —r?)  27i omle (A —m?){a—1?)  2midpre (- m?) (- 1?)
1 1
Tl o2 " 12 —m? =0

olur. m,r)p igin

dA

J.|k|=bp (A-m?){r-r?)

oldugu dikkate alinirsa (4.31) ve (4.32) den

=0

dA

__LP I 0 o) 0 0
M, = 2rwi é nz=l r=pZ+1 ; (QTmn ’ lPrq)Hl(Q\Prq + Yo )H‘ L“H’P (x_mz)(x_lﬂ)

R ek 1 1 1 1
- ZZ Z Z(QT‘:“ ’ T'(:‘)Hl (QIP’?* ’ ‘P"?’)Hl 2nijllt=bp m?—r? [k—mz - x-rz} &

- zp:i i i (m? _rz)‘ll(qulgn ] ‘P,‘;)le

2

lMsz=ii i 2(r2—m2 1 (ler(c’l ’\Pngn)
DIDNCEIBHHCER AN}

2

=3 (i -p? li"Q‘Pr?a : (4.33)

elde edilir. (4.1), (4.2) formiillerinden ve Q(x) in 3. kogulunu saglamasindan yararlanarak

5o
3 Jows
q=1

ifadesini sinirlandiralim.

:11 = Z f " Q(x)d, cosrx.Q, "2 dx

<3 [[|eeo,[ ax=3 [awed; ¢ ¢ 434
q=1 q=1

Burada ¢ pozitif bir sabittir. (4.33) ve (4.34) den
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My (o i(rZ_pz)-l

r=p+1
bulunur. Burada

o 1

S (2-p?)" (2p 7 (4.35)

r=p+l

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla

1

lMp2| ( 2¢ p-E

olur. Buradan

lim M,

p->o

elde edilir. Benzer sekilde

limM,;; =0

p>o

esitlifi ispatlanabilir.

(4.29) formilinii j=4 igin ispatlayalm. Bunun igin "QR,? o) ifadesini

[\|=b, gemberi iizerinde simrlandiralim. ( Cohberg, I. C. and Krein, M. G, 1969 ) den

bilindigi gibi

[ o] o0
0 0 0
< _;_ E " R, ¥
Moy Lt QR; Finn

dir. (4.3) denve Q(x) in 3. kosulunu saglamasindan yararlanarak buradan

|or

|ary, ., < > |m? -] (4.36)
m=0

bulunur. Ayrica

Zlm X| —Zlm K|_I+Zlm l.l

. z (b4-me)+ 3 (i)

(p rp-m? ]+ 3 (m?-p?-p)

m=p+1

<Zp + Z( 2_p?_p)!

m=p+1



dir. Burada (4.35) esitsizligi dikkate alinirsa

f:|m2 -A[ (6

m=0

elde edilir. (4.36) dan ve bu son egitsizlikten

R I e L @37
bulunur.

Bu kez ||R,‘3||Hl i |\=b, gemberiizerinde simrlandiralim. m<p igin
Imz—x|2|x|—m2=p2+p—mzzp

ve m>p+1 igin

|m?-A|2m? ~[=m?-p?-p=(p+1) -p*~p ) p

dir. Dolayisiyla .

m?-aA["<p? . p=b,=p*+p

dir. Diger yandan “ R, "H = max {' m? -2 |—1} oldugundan
1 m

|=a],, <+ 9
elde edilir.
(4.25) den
1 ' 1 j
P 57—6 ‘.‘Wﬂ’ptrl:(QR)?)J:l a 52_717} M=bp (QR)?)‘ <”1(11‘1)|cmI
) .
SE;JT»NM:bp "QRQ o1(Hy) (QR£ l H; |dx,

bulunur. (4.37), (4.38) denve Q(x) in 2. kosulunu saglamasindan yararlanarak buradan

| ‘”I 211:1 [A|=by "Q" "R’~"J 1|d7"| ( 2nj J‘le—b 26 pl—j|d7\| ( ¢ p™
Bu bagmtldan
lim M ; j=4

P>
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elde edilir. Boylece (4.29) esitlikleri ispatlanmus oldu.

Teorem 4.1.1 e gore

{hma )2, | m? -[Q]g, ,m +[lQI|H] (m=0,12,..)
dir. Diger yandan varsayim geregi | Q| i, € % oldugundan

B —m2|<-;- (m=0,12,..; n=123,..)

dir. Bu esitsizliklerden yararlanarak (4.38) esitsizliginin ispatina benzer gekilde p nin

bityik degerleriigin [A|=b, ¢emberi iizerinde

|RiJ, Cesp™ 5 ep)0 (4.39)
esitsizliginin saglandig ispatlanabilir. (4.23) , (4.37), (4.38) ve (4.39) dan
N+1 N+1

M= ol M0 [Rl(Qkf) ]dx I tr[Rx(QR,?) ] dA|

<b |R | <b R R da

o fe B [ TRl (@RI e
-1 0 0

<esbyp L.|=b,,IIQRxIIH, [Qrs], i, oM

<csb,p7'|Q "N p ¢ 2mb, <c, p~ (47 0)
bulunur. Bu son bagintidan
tim M™ =0 ; N4 (4.40)
p—>w©
elde edilir.

Teorem 4.2.2 Q(x) operator fonksiyonu 1. - 4. kosullarim saliyor ise L operatoriiniin
diizenli izi i¢in

> [Z (A =m?)-— [r Q0 dx]= 7 [r Q@+t Q] - - [r Q) o

m=0 | n=1

formiilii saglanir.
Ispat. (4.24), (4.40) formiillerinden ve Lemma 4.2.2 den

M[Zf}(m m?) 2p+1jtrQ()dXJ

m=0 n=1

p -
lim > > d::j (Qx)0. » 0, ) cos2mx dx

0
m=0 n=l

S
2 pow

veya
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lim Lg) i (Ao —mz)—goi-ftr Q(x) dx}

1 w 1 pn
= 5;; a2 [(Q9, , 9,) cos2mx dx - 5,;,[0“ Q(x) dx
yada
o0 o« 1 T
;[;(xm_mz)_ L Q(x)dx}
- %Z Y. d2 [(Q®)o, , 0,) cos2mx dx - %jo“ Qx) dx

bulunur. Bu esitligin ikinci tarafindaki

I= %Z Y. da [(Q)9, , 9,) cos2mx dx

m=0 n=1
ifadesini hesapliyalim. Kolayca gosterilebilir ki 1. ve 4. kogullar saglandig: takdirde

X0

PIPILK

m=0 n=1

I (Qx)o,, ¢,) cos2mx dx | { ©
dir. Dolayistyla

=2 i Z d; J‘: Q(x)0, , @, ) cos2mx dx

n=l m=0

1 0
72

n=1

N

[dij" Qx)9, , ,) cosmx dx +d2 ()™ [( Q(x)«pn,cp,,)cosmxdx]

M8

=0

8

o0

lZ{ i [dnz: J:(Q(X)(Pn ,0, ) cosmx dx] cosmO

4 n=l m=0

+ Z[ r QX)9, , ¢, ) cosmx dx} cosmm }

dir. d,, in (4.2) seklinde oldugu dikkate alinirsa bu son bagintinin sonundaki m e gore
olan toplamlar, ikinci mertebeden tiirevi olan (Q(x)(pn i (pn) fonksiyonunun [O,n]
araliginda  fcosmx}>,  fonksiyonlarna gore Fourier serisinin sira ile 0 ve =

noktalarindaki degerleridir. Bu nedenle

Z [(Qe, , ¢,)+(Qme, ,0,)] = —[tr Q) +tr Q(m)]

n—l

ve
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i {i (Auwn - m’)—% jo"tr Q(x) dx} = i[tr Q(0) +tr Q(m) ]-% J'O "tr Q(x) dx

m=0 [ n=}
dir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
Eger Q(x) 1.-4. kogullarindan bagka ek olarak

ftr Qx)dx=0

kosulunu da sagliyorsa o zaman L operatériiniin diizenli izi i¢in formiil

® @©

.Y (ki ~m?) =  [r QO +1r Q)]

m=0 n=1
sekline gelir.
4.3 Ornek
Burada 1.- 4. kosullarimi saglayan Q(x) operatér fonksiyonuna Omek verecegiz.

- -1
H=L,[0,1] ve a:%(Zm'zJ olmak iizere her xe[0,1] igin L,[0,1] den

m=1

L,[0,1] e

Q(x)f(t) = acosmx i m ™2 sin mnt j: f(s)sin mns ds (f=f(t)eH)

m=1

olsun. Kendinees Q(x) : H—> H operatériiniin 6zdegerleri

[+
{ acosnx}
2
2n el

seklindedir. Dolayisiyla her x e [O,n] icin Q(x) ,H den H ye kendine e bir gekirdek

operatoridir. Q(x) operator fonksiyonunun 1.- 4. kosullarim sagladig gosterilebilir.



53

SONUC

Bu tez caligmasimin birinci ana bolimiinde H, =L, (H;R’) uzayinda

3
0 0u
Z = - — .. _—
(u) ;axi[a”"‘) axj] Q(x)u
diferansiyel ifadesi ile olugturulan kendine e L  operatoriiniin agirhkl izinin asimtotik
davramgi incelenmigtir. Burada reel degerli a;;(x) =a;(x) (i,j=123)
0a;;(x)

Xy

fonksiyonlanmn R®  uzayinda simirlt (i,j,k=123) tirevlerine sahip

oldugu varsayilmistir. Her bir xeR® igin D(Q(x))cH olmak tzere Q(x) ,
D(Q(x)) den H ye kendine es operatordiir ve

N,D(Q60))=H, Q)21 Q' eo, @)

xeR

dir.

ikinci ana bolimde H, =L, (H;[0,7]) uzayinda

U(y)=-y"+Qx)y

diferansiyel ifadesi ve

y'(0)=y'(®)=0

simir kosulu ile olusturulan L  operatSrinin spektrumu incelenmis ve diizenli izi
hesaplanmigtir. Burada Q(x) her xe [O,n] icin H den H ye kendine es g¢ekirdek

operatoridir.
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