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OZET
H aynlabilir bir Hilbert uzay: olsun. Bu uzayda i¢ garpmi ( . , . ), normu da |.| ile

gOsterelim. [O,rr] aralifinda tanimli, degerleri H uzayma ait olan kuvvetli 6lgiilebilir ve
ﬂl f (x)“zdx <o

0

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H, = L,(H;[0,7]) ile gosterelim. H, e ait
herhangi iki f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimi

(f-8) = [(f(x).g(x))dx

seklinde tamimlamirsa, H, kiimesi bir ayrilabilir Hilbert uzay: olusturur.

“Simirsiz  operatér katsayih Sturm-Liouville denkleminin iz formiili” adli bu tez
cabsmasinda gy < u, <...f 4, <... ve A <AL <...24 <. , H,=L,(H;[0,7])

uzayinda sirasiyla

L(y)=-y"(x)+ Ay(x),
I(y) ==y"(x) + 4y(x) + Q(x) y(x)

diferansiyel ifadeleri ve ayn
Y(©0)=y(=)=0
smir kosullan ile olusturulan L, ve L operatdrlerinin 6zdegerleri , n, <n, <...<n, <...

de belirli 6zellige sahip olan dogal say1 dizisi olmak {izere
lim Y (2, - 4,)
k=1

limiti igin formiil bulunmugtur. “ lim Z(Ak —4,)” limitine L operatdriiniin diizenli izi
m->w =

adh verilmigtir.

il



ABSTRACT
Let H be a separable Hilbert space. We denote by ( ., . ) the inner product in H , and by

||| the norm in H. We denote by H, = L,(H;[0,z]) the set of all functions f satisfying

condition
_ﬂl f (x)||2dx <
[}

and strongly measurable belonging to H defined on [O,ﬂ'] and with the values in H.

If we defined the inner product of arbitary two elements f and g of the space H, ,

(f-8) = [(f(x).g(x))dx

then H, becomes a separable Hilbert space.

In this thesis with the title “the trace formula of Sturm-Liouville equation with the

unbounded operator coefficient”, g <, <...<y <..,and 4, S, <...<4, <... are
the eigenvalues of L, and L , respectively; [, and L are formed by the differential

expressions

L(y)=—-y"(x) + Ay(x),
I(y) =-y"(x)+ Ay(x) + Q(x)y(x)

in H, space, respectively ; and their boundary condition is
Y'(0)=y'(m)=0

In this work for the limit the formula

3‘1_13 z (4 = 1)
k=1

has been found , where », <n, <...<n, <... is a natural numbers sequence with special

m

property. The limit “lim Zm(ﬂk — u,) " is called the regularized trace of operator L.
m->o P

iii



1.GIRIS

Bu ¢aligmada ikinci mertebeden operatér katsayili bir diferansiyel operatoriin diizenli izi
incelenmistir. H sonsuz boyutlu bir ayrilabilir Hilbert uzay1 olmak iizere [O,ﬂ'] araliginda

taniml1 ve degerleri H uzaymna ait olan kuvvetli 6l¢iilebilir (Hille ve Philips , 1957 ) ve
flf @ ds <o
0

kosulunu saglayan fonksiyonlarimin kiimesini H, = L,(H;[0,7]) ile gbsterelim. H, uzaymin

herhangi iki f ve g elemanlarinin i¢ ¢arpimi
(f8) = [(f(x),g(x))x
0

seklinde tamimlanirsa, H, uzayr sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olusturur.

H, den H, e sirasiyla

() =-y"(x) + Ay(x),

I(y)=-y"(x)+ 4y(x) + Q(x) y(x)

diferansiyel ifadeleri ve aym

y'(0)=y'(z)=0

smir kosulu ile olusturulan L, ve L gibi iki kendine es operator gbz 6niine almmugtir.

I,(y) ve l(y) ifadelerindeki y"(x) tiirevi H uzayindaki norma gore anlagilmaktadir. Yani

Y+ A)-y(x)
lim - -y (x)=0

(Y e+ A)=Y'(x) .
lim . ~-y'(x)|=0
dir.

2. YOKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON ME



Aynica bu ifadelerde yer alan A operatérii H uzayinda
A=4"21 , A'eo (H)

kosullarimi saglayan bir operatordiir,

Q(x) operatér fonksiyonunun [O,n'] araliginda ikinci mertebeden zayif tiireve sahip
oldugunu yani herhangi iki #,v e H igin

lim [ O(x + Asz -0 Q,(x)]u’ v) 0

tim :Q’(xHZZ—Q’(x) -Q"<x>}”a VJ=°

oldugunu varsayiyoruz. Ek olarak her xe€[0,7] i¢in Q(x) in H den H ye kendine es

cekirdek operatér oldugu

0", @012

1(H)

fonksiyonlarinin [0, 7] araliinda sinirli ve 6lgiilebilirligi , her u € H igin

7]'(Q(x)u, wdx =0

esitliginin saglandig1 varsayilmagtir.

L, ve L kendine es operatorleri saf ayrik spektruma sahiptirler.
M <.y <..ve L1 <4L<...s4,Z... ,swasiyla L, ve L operatdrlerinin
Ozdegerleri olsun. Burada her bir 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmigtir.

A operatdriiniin y, <y, <...<y, <... zdeZerlerinin

i _y (@a>0,a>2)

kosulunu sagladig1 kabul edilmigtir.



Bu kogul altinda {x,} dizisinin

2a 2o

My = 1, > (kP —n2), k=n,+Ln,+2,..)

olacak sekilde bir {,u,,m} , alt dizisine sahip oldugu ispatlanmigtir. Bu tez ¢aliymasinda

lim 3 (4, - ) = (r0(0) Q)
k=1

formiilii ispatlanmigtir.
lim > (4, - 4,)

k=1
limitine L operatoriiniin diizenli izi denir. Bu limite L operat6riiniin diizenli izi adi
verilmesi dogaldir. Ciinkii bilindigi gibi matrisin veya herhangi bir ¢ekirdek operatoriin izi
onun $zdegerlerinin toplamina esittir. Burada ise %im 2, =+ oldugundan

2

k=1

serisi wraksak bir seridir ve dolayisiyla
'1‘1_1)130 Z (e = 14)
k=1
limitine L operatoriiniin diizenli izi ad1 verilmistir.

Skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi hakkindaki aragtirmalar ilk olarak Gelfand ve
Levitan’in, (1953) ¢aligmasi ile baglanmigtir. Bu ¢alismadan sonra Dikiy , (1953) , Halberg
ve Kramer ,(1960), Gasimov ve Levitan ,(1963), Levitan ,(1964) ,Lidskiy ve Sadovnigiy ,
(1967),Guseynov ve Levitan, (1978) ve birgok baska ¢aligmalarda c¢esitli skaler
diferansiyel operatorlerin diizenli izi incelenmistir. Bu konudaki galigmalarin listesi

Levitan ve Sargsyan, (1991) ve Fulton ve Pruess, (1994) ¢alismalarinda verilmistir.

Operat6r katsayili diferansiyel operatérlerin diizenli izi Halilova, (1976),Adigbzelov,
(1976) , Maksudov, Bayramoglu ve Adigozelov, (1984) , Bayramoglu ve Adigozelov,



(1996) caligmalarinda incelenmigtir. Dubrovskii, (1996) ¢aligmasinda saf ayrik spektruma

sahip olan kendine es operatorlerin diizenli izi incelenmistir.



2. ON BILGILER

H aynlabilir bir Hilbert uzay! olsun. Bu uzayda i¢ garpimi (. , .) , normuda |.| ile

gosterecegiz. — o < a <b < o olmak tizere bir (a,b) aralifinda tanimli, degerleri H uzayina
ait olan kuvvetli 6lgiilebilir (Hille ve Philips, 1957 ) ve
b

lr @ ax <o

a

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini H, = L,(H;(a,b)) ile gosterelim. H, in

herhangi iki f ve g elemanlarinin i¢ ¢arpimi

(f+8) = [(f(x). gx))dx

seklinde tanimlanirsa , H, kiimesi bir ayrilabilir Hilbert uzay: olusturur (Kirillov, 1976).

H, uzayinda normu | . |, ile g&sterecegiz.

D(A) = H olmak iizere A D(A) dan H a kendine eg bir operatér olsun.
Her xe D(4) , x#0 i¢in (Ax,x)>0 ((Ax,x)<0) ise A ya pozitif (negatif) operatér denir
ve bu A>0 (A<0) seklinde yazilir. Her x € D(4) i¢in (4Ax,x)20 ((4x,x)<0) ise A ya

negatif olmayan (pozitif olmayan) bir operatdr denir ve 420 (4<0) seklinde gosterilir.

A ve B kendine eg herhangi iki operator olsun. D(4) c D(B) ve D(A) dan H a A-B
operatoril pozitif (negatif oimayan) bir operator ise A ya B den bityiiktiir (kii¢tik degildir)
denir ve A > B (4 2 B) olarak yazilir. A, H dan H atam siirekli bir operator ise

Aeo,(H) seklinde yazilir.

Tanmm 2.1. A negatif olmayan kendine es bir operatér ve B de B> =4 olacak sekilde

kendine eg bir operatér ise B ye A nin karekokii denir.



Teorem 2.1. Negatif olmayan kendine es bir A operatériiniin bir tek negatif olmayan
kendine es B karekokii vardir. Eger C,

AC=CA

olacak gekilde herhangi bir lineer operator ise

BC=CB

dir (Lysternik ve Sobolev, 1955).

1
A operatoriiniin pozitif karekokii 42 seklinde gosterilir. 4 € o (H) sifirdan farkli bir

operatdr olsun. Bu durumda A*A4 kendine es negatif olmayan bir operatdrdiir ve

1
(A4* A)? e o_(H) dir (Cohberg ve Krein, 1969). Bu operatoriin sifirdan farkli 6zdegerleri

§28,2...25, 2... olsun. Burada her bir 6zdeger kendi kathlik sayisi: kadar yazilmigtir.

1
(4* A)? negatif olmayan bir operatér oldugundan , s,,s,,...,5,,... pozitif sayilardir. Bu

sayllara A operatSriiniin s sayilari denir. A nin s sayilar1 bazen s,(4) (k=1,2,...) seklinde
de yazilabilir. 5,(4) = | 4| oldugunu belirtelim. Eger A normal operatdr yani A*A=AA* ise,

o takdirde

s (A =|2,(4)

. (k=12,..)

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Burada |4,(4)|2|4,(4)|>... , A operatdriiniin sifirdan farkl
Ozdegerleridir. A operatoriiniin s sayilarinin sayisim1 v(A4)ile gostericegiz. v(4) sonlu ya
da sonsuz olabilir. s sayilar

v(4)

YstA) <o, (p21)

kosulunu saglayan tim 4 € o,,(H) kiimesinin “0” operatérle birlesimini o, veya o ,(H)
simgesiyle gosterecegiz Burada o, (p>1) bir aynlabilir Banach uzayidir (Cohberg ve

Krein, 1969). Bu uzayin her 4# 0 operatoriiniin normu

1
v(4) »
il | o2



seklinde tanimlanir ve ||O||cr =0 kabul edilir.

o (H)

Tamm 2.2. ¢, uzayina ait olan bagka bir deyisle s sayilari

v(4)

Zsk(A)<oo

ozelligine sahip olan A€ o(H) operatériine cekirdek operatdrii denir. 4 e o,(H),

Be L(H,H) ise AB,BAe o ,(H) dirve

B4, (. < 1Bll4]

o, (H) o, (H)

|41, ., < 1Bl

o, (H) a,(H)

dir. Aynica p, < p, ise o, <o, dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Tamm 2.3. A H dan H a bir smirh lineer operatér ve {e, };” c H bir ortonormal taban

o

olsun. Z(Aek,ek) serisi yakinsak ise bu serinin toplamimna A operatoriiniin {ek }:o
k=1

ortonormal tabaninda matris izi denir.

Teorem 2.2. A bir gekirdek operatorii ise her {e, }” — H ortonormal tabani ig:inz (4e,.e,)
k=1

serisi yakinsaktir ve bu serinin toplam {e,c }f’ tabaninin se¢imine bagh degildir (Cohberg

ve Krein, 1969).

Cekirdek operatoriiniin matris izi trA ile gosterilecektir:

trA=i(Aek,ek)

k=1

A ve B herhangi iki ¢ekirdek operatorii ve «, f herhangi iki say: ise

tr(ad+ BB) = atrd + pirB |



trd* =trd

dir.

Teorem 2.3. Aco, (H), BeL(H,H) ve AB,BAeo,(H) ise
tr(BA)=tr(AB)

dir (Cohberg ve Krein, 1969).

Teorem 2.4. A ¢ekirdek operatdriiniin matris izi igin

v(4)

A=Y 4,(4)

dir. Burada her 1, 6zdegeri kendi katlilik katsayis1 kadar toplanmustir. Eger 4 e o ,(H)

(1< p<ow) ve {ek }r’ (1<w<w) H da bir ortonormal elemanlar sistemi ise

ikAek’ek)lp < (”A”op(H))p

k=1

dir. Bu esitsizlikten 6zel olarak A gekirdek operatdrii igin |trd|<|4] oy Clde edilir

(Cohberg ve Krein,1969) .



3. SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI STURM-LIOUVILLE DENKLEMININ iZ
FORMULU

3.1. Problemin Ortaya Konmasi ve Resolvent ile Ilgili Baz Esitlikler

H bir aynlabilir Hilbert uzayi olsun. H, = L,(H;[0,7]) uzayinda

lh(»)=-y"(x)+ 4y(x)

diferansiyel ifadesini g6zoniine alalim.Bu ifadede A D(A) < H olmak tizere D(A4) dan H ye
A=4*21 , A'eo (H)

kosullarin1 saglayan bir operatdrdiir. A operatoriiniin 6zdegerleri y, <y, <...<y,<... ve
bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zelemanlar: da sirasiyla ¢,,9,,...,@,,... olsun.

Burada her 6zdeger kendi katlilik katsayis: kadar yazilmigtir.

Dj ile H, uzaymn agagidaki kosullar: saglayan fonksiyonlar: kiimesini gdsterelim:

1) y(x) fonksiyonu [0,7] araliginda H uzayindaki norma gore ikinci mertebeden stirekli
tlireve sahiptir.

2) Ay(x) fonksiyonu [0,7] araliginda H uzayindaki norma gore siireklidir.

3) Y'(0)=y'(z)=0 dir.

D, manifoldu H, uzayinda yogundur ve D, den H, e Lyy=1[,(y) seklinde tammlanmig

L, operatorii simetrik bir operatérdiir. Bu operatdriin 6zdegerleri
K? +y; (K=0,1,2,..;j1,2,...)
bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar da sirasiyla

MycosKxp, (K=0,12,..;=1,2,...)

seklindedir.
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Burada
L K=0 ise
vl Tz
k- 2
— K=12,... ise
T

dir. Goriildiigli gibi L, operatoriiniin ortonormal 6zfonksiyonsiyonlar sistemi H, uzayinin

bir ortonormal bazidir.
Teorem 3.1.1. Ozelemanlar sistemi kapali olan her kapali simetrik operator kendine estir.

Ispat. H bir ayrilabilir Hilbert uzayi, D(B) c H olmak iizere
B:D(B)—> H

bir simetrik operatér, {e;}; , bu operatoriin 6zelemanlarindan olusan ortonormal sistem ve

A da reel olmayan bir say1 olsun.

(B—AI)™ simirh kapali operator oldugundan D((B— AI)™ )= R(B— AI) manifoldu
kapalidir. Yani H nin bir altuzayidir. Ote yandan R(B — Al)alt uzay1 {e,}; kapali sistemini
icerdiginden

R(B-A)=H

olmalidir. Benzer sekilde

R(B-A=H

olur. Bu durumda bilindigi gibi B kendine es operatérdiir.

Lol simetrik operat6riiniin 6zelemanlar sistemi kapali oldugundan , bu teoreme gore

L, =L,

operatorii kendine estir.
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LO' simefrik operatdriiniin 6zelemanlar sistemi kapal1 oldugundan teorem 3.1.1 e gore L,

operatoriiniin kapanisi olan L, = LO' operatdrti D(L,) dan H, e kendine es bir

operatordiir.

Q(x) ile agagidaki kosullar1 saglayan operatér fonksiyonu gosterelim:
1) Qx), [0,7[] aralifinda ikinci mertebeden zayif tlireve sahiptir. Q"(x) zayif ol¢iilebilir

bir operatdr fonksiyondur ve her x € [O, 7z] i¢in

09k (=012)

H den H ye kendine es gekirdek operatdrlerdir. Yani [Q" (x)]" = 0" (x) € o, (H) dur.
2) [e® (")Ha,w) (i = 0,1,2) fonksiyonlar: [0,7] arahiginda sl ve dlgiilebilirdir.

3) Her f € H igin
e f. fydr=0 du.

Q(x) 2) kosulunu sagladigindan her x e [0,7] igin |Q(x)|, ,,, < ¢ olacak sekilde bir ¢>0

1(H)

sabiti vardir. Ote yandan |Q(x)| <[Q(x)|_ ., oldugundan [0, 7] araliginda [O(x)|<c

o (H)

olacaktir. Dolayisiyla H, uzaymn her y=y(x) eleman: i¢in

leOl; = floy; de < floel Iyl de < c® [y de =y,

veya

ox, <<l

olur. Goriildtigii gibi Q H; den H, e bir simrh lineer operatérdiir ve ||, < ¢ dir. Ayrica

herhangi iki y, = y,(x),», = ¥,(x) € H, elemanlar i¢in

@)1 = [(OEN ), 1, () k= [(31(3), ()3, ()

=(y1=QyZ)l
dir.
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Boylece Q, H,den H, e sinirli kendine es operatordiir. Buna gore
L=L,+Q
D(L)= D(L,) dan H, e kendine es bir operator olacaktir. L, ve L operatorlerinin

rezolventleri sirasiyla R ve R, olsun.
Ri=(L,-iD" , R,=(L-AD)"

dir. Aynica L, operatSriiniin 6zdegerleri 4 < p, <...< u, <... olsun. Burada her bir

ozdeger kendi kathilik sayist kadar yazilmigtir. L, operatdriiniin 6zdegerleri
K? +7;, (K=0,1,2,..;;=1,2,...)

ve limy, = oldugundan lim g, = +co dir.
joo n—>®

Dolayisiyla Rz operatdriiniin { L } Ozdegerler dizisinin limiti sifirdir. Yani
My — K],

lim

M, M

=0 (p#u,; n=123,.)

Ote yandan L, operatoriiniin 6zdegeri olmayan her U reel sayisi igin Rz =L, —uD)™

operatorii kendine estir ve bu operatériin

My coskxgp, (K=0,1,2,...;j=1,2,...)

ortonormal 6zfonksiyonlar sistemi tamdir. Bu durumda Smirnov (1964) dan Rz
operatOriiniin tam siirekli oldugu bilinmektedir ve

R] - Rz =(A- ,u)RﬁRz

formiiliinden her A # y, (n=1,2,...) sayisii¢in R] operatériiniin tam stireklilizi elde edilir.

Bu nedenle L; operatorii saf ayrik spektruma sahiptir. Q , H, den H, e kendine es sinirli

operattr oldugundan

L=L,+0Q
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operatdriiniin de spektrumu saf ayrik olacaktir (Smirnov, 1964). L operatériiniin

ozdegerleri 4, <1, <...<1, <... olsun. L nin 6zdegeri olmayan her u reel sayist igin

lim 1 =0
n—)wﬂn_,u

dir ve dolayisiyla kendine es R, = (L — ul )" operatorii tam stirekli olacaktir
(Naimark,1968). Diger yandan

R,—R,=(A- )RR,

formiiltinden her 4 # y, (n=1,2,...) igin R, nin tam siirekli operator oldugu sonucu

cikar. L, operatdriiniin bir A pozitif sayisindan biiylik olmayan 6zdegerlerinin sayisin

N(A) ile gosterelim.

Teorem3.1.2. j—> o iken y, ~aj* (a,a>0) yani

lim- =1 (G.1)

e

ise 4 > o iken

2+a

N(A)~dAix
dir. Burada
T 2
d= 21 cos? tsin® 1dt
aa®
dir.

Ispat. N(1)

K*+y, <2 (K=0,1,2,...;j=1,2,...)

esitsizligini saglayan (K, j) ikililerinin sayisina esittir. N(1) nin
K’+y, <2 K,j=1,2,..)

esitsizligini saglayan (K, j) ikililerinin N,(1) sayist ile
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7, <4

esitsizligini saglayan j dogal sayilanmn N, (1) sayisinin toplamina esit oldugu yani
NA)= N,(A)+ N,(1) 3.2)
oldugu agiktir. (3.1.) den goriiliiyor ki keyfi j > n, igin

yi 1 . a .,
—— >~ vyani L2 —
a® 2 Y Vs ZJ

olacak sekilde bir n, dogal sayis1 vardir. Ote yandan 4> ] oldugundan y, 21 dir ve
dolayisiyla

yj Zalja (j=1329"')

olacak sekilde bir g, sayisi vardir. Buradan y; < esitsizligini saglayan j dogal

sayilarinin N, (A) sayismun a,7* < A esitsizligini saglayan j dogal sayilarinin sayisindan

biiylik olmadig1 yani

la
N,(A) < (i)

a,

oldugu sonucu ¢ikar. Dolayisiyla

1 1
“aja 1 1
0<tim M2 < A7 _ aima =0
A0 T2 Ao ZTT A0

2'205 lZa

olur. Diger yandan Gorbaguk, (1975) den 4 — o« iken

2a - 2.
N()~di= | |d= 21 feos® rsine s
aae®
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oldugu bilinmektedir. (3.2) esitliginden ve bu son bagintilardan

N(A) N+ N, | _ .

. . N ae. N
lim = =lim| =2+ hm—‘zm) +d ‘llm—iga) =1
A—>w0 dﬂg A d E‘ A~ d/lw Ao /,lg

veya A — coigin

2+a

N(A)~dA?

bulunur. Béylece teorem ispatlanmisg olur.

Teorem3.1.3. j >« iken y, ~aj® (a,a>0) ise n— o iken
2a L2

U, ~ d0n2+a (do =d 2+aj

dir.

Ispat. 11, ye esit olan 6zdegerlerin sayisi yani bir baska deyisle U, 6zdegerlerin katlhihig
g, olsun. O takdirde

Hp, <Hp1 THp o2 ==y g =Hy <Hp g s

p,+1<n<p +gq, 3.3)
olacak gekilde bir p, dogal sayisi vardir. Dolayisiyla teorem 3.1.2 ye gore

2+a

N()=p,+4,~d- 12 (34)
olacaktir. 1, ye esit olan 6zdegerlerin g, sayisi
K*+y,=u, (3.5)

denklemini saglayan (k,j) (k=0,1,2,...;j=1,2,...) ikililerinin sayisina esittir. (3.5) denkle-
mini saglayan (k, j) ikililerini

K, <K,<..<K,
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olmak tizere (K, j,),(K,, J,)s--(K, »J, ) seklinde diizenleyelim.

K, <K, <K;<...<K, saylan negatif olmayan tamsayilar oldugundan
K, 2q,-1

In

dr. Aynica K, +y, =u, esitliginden
2
K, <u, veya K <Ju,
bulunur. Bunu (3.6) da g6z 6niine alirsak

G <A, +1

elde edilir. Dolayisiyla

+1 L
o<t <Vt g,

2a 2a
Ky Hy

olur. lim x4, =+ oldugundan buradan

.4,
lim— =0
n—>w0 2a

n

bulunur. (3.4) bagintisindan ve bu son egitlikten

" pn . N(lun)_qn . N(lun)
Iim——==llm— % =lim—5%% =1

— iy - S - Iy
n—>w n—>w dﬂza n=>x dﬂza

au® . A

elde edilir. Diger yandan (3.3) den ve N(u,) = p, + g, csitliginden

¥l n _p+q, _Nuy)

2+a — 2+a 2+a 2+a

dure  dur®  du’e  du

n n n

bulunur. Burada n — o iken limite gegerek (3.7) baguntisi dikkate alinirsa

. p,+1_ . n . N(y)
I=lim~ 7= slim—%= slim—%% =!

n—rw 5 n—yw© 2 n—>w T
due dp,

d IunZa

£C. YOKSEX® "~ "M KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZI

(3.6)

(3.7
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veya
n

lim—= =1

n—>w dﬂnza

elde edilir. Bu esitlikten

2a

2+a 24 |24g
d 2 /‘ 2a . A
1=lim*#*—=lim | =lim— =

n—>w T
d 2+an2+a

veya n —> o iken

_2a 2o
# Nd 2+an2+a
n

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Bukez L =L, +Q operatoriiniin 6zdegerleri i¢in asimtotik formiil bulalim. Q H, den H, e

sinirlt kendine es bir operator oldugundan her y € H, elemani i¢in

(@, i<l ol <l

veya

. », <@y »), < (0

olur. Buradan

y,J’)1

-lalr<o<|al,1

elde edilir. Dolayisiyla

L—|QlI1<L=Ly+Q<L+|0| !

olacaktir. Bu durumda

t-l0l <4, <+ 0, (3.8)

oldugu bilinmektedir (Smirnov, 1964). Buna gore

NPT,
ﬂn /ln ﬂn
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Hy

2a

olur. Burada 111’1’1

ne 2+a
dyn

=1 oldugu dikkate alinarak » — « iken limite gegilirse

An
o
lim

elde edilir. Dolayisiyla

: Z’n M ﬂ’n /un : ﬁ'n ¢ :un
Iim— % =lim| % =11m#—'11m =1
n—o d0n2+a n—>o n d0n2+a n—>w n n—o>® d0n2+a
veya n — o iken
A, ~dn™ (3.9)

olur.

Lemma3.1.1. j—> iken y, ~a/* (a,@>0) ise {4}, dizisinin

2a 2a

My — M, >d0[1<55—n;*“} (K=n,+,n,+2,..) (3.10)

olacak gekilde bir {4, },., altdizisi vardir. Burada d, bir pozitif sabittir.

Ispat. Teorem 3.1.3 e gore

lim-2=dy » (4, >0)

n—w
n2+a

dir. Buna gore keyfi n > n, igin

%
L)

n2+a

olacak sekilde bir 7, dogal sayist vardir. Dolayisiyla her »n > n, i¢in

2a 2a
a =/un _égnm Zinm

" 4 4
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dir. Buradan gériildiigii gibi
2a

a,=u, ——i’—nm (n=1,2,...)

dizisi alttan sinirhidir ve lima, = +co dur. Bu 6zellige sahip olan {a,};" dizisinin agagidaki

n—>

kosullan1 saglayan bir {a, }° altdizisi vardir:
a, =min{a,} ve k>n ise a, >a, dir.

a =min{a } ve k>n, ise a, >q  dir.
n k ny

n
2 n>n

a, =min{a,} ve k>n, ise g, >a, dir.

n>n,

Dolayisiyla {,}_, dizisinin

20 2a
— d, 7a

— O fa -—n ", k>n
luK 4 Iunm 4 'm ( )

m

veya

2a 2a

My = M, >%(kﬂ "), (K=n,+Ln, +2,..)

olacak sekilde bir {y, },_, altdizisi vardir. Teorem ispatlanmistir.

{1, Ymer » {M}n dizisinin (3.10) esitsizligini saglayan bir alt dizisi olmak iizere
lim Z”(zk —4,) limitine L operatoriiniin diizenli izi diyecegiz . Bu galigmada L
m—ye =

operatdriiniin diizenli izi i¢in bir formiil bulunmustur.

Asagidaki esitsizlik saglanir.

X —(x =" > x° (x>1,6 >0) (3.11)

dir. Gergekten
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x* —i};-—l)”" =x-—(xT_1) x=-D>x-(x-1=1

vE€ya
xl+6' _ (x _ 1)1+5 > xé‘

dir.

Lemma3.1.2. j > iken y, ~aj* (a>0,a>2) ise m nin biiyiik degerleri i¢in
1

/In,,, < E(lun,,,ﬂ + :un,,, ) < /In,,, +1

dir. Burada {4, },_, Lemma 3.1.1 in hitkmiinii saglayan bir dizidir.

Ispat. { Hy Ymer dizisi Lemma 3.1.1 in hitkmiinii sagladigindan

2a

Hoy 1= thy, > di((n, + D =) (6= 1)
! " 2+«
dir. Bu esitsizlikten ve (3.11) den
lun,,, 17 /unm > dln,i (3 12)

elde edilir. (3.8) ve bu esitsizlikten yararlanarak

2/1n,,, 1 (/un,,, at Ha, ) = 2(2'71,,, 1My, +1) + M 11— Ha,
> dln:: + 2(/1,,'"” - :un,,, +1) 2 dll’l: - 2”Q”1

bulunur. § > 0 oldugundan buradan m nin biiyiik degerleri i¢in

2211 = (i1 + ) >0

veya

1

E(ﬂnmﬂ + 4y, )< Ay (3.13)

elde edilir. (3.8) ve (3.12) esitsizliklerinden bir daha yararlanirsak m nin biiyiik degerleri

icin
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2(/1;1,,, - 'un,,, ) < :un,,, w17 lun,,,

veya

1
/I'n,,, < Z(ﬂnm +:unm+1) (314)
bulunur. (3.13) ve (3.14) den

1
ﬂ‘n,,, < E(ﬂnm at :un,,, ) < /In,,,+1

elde edilir. Boylece Lemma ispatlanmig olur.

Teorem 3.1.4. j > iken y, ~a/* (a>0,a>2) ise m nin bliyik degerleri i¢in

g[ﬂk{ﬂ] A Z(ﬂk{ﬂ]

serileri |A|=5, =2"'(1, + 4, ,,) semberi lizerinde diizgiin yakinsak serilerdir.

Ispat. Lemma (3.1.2) ye gére m nin biiyiik degerleri igin

Ay <by <Ay (3.15)
dir. Ote yandan 4, >0 oldugundan (3.8) den

A >-0), k=1,2,..) (3.16)

bulunur. limb, =+ oldugu dikkate alinirsa (3.15) ve (3.16) dan

m—>0

|ﬂ.k} #zb, k=1,2,...)
elde edilir.Dolayisiyla
A
k=1,2,...
T ( )

fonksiyonlar1 m nin biiyiik degerleri igin |/1| =b, ¢emberi lizerinde tammhdir ve

2= A" Jul =12 ] -8
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o0

oldugundan Z 7 4

k=1 —

serisinin |A| = b, ¢emberi lizerinde diizgiin yakinsakligin:

gostermek igin

= 1
25,

serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Ilim A, =+ oldugundan keyfi k>N i¢in

A, >2b,

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Bu nedenle k>N i¢in

A A

-b|=4, b, > —L="E
“A%l m‘ k m 27( ) )
veya

1 2

<— (3.17)
“ﬂ'kl - bm‘ ﬂ’k
dir. Ayrica (3.9) formiiliine gore keyfi k>N ig¢in
2a

A, > d i (3.18)
olacak sekilde bir d, > 0 sayis1 vardir. (3.17) ve (3.18) den

: 22,, (k>N) (3.19)
“lk| - bMI dlkm

2a

bulunur. Varsayim geregi o >2 dir ve dolayisiyla ZZdl‘ 'k 2o serisi yakinsak seridir.
k=1

O takdirde (3.19) dan

> 1
D rymry

k

serisinin yakinsaklig1 elde edilir. Benzer sekilde Z(

k=1

J serisinin de lll =b,

cemberi lizerinde diizgiin yakinsaklig1 gésterilebilir. Teorem ispatlanmigtir.
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Teorem 3.1.3 ve (3.9) formiiliine gére & — « iken

2a

P> My, ~ dokm

dir. Buradan goriiliiyor ki @ >2 ve 1= 4,4, (k=1,2,...) ise

kz=l:uk

ve ZM iy

serileri yakinsak serilerdir. Dolayisiyla R; ve R, operatérleri gekirdek operatorlerdir ve

= 1 1
(R, —R})=trR, —trR = ( - J
A A A A z ﬂ.k—ﬂ. ,uk—ﬂ,

k=1

dir (Cohberg ve Krein, 1969). Bu esitligi 2i ile carpip |A|=b, =27 (4, + 4, ,1)
m m m

cemberi lizerinde integre edersek

= [, R°)d,1_i I(izkﬂ /J ar—L j(i ’11]4,1 (3.20)

271 )\, 723128, \ ke 27 15, i My =

elde edilir. Teorem 3.1.4 e gére

2t 2

serileri || = b, gemberi iizerinde diizgiin yakinsak serilerdir. Dolayisiyla (3.20) den

1 0 > 1 S A
— | AMr(R,—R))dA=) — di +
2711'1':-['” R EZm A /1 127z1|l| s, M — A

di (3.21)

bulunur. 4, <b, <u, ,, bagintismdan ve Lemma (3.1.2) den m nin biiyiik degerleri
icin

{Aes e 3im < K(0,b,) ={A:|A|<b,}

Aestt,  K(0,5,)={1:|1|<b,} (k=n, +1)

elde edilir.
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Bu nedenle

1 Al |y k<n, ise
2m'|l|=bmﬂ,—,uk o k2n,+1 ise
1 AdL A, k<n, ise
270 5 A=y 1o k=n,+1 ise

olur. Bunlar (3.21) de yerine konulursa

{Z(ﬁk )= —% I/ltr(Rl — R3)dA (3.22)
k=1

416,
bulunur. Asagidaki formiiliin saglandig1 bilinmektedir :
R, =R} -R,OR  (Aep(L)n p(L,))

Buradan p > 2 herhangi bir dogal say1 olmak iizere

R, - Ry =3 (-1) R(QR}Y +(=1)""'R,(QR))""

formiilii elde edilir. Bu da (3.22) de yerine yazilirsa

J=1

Yh-m)=5- | M{Zp:(—l)“lR,?(QRg)j+(—1)"R,1(QR§)””}d/1
k=l |4|=b,,

veya

Ny P

2 (4= 1)=2 D, + DY (3.23)
k=1 Jj=1

bulunur. Burada

p U [ar[R2(QRSY ] G=1,2,..) (3.24)

mj s
27|y,

Df,,m:(‘z—l)_p [a-rlR, (ORS)™ |aa

|ﬂ'|=bm

dir.
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Teorem 3.1.5. j > iken y, ~a/® (a>0,a>2) ise OR] operatér fonksiyonu p(L,)

bélgesinde o,(H,) uzayindaki norma gore analitiktir ve
(OR)) = O(R,Y’

dir.

Ispat. Her le o(Ly) igin R) 1n gekirdek operatorii oldugundan ve

R2+M - R)(.) = MR2+MR2

formiiltinden yararlanarak
QR}(3+M “QR;,O 02 _ 0 0 082
H—A—A——Qag) " =|oR?. R - QR

=|ORR,, o - Q(RSY|

1(Hy)

= |OR (RS, o, ~ RY)|

1(Hy)

< “QR'?”U,(H,)”(R"?*M h Rg )Hl
elde edilir. lim|[R},,, — R}| =0 oldugundan buradan

OR;. ., — OR]

=0
AL

o (H})

lim - QR

AL—-0

bulunur ki buda o,(H,) uzayindaki norma gore

lim QR2+M - QR;)

_ 042
lim v =Q0(R;)

veya
(OR)) = O(RY)*

olmasi demektir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 3.1.6. B(1) kompleks diizlemin bir agik G bolgesinde tanimli , degerleri o, (H)

uzayina ait ve bu uzaym normuna gore analitik bir operatér fonksiyon ise her n dogalsayisi

icin
w8 ()= n{f’%] = ntr[B'()B" ()]
- dir.

Ispat. Teoremi ispatlamak igin dnce tiimevarimla
n-1

(B"(A)) = Z B'(A)B'(A)B"(A) (3.25)
i=0

formiiliiniin saglandigini gosterelim. Bu formiiliin n=1 i¢in saglandif1 agiktir. n=2
oldugunda
(B*()) = (B(1)B(A)) = B(A)B(A) + B(A)B'(4)

veya
(B () = ZB DB B (2)

dur. (3.25) formiliiniin n=m icin saglandiins yani

(B"(A)) = ’:ZOIB[ (ﬂ)B'(ﬂ.)Bm_]_i (A) (3.26)

oldugunu varsayip n=m+1 ig¢in saglandigim g6stermek gerekir.
(B™!(A)) = (B"(M)B(A)Y =(B"(A)Y B(A)+ B"(A)B'(A)

dir. (B"(A1))' niin (3.26) ifadesi burada yerine konursa

(B™(2)) = {i B'()B'(A)B" (l)}B(ﬂ) +B"(A)B'(4)

i=0

S B (BB () + BB ()

i=0

veya
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By =3 B(A)BA)B™(4)

i=0

elde edilir ki bununla da (3.25) formiilii ispatlanmis olur. Varsayim geregi her

AeG igin B(A) € o,(H) oldugundan (3.25) den
r[(B"(A))]1= nif’”[Bi(ﬂ)B'(ﬂ)B"'l'i(ﬂ)]
i=0

elde edilir. B'(1)eo,(H) ve her i20 tamsaysi i¢in B'(1) € 5,(H) oldugundan bu

son esitlikten
n=1
r[(B"(A))]= ZW[B'(J)B"""' (A)B'(4)]

veya
tr[(B" ()] = ntr[B'(2)B" (2)]

bulunur (Cohberg ve Krein, 1969).B6ylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.7. Eger degerleri o,(H) uzayma ait olan bir B(1) operatér fonksiyonu bir
A =4, noktasinda o,(H) uzayindaki norma gére analitik ise o zaman #B(1) skaler
fonksiyonu da bu A = 4, noktasinda analitiktir ve

rB' () = [rB(A)],..,

dir.

Ispat. B(1) A, noktasinda o,(H)uzaymdaki norma gore analitik oldugundan

limHBM" * Ajﬁ —2h) gy =0 (3.27)
Al—0 oy (H)
dir. Ote yandan
ﬂ'l:B(lo +AA) - B(/'Lo) _ B'(ﬂ,o ):| < ”B(ﬂo +AL) - B(Z'o) _ B'(lo)
A I AL o)

veya
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ltrB(lo +A)-1rB(4,)
AL

B + A~ B(4y)
ll AL

trB'(4,)

- B'(lo)

o(H)
oldugundan (3.27) den

. |#B(4, + AL) — B(4,)

lim

A0 AZ

=0

—-trB'(4,)

elde edilir. Dolayisiyla
rB'(4) =[trB(D)],.,,
dir. Teorem ispatlanmugtir.

Yukarida ispatladigimiz teorem 3.1.5. , teorem 3.1.6. ve teorem 3.1.7. agagidaki teoremin

ispatinda kullanilacaktir.
Teorem3.1.8. j > oo iken y, ~aj* (a>0,a>2) ise

p, LY firlcor?) Jaz

my .y
|31,

dir.

Ispat. Teorem 3.1.5 e gore her j dogal sayisi igin (QR})’ operator fonksiyonu p(L,)

bolgesinde o,(H,) uzayindaki norma gore analitiktir. O taktirde teorem 3.1.6 ya gore
r{[(OR})' 1} = jr{(QRY (R} ™

dir. Teorem 3.1.5 e gore

(OR}Y = O(R})*

dir. Bu son iki esitlikten

r{[(QR)Y T}= jirl(QRY) ™ Q(R))] = jirl(QRSY Ry = jirlRI(ORS)']

bulunur. Bu bagint1 D, nin (3.24) ifadesinde gozoniine alnirsa
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D, =S furfiory] o

27,

elde edilir. Bu formiil

0, =EV" o {laorey] - ory

j+1
27 4,

Y IW[(QR;’)’];M+(—TL§— frfacorey] Ja (3.28)

27 %, 1418,
seklinde yazilabilir. Teorem 3.1.7 ye gbre
rlaory] = frlacomy ]}

dir. Dolayisiyla

jtr{[z(QRg)f]'}dz= [trlacoryy ]} aa

(4=t |21=bm

olur. Bu esitligin sag tarafindaki integrali agagidaki gibi iki egri lizerindeki integralin

toplami seklinde gosterelim:

j{tr[ﬁ(QRf)’]}’dl: j{tr[z(gkg)f]}'du j{zr[z(QRg)f]}'dA (3.29)
121, 1218, 141,

&> b, +& <p, , olacak sekilde bir pozitif say1 olmak iizere tr[ A(QR;)’] fonksiyonunun
G ={ : b,—g <|A|<b, +&, ImA>-5,],

G,={A : b, -5, <[4 <5, +&,, ImA <&},

basit baglantili bélgelerin analitik ve

{4:)4=b,, m120}cG,

{2:4]=b,,Im1<0}cG,

oldugu dikkate alinirsa Leibnitz formiiliinii kullanarak (3.29) dan
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[rlacorsy ]} an=erl-b, 0, Y ]-rlp, RS Y]+ s, QR )-8, (0", Y] =0

[A=bp

elde edilir. (3.28) ve bu son esitlikten

_Y N
D, = firlcoreyJax

|’1'|=bm

bulunur. Boylece teorem ispatlanmus olur.

lim D,, limitinin hesaplanmasinda kullanacagimiz asagidaki teoremi ispatlayalim.

m—>w

Teorem 3.1.9. {e,}; (W <) H uzayinin herhangi bir ortonormal elemanlar sistemi

olsun.Eger Q(x) operator fonksiyonu 1) ve 2) kosullarim sagliyorsa

>

k=1 i=1

/]-(Q(x)ei ,€;) €08 2kxdx| < ¢

0

olacak sekilde {e } ortonormal sistemine bagli olmayan bir ¢ pozitif sayis1 vardir.

Ispat. £,(x)=(0(x)e,e,) » olsun. Kismi integrasyon ydénteminden yararlanarak

:‘. fi(x)cos2kxdx = :[ 5 (x)(ﬁ sin kaJ dx

PPN
0 _ﬁaffi (x)sin 2kxdx

.ff (x)(—coska) dx

= 417 ﬁ' (x)cos2kx

el

1 z o
——— | f; (x)cos2kxdx
4k25[

d

elde edilir. Buradan

“(x)cos 2kxdx| <

£ O+|f @) + ﬂf ()
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bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi i ye gére 1 den w ye ve k ya gore 1 den « a

kadar toplami alinirsa

>

k=1 i

z

I Ji(x)cos 2kxdx

w
.-_—.10

1 w
SZ[;

7 @A @)+ 15

dx]i k2 (3.30)

k=1
elde edilir. w sonlu oldugunda

#=]3 jldx

oL i=1

'@ 7'

I

dir w=o0 oldugunda

de=lim || Y] @ £ @

©
i n—>wo g i=1

> fIf'

K3
i=l g

}ix
dir. Bu son bagintilardan

#s<[3

oL =l

w

N RS

i=1

£ @)

o

bulunur. Bu esitsizlik (3.30) da g6z 6niine alinirsa

Scozw:[

i=1

L3

I J;(x)cos 2kxdx

0

Z zW: ]‘;” (x)

0
k=1 i=l

5 @f+[f @) |+ I[Z

0

]@ (3.31)

elde edilir. Burada ¢, = %Zk‘z dir. Cohberg ve Krein de (1969) ispatlanmig

k=1

iIﬁ('”’(x)[ = i{(Q('”’ ®ene || . @m=12)

1(H)

esitsizliinden yararlanarak (3.31) den

M=

2

©
k=1 i

7]- fi(x)cos 2kxdx

< OO, oy, O, 0 IO,

1l
—_

elde edilir. Hipotez geregi |Q"(x)| fonksiyonu [0,7] araliginda simrli ve 6lgiilebilir

oy (H)

oldugundan bu son esitsizlikten
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z

fi(x)cos 2kxdx

0

o0
> <c

w
k=1 i=1

bulunur. Teorem ispatlanmagtir.

L, operatoriiniin {y };’ 6zdeZerlerine karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar sistemi

sirastyla {¥, (x)}," olsun. L,operatoriiniin
K*+y, (k=0,12,..;j=12,.)

6zdegerlerine kargilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar sistemi sirasiyla M coskx.@,

oldugundan
y,(x)= MKq cosK x.p; (g=1,2,...) (3.32)
dir.

Teorem 3.1.10. Q(x) 1) - 3) kosullarim sagliyor ve j - iken y, ~a-j®

(0<a<w, 2<a<w) ise

lim Dot =5 [0 +r0(0)]

n—>o0

dir.

Ispat : Teorem 3.1.8 ¢ gore

1 o
Dy ==5— [r(@R)dA (3.33)

]/1|=bm

dir. QR) herAe p(L,) igin gekirdek operatorii ve {‘{’q (x)}lw de H, uzaymun bir

ortonormal bazi oldugundan
g=1

olur (Cohberg ve Krein, 1969).
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Bu ifade (3.33) de yerine konulup

RO, = (L~ A1) ¥, =(u, - A]"Y,

9

oldugu dikkate alinirsa

Dml:—_l—T I{i(QRﬂ?Tq’Wq)l}dﬂ
i

=b, q=1

1 [
—— ¥ Ildz
2m|/1,(=.’; [Z ) (Q ‘I)

elde edilir. Burada (3.32) denve

1 dA { 1, g<mn, ise

—2—7;!”:%/1-#4— 0, g>n, ise

formiilinden yararlanarak

D, = ¥(0¥,%,), = ¥ [0w¥,(.%,()ax

g=1 g=1 ¢

= Z j(Q(x)M k, CosK xp; ,M, cosK xp, dx

g=lo

_ZMZ Icos K X(Q(x)(l’,,,’(”/‘,)d"

q=1

7

= %anMf(q j.(l +cos 2quXQ(x)¢j,, P, )dx
a=1 0

bulunur. Q(x) 3) kosulunu sagladifindan ve

= \’27[4 (K=1,2,...)

oldugundan buradan

n

;1[_2'": cos 2K, x( ox)p, ,%q)dx (3.34)
g=lo
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elde edilir. Teorem 3.1.9 a gore

M
Ms

b
Il
—
i
—

j O(x)p;,9; )cos 2 Kxdx
0

J

iki kat serisi mutlak yakinsaktir. Bu durumda bilindigi gibi

o

lim ”j(coszK *(0(x)0, .0, ) = ziﬂjg(x)qoj,goj Jeos2 Kad

10 k=1 j=1

dir. (3.34) de m — « iken limite gegilir ve bu son esitlik g6z 6niine alinirsa

limD,, =

m—>%

ii I Q(x)@,,@, Jcos 2Kxdx

k=1 j=1

8|~

bulunur. Bu esitlik

limD,, = —Li

m— 2 =

3

J=1

Ms

[7]. o), (pl cos Kxdx + (1) I(Q(x)gol 9, )cos dex]

1{ |

-M'--
Ms 1
am

I (x99, costaix}cosKO
0

=&
I

+Z{ Tewe,.», )costdx}cosKn}

seklinde diizenlenebilir. 3) kosulunun saglandig dikkate alinirsa bu son bagintinin sag

tarafindaki K ya gore olan toplamlar ikinci mertebeden tiirevi olan (gx)¢j3¢j ) o

fonksiyonunun [O,;r] aralifinda {cos Kx};=0 fonksiyonlarina gére Fourier serisinin sira ile

0 ve 7 noktalarindaki degerlerdir. Dolayistyla
lim D,, = ig[(gm)co,,«),ﬁ leme,.0,)
veya

lim D, = 1[0+ 7))

olur. Teorem ispatlanmistir.
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3.2. Diizenli Izin Hesaplanmasi

(3.23) formtiliine ve teorem 3.1.8 e gore

1y, P
Z(ﬂ‘k —H)= szj + D;(np)
r=1 =1

A

D

jzr[(QR Y

m =

2711] 1415,

D = (21),, [a-o[REOR) hiA

|2l=bm

dir. {‘{’q (x)};’° de H, uzaymn bir ortonormal baz1 oldugundan her y € H, i¢in

y= Z(y,‘l"k)l Y,
k=1
ve

>
R)y= Z(y,‘P)l R}Y, Z(y by,
i My — A

dir. Buna gore

oY,

My, —

QR;)‘P,{I =

ov

My, —

(ORD*¥,, = OR; [

_ 1 (QY, \sz)]
= —ZQ[;——M‘ 1 k,:'

1 i(QlPkl P, i
B —AGa y, —A

or, .,

A
J - omen)

(3.35)

(3.36)
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1 & (QY, .Y, )
(R, =——0Rl| S E Wb gy
ATk W —A g I;ﬂ Hy, -4 kz

1

L3 % oo, )

— At My, —

1 z (25 A ) Z (QY,,,¥, ) v,
/‘k, —Aia My, —A ot My, —A

(05 ‘sz ) QY. LPk;, )
/1k2 sley=l My, — My, —

oY,

..................

& & (@YY, )
(e 2 1_ AZZ...Z{HEQ—’—;—)}Q‘P,‘” (3.37)

J=1 ﬂkj-&l -

olur, Burada

nel (Q‘{ka aqjkﬁ, ) _ (QlPklﬁlsz )1(Q‘sz aql/@ h "'(Q\Pk,,_l ’LPk,, )
=t g, -4 (.Ukz _Z')(/uk3 _l)"'(ﬂk” —-4)

dir. (3.37) den yararlanarak

r(ORS)" = i«QR YW, ¥, ),

=i[ 1 zzz{ng——i}a)

=t My, -4

Q¥ ¥, ) Q¥ %) ©@¥F %) @F, F)
My =2 My =4 M, =4 My, — A

N i i. o ZH(ﬂk/ B l)_l (Qlij "Pkg(j)ﬂ )] (3'38)

ky=lky=1  k,=1j=1
elde edilir. Burada

) j ., j<n ise
g(J)={

0, j=n ise

dir.
.C. YOKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZE
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(3.36) ve (3.38) den

ii 3 H | ﬁ(ﬂk _/1)-1ng]‘[(qu,, ’LIJ,(q),)I:l (3.39)

ky=l k=l |4|=b,, 9=1

bulunur.

Lemma 3.2.1. n 2 2 olmak lizere a,,a,,...,a, herhangi komplex sayilar ve kaaxlak] <R ise
<ks<n

I J' dz 0
e (Z—a)(z-a)...(2-a,)

dir.

Ispat. Keyfi d>0 sayisiigin

7= dz _ dz
Z[2R (z-a)z-a))...(z—-a,) \2]eRed (z-a)z~a,)...(z—a,)
oldugundan
I-lim | dz (3.40)

d=>® |7|=R+d (z _al)(z_az)"'(z _an)

dir. Diger yandan

dz B 4
|z|=R (Z_al n ]Z]=R+d|Z—alnz—azr"'lz_anl
|
<
I ey e )
dir.
lz|-la|>(R+d)-R=d (i=1,2,...,n)
oldugundan buradan
dz | <d”  [ldd=27(R+d)d™ (3.41)
zi-kea (2~ |Z|=R+d
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bulunur. #>2 oldugundan (3.40) ve (3.41) den

. dz ‘
I\ = <2z (R+d)d™ =
‘ ‘ l}gllz'=R+d(z—al)(z——az),..(z )‘ 1}_13.:1
veya
=0

elde edilir. Boylece Lemma ispatlanmisg olur.

(3.39) formiiliinden ve Lemma 3.2.1 den

D, =CYTS. ZH [ TTes, —ﬂ)"dﬂJH(Q } (3.42)

27y k=lkp=1 k=1 |\ |2)28, g=]

elde edilir. Bu ifadedeki * isareti s 44, ..., 4, sayilan arasinda b, den kiigiik ve b,

den biiyiik olanlarin var olduklarim gosterir.
D,, ve D, i sinirlandiralim. (3.42) formiiliine gore

D,

m2

_1_"m°°[ d

Y, .Y, )L (QY,. .Y, )
|,1|='[,m (ﬂ—,u,,l)(ﬂ—‘ukz)}(g o Y, WO, ')

4ri ky=lky=n,, +1

1 © n, dﬂl
- W, P ) (09, P, ),
+4mk1="m+1k2=1|:|/1|=.[z,,, (l_ﬂkl)(ﬂ’—luk,):l(g Ky kz)(Q k, k,)
¢ 5 dA
2 Fe T QT Y 3.43
2”’2“ kaxz—u,)}(g REHEER L) 6.43)

dir. Bu ifadede k£ <n, ve j=2n,,, oldugundan

1 di _ 1 J' 1 S S P
2ﬂi|/1|=bm (A_ﬂk)(l—ﬂj) 2ﬂ7.|;'1=bm (Il,lk—/jj) ﬂ,—#k /1'"/”,

1 1 a1 dA 1
My — H; 2ﬂi|l|=b,,,/1—/'lk 2”7'],1[=b,,,/1_/1j
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olur. Bu ifade (3.43) de yerine konulursa

Dol =[> (- 1) (%, 0%, (%, 0F),

k=1 j=n, +1

= "z”’ i(/’lj —/‘k)_ll(l{l"’QLPj)l‘z

k= jen,+1

AT 1, (2. 0 ) [

k=1 j=n, +1

Z(,UJ M) IZ‘( lek)l'z

J=n,+1

bulunur. {¥, )7 H, uzaymmn kapali bir ortonormal sistemi oldugundan

Ske.0%)f =low | <lol
dir ve dolayisiyla

D, <]ol @ (3.44)

olacaktir. Burada
Q, = D (u—-m,)" (m=1,2,...) (3.45)

J=n,+1

dir.

Bukez D,, i sinirlandiralim. Bunun igin 6nce (3.42) den yararlanarak bu ifadeyi

1 & v di

O '_EZZZL.I (=AY = Aty = z)}@q""q’”‘@%’T’)I(QLP”T")‘
- di

_2m £y £ +lj=nz+[|:j‘l:[ (ﬂ, ’ul)(ﬂ, yj)(ﬂ,— k):l(QLPia\Pk)l(QlPkale)l(Qleaq’i)]
] && di

2 5 ZLI (A =)A= p)A~ J(QT"’T")‘(QLP"’LP’)‘(QLP”LP’)‘

=1 +1, (3.46)
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seklinde gosterelim. Bu ifadede yer alan I, igin asagidakiler yazilabilir:

1 A, o0 0 dﬂ
I|=|— W), (OF,, ), (OF,, F),
lll 27i i=1 k="2m+lf=”zm+ll:lll=‘[’m (ﬂ’_lui)(ﬂ’_luj)(ﬂ'_ﬂk)}(g ' k) (Q )I(Q )
Py o 0 1
= ¥, W), (0F,, ), (QF,, ),
Zkz Zl(ﬂ, ﬂk)(ﬂ,-—ﬂj)(Q’ DO ENE )’

(QF,F),|(@F), ),
<l Z Zn;l (u-—;t)"(uk—ﬂ«) |

1

0,3 5 ot ISienr] [Slevnr]

—n,,,+ljn+1(;uj ﬂ )(;uk /'t )

<jgl > >

k=n, +1j=n,+1 (luk 4” )(/uj

ZI(Q‘Pk,‘I’ )1|
burada

ZI(Q‘I’,,,\P,.)IIZ =[o¥, ”12 < ||Q||12
i=1
oldugu ve (3.45) g6z Oniine alinirsa

5] <]of <, (3.47)

olur. (3.46) in sonundaki 7, ifadesi

l && < dA
I, =— ¥, W), (O, ), (0¥, ¥,
’ 2m',-=1E,EHLJ,M(z-y,-)(z—u,xz—uk)}(g' H(OTEHOE, 0

da 2
Z‘JZ # [lll;‘;’m (ﬂ'—ﬂi)z(ﬂ'—ﬂj)J(Q‘P”\Pi)II(QLP”LPI)Il

e e i

m S s, G- )=\ A— 1, A,
i # 1y

(QF,, ¥, (QF,, ) (QF,F),

fl Z{ [ —% }(Q\P,-,‘Pk)l(ngj)l(QLP,,LP,.)I

Zm i=l j=n, M[_b (/’L lul) (/lL )
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I, =1, +1,+1, (3.48)
seklinde yazilabilir. Burada ¢, ile 6nce oldugu gibi g, 6zdegerinin katlilig1
gosterilmistir. Asagida 1,,,/,,,1,; ifadelerini smirlandiracagiz.
1 &8 da 2
1= o 5 ZL,I (z—u,.f(/l—u,)} | g
> Q‘P,,‘P)J(Q‘P,,‘P )| |
i=l j=n,+1 (/uz
Ay 0 1
<9 (¥, ¥),
“ “ZZ (B = b, Yt = )" [
l o
<[Q (Q¥,Y))
I (Hy, 1~ My ),-nz+1 (u, Hy ) Z‘ [
1 = 1
0
“ ”1 (/’ln +1 1un )j—nz:ﬂ (/uj lun )
dir. Lemma 3.1.1 ve (3.11) esitsizlifinden yararlanarak buradan
g -2
L <d'mllof e, | (5:—%) (3.49)

elde edilir. 7,, yi simirlandiralim:

1 (1 1
1= - da-
2l = ZZ Z I,, (A=)~ )\ A=, ﬂ—ﬂkj

11k11n+1[;;,l_

B #
(O, ¥, (0%, ), (0¥,, V)]
By By © 1
= (QlPi’lPk)l(Q\Pk’\Pj)I(QLPpLPi)l
i=1 k=1 j=n, +1 (:uj lux)(:uj luk)
Hi#iy

(QF,, W), [(@F,, ),

<o, 333

Jehg+l i=l k=1 (,U f) /unm )(/u f ﬂn,,,)

o), 3 Lﬂj = SlenwlSier, ‘mlﬂ

J=n,,+1
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Lol <lglm, 3 { 1 [Z\(Q‘Pk,‘l’ N J [it(QW,,%)l

J=n, +1 (/un +1 /un )(/u/ /un

<|ol 7. (1, — 1, )" Z {

J=ng,+1

ZKQ‘P wl]

(#;— 1, ) %5
<[l 7 (1t~ 11, ) 2,

Lemma 3.1.1 ve (3.11) esitsizligi burada tekrar kullanilirsa

T

1

Ll <dmQ,|of . 6= Z—;;) (3.50)

bulunur. Simdi de 7,, 4 stmirlandiralim:

I
, 23' i=1 k=1 j=n_ +1 [Al=by (ﬂ,—ﬂ,) (2'_'”1)

ZZ Z[ | a4 (Q‘P,»,LPk)l(Q\P,,,‘P,)mQLP,»H)]J

ik
M #

>3 - ui)“z(Q‘P,,‘P,'),(Q‘Pn‘f’k)l(Q‘Pka‘Pf)ll

._.

= _i (1, - Y| QF,. )] [, 8, [ 0%, ¥ )]

1

s||inj§+l[m[gl(gﬂ,w,)ll](gil(gwj,wllﬂ

<Ot = 21,0 St = “(Zkg LP,»)IIZ]

J=hy +1

< “Q“l3 n, (aunm+l - ﬂnm )_ Qm

Lemma 3.1.1. ve (3.11) esitsizliginden yararlanarak buradan

L) < d7'n 0, O] 3.51)
(3.48), (3.49), (3.50) ve (3.51) den
L] <3d7'n Qo)) (3.52)

elde edilir.

|
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(3.46) , (3.47) ve (3.52) den D,,, igin

|D,s| <0} Q2,0 (2, +3d;"n%) (5 = Zé] (3.53)

bulunur.

Teorem 3.2.1. j > iken y,~a-j* (0<a<w, 2<a<w)ise |1 =5, cemberi

tizerinde

HRE“Gl v < const.n’’ (6 = Z—;—;)

dir.

ispat. A ¢ {y,}; icin R normal operator oldugundan

0

IRy =21

k=1

dir ( Cohberg ve Krein, 1969). || =b,=2" (4, +p, ,;) oldugundan buradan

® 2 2 2
” ”a‘l(ﬂl) : k=1 “/” My ‘ ;ﬂn +H, g 24, +k=n;+l 24, —Hy, —H,

<32 > 2 .y 2 (3.54)
k=1 ll‘lnm+1 _ﬂk /c=n,,,+1 /‘lk _-ﬂnm k=1 #nm+l —Ile

elde edilir. Lemma 3.1.1 ve (3.11) esitsizliginden yararlanarak

Yyl M e <= gl (3.55)
k=1 /un,,, 1T Hy :un,,, +1 _lun,,, dl [(nm +1) —-n, ] dlnm

elde edilir. Lemma 3.1.1 bir daha kullanilirsa

> 1 < 1
Qm = < + +
k=, +1 My = My k=§,,,:+1 Ci](l(1 ° ’—nrln 5)

1 = 1
= +d7! _— 3.56
dl[(nm +1)1+5 __nml+5] 1 k=%+2 K1+§ _n:n+6 ( )
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bulunur. Ayrica

0

Z sz

k=n,+2 i By

+
J 48 _ l+o
. (n,, +z+1)

m

ve xeln, +i,n, +i+1] icin

1 < 1
(n +Z+1)1+6 '1n+5 - x1+5 _n’ln+5
oldugundan
n, +i+l By +itl
dx < I dx
1+8 __ 1+6 - 1+6 1+6

nsi (M H1+1) n, e X T My
veE

© o Hmtitl © dx

Z K e Z _[ ) = J. 156 _ 148
k=ng,+2 K n, i=l g 4 My n, +1 X N,

olur. Bu son bagnt1 (3.56) de gbz 6niine alinirsa

1 ol dx
<d][(nm+l)l+5—nml+5]+dl jm

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki integrali stnirlandirmak i¢in

Kt _ ey

m

doniislimiinii yapalim. O takdirde

@ )

dx % 1 148 'ﬁ
= I+n 0 dt
I X" —pt? a-[ (1+5)t( ")

Ry 1

bulunur. Burada a,, = (n,, +1)"*° —n.*’ dir. (3.58) den

@© © 5
J. lédx s < 1 J‘t l+é t~—__.1_.1_+_5_. 1+6
”+IX+ n, 1+5a 1+6 o

52

—-——[(n +1)?+5 1+5T1f5 <5"1n 1+

elde edilir.

(3.57)

(3.58)
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(3.57) den ve bu son bagintidan

52

Q <d'n?+d67n 1+ (3.59)
bulunur. (3.54) , (3.55) ve (3.59) den

Ly < 5t

elde edilir. Bdylece teorem ispatlanmig olur.

|| = b,, ve m nin biiyiik degerleri igin R, operatdriiniin normunu sirlandiralim. |4 = b, igin

'Mkl - |’1” =

1 1
=3 (4, + 4, Hi ==lu, +t, 24 (3.60)

2

dir. k <n, ve m nin bilyitk degerleri igin |4,| <A, oldugundan

Hy, + My o1 — 2,/1,(, 2 Ha, + L 2/1;1,,, = Kyt ~ My, + 2(1”;1,,, - /’i’nm )

2 Myt = My = 2, = A,
dir. (3.8) esitsizligine gore buradan

Mo, &ty o1 = 2|2 1 — 11, =20 (3.61)
elde edilir. £ 27, +1 ve m nin biiylik degerleri igin |/1k] =, 24, ,, oldufundan
Uil =ty =ty 1 2 200 1 =, = Py

= 2(/1"”’“ - :urlm+1 ) + 'u"m*’l h 'u"'”

2 My 1~ M, —2ﬂ‘n,,,+1 ~Hy, 41

olur. Buradan (3.8) esitsizligi bir daha kullanilirsa
4| = 1y, =ty 1 Z 11—t =20, (3.62)

bulunur. lim (g, ,, -4, )=« oldugundan (3.60), (3.61) ve (3.62) den

ol - >+ = 10,)
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elde edilir. Lemma 3.1.1 den ve (3.11) esitsizliginden yararlanarak bu son esitsizlikten

dl 1+6 146 dl 5 -2
=12 > 2 in, 410 =7 ]> S (5=Z_+_2)

bulunur. Dolayistyla [4| =5, ve m nin bilyiik degerleri i¢in
d s
4, — A > 2 (3.63)

dir. Diger yandan R, operatériiniin s sayilar { A, —2]_1 };1 oldugundan

[Rl, = m?x“/ik - ll—l} (3.64)

olacaktir ( Cohberg ve Krein, 1969 ) . (3.63) ve (3.64) dan

IR, < ;4— o, ( = 9-——2~) (3.65)
1

elde edilir.

Teorem 3.2.2. j—> o iken y, ~a-j* (0<a<wo, 2<a <o) oldugunu varsayalim.

Bu takdirde eger Q(x) operator fonksiyonu 1) ve 2) kosullarinmi sagliyorsa j>2 i¢in

lim D, =0

m—>0

dir.
Ispat. (3.36) formiilinden yararlanarak D,, asagidaki sekilde sinirlandirilabilir:

D ‘< 25, [lroRs Y| |d4)

—i,,— om0

51- [ IoriL, i lomit” a2
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P I——— 110, Jorl e

<5 ] 1Rl JREE

dir. O(x) =0 halinde R, = R} oldugu dikkate alinirsa (3.65) esitsizligine gore

< (2252)

olur. Teorem 3.2.1, (3.66) ve (3.67) bagintilarindan

'D '<const I o omPY \da| < comst -y, n?
14155,

elde edilir. p, < const -n."’* oldugundan buradan

‘D l<c0nst -p200

bulunur. Buradan goriildiigii gibi j>1+ 26" oldugunda

lim D, = ()

m—>0m

(3.66)

(3.67)

(3.68)

dir. Teoremin ispatinin tamamlanmas icin bu esitligin 2< j<1+28~" i¢in saglandigim

gostermek gerekir. Basit olsun diye bunu & > _1\5 hali i¢in gosterelim. (3.44) , (3.45) ve

(3.59) den

lﬁqmd{n+an@]

elde edilir. Buradan

limD,, =0

m—>®o

bulunur. (3.53) ve (3.59) den
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D] <0l (@, +3d; 17,

2 52
<2of d;*57'n ‘*5[261’"5“11 6 43" “’)
< 2|]Qde;25-2(2nml+6 +3n,1+0 J

iy 1 )
elde edilir. Buradan 8 > — icin
N

limD,, =0

bulunur. Ote yandan & > % halinde j>4 igin (3.68) den

lim D =0

m-—>w0

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Bu ¢aligmanin esas sonucu agsagidaki teoremden ibarettir.

Teorem 3.2.3. Q(x) operat6r fonksiyonunun 1) - 3) kosullarini sagladigim varsayalim.
Eger ek olarak j — o iken y;, ~a-j* (0<a<owo, 2<a<x) ise L operatdriiniin
diizenli izi i¢in

lim Z - )= er(O) +rQ(7)]

m—>wc

formiilii saglanir.

Ispat. Teorem 3.1.10 ve teorem 3.2.2 yi kullanarak (3.35) formiiliinden L operatoriiniin

diizenli izi i¢in
lim 3 (4, - )= %[”Q(O) +rQ()]+ lim D (3.69)
m-—>0 k=] m—>x0

bulunur.
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Burada

D =CV [aurir, (R4

[4=bn

dir. DY yi simirlandiralim:

D&\ < - [lafrIR, (O a
s, T |

<b, [ |R.(QR)™
\AI<b,,

Sb,,,f [ &), JcorD)?

A,

44

oy (H))

a

o, (H))

sb,,,w j &), Jor7||oRY]. . |4

oy (Hy)
<t. [ IRMolIRIoLIA, ,
A)=b,

Teorem 3.2.1 ve (3.65) esitsizliginden yararlanarak buradan
fD,E," ) l < const-b2n "0

veya b, <const-n."* oldugu hatirlanirsa

.
lD,(n” )l < const - i, PP HR2040) - copst . pPP?

elde edilir. Buradan goriiliiyor ki p>36"" oldugunda
lim D& =0

m->

dir. (3.69) formiiliinden ve bu esitlikten
. 1
lim > (4, — )= Z[er(O) +1rQ(7)]

bulunur. Teorem ispatlanmugtir.
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Ornek 3.3.

H =L,[0,1] olsun. D(A) ile asagidaki kosullar1 saglayan ¢(r) fonksiyonlar kiimesini
gosterelim:

a) "(¢) [0,1] araliginda mutlak siireklidir ve ¢”(¢) € L,[0,1]

b) p(0)=¢"(0)=p()=¢"(1) =0

A ,D(A) dan L,[0,1]

d'o(t)
Ap=—=-=
14 drt

seklinde bir operatdr olsun. Bu operat6r
A=4*>1 ve A eo_(L,[0,1])
kosullarini saglayan bir operattrdiir. A operatdriiniin 6zdegerleri

7, =(jn)* (G=1,2,3....)

bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal 6zfonksiyonlar da
o, ()=2sinjm  (=1,2,3,.)

seklindedir. Q(x) olarak her x €[0,7] i¢in L,[0,1] den L,[0,1] e

O(x)@(f) = cosx j (£ + )2 p(s)ds

operatér fonksiyonunu alalim. Bu operator fonksiyonun 1), 2) ve 3) kosullarin: sagladig:

kolayca gosterilebilir.

Ayrica H, = L,(L,[0,1];[0,7]) = L, ([0,7]x[0,1]) oldugu gosterilebilir. Ele aldigimiz bu
orekte L, ve L , D(L,)=D(L) c H, olmak tizere D(L,) dan H, e sirasiyla

O*u(x,t)  0'u(x,t)
T b

*u(x,t)  B*u(x,1) ' )
- 22+ = +cosx (¢ + ) u(x,s)ds
o’ ot 5[

L) =

l(u)=
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diferansiyel ifadeleri ve ayn1
u, (0,0)=u,(7,1)=0
u(x,0) =u, (x,0) = u(x,1) =u, (x,1)=0

sir kosullar ile olugturulan kendine es operatorlerdir. /() ve /(u) ifadelerinde yer alan

2

-a—%t—) tirevi L,[0,1] uzayindaki norma gére anlasilmaktadir. Yani
1 2

im u(x + Ax,0) —u(x,t)  Bu(x,t)| d=0

Ax—0 b Ax ax |
| S ) o 2 2

lim U, (x+Ax, 1) —u (x,) 0 u(:zc,t) dr =0

Ax~>0 ; Ax ox ‘

dur. L, operatdriiniin 6zdegerleri

K*+n'jt (X=0,1,2,...; j=1,2,3,...)

bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar da

1
—_ , K=0 ise

|

3 , K=12,... ise

Vs
olmak {izere
V2M  cos Kxsin jat (K=0,1,2,....;}=1,2,3,...)
seklindedir.

Bukez de H, =L,([0,7]x[0,1]) uzayinda

O*u(x,t)  0*u(x,b)
ol o

L(u)y=-

diferansiyel ifadesini g6z6niine alalim. Bu ifadedeki

bildigimiz kismi tiirevler olarak alinmigtir.

O%u(x,t)
2

*u(x,t)

64

/4

tiirevleri adi
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D, ile

o*u(x,1) ve o*u(x,1)
ox’ or*

c) u(x,t) [0,7]x[0,1] dikdortgeninde stirekli tiirevlerine sahiptir.

d) u.(0,0)=u,(z,t)=0
u(x,0) = 1, (x,0) = u(x,1) =uy (x,1)=0
kosullarim saglayan u(x,t) fonksiyonlar kiimesini gésterelim. D,, H, uzayiun yogun bir

manifoldu D,dan H, e

L =h@

operatorii de bir simetrik operat6rdiir. Lll operatdriiniin 6zdegerleri de
K*+xtj* (K=0,1,2,...; j=1,2,3,...)

bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal zfonksiyonlar da

J2M, cos Kxsin jnt (K=0,1,2,....;=1,2,3,...)

seklindedir. Gortildiigii gibi L, operatériiniin ortonormal 6zelemanlar sistemi /, uzayimn

bir ortonormal bazidir. Bu durumda teorem 3.1.1 e gére L, = Ll, operatorii kendine es

operatdrdiir. Diger yandan H; den H, e
1

Ou =cosx I(t +8)*u(x,5)ds
0

operatdrii sinirli ve kendine es oldugundan

L=L+Q

operatérii de kendine eg olacaktir. Boylece L, ve L, , H, uzayinda asagidaki dzelliklere
sahip olan operatdrlerdir:

) Liy=Ly* ve L=L*

2) L, ve L, operatorleri saf ayrik spektruma sahiptirler.

3) L, ve L, operatorleri aym Szdegerlere ve aym 6zfonksiyonlara sahiptirler.

Bu takdirde L, = L, oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla L = L, olacaktir.
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Msphs..sps...ve <4, <..< <... srastyla L, ve L, operatorlerinin

6zdegerleri ise teorem 3.2.3 e gore

hmZ(/l - i =—[WQ(0)+trQ(ﬂ)]

m=>w

dir. Q(0) =-Q(x) oldugundan #Q(0) = —trQ(x) dir ve dolayisiyla L = L, operatdriiniin

diizenli izi sifira esittir. Yani
}E&Z(’lk ",Uk)z 0
k=1

dir.
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SONUC

Bu tez ¢alismasinda H, = L,(H;[0,7]) uzayinda
I(y)=—y"(x) + Ay(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadesi ve

Y (0)=y(z)=0

sinir kosulu ile olusturulan kendine es L operatdriiniin diizenli izi incelenmigtir. Burada A ,

H uzayinda
A=4*21 ve A'eo (H)

kosullarini saglayan bir operatérdiir. Q(x) de her x €[0,7] i¢in H den H ye kendine es

¢ekirdek operatordiir.
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