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SIMGE LISTESI

Bulamk (fuzzy) alt kiime

A bulamk alt kiimesinin bir seviye (level) alt kiimesi

R den R' iine bir halka homomorfizmas:

R/I dan R ye bir halka homomorfizmasi

Grup

G grubunun bir alt grubu

10. ve 24. sayfalarda indis kiimesi, diger sayfalarda R halkasimin bir
ideali

10. ve 24. sayfalarda indis kiimesi, diger sayfalarda bir L-bulanik ideal
Seviye kesimler (level cuts)

Cisim

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Orgii (lattice)

Dogal homomorfizma

Degismeli ve birimli bir halka

Degismeli ve birimli bir halka

J nin J(0)-seviye kesimi

Kime

R tamlik bolgesinden N ye bir fonksiyon
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OZET
L-bulamk Oklid ideal adh caligmamiz ti¢ bolimden olugmaktadir.

Ilk boliim de bulamk alt kiime, bulanik alt grup, bulamk alt kiimenin seviye alt
kiimesi kavramlarina deginilmigtir. Bulanik alt kiime ve bulanmik alt grup ile ilgili
temel teoremler verilmig ve bir grubun alt grubu ile bulanik alt grubun seviye alt

grubu arasindaki iligki anlatilmigtir.

II. bolimde homomorfilerin ¢arpim teoremini, Oklid bolgesi tanimini ve bolim
halkalar: ile ilgili bazi temel teoremleri verdik. Bu béliimde ayrica L-bulamk ide-
al, bulanik béliim halkasi tanimlar: ve L-bulanik idealleri ile ilgili baz1 teoremlere

yer verilmigtir.

Tezimizin 6zgin boliimiini olugturan son bolimde ise birimli, degigmeli halkalar-
da L-bulanik ideal tamimina bir kogul daha eklenerek yeni bir yap: tanimlanmsg,
verilen ek kogul Oklid bolgesi kogullarindan sonuncusuna benzediginden, bu yapi-

ya L-bulamk Oklid ideali denilmistir. Bu yolla elde edilen L-bulanik Oklid ideali

incelenmisg ve bununla ilgili bazi teoremlere yer verilmistir.

1i1



ABSTRACT

Our thesis named L-fuzzy Euclidean Ideal consists of three chapters.

First chapter deals with concepts of fuzzy subset, fuzzy subgroup, a level subset of
the fuzzy subset. We give basic theorems about fuzzy subset and fuzzy subgroup.
Certain basic relationship between a subgroup of any group and a level subgroup

of fuzzy subgroup is given.

In chapter II, we give the theorem of Factorization of Homomorphisms, definition
of a Euclidean Domain, some structural theorems for quotient ring. Also in this
chapter, there exist definition of L-fuzzy ideal and fuzzy quotient ring, and some

theorems about L-fuzzy ideals.

In last chapter, the original part of the thesis, we define an L-fuzzy Euclidean ideal
on a commutative ring with identity. The concept of fuzzy ideals is restricted by
introducing L-fuzzy Euclidean ideals in rings. So we examine L-fuzzy Euclidean
ideals of a ring. In particular we give some structural theorems for an L-fuzzy

Euclidean ideal.
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1. BULANIK (FUZZY) GRUP

Bu boliimde tezimizle ilgili bulanik kiime ve bulanik grup kavramlar: 6zetlenmigtir.
1.1. Bulanik Kiime ve Bulanik Grup

Tanim 1.1.1. S bir kiime olsun.

A:S—]0,1] (1.1)

fonksiyonuna S in bir bulamk (fuzzy) alt kiimesi denir. (Sivaramakrishna Das,

1981)
Tanim 1.1.2. G bir grup olsun. G nin bir A bulamk alt kiimesi

(i) her =z,ye@G igin A(zy) > min{A(z), A(y)}
(i) A(z7') > A(z) (1.2)

kogullarini sagliyorsa bu A bulanik alt kiimesine G nin bir bulamk alt grubu denir.

(Sivaramakrishna Das, 1981)

Tanum 1.1.3. S kiimesinin bir A:S — [0,1] bulanik alt kiimesi ele alinsin.
Bir te[0,1] igin

Ar={z € S| A(z) > t} (1.3)

kiimesine A bulamk alt kiimesinin bir seviye (level) alt kiimesi denir.(Sivaramak-

rishna Das, 1981)
A, G nin bir bulanik alt grubuise her z € G icin

Az) < A(e) (1.4)

BL YOKSEKOGRET 7 KURDLY
DOKUMANT. 57 oy MERKEZE



dir. (Sivaramakrishna Das, 1981)

Teorem 1.1.1. G bir grup ve A, G nin bir bulamk alt grubu olsun. O zaman

t € [0,1] i¢in G nin etkisiz elemani e ve t < A(e) olmak tizere A; seviye alt kiimesi,

G nin bir alt grubudur. (Sivaramakrishna Das, 1981)

ispat.
Ai={z€G|A(z) >t} ve A(e)>t oldugundan e€ A; dir. Boylece

Ay #0 (1.5)
dir. z,y € A; alahm.

Alz)=2t, A(y) =2t (1.6)
dir. A bir bulanik alt grup oldugundan  A(zy) > min{A(z), A(y)} dir.

= A(zy) >t
= Ty € A (1.7)

z € Ay alahm. O zaman A(z) >t olur. A bir bulamk alt grup oldugundan
A(z™') > A(z) du. Buradan A(z7!) > ¢ bulunur. Buise z7! € A4

demektir. Sonug olarak A; seviye alt kiimesi G nin bir alt grubudur.

Teorem 1.1.2. G bir grup ve A da G nin bir bulanik alt kiimesi olsun. Eger
t < A(e) kosuluna uyan her t € [0,1] igin A¢, G nin bir alt grubu ise A, G nin
bir bulanik alt grubudur. (Sivaramakrishna Das, 1981)

ispat.
z,y € G alalim. Burada A(z) =11, A(y)=1t2 ve t;1 <ty olsun.
O zaman A, C Ay, z€ Ay, y€ A, bulunur. Yani y€ A, dir.

Hipotezden A¢, G nin bir alt grubu oldugundan zy € A;, dir.



= A(zy) 2 t1 = min{A(z), A(y)}
= A(zy) 2 min{A(z), A(y)} (1.8)

Simdide her z€G igin A(z7!)> A(z) oldugunu gosterelim. A(z) = tx
olsun. Buda =z € Ay, demektir. Ay , G nin bir alt grubu oldugundan
z71 € A, dir. Boylece

Alz™Y) >ty (1.9)

olur. ¢ = A(z) oldugundan A(z7!)> A(z) elde edilir. Dolaysiyla 4, G
nin bularik alt grubudur.

1.2. Seviye Alt Gruplari

Tamim 1.2.1. G bir grup ve 4, G nin bir bulanik alt grubu olsun. t € {0,1]
ve t < A(e) olmak lizere A4; alt gruplarna A min seviye alt gruplan denir.

(Siwvaramakrishna Das, 1981)

G sonlu bir grup ise G nin alt gruplarinin sayisi sonludur. Fakat bir A bulamk
alt grubunun seviye alt gruplarimin sayis: sonsuz gozitkiir. Gergekte her seviye alt
grup, G nin bir alt grubu oldugundan bu seviye alt gruplarin hepsi farkl: degildir.

Dolayisiyla sonsuz degil sonludur. (Sivaramakrishna Das, 1981)

Teorem 1.2.1. G bir grup ve 4, G nin bir bulanik alt grubu olsun. ¢; < ¢; olmak
tizere A nin iki Ay, , A¢, seviye alt gruplarinin egit olmasi igin gerek ve yeter kogul
t; < A(z) <ty olacak gekilde bir z € G varolmamasidir. (Sivaramakrishna
Das, 1981)

ispat.
(=) ninispati; A; = A;, olsun. t; < A(z) <ty olacak gekilde bir z € G
elemamnin varoldugunu farzedelim. ¢; < A(z) < t3 oldugundan = € Ay

z¢ A;, olurve Ay # Ay, elde edilir. Dolayisiyla ¢ < A(z) <tz olacak



gekilde z € G  yoktur.

(<) ninispati;t; < A(z) <ts olacak sekilde G nin bir z eleman: olmadiFin

diginelim. ¢; <t; oldugundan
Atz g At1 (110)

elde edilir. z € A;; alahm. Bu A(z) >t; demektir.
t1 <tz oldugundan ve ayrica hipotezden A(z), ¢t; ve t2 arasinda olamayaca-
gindan A(z) > t; dir. Budurumda z € A;, olur. Yani A;, C A, dir.

Sonugta
Ay = Ay, (1.11)
elde edilir.

Teorem 1.2.2. Bir G grubunun herhangi bir H alt grubu, G nin bir bulanik alt

grubunun bir seviye alt grubudur. (Sivaramakrishna Das, 1981)

ispat. A, G nin

_ft, zeHise(0<t<l);
A("’)*{o, z ¢ H ise, (1.12)

geklinde tanimli bir bulanik alt kiimesi olsun. A nin, G nin bir bulanik alt grubu
oldugunu ispatlayacagiz. z,y € G alahm.

z,y € H oldugunu farzedelim, o zaman zy € H  dir. Boylece

Alzy) =t ve A(z)=A(y)=t dir.
o Afsy) > min{A(z), A@W)} (1.13)

Eger z € H ise H alt grup oldugundan z~! € H dir. Buda A(z7!)=t
demektir. Sonugta A(z7!) > A(z) elde edilir.
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z€H ve y¢H oldugunu farzedelim; o zaman zy ¢ H dir. Boylece
A(r)=t, A(y)=0, A(zy)=0 dir. Buradan

A(zy) > min{A(=), A(y)) (1.14)

cikar. Eger z€ H veya z ¢ H ise A(z7')> A(z) dir.
Simdi z,y ¢ H oldugunu farzedelim; bu durumda zy € H veya zy ¢ H

dir. Herbir durumda
A(zy) > min{A(z), A(y)} ve A(z7')> A(z) (1.15)

elde edilir. Boylece tiim durumlarda A, G nin bir bulamk alt grubudur. Bu
bulamk alt grup igin A; = H dir.



2. BULANIK IDEALLER

Bu boliimde ise ¢aligmamzda kullanilan veya esinlenmemizi saglayan halkalarla

ilgili teoremlere ve bulanik ideal kavramina yer verilmigtir.

2.1. Halkalar

Teorem 2.1.1 (Factorization of Homomorphisms). f, R den R' ne orten
bir halka homomorfizmas:1 ve I, R nin I C kerf gartim saglayan bir ideali
olsun. O zaman f = fonat; ozelligini saglayan tek bir f:R/I — R’

homomorfizmas: mevcuttur. (Burton, 1970)

ispat.

Oncelikle f:R/I — R' fonksiyonunu a € R igin fla+1I)= f(a) secklinde

tamimlayalim. Bunun iyi tanimli oldugunu gosterelim;

a+I=a +1 olsun. Boylece a=a'+: olacak gekilde €I vardr.

fla+1) = f(a) = f(d' +1)
= f(a') + £(2)
= f(a') +0
= f(a')
= f(a' + 1) (2.1)

Dolayisiyla f iyi tanimhdir.
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flla+I)+ b+ 1) = fl(a+b)+I] = f(a+b)
= f(a) + f(b)
=fla+I)+ f(b+1) (2.2)

ve

flla+1)-(b+ I)] = fl(a.b) + I] = f(ab)
= f(a).f(b)
=fla+I).f(b+1) (2.3)

oldugundan f homomorfizmadir. Ayrica

[f o natr](a) = f[nati(a)]
=fla+1)
= f(a) (2.4)

oldugundan fomnat; =f elde edilir.

Simdi bu sartlar: saglayan f nin tek oldugunu gosterelim. Bu gartlar saglayan bir

tane daha homomorfizma h olsun. honat;y=f dir.

fla+1I) = f(a) = [h o nat[](a)
= h[(natr)(a)]
= h(a +I) (2.5)

Sonugta h=f elde edilir. Béylece f tektir.

Tanim 2.1.1. R tamlik bolgesi olsun. Eger agagidaki gartlar: saglayan bir 6
fonksiyonu varsa R ye Oklid bélgesi (Euclidean Domain) denir.

1) Her 0#a€R ign §(a), negatif olmayan bir tamsayi,

2) sifirdan farklh a,b€ R igin  6(ab) > é(a),

3) a,b€ R, b#0 igin a=bg+r olmak lizere r =0 veya §(r) < 6(b)
olacak gsekilde g¢,r € R elemanlar: vardir. (Burton, 1970)



8

Teorem 2.1.2. Oklid bélgesi taniminin (3) sartindaki béliim ve kalanin tek olmas:

i¢in gerek ve yeter kogul
8(a+b) < maz{é(a),6(b)} (2.6)
olmasidir. (Burton, 1970)

ispat.
(3) kogulundaki boliim ve kalan tek olsun. Ayrica

8(a+b) > maz{6(a),6(b)} (2.7)

sartim saghyan, sifirdan farkli a,b € R elemanlarimn var oldugunu farzedelim. O
zaman 6(—a)=6(a) < é(a+b) ve 6(b)<é(a+b) olmak tizere
b=0@a+b)+b=1a+b)—a dir. Bu, (3) kogulundaki bdliim ve kalanin
tekligiyle celigir. Yani

6(a + b) < maz{6(a),6(b)}
dur.

Kargit olarak  &8(a + b) < maz{6(a),6(b)} olsun. Bir @ € R elemany,
r#r ve q#4q olmak lizere

a=gb+r '(r. =0 veya 8(r) < 6(b))
a=qb+r (r' =0 weya &(r') < (b)) (2.8)

olacak gekilde yazilabilsin. O zaman

§(b) < 6((g—¢")b) = &(r —r") < maz{§(r),8(-r")} < é(d) (2.9)

dir. Buise r—r' veya ¢—¢q' niin sifir olmas: ile miimkiindir. Birinin sifir

olmas1, diferinin de sifir olmasim gerektirdiginden béliim ve kalan birer tektir.



2.2. Boliim Halkalar:

Teorem 2.2.1. I, R nin bir ideali ve a,b € R olsun. O zaman agagidakilerin

herbiri dogrudur :

1) a+I=1 olmas: igin gerek ve yeter kosul a €I olmasidir.
2) a+I=b+I olmas igin gerek ve yeter kosul a—b€ Il olmasidir.
3) Ya a+I=0b+I yada a+I, b+1I aynktirlar. (Burton, 1970)

I, R nin bir ideali olsun. I nin R deki tiim kalan simiflarimin ailesi R/T ile gosterilir.

Yani R/I={a+I|a€ R} dir.

@+ D+ @G+ =(+b)+I,
(a+I).(b+I)=ab+I (2.12)

seklinde toplama ve ¢arpmay: tamimlayalim. Bu iglemlerin iyi tanimh oldugunu
gosterelim; a+I=a'+I ve b+I=0+I olsun. Ozaman a—a' =1
ve b—10b =iy olacak sekilde 1,73 € I elemanlan vardir.
(a+b)—(a+b)=(a—ad)+(b-V)=di1+12 €T

Teorem 2.2.1. ile  (a+b)+I=(a' +¥)+1 dir.

(a+ D+ G+ = +I)+ @ +1I)

Ayrica
ab—d't' =a(b—0b)+ (a—a )b
= aiy + ilbl el (213)

dir. Sonugta ab+I =a'b' + 1 elde edilir. Boylece iglemler iyi tammhdir.
(Burton, 1970)

Teorem 2.2.2. I, R nin bir ideali ise R/ bir halkadir. Bu R/I halkasina, bolim
halkasi denir. (Burton, 1970)
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Teorem 2.2.3. I, R nin bir ideali olsun. natr(a) = a+I sgeklinde tanimlanan
nat;: R — R/I  fonksiyonu R den R/I bdliim halkasina 6rten bir homomorfiz-
madir; nat; nin ¢ekirdegi (kernel) I kiimesidir. (Burton, 1970)

ispat.

natfla+b)=a+b+I=(a+ D)+ (b+ 1)

= natr(a) + natr(b)

natr(ab) =ab+ I =(a+ I).(b+I)
= natr(a).natr(b) (2.14)

Yani nat; homomorfizmadir. Ayrica ortendir. Cinki her a+1I € R/I
icin  natr(a) =a+1 geklinde tammh a € R varde. R/I nm sifin
I=0+1 dir.
Ker(nat;) = {a € R | nats(a) = I}

={a€R|a+I=1}

={a€R|acl}

=1 (2.15)

2.3. Bulanik Idealler

R birimli, degismeli bir halka ve halka homomorfizmasida birimi birime gotursin.
L en kiigiik elemam 0, en biiyiik elemani 1 olan bir orgii (lattice) olsun. Aksi
belirtilmedikge L tam (complete) ve agagidaki sart: saglayacaktir;

Her a;,b; € L igin

Vd{ai i€ I}AV{b; |j € T} =V{aiAbj[i€ I,j € I} (2.16)

(Kumbhojkar ve Bapat, 1993)
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Tanim 2.3.1. J: R — L fonksiyonu

@) J(+y)=2J & AJT(y)
(i) 7 (-2) =7 (x)
(i) J(xy)=>2J &) VJI() (2.17)

kogullarini saghyorsa J ye bir L-bulanik ideal denir.

L-bulamk idealleri aym 6rgii tizerinde incelendigi zaman L-bulanik ideal deyimi

yerine kisaca bulanik ideal denilebilir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1993)

Teorem 2.3.1.

(i) J:R—> L fonksiyonunun bulanik ideal olmas: i¢in gerek ve yeter kogul her

z,y € R igin

J(z—y) 2 J(z) A JI(y)
J(zy) 2 J(z) vV I(y) (2.18)

olmasidir.

(i) Eger J:R— L bir bulanik ideal ise

(a) her z€eR igin J(0)> J(z)> J(1)

(b) z,y€R igin J(z—y)=J(0) ise J(z)=J(y) dir.

(c) Seviye kesimler (cuts) Jo={z € R|J(z) > a}, R nin idealleridir.
Kargit olarak herbir J, bir ideal ise J bir bulanik idealdir. (Kumbhojkar ve Bapat,
1993)

ispat.
(a) ze€R i¢n J(z)=J(—z) oldugundan
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J)=J(z —z) > J(z) A J(~zx)
— J()
= J(z.1) > J(z) vV J(1) > J(1)
= J(0) > J(z) > J(1)

elde edilir.
(b) z,y€R ign
Jz)=J(z-y+y)>J(z—-y)AJ(y)
= J(0) A J(y)
= J(y)

= J(=@)2J)
Jly—z) = J(z —y) = J(0) kullanarak, benzer gekilde
edilir. Buradan J(z)= J(y) bulunur.
() =z,y€ Jo olsun. Boylece J(z)>a, J(y)>«
oldugundan J(z —y) > J(z)A J(y) dir.
= Jz-y)2a
= r—y S Joz

Simdide z € R ,y € Jo alahm.

= J@y)2a
= J@y)2J@)VIy)zJ(y)2a

= 2y € Jy

Boylece J,, R nin bir idealidir.

(2.19)

(2.20)

J(y) > J(z) elde

dir. J bulanik ideal

Kargit olarak herbir J,, R nin bir ideali ise J nin bir bulanik ideal oldugunu

gosterelim;

z,y € R alahm. J(z) =t , J(ly) =k ve k <t olsun. Buda
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z€Jy, y€Jr demektir. J ideal oldugundan =z —y € Jy dur.

= Jz—-y)>k

= Jz-y)2k=J(y)=J(y)AJ(z)
Ayrnica z€J;, ye€Jr CR veJ;ideal oldugundan =zye€ J; dir.

= J(y)>2t=J(=)V J(y)
= J(zy) > J(z) vV I(y)

Ornek 2.3.1. R tamsayilar halkasi1 ve L = [0,1] olsun. J de, R nin ¢ift tamsay-

larmmin ideali olsun.

2/3, z=0ise;
P(z)=1¢1/2, z € J— {0} ise;
0, diger durumlarda. (2.21)

geklinde tamxmli  P: R — L  bir bulamk idealdir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1993)

Yardimci Teorem 2.3.1. Eger p herhangi bir R halkasinin bir bulanik ideali ve
T,y € R i¢gin p(z) < p(y) ise o zaman

iz —y) = u(z) = ply — z)

dir. (Kumar, 1991)

R degismeli ve birimli bir halka, R' de birimli bir halka, f: R — R

=7 (2.22)

olacak gekilde bir halka homomorfizmasi ve I =[0,1] olsun. (Kumbhojkar ve
Bapat, 1990)

Tanim 2.3.2. Eger J:R — I bir bulanik ideal ise J nin bir bulamk kalan

simifi
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(z+JI)y) =JI(y —z) (2.23)

geklinde tamimli bir z+ J:R — I fonksiyondur. Bir J bulanik idealinin tiim

kalan siniflarimin kiimesi

(z+J)+H(y+J) = (z+y)+J (2.24)
(z+J)(y+J) = (zy)+J (2.25)

seklinde tanimlanan + ve . iglemleri altinda bir halkadir. Bulanik béliim halkas:
denilen bu halka R/J ile gosterilir.

Ry={z € R|J(z) = J(0)} (2.26)

olsun. Bu, J nin bir J(0)-seviye kesimidir ve R nin bir idealidir. (Kumbhojkar ve

Bapat, 1990)
Teorem 2.3.2. R/J ve R/R; halkalar izomorftur.

Teorem 2.3.3. f: R — R' bir epimorfizma ise kerf lizerinde sabit olan R nin
bulanik idealleri ile R' niin bulamk idealleri arasinda siray: koruyan bire-bir bir
egleme vardir. Ayrica J:R — I ve J:R' — I bulamk idealleri ise o

Zaman

(1)  f(Rs)= Ry
(i) 1(R ) = Ry-1(y (2.27)

dir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1990)

Tamim 2.3.3. X herhangi bir kiime ve r € [0,1] olmak 1 uzere
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_fr, y=zise;
””’(y)“{o, y # z ise

geklinde tanimli bulamk alt kiimesine bir z, bulamk noktas: denir. (Kuraoka ve

Kuroki, 1992)
0; bulanik noktas: bir bulamk idealdir.

Tanim 2.3.4. f:R — R' bir homomorfizma olsun.

(1) R' niin 0; bulamk noktas: icin Kerf = f~1(0;) dirve Kerf e, fin
bulamik ¢ekirdegi denir.

(2) Imf = f(R) dir ve Imf e, fin bulamk goriintiisii denir. (Kuraoka ve
Kuroki, 1992)

Teorem 2.3.4. f: R > R' bir homomorfizma olsun. O zaman

(1) Kerf =Akers ,
(2) Imf=Amms dir. (Kuraoka ve Kuroki, 1992)

Teorem 2.3.5. f:R —» R'  bir homomorfizma, I R nin bir bulanik ideali ve I'

de R' ntin bir bulanik ideali olsun. O zaman

1) I =I+Kerf,
@) fF1I) =I'nImf dir.

f:R — R' orten bir homomorfizma ve
A={I:I, R nin bir bulamk ideali ve I O Keérf}

B={I:I', R nin bir bulanik ideali }  olsun. (Kuraoka ve Kuroki, 1992)
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Teorem 2.3.6. A dan B ye orten, bire-bir bir fonksiyon vardir. (Kuraoka ve

Kuroki, 1992)
ispat.
Her IT€A icin ¥(I)= f(I)

seklinde A dan B ye bir fonksiyon tammhyallm. Her I€ A igin

U(I) = f(I) € B dir. ¥ nin bire-bir oldugunu gostermek i¢in I,J € A
olmak iizere ¥(I) = ¥(J) oldugunu farzedelim. Bu da f(I) = f(J)
demektir. Ayrica I=I+Kerf ve J=J+ Kérf dir. Buradan

I=I+Kerf=f(f(I))=f1(f())=J+Kerf=1J

elde edilir. Yani ¥ bire-bir dir. I', B nin herhangi bir elemam olsun. O za-
man f~'(I'), R nin bir bulanik idealidir. 2, Kerf in herhangi bir eleman: olsun.

Boylece
AN =I'(f(2)) =I'(0) =1

gkar. Buda f7'(I') 2 Kerf demektir, yani f~!(I') € A dir. Teorem
2.3.5 den

I =TI = nInf =T

elde edilir. Boylece ¥ ortendir. Sonugta ¥, A dan B ye bire-bir, 6rten bir fonksi-

yondur.

2.4. Asal Bulamk (Prime fuzzy) Idealler

Tamm 2.4.1. P:R — I  bir bulanik ideal olsun. Eger z,y € R igin
P(zy) = P(0) oldugunda P(z) = P(0) veya P(y)= P(0) oluyorsa P
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ye bir asal bulamk (prime fuzzy) ideal denir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1990)
Teorem 2.4.1. Eger J:R — I Dbir bulanik ideal ise agagidakiler denktir:

(a) J bir asal bulank idealdir;
(b) Ry bir asal idealdir;

(¢) R/Rj bir tamlik bdlgesidir;
(d) R/J bir tamhk bolgesidir.
(Kumbhojkar ve Bapat, 1990)

Ispat. Tamm 2.4.1. den (a) ve (b) ifadeleri denk gikar. (b) ve (c) ifadelerinin
denkligi cebirde iyi bilinen bir sonugtur. (c) ve (d) ifadelerinin denkligi teorem

2.3.2. nin bir sonucudur.
Sonug 2.4.1. Teorem 2.3.3. deki bire-bir egleme asal idealler i¢inde gegerlidir.

Ispat. f(Rj) = Ry ve f7Y(R')) = Ry-1(yry sonuglan ile baglantih

olan yukardaki teorem kullanilarak ispat yapilir.

Tamm 2.4.2. J:R — I  bir bulanik ideal olsun. Eger her z #0 elemam
icin  J(z)=J(1) 1ise J ye agikar bulamk ideal denir.

Teorem 2.4.2. R nin bir p bulamk idealinin (s < t) iki p, ve p: seviye
ideallerinin egit olmasi igin gerek ve yeter kogul s < u(z) <t olacak gekilde

z € B elemaninin olmamasidir.

Teorem 2.4.2 den bir g bulamk idealinin seviye ideallerinin farkli olmas: gerek-
medigi cikar. Eger t9 > t; > ... > t, olmak lzere Imy = {to,...,tn}
ise 0 zaman g nun seviye ideallerinin F, ailesi, {p; |1 <i<n} 1igerir ve

pt, C ppt, C ... C g, = R zincirine sahip oluruz. (Kumar, 1992)
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Teorem 2.4.3. R nin cardImy < oo, cardlmf < oo olacak gekilde iki u
ve § bulanik ideallerinin egit olmas: igin gerek ve yeter kogul Imy =1Imf ve

F,=Fs olmasidir. (Kumar ve Ajmal, 1992)

Tamim 2.4.3. Eger {z € R| pu(z) = 4(0)} 1ideali R nin bir asal ideali ise R
nin g bulanik idealine bulanik asal denir. (Kumar, 1992)

Gergekte bu ideal F), ailesinde en kiiglikttir.

On Teorem 2.4.1. R nin sabit bir bulanik alt kiimesi R nin bir bulamik asal
idealidir. (Dixit, Kumar ve Ajmal, 1991)

Tanim 2.4.4. g, R nin bir bulanik ideali olsun. Eger her a,b € R igin ya
pu(ab) = p(a) yada p(ab) = u(b) ise p ya bulamk asal denir. (Kumar, 1992)

Teorem 2.4.4. Eger A, A # R olacak sekilde, R nin bir asal ideali ise
a, $€[0,1] ve «a>f olmak {izere

_fo, zeAise;
w(z) = B, z€R\Aise

seklinde tanimh g bulamik ideali R nin bir bulanik asal idealidir. (Kumar, 1992)

Teorem 2.4.5. R nin bir g bulanik idealinin bulamk asal olmas: igin gerek ve

yeter kogul ¢t &€ Imy  olmak {izere p: seviye ideallerinin R nin asal idealleri

olmasidir. (Kumar, 1992)

Teorem 2.4.6. R nin bir g bulanik idealinin bulamk asal olmas: icin gerek ve
yeter kogulher a,b€ R igin u(ad) = maz{u(a), u(b)} olmasidir. (Kumar,
1992)

¢, R nin bir bulanik asal ideali issher z € R, her né€Z; igin

p(e") = p(z)  dir.
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Teorem 2.4.7. Eger {pn |n€Z4+}, w1 C ... C un C... olacak gekilde
R nin bulanik asal ideallerinin bir ailesi ise 0 zaman | Jpu, ve [|fn, R nin

bulamk asal idealleridir. (Kumar, 1992)
Ispat. a,b€ R olsun. Herhangi i,j € Z4 igin

pi(a), pj(b) < pe(a), pr(b) (2.28)

olacak gekilde k& € Z; vardir ve boylece

min{pi(a), pj(0)} < pr(a—0b) (2.29)
dir. p=pn olsun.

min{u(a), u(8)} = min{sup (un(a)), sup (4 (b))}
= sup {min(pi(a), p; (b))}

< sup pur(a —b) = p(a — b)
Yani u(a —b) > min{u(a),u(b)} elde edilir. Ayrica
p(ab) = sup (pn(ab)) > pi(ab)
> pi(a),ui(b) Vi€ Zy

dir. Buradan  p(ab) > (Jwi)(a), (Jw:i)d) ve

p(ab) > p(a), u(b) (2-30)

elde edilir. Boylece u, R nin bir bulamk idealidir. §imdi g nun bulamk asal ol-
dugunu gosterelim. « = u(ab) ve B =maz{p(a),u(d)} olsun. a>p
oldugu agiktir. O zaman o —¢€ < sup pn(ab) dir. Oyle bir j € Zy vardir
ki

a —e < pj(ab) = maz{u;j(a), u; ()}
< maz{u(a), u(b)} = B
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dir. Boylece a < 8 dir. Buradan a = elde edilir.
2.5. Iki-Degerli (Two-valued) Bulank Idealler

Tanim 2.5.1. J:R — I bir bulanik ideal olsun. Eger J(R) n elemanl sonlu

bir kiime ise J bulanik idealine n-degerli denir.

n = 2 oldugu zaman J(0) > J(1) olmak tizere J(R) = {J(0),J(1)} dir. Bu
durumda J, bir anlamda Ry ={z € R|J(z) = J(0)} idealinin karakteristik
fonksiyonu olan bir idealdir. Apagcik bellidir  J(0) = J(1) olmas: igin gerek ve
yeter kosul Ry =R olmasidir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1990)

Tanumn 2.5.2. R # {0} bir halka olsun. Eger R nin {0} ve R den bagka iki tarafli
ideali yoksa R ye basit (simple) halka denir. (Burton, 1970)

R bir basit halka olsun. Eger J:R — I  bir bulanik ideal ise ya Ry = R yada
Ry = {0} dir. Eger Ry = {0} ve z € R de J(z) # J(1) olacak gekilde
sifirdan farkh bir eleman ise o zaman K = {y € R | J(y) > J(z)} idealini
gozden gegirelim. 1¢ K igin K#R ve 0#ze€K igin K # {0}
dir. Fakat bu R nin basitligiyle celigir. Boylece agagidakini elde ederiz.

Teorem 2.5.1. J: R — I bir bulamk ideal olsun. Eger R bir basit halka ise o
zaman 0 # z € R olmak izere J(z) = J(1) dir. Bagka bir deyigle J, R

nin veya {0} 1n bir karakteristik fonksiyonudur.

R herhangi bir halka ve Ry, R nin bir maksimal ideali olacak gekilde J:R — I
bir bulanik ideal olsun. Ry maksimal ideal oldugundan R/R; bir cisimdir ve bir

cismin {0} ve R den bagka ideali olmadigindan R/R; basittir. Eger J*: R/R; — I
J*(z+Ry) = J(=) (2.31)

seklinde tanimli bir bulanik ideal ise o zaman teorem 2.5.1. den
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z€Ry; ise J*z+ Ry)=J(0)
t¢ Ry ise J*xz+Ry)=JQ) (2.32)

elde edilir.

Teorem 2.5.2. Eger J:R — I, R; maksimal olacak sekilde bir bulanik ide-
al ise J, R nin karakteristik fonksiyonudur. Boylece 6z olmayan (no proper) J

bulanik ideali i¢in R; bir maksimal idealdir.

Teorem 2.5.3. P:R — I bir asal bulamuk ideal ve© Rp # {0} olsun. Eger
R

(i) esas ideal bdlgesi,
(ii) Boolean halka ,
(iii) Artinian halka ,

halkalardan biri ise P, Rp nin karakteristik fonksiyonudur. Baska bir deyigle eger
P bir 6z asal bulanik ideal ise Rp = {0} dir. (Kumbhojkar ve Bapat, 1990)

Ispat. P asal bulamk bir ideal oldugundan Rp asaldir. Yukardaki durumlarda

agikar olmayan asal idealler maksimal ideal oldugundan teorem ispatlanir.
Uyar 2.5.1. Yukardaki teoremde Rp # {0} gerekli bir garttir.

R bir bolge (domain) olmadig) zaman 6rnegin R bir Boolean halka olsun. O zaman
tim asal bulanik P idealleri icin Rp # {0} dir. Rp = {0} asal olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul R nin bir bolge olmasidir. Boylece bir Boolean halka bir

0z asal bulanik ideal i¢ermez.

R bir bolge oldugu zaman 0 <t <1 ve @, R nin agikar olmayan bir ideali

olmak tizere P:R — 1
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P(0) =1,
r €@ {0} ign, P(z)=t
z¢Q igin; P(z)=0

gozden gegirelim. P nin bir asal bulamk oldugu kolayca goriilir. Rp = {0}
ve P bir karakteristik fonksiyon degildir.

2.6. Giiglii Asal (Strongly Prime) Bulamk Idealler

P asal oldugu zaman bir P:R — I bulanik idealinin her seviye kesimininde
asal olmasi arzu edilir. Fakat tamim 2.4.1. bunu gergeklestirmekte ¢ok zayiftir.

Bunun i¢in agagidaki tanim verilmistir.

Tanim 2.6.1. P:R — I bir bulanik ideal olsun. Eger her z,y € R igin
P(zy) = P(z) veya P(zy)=P(y) ise P ye giglii (strongly) asal denir.

Agiktir ki bir P asal bulamk idealinin giiglii asal olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
P(zy) = maz{P(z), P(y)} (2.33)
olmasidir.

Ayrica her giigli asal bulanik ideal asal bulanik idealdir. Agagidaki ornek her asal

bulanik idealinin giicli asal olmadigim gosterir.
Ornek 2.6.1. Z tamsayilar halkasive J:Z — T

J(0) =1,
m#0 ise J(4m)=1/2
her meZ iin J(4m+1)=J(4m+2)=J(4m+3)=0

seklinde tanimli bir bulanik ideal olsun. J bir asal bulanik idealdir.
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J(4)=1/2, J(2)=0 dir ve bdylece J(2.2) # maz{J(2),J(2)} oldugun-
dan J gigli asal degildir.

Teorem 2.6.1. Bir P:R — I bulanik idealinin gii¢lii asal olmas i¢in gerek
ve yeter kogul her Py ={z € R | P(z) >t} seviye kesiminin R nin bir asal

ideali olmasidir.

Ispat. P:R — I bulanik ideali giigli asal olsun. Boylece
P(zy) = maz{P(z),P(y)} >t dir. Buda P(z) >t veya P(y)2>t
demektir. Dolayisiyla Py, R nin bir asal idealidir.

Kargit olarak eger her seviye kesim asal ve  z,y € R ise Pp(,,) bir asal idealdir.
z,y € Pp(zy) oldugundan P(z)> P(zy) veya
P(y) > P(zy) dir. Boylece maz{P(z),P(y)} > P(zy) > maz{P(z), P(y)}

olur. Buradan

P(zy) = maz{P(z), P(y)}

ve P nin giicli asal oldugu bulunur.
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3. L-BULANIK OKLID iDEAL

Bu boliimde aksi soylenmedikge R degigmeli ve birimli bir halka olarak ele alina-

caktir.

L en kiiciik eleman: 0, en biiylik eleman: 1 olan bir érgii olsun. Caligmamizda aksi
belirtilmedik¢e L tam ve
her a;,b; € L igin

Vd{ai | i € ITAVA{b; | j € T} = V{aiAbj |1 € I,j € J} (3.1)
kogulunu sagladig kabul edilecektir. Bu caligmada L = [0,1] alinacaktar.

3.1. L-Bulanmik Oklid Idealleri

Bu bolimde L-bulanik ideal tanimina bir kogul daha eklenerek yeni bir yap: tanim-
lanmug, verilen ek kogul Oklid bolgesi kogullarindan sonuncusuna benzediginden bu

yapiya L-bulanik Oklid ideal denilmistir.

Tamm 3.1.1. 6: R —» L , R nin sabit olmayan bir bulamik alt kiimesi olsun.

p:R— L fonksiyonu

(i) her z,yeR i¢in ¢(z+y) > min{p(z),e(y)}

(ii) @(—z) = ¢(z)

(i) o(zy) > mas{p(z), o(v))

(iv) her z,y€R, y#0 ig¢gin z=yg+r olmakizere r=0 veya
maz{p(r),0(r)} > maz{p(y),0(y)} olacak gekilde ¢,r € R elemanlan

vardir.
gartlarin saghyorsa ¢ ye bir L-bulanik 0-Oklid ideal diyecegiz.

Bu tanmimi agiklamak acisindan agagidaki ornekler verilmigtir.
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Ornek 3.1.1. ¢:Z — L  fonksiyonu

1, a =0 ise;
go(a):{l/2, a € (2) ise ;
0, a€Z-—(2)ise

geklinde tanimh olsun. 6:Z — L

0, a =0 ise;
0(a)z{1/2, a =3 ise;
1/|a|, diger durumlarda

seklinde tanimli bir bulanik alt kiime olsun. ¢, Z nin bir L-bulanik idealidir.- Yani
Ya,be Z igin

(i) ¢(a+b) = min{p(a),4(d)}
(il) ¢(—a)=¢(a)
(iii) ¢(ab) > maz{p(a),¢(b)}

sartlar1 saglanir. Fakat ¢, Z nin bir L-bulamk 6-Oklid ideali degildir. Ciinkii
tanimimizdaki (iv) sartim saglamiyor. 8 ve 6 sayilan igin ¢ ve r bulunamiyor.

Ornegin

8=6.1+2 icin maz{p(2),6(2)} =maz{l/2,1/2} =1/2 ve
maz{p(6),0(6)} = maz{1/2,1/6} =1/2 dir.
Yani maz{p(2),0(2)} }# maz{p(6),0(6)} elde edilir.

8=62—-4 icin maz{p(4),0(4)} =maz{1/2,1/4} =1/2 ve
maz{p(6),0(6)} = maz{1/2,1/6} =1/2 dir.
Yani maz{p(4),0(4)} # maz{p(6),6(6)} elde edilir.

8=6.3—10 icin maz{p(10),6(10)} =maz{1/2,1/10} =1/2 ve
maz{p(6),0(6)} = maz{1/2,1/6} =1/2 dir.
Yani maz{e(10),0(10)} # maz{p(6),0(6)} elde edilir.
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Sonugta her @,0£b€Z icin a=bg+r olmaklizere r=0 veya

maz{p(r),0(r)} > maz{p(h),0(b)} olacak sekilde g¢,r € Z elemanlan
yoktur.

Boylece ¢, Z nin bir L-bulanik §-Oklid ideali degildir.

Ornek 3.1.2. ¢:Z —» L  fonksiyonu
1, a=01se;
go(a)={1/3, a € (2) ise ;
0, a € Z—(2)ise
geklinde tamimli olsun. 6:Z — L
0, a=01se;
9(a)={1/2, a =3 ise;
1/ ]| al, diger durumlarda ise

geklinde tanimli bir bulanik alt kitme olsun. ¢, Z nin bir L-bulanik idealidir. Yani

L-bulamik ideal olmasi igin gerekli olan ti¢ kogulu da saglar. Ayrica ¢, Z nin bir
L-bulanik §-Oklid idealidir.

L-bulamk 6-Oklid ideal tanimina bagl olarak agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.1. f: R — R' Dbir halka izomorfizmasi ve =~ ¢:R' — L R' niin
bir L-bulamk #'-Oklid ideali olsun. Bu durumda ¢'o f:R — L, R nin bir
L-bulanik €' o f-Oklid idealidir.

Burada (¢'o f)(z) = ¢'(f(z)) duir.

Ispat. p=¢'of ,0=00f ve abeR olsun.
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(i) @la+b) = (¢ o f)a+b)=¢'(f(a+b))
= ¢'(f(a) + f(b))
> min{¢'(f(a)), ¥'(f(6))}
= min{(¢' o f)(a),(¢' o £)(b)}
= man{p(a), ¢(b)} (3.2)

Sonugta ¢(a + b) > min{p(a),p(b)} elde edilir.

(i) p(=a) = (¢' o f)(~a) = ¢'(f(~a))
= ¢'(—f(a))
= ¢'(f(a))
= (¢' o f)(a)
= ¢(a) (33)

Sonugta ¢(—a) = ¢(a) bulunur.

(1) p(ab) = (¢' o f)(ab) = ¢'(f(ad))
= ¢'(f(a).£(b))
> maz{¢'(f(a)),¢'(f(5))}
= maz{(¢' o f)(a), (¢' 0 £)(0)}
= maz{p(a),¢(b)} (3.4)

Boylece ¢(ab) > maz{p(a),(b)} bulunur.

(iv) a,b € R olsun. O zaman f(a), f(b) € R' dir. ¢', R' niin bir L-bulamk
¢'-Oklid ideali oldugundan  f(a) = f(b)f(q) + f(r) olmak iizere f(r) =0
veya  maz{g!(f(r), #(f()} > mazle!(F(8), 0'(F(3)}  olacak sekilde

f(r), f(¢) € R' elemanlar: vardir. f bir izomorfizm oldugundan

f(a) = f(bg) + f(r) sgeklinde yazabiliriz. Boylece f(a) = f(bg+ 1) olur ve
f bire-bir oldugundan
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a=bg+r (3.5)
elde edilir.

Eger f(r)=0 iseve f bire-bir oldugundan =0 dir.
Eger  maz{o'(f(r)),0'(f(r))} > maz{¢'(f(0)),0'(f(8))} ise
maz{(¢’ o f)(r), (8" o f)(r)} > maz{(¢' 0 f)(b),(6' 0 f)(8)}  dir. Boylece

maz{p(r),0(r)} > maz{p(b),0(b)} (3.6)
elde ederiz.
Sonugta @:R — L, R nin bir L-bulamk 6-Oklid idealidir.

Teorem 3.1.2. f: R — R' orten bir halka homomorfizmas: olsun. Eger ¢: R — L
kerf iizerinde sabit olan bir L-bulamk #-Oklid ideal ve© a—b € Kerf oldugunda
6(a) =0(b) ise f(v):R' — L, R' niin bir L-bulanik £(6)-Oklid idealidir.

ispat.

z',y' € R alalm. O zaman z' = f(zo), y¥' = f(yo) seklinde =z0,y0 € R
elemanlar1 vardir. Ayrica z'y’ = f(zoy,) dir. ¢ kerf iizerinde sabit oldugun-
dan tim z € f7l(z') igin @(z) = p(z,) dir. Clnki f(z) = z', f(zo) = 2’
olarak alirsak f(z —z¢) =0 dan 2z —zo € Kerf elde edilir.

oz —x0) =9(0) = ¢(2) = (o) (3.7)

dir. Béglece  f(p)(&") = Vi(2) | # € Fa)} = (z0)
(f(p)(z'), ' nt f altinda gorlintii kabul eden z lerin ¢ altindaki goriintiilerinin

olugturdugu kiimenin supremumuna esgittir. ) dir.

Benzer gekilde f(@)(y') = ¢(yo) dir. Buradan
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(@) fle)= +y') = o(zo + y0) = min{e(zo), o(y0)}
= min{f()(z"), f()(¥")} (3.8)

elde edilir.

(@) fp)(—2') = p(—20) = ¢(0)
= fe)(z") (3.9)

Dolayisiyla  f(p)(—z') = f(v)(z') elde edilir.

(#1)  fle)(z'y') = p(zoyo) = maz{p(zo), p(y0)}
= maz{f(p)(z"), f(¥)(y")} (3.10)

oldugundan  f(¢)(z'y') = maz{f(e)(z'), f(¢)(y')} elde edilir.

() z',y' € R alahm. f(zo) = z', f(yo) = y' geklinde =zo,y0 € R
vardir. @:R — L L-bulanik ideal oldugundan z¢ = yogo+79 olmak iizere
ro=0 veya maz{p(re),0(re)} > maz{p(yo),0(yo)} olacak gekilde

go,m0 € R elemanlan vardir. Béylece f(zo) = f(yogo + r¢) dir. Bu da

f(zo) = f(v0)f(gq0) + f(ro) demektir. go,70 € R oldugundan
flao) =4, f(ro)=r' € R' elde edilir.
Eger r10=0 1ise f(ro)=f(0)=0 dir. Buradan f(ro) =0 elde edilir.

Ayrica a—bé& Kerf oldugunda 6(a)=6(b) olacagindan

FO)r') = V{8(2) | z € f7(r'")} = 6(ro)

dir. Burada f(6)(r'), r' ni f altinda gériintii kabul eden z lerin 6 altindaki go-
rintilerinin olugturdugu kiimenin supremumuna esittir.
Eger maz{p(ro),6(ro)} > mas{e(yo), 6(yo)}  ise

maz{f(¢)(r') = @(ro), F(O)(r') = 6(ro)} > maz{p(yo) = f(e)(¥'),0(y0) =
FO)(y)} olur. f(¢), R' niin bir L-bulank f(8)-Oklid idealidir.
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Teorem 3.1.3.

f:R— R' orten bir homomorfizma, ve

A={I:I, Rnina-b¢€ Kerf oldugunda 6(a) = 6(b) olacak gekilde bir L-
bulamk §-Oklid ideali ve I D Kérf}

B={I:I' R ninbir L-bulamk f(§)-Oklid ideali }

olsun. O zaman A dan B ye érten, bire-bir bir fonksiyon vardr.
ispat.

Vie A i¢in ()= f(I)

geklinde A dan B ye bir fonksiyon tamimhiyalim. Her Ie€ A igin

Y(I) = f(I) € B dir. ¥ nin bire-bir oldugunu gdstermek i¢cin I,J € A
olmak iizere U(I) = ¥(J) oldugunu farzedelim. Bu da f(I) = f(J)
demektir. Ayrica I=I+ Kérf ve J=J+ Kerf dir. Buradan

[=I+Kerf=f"(f(I)=f(f(J)) =T+ Kerf =]

elde edilir. Yani ¥ bire-bir dir. I', B nin herhangi bir eleman olsun. O zaman

f7*(I"), R nin bir bulanik 6-Oklid idealidir. z, Kerf in herhangi bir eleman

olsun. Boylece

f7HIN=) =T'(f(2)) = I'(0) =1 (3.11)

gkar. Buda f~!(I') D Kéerf demektir, yani f~'(I') € A dir. Teorem
2.3.5 den

C(FIY) = FFI) = I'nImf =T (3.12)
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elde edilir. Boylece ¥ ortendir. Sonugta ¥, A dan B ye bire-bir, 6rten bir fonksi-

yondur.

3.2. Bulanik-Bolum Halkalar:

L-bulanik Oklid ideal icin agagidaki teoremi verebiliriz. Bu teoremle R den
R/R; e gecig saglanarak L-bulamk Oklid ideal olan ¢:R/Ry — L  elde edil-

migtir.

Teorem 3.2.1 J: R — L  bir L-bulamk 6-Oklid ideal, n:R — R/R; dogal
homomorfizma ve a—b¢€ Kern oldugunda 6(a) =6(b) olsun. O zaman

¢:R/Ry— L bir L-bulamk 6*( = n(6) )-Oklid idealdir.

Ispat. ¢:R/R; —» L fonksiyonu ¢(a+Ryj)=J(a) seklinde tammlayahm.
Oncelikle bu fonksiyonun iyi tanimh oldugunu gosterelim. a+Ry=b+R; ol
sun. Boylece a—b=2z olacak sekilde z € R; vardir. R; nin tammmindan

J(z) = J(0) duir.

J(0) = J(z) =J(a — b)
= J(0)=J(a-0)}
= J(a) = J(b)

elde edilir. Bu da

o(a+Rys) = p(b+ Ry) (3.13)

demektir. ¢ iyi tanimhdir.

a+ Ry, b+Ryj€R/R; alalm,
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(2) ¢lla+Ry)+ (b+ Ry)] =¢[(a+b)+ Rj]
— J(a+b)
> min{J(a), J(3)}
= min{p(a+ RJ), (b + RJ)} (3.14)

(i) ¢l-(a+Ro)] =wl(-a+ Ry
= J(-a)
= J(a)
= pl(a+ RJ)] (3.15)

(i) l(a+ Ry).(b+ Ry)] = ¢l(ad) + RJ]
= J(ab)
> maz{J(a), J(b)}
=maz{p(a+ Ry),p(b+ Ry)} (3.16)

(ivy e+ Ry, Ryj#b+R;€R/R; olsun.

= b¢R;y = J(b)#J(0)
= b#0
Boylece a,0#b€ R dir ve J, R nin bir L-bulamk 6-Oklid ideali oldugundan

a=bg+r olmakiizere r=0 veya maz{J(r),0(r)} > maz{J(b),0(d)}

olacak gekilde ¢,r € R elemanlar1 mevcuttur.

a=bqg+r = a+Ryj=bg+r+ Ry
= a+Ry=(bg+Ry)+ (r+ RJ) (3.17)

Boylece a+Ry=(b+Rj)(¢+Rs)+(r+R;s) eldeederiz. Eger r =0
ise r+ Ry =0+Ry; dir. Dolayisiyla r+ Ry =Ry dir. r,q € R
oldugundan r+ Rj;, ¢+ R;€ R/R; dir.

Ayrica v+ Ry =r" olsun ve
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n(6)(r') = V{6(z) | z € n~(r'")} = 6(r)

dir. Cinkii n(z) =r' ve n(r) =r'ise n(z —r) =0 dir. Buda 2z —r € Ker n

demektir. Hipotezden 6(z) =0(r) elde edilir.

(Agiklama : n(6)(r'), r' ni n altinda gériintii kabul eden z lerin 6 altindaki go-

riintiilerinin olugturdugu kiimenin supremumuna egittir. )

maz{p(r + Rj) = J(r), 8(r) = n(0)(r")} > maz{J(b) = ¢(b+ Ry), 6(b) =
n(6)(¥)} oldugundan maz{e(r + R;),0*(r + Rs)} > maz{e(b+ RJ),6*(b+
Rj)} elde ederiz. Sonucta eger J, R nin bir L-bulanik 6-Oklid ideali ise R/Ry
den L ye bir L-bulamk ¢*-Oklid ideal vardir. .

Sonug 3.2.1 J: R — L bir L-bulanik 6-Oklid ideal ve#©® a —b € Ker n oldu-
gunda 6(a) = 8(b) olsun. O zaman R/J den L ye bir L-bulanik g*-Oklid
ideal vardir.

Ispat. J:R — L bir L-bulamk #-Oklid ideal oldugundan ve teorem 3.2.1.
den ¢:R/R; — L bir L-bulamk 6*-Oklid ideal vardir. Ayrica teorem 2.3.1
den R/J ve R/R; halkalari izomorftur. Dolayisiyla R/J den L ye bir L-bulamk
¢*-Oklid ideal vardir.
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SONUCLAR
Literatiirdeki L-bulanik ideal kavrami ek bir kogul verilerek kisitlanmig ve L-

bulamk Oklid ideali tanimlanmig ve ornek verilmigtir. Halkalardaki homomor-

fizmayla ilgili teoremlerin bu yeni yapida gegerli oldugu saptanmgtir.
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