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OZET
H aynilabilir Hilbert uzay: olmak iizere H,=L,(0,%;H), x'in [0,00)' dan alinmi§ her bir
degerinde, degeri H' ye ait Bochner anlaminda dlgiilebilir ve

g"f(x)"zdx <00

kosulunu saglayan f fonksiyonlar kiimesi olsun. I ,(0,0;H)' ye ait iki f{(x) ve g(x) H
degerli fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimi

(f>g )Hl:.([(fag)de
formiilii ile tammlanirsa, H; kiimesi bu i¢ ¢arpimla Ayrilabilir Hilbert Uzayi olur.

Bu ¢alismada H,uzayinda

yIV+Q(X)y, 0<x <o,

diferansiyel ifadesi ve

Y0 hjuy2y0)=0, j=1.3,

sinir kosullan ile olusturulan operatériin rezolventinin varlidi ve ézellikleri incelenmistir.
Burada Q(x), her x e[0,0) degerinde H' da tammlanmus saf ayirik spektruma sahip normal
operatérdir. Q(x)' in tamm kamesinin x'den bagimsiz oldugu ve rezolvent kiimesinin A
kompleks diizleminin |argh—7|<e (O<e<m) bolgesine ait oldugu varsayilmaktadir. Ek
olarak Q(x) operator fonksiyonunun Titchmars-Levitan kosullarin1 sagladigi da kabul
edilmigtir. h;,, ' ler ise herhangi kompleks sayilardir.

Elde edilen sonuglar baz1 érneklere uygulanmugtir.

Anahtar Soézciikler: Operator Degerli Fonksiyon
Normal Operatér
Rezolvent
Spektrum
Spektral Agilim



ABSTRACT

Let H be a seperable Hilbert space. Let show the space of functions H;=1,(0,%;H). The
functions are defined in [0,00) range, their values belongs to space H, they are measurable
in the meaning of Bochner and provides the condition of

fIf (x)Pdx <0
0

If the scaler product is defined in H; by the formula

(f,g)H,=(J)(f,g)de f(x),8(x) €H;,

H; forms a seperable Hilbert space.

In this study, in space H,, it is investigated that Green's function (resolvent) of operator
formed by the diferential expression

yIV+Q(x)y, 0<x<w,

and boundary conditions

Y P02y (0)=0,  j=1,3

where Q(x) is a normal operator that has pure discrete spectrum for every x e[0,00) in H.
Assumed that domain of Q(x) is independent from x and resolvent set of Q(x) belongs to
largh—n|<e  (O<e<m) of complex plane A. In addition assumed that the operator
function Q(x) satisfies the Titchmars-Levitan conditions. h,,,'s are arbitrary complex

numbers.
The results which were obtained have been applied to some examples.

Key words: Operator-valued Function
Normal Operator
Resolvent
Spectrum
Spectral Expansion
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1. GIRIS

H aynlabilir Hilbert uzayr olsun. H,=L,(0,00;H) ile [0,0) araliginda tammlanmus,

degerleri H uzayna ait, Bochner anlaminda 6l¢iilebilir[19] ve
{ It (x)”2 dx <oo

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayim gosterelim. Eger iki f(x), g(x)eH, elemann ig

garpimint

(£.2) = [0, 800K
0

formiili ile tammlarsak H, aynlabilir bir Hilbert uzayi olusturur[3]. Burada |, (...)

sirastyla H' da normu ve ig ¢arpimi gosterir.

Bu tez ¢aligmasinda H, =L,(0,;H) uzayinda

D"y*P+Qm)y . 0Sx<w (1.1)
diferansiyel ifadesi ve

Y0 -hg 2y T(0)=0,  j=1.3,...2n-1 (1.2)

sinir kosullari ile olugturulan L operatoriiniin n=2 halindeki rezolventi (Green fonksiyonu)

incelenmistir. Burada Q(x), x’ in [0, )" dan alinmis her bir degerinde H Hilbert uzayinda

normal, tersi kompakt bir operatdrdir. hj,,/2 (5=1,3) ler ise kompleks sayilardir.

Bu konu ile ilgili ilk ¢aligma B.M.Levitan [16] tarafindan yapilmigtir. [16] galigmasinda
L, (~0,0;H) uzayinda
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~y"+Q(x)y, —0LCX <O

Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ile olugturulan operatériin Green fonksiyonu

incelenmistir. Burada Q(x), x'in her bir (—o0,0) degerinde, kendine es, pozitif tanimli ve

tersi kompakt bir operatordiir.

1971 yilinda M. Bayramoglu [8] ¢alismasinda ] ,(~o0,0;H) uzayinda kendine es operatdr

katsayil
2n .

(—1)"y(2")+§Qj(x)y(zn—” —~00<X <00 (1.3)
J=

difaransiyel ifadesi ile olusturulan operatérin Green fonksiyonunu ve ozdegerlerin

asimtotik ifadesini elde etmistir.

1973 yilinda K.CH. Boymatov [9] ¢aligmasinda kendine eg operator katsayili kismi tiirevli

bir diferansiyel denklemin Green fonksiyonunu ve 6zdegerlerin asimtotik ifadesini elde

etmistir.

1976 yilinda G.I. Aslanov [5] ¢aliymasinda ] ,(0,00;H) uzayinda (1.3) diferansiyel ifadesi

ve
y(0)=0, i=0,1,...,n-1

siir kosullar: ile olusturulan operatoriin Green Fonksiyonunu ve ¢zdegerlerin asimtotik

ifadesini incelemisgtir.

E.G. Kleiman 1977 yilinda [13] ¢aligmasinda biitiin eksende verilmis normal operator

katsayili Sturm-Liouville denkleminin Green fonksiyonunu bulmustur.

1981 yilinda Aliyev ve Bayramoglu [4], yari eksende verilmis normal operator katsayili



(-D"y*"+Q(x)y

diferansiyel ifadesi ve

yP(0)=0 4 i=0,1,....,n-1

sinir kogullar1 ile tanimlanmig operatérﬁ.n Green fonksiyonunu incelemislerdir.

1994 senesinde G.I. Aslanov [6] tarafindan

o“u
2 A(x)D%, D us————, lot|=ct gt oy
|ojsm Ox,*...0x, ™"

seklinde verilmis diferansiyel ifadenin rezolventi incelenmistir. Burada A, (x), X'in her

bir degerinde H uzayinda donisim yapan sinirh operatordir.

A.A. Abudov [1], —wo<x <o ekseninde

Doy ™))y

ifadesi ile verilmis operat6riin Green fonksiyonunu incelemistir. Burada P(x), feH iken
m(f,£)<(P(x)f,f)sm(f.f), m>0

kosulunu saglayan sinirli operator, Q(x) ise pozitif tanimli kendine es bir operatordir.

Abudov diger bir ¢alismasinda [2] yukaridaki problemi [0,00) yari ekseninde ele almigtir.

Sifirda sinir kosullar olarak da



y(0)=0, =0,1,.....n-1

kabul etmigtir.

Abudov'un (—o,0) arahi@ igin Green fonksiyonunu bulma ¢aligmasi [1], Q(x)' in normal

operatdr fonksiyon olmasi halinde 1987 yilinda S.M. Ismailov [11] tarafindan yapilmigtir.

Bizim problemimizin Green fonksiyonu, Q(x)'in kendine e§ operatér olmasi, |x—£[>1 iken
bir ek kosul saglamas: ve h;=h, olmas: halinde I Albayrak [3] tarafindan incelenmistir.
Yukarida bahsettigimiz gibi, bizde Q(x) normal operator degerli fonksiyondur.
Q*(x)zQ(x) halinde bilindigi gibi spektrum sadece reel eksen Uzerindedir. Q(x) normal
operatdr oldugunda ise spektrum kompleks dizleme dagilmistir. Bundan dolayi, Q(x)' in

normal operatdr olmasi halinde daha genel bir problem ¢oziilmis olur. Ayrica biz burada

V2
Q(&)e ¢ ™l (c=sbt) olmasi

yeni bir parametriks kullanmakla, |x—£|>1 iken

geleneksel kosulundan kurtularak, Q(x)' in kendine es olmas:1 haline gore daha genel bir

problemi ¢ozmiis olduk.

Bu konu ile ilgili ¢aligmalarin genis referansi Kostyuchenko, A.G., Sargsyan, 1.S. [15],
Otelbayev, M. [20] kitaplarinda verilmigtir. Ayrica adi diferansiyel denklemlerin Green
fonksiyonu i¢in Stakgold, I. [23] kitabin1 kaynak gsterebiliriz.



1.1 Baz1 On Bilgiler

Tez ¢aligmasinda sik sik kullanacagimiz baz: 6n bilgileri verelim.

H ile aynlabilir Hilbert uzayini, D(A) ile H' da doniisim yapan lineer A operatoriiniin
tamim kiimesini gosterelim. D(A)' nin H' da heryerde yogun kiime oldugunu varsayacagiz.

Bu takdirde A mn eglenigi A" mevcuttur [24]. Eger AA*'=A"A ise A ya normal operatdr

denir. Normal operatérler igin agagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 1: [12]. A operatorii H de normal operatér olsun. O zaman
D(AA)=D(AA") ve feD(A"A) iken

|Af|=| A’

olur.

A' nin tersi A™' varsa, A”' de normal operatordir. Eger A™' kompakt (tam siirekli)
operatdr ise A' mn spektrumu saf ayinktir denir. Bu halde A' nin spektrumu sadece

ozdegerlerden ibarettir. Bu 6zdegerler, modiillerinin artma yoniinde siralanabilir:
|l Azl<... [ qls. .

Burada )\;,A2-...An--. Sayllari A nin 6zdeBerlerini gosterir. Normal operatériin farkl
6zdegerleri£1e karsilik gelen 6zvektorleri diktir. B:H—-H olan normal kompakt operator
ve 0 bu operatériin 6zdegeri olmasin. O zaman B™' operatorii saf ayirik spektruma sahiptir.

B' nin ozdegerlerini p,,,.....1u,,.... ile, bunlara karsilik gelen ortonormalize edilmis

dzvektorleri ise gj,e5,.-.,€ps---- il€ gOsterelim. Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2: [18]. Sifir, B Normal kompakt operatériiniin 6zdegeri olmasin. O zaman B' nin

ozvektorleri H' da baz olugturur. Yani keyfi f e H eleman



f=3(f,ex)ex (1.4)

k=1
seklinde gosterilir.

(1.4) formulinden

Bf=k§_:l7&k(f,ek)ek (1.5)

elde edilir. (1.4) ve (1.5) formiilleri sirasiyla sembolik olarak

I=3(.exdex (1.6)
k=1

Ve

B=g,l7uk(ﬁek)ek (1 -7)

seklinde yazilir. Burada I, H uzayinda birim operatorii gosterir. (1.6), (1.7) ifadelerine
sirastyla birim ve B operatorintn spektral agilim formulleri denir. Teoreme ise, Hilbert-
Schmidt spektral agilim teoremi denir. A operatoriiniin dzvektorleri ile A™ operatoriinin
ozvektorleri aymi oldugundan dolay: Hilbert-Schmidt teoremi tersi kompakt olan normal
operatorler i¢in de gegerlidir. O halde (1.5) formiilii f e D(B) igin dogrudur. (1.6) ifadesi

ile B' nin spektrumunda tammli @(x) fonksiyonuna karsilik gelen B' nin fonksiyonu

(operatoriin fonksiyonu)

(P(B)zké(l)(?»k Yex ek



formiilii ile tammianir. Eger @(A), B' nin spektrum kiimesi S={A,,\,....} de s ise,

¢(B) simrli normal operatordir ve
lo(B)l=Sup|o(2,)|
i

olur. Tersi kompakt normal A operatériiniin g(A) fonksiyonu da benzer sekilde tanimlamir.

O zaman g(A) operatdriiniin tamm kiimesi D(g(A))

é’g(lk)lzi(f,ek)jzao

kosulunu saglayan f € H elemanlarindan ibarettir ve f e D(g(A)) iken

g(A)f’—‘k{:lg(?Lk f.ex)ex

olur. Eger g(A) fonksiyonu sinirli ise, g(A) operatérii de simirli normal operatér olur.

o, (Isp<eo) smuflar: T, H uzayinda doniigim yapan kompakt operat6r olsun. Bu

takdirde T'T operatorii tam siirekli,negatif olmayan kendine es operatér olur. T T' nin

sifirdan farkli 6zdegerlerini
252 2
§12822..-. 282

ile gosterelim. §;,55,.--,Sp,--. Sayilarina T operatériniin s-sayilari denir [6].

s-sayilar

=]

Zgﬁ <C
k=l



ozelligini saglayan operatorler kimesini g, ile gosterelim. g,' ye ait T operatoriiniin

normu

m{5t)

formila ile tammlamirsa g, , p' nin [Lo) araligina ait herbir degerinde Banach uzay

olusturur[10]. o,' e ait operatore gekirdek operatérii, g,' ye ait operatére ise Hilbert-
Schmidt operatérii denir. Daha sonra kullanacagimiz asagidaki teoremi simdiden ifade

edelim.

Teorem 3: [10]. A ve B, H uzayinda herhangi sinirl operatorler, Te g, ise
ATBeg,

ve

|aTB], <[al{B}|T],

olur.

Biz bu teoremin p=2 halini kullanacagiz.



2. YARI EKSENDE VERILMIS y" DIFERANSIYEL IFADESININ. GREEN
FONKSIYONU

3. Béliimde operator katsayili diferansiyel ifadenin Green fonksiyonunu incelemek igin bu

boliimde agagidaki sinir deger probleminin Green fonksiyonunu bulmamz gerekir.

L,(0,) Hilbert uzayinda

(-1)"y®™,  0<x<w, @2.1)
diferansiyel ifadesi ve

YO0 ~hy2y(0)=0,  j=1,3,...,20-1, 2.2)

simr kosullart ile olugturulan operatorii T ile gosterelim burada hj,,, ' ler herhangi

kompleks sayilardir. T operatériiniin tanim kiimesi D(T)’ ye ait y(x) fonksiyonu agagidaki

kosullar1 saglasin.

1- y*P(x) , [0,%)' un her sonlu kapal araliginda mutlak siirekli,

2- v (x) e L, (0,),

3- y(x), (2.2) kosullarim saglar.

T nin y(x) e D(T) "' deki degeri

Ty(x) = (~1)" y*”(x)

formilii ile tamimlanir. Biz bu problemin rezolventini (Green fonksiyonunu), yani
(T+0‘2“)—l {x>0) operatoriinii, n=2 degerinde inceleyecegiz. Bu takdirde (2.1), (2.2)
probleminin rezolventinin bulunmasi, V f(x)€1 ,(0,o0) olmak tizere

T TS 5 .
DC; VUKST™™ " o g
OKOBLA 7,0 o

A




Ty +a’'y=f(x)

operator denklemini ¢dzmek, bir baska ifade ile

y" +aty=£(x) 2.3)
y'(0)-h,y(0)=0 (2.4)
y"(0)-h,y"(0)=0 (2.5)

sinir deger probleminin 1,(0,)’ a ait ¢dziimiin bulunmas: anlamimna gelir. Burada o

herhangi pozitif sayidir. Once f(x)’ in sonlu supporta (destege) sahip oldugunu varsayarak
(2.3)-(2.5) denklemini sabitin degisimi yontemi ile ¢ozelim. Denklemin genel ¢dziimiind,

C1C1Cx:C4 ler x'e bagh fonksiyonlar olmak tizere
[ 3
-a‘f(]i-i)x i aLE(I—i)x . ull-;(—Hi)x (26)

seklinde arayalim. b>0 herhangi sabit say1 olmak tizere x>b iken f(x)=0 oldugunu kabul

edelim.

y(x) = %a 1+ 1)jf(s) g St 4 %a* (L+i)f£(s) e300 g
0

x v,
a1+ l)jf(s) e“? “ikex)gs ——‘goﬁ -1+ i)jf(s)e“%“-‘xs-x)ds
0

J‘

—hzazi——‘/—ia *(1+i)
2 \/5 -3 —a—‘@(lﬂ)(s-r.\‘)
+ 1—hl—a (l+l) e 2
( 2hhe- ‘/—0* hl"'h ZOJU




B
-{— %a"z i+h, —\/g—z—ofs -1+ 1)} g3 ik '(_M)]}f(s)ds

{hl—a[?—(-lﬂ)]
2 X 1 \[2_ -1 . -aJ—E{1+iXs+x)
- _,I ———h‘.Z o (—l+l) e 2

a 1(—2h1h3“\/50~(h1+h2)_2a-)0 4 8

N N )
+[_ % +ha \/85 a-] (l + I)J eu—zz—[—(x-rs}ﬂ(—x-i»s)]}f(s)ds

[h1+a-—22—(1+i)J -
I V2 . p _
+ . L —_— h’)’_' ~1f_ 1 +1i —a-——[-(x+s)+1(x—s)]
a“1(~2h1h2—‘/2a(h1+h2)_2a2)£{[ 4 27g o ( )Je Py

V2, .
+[— —}I +h, f o1+ 1)] e“Tz("“’Xm)}f(S)dS

haa’i +a3[2—(—1+i)
B : } [ia_zi -h [%-0(3 (1 -+ 1)] e“%["(x**s)-#i(x—s)]
azi(—?-h] hz—ﬁa(hl"'hz)_za:)o 4 3

2

9. 3 . V2 ixx
+[— %a_"l +hy i85'0[’ -1+ l)) e“T(—”'X‘“S)}f(S)dS

(—hzazi———‘/fas(m)]

eif1 .
+— IR Rnle A b
a'lCZhlhz‘\fz—a(hﬁhz)—za'){{[“

V2

+(— %o(2 i+, 3/8—50(3 (-1+ 1)} e°‘T['("'”)”('m)]}f(s)ds



v2 .
hl—-a———(—1+1))
[ 2 ?{[_ % +ha \/85 a_] (__ 1 +i)Jea—?(l+iX5+x)

il 2huhs = V2ol + ha) - 2a)

V2 )
+(_ "lI +h, '\/85 CX._I (l + I)J ea—2~[-(x+s)+|(~x+s)]}f(s)ds

hi—a £ (1+i)
+ 2 b 1 h2 \/5 (_ 1+ l) eu‘-?[—(xw)vi(x—s)]
2(13 -

( 2h]h'> '\/__ah1+h 8

47T

v,
+[_ 1 ‘\/Ea_l (1 +i)Jea—2—(-l+n)(x+s)}f(s)ds

[activ L1
o2l 21 b~ V2alh + ha) - 205 {( Y 4

\/5 (— 1+ i)]e'“'\g[-(xﬂ)ﬂ(x-s)]

- o £(- +IHX+3
+[—%a"i+hli85‘as(-lf,i)je" e ’}f(S)ds

olur. Eger



13

g(x,s;a) =

(\/5 3(1 13 a—‘/z—-z-(m)(s—x) _ﬁ

2,
e (1+i)e a"3(-1+i)ea72(]-')(s_x)

et 2 Lo oin)

azi(—zhlhz—ﬁa(hﬁhz)—mz)

—a—(1+)(s+x)

€ 2

-

1 2 ) 1

AT

N , 2 4 2 . .eag[—(x+s)+i(—x+s)]
ofi{-2huhs ~20{hy +ho)—207)

(_1«/51

(M 1+5th o2 et
roczi(-2h1hz“/50‘(}“+hZ)—2OL2).e |
(1(—1+i)ln+-‘/z(-1+i)a_lhlhz—[%0((1+i)+1(_1+i)m]
4 4 T
ofi{-2huby =v20(h, + ho) ~207)

\/i -3 ‘/_2- -3

V2, . 2,
?a (1 +i)ea—22-(l+1)(x-s)__8_a (__1 +i)eo.—2%(—l+1)(s-x)

a—z(—l+i)(s+x)

€ 2

-t
-+

G(-m)hﬁ&(1+i)a“hlh2——?a(l+i)+i(—1+i)th

4
o2 2byhy 20l +hy)~207)

1 2 . 1
[——hﬁg(—lﬂ)a +§hlj

2 [Hxsshsites)
+ 4‘ . a—2- X+8 )+ —X+5,
oil-2hih, ~v20(h +hy) ~207)

—a~—2(1+i Ys+x)

£ 2

-+

1 v2 .1
(—Ehl—jal‘*'éhzj .
a\—z[—(x+s)+i(x—s)]

ofil-2hhy V2o h) —207)

1 . V2, . -1 V2 )+ .
(Z( 1+1)hl+7(1+1)a hlhz"4—a(1"’l)+2(_1+l)h2] RETR

. 2

+

+

L (12 i(“ 21‘11 hz "“\/Eo‘(hl + hz) - 2(12)

,5<X

S$>X



i4

"5

V2

‘\/5 -3 (1 + i)e—u‘/?g-[]x—slnlx—s” _ _"/sza-s (___ 1+ i)e—a-gﬂx—sl-ﬂx—sl]

[;11-(1 +i)h, + Ta_l(_l'*'i)h‘hZ-if__a (—1+i)+5:(1 +i)h,]

+ _
azi(" 2hiha - \/Ea(h+h—_>,) - 20(2)

va—-

\/5 1
ha+—aq (-1+1)+—
h» 4 o i) 2h1

=

—2@[—(x+s)+i(—x+s)]

(- 2h1h, - V2alh+hoy) - 20

1 V2 .1
-—h-—a l+—h2}
{ 2 4 2 a_‘_g[_(x+s)+i(x—5)]

o il 2hihy = V2alh+ho)-207)

+

B(—Hi)hﬁl{%a"(1+i)h,hrga @+i)+ 4( 1+i)h,

e

N b ‘
o2, h-V2ely+h -200)

elde edilir. Yukardaki ifadenin alt1 toplamina sirasiyla g,,g..8,.8 85,8, dersek

g8(X,8,0)=g +8, 48,18, 8586

yazabiliriz.

y(X)=£g(x,S;a)f(s)ds

g
2.7
.e“Tz("”"("” 0<x,s<oo
(2.8)
(2.9)

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla, f(x) kompakt destege sahip bir fonksiyon oldugunda
(2.3),(2.4),(2.5) sinir deger probleminin ¢6zimii (2.9) seklinde ifade edilebilir.



| &)

Eger f(x), L,(0,)" a ait keyfi fonksiyon ise, (2.9) fonksiyonunun (2.3)-(2.5) sinir deger
problemini sagladig1 kolayca gosterilebilir. (2.9) integral operatorii, Karleman tipli sinirls

integral operatordir. Yani,

2 /2 © 1/2 © s
dxj < c( [t (x)l2 dx) ve J|G(x,s;0)[ ds <00
0 i}

[?'Te(x,s;a)f(s)ds
olo _

seklindedir.
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3. YARI EKSENDE VERILEN 4. MERTEBEDEN NORMAL OPERATOR
KATSAYILI DIFERANSIYEL IFADE ICIN SINIR DEGER PROBLEMININ
GREEN FONKSIYONUNUN INCELENMESI

3.1 Problemin Belirlenmesi

H; =L,(0,00,H) uzayinda

vV +Q)y +py (3.1)
diferansiyel ifadesi ve

y'(0)~hy(0)=0 (3.2)
y"(0) ~h,y"(0)=0 (3.3)
simr kogullart ile olugturulan operatoriin rezolventini inceleyecegiz.

Burada H aynlabilir Hilbert uzayi, h,,h,keyfi kompleks sayilar, u>0 reel sayidir. Biz
Qx), x' in [0,00)' dan alinmg her bir degerinde H uzayinda déniigiim yapan normal

operator oldugunu ve asagidaki 6zellikleri sagladigini varsayacagiz.

1-) Q(x), x'in [0,00)' dan alinmig her bir degerinde H' da normal operator, tamm kiimesi

D(Q(x))=D  x' den bagimsiz olmak iizere D=Holsun. (Burada D sembolii D nin

kapanigint gosterir.)

2-) Q7'(x), x' in her bir degerinde kompakt olsun (Q'(x)eq,) . Q(X)' in dzdegerleri

a1(%),02(x),03(X) ,......, olmak Gizere 1<, (x)] S|otz (X)| S ... <o, (%)) <....... Olsun,
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3-) Q(x)' in rezolvent kiimesinin A kompleks diizleminin s,={\{argh-n|<e, O<e<n}

bélgesinde oldugunu varsayalim.

4-) F(x)= Z' [7/4 fonksiyonunun L(0,c0) ' a ait oldugunu varsayalim:
k=lak(x) ’

TF(x)dx <0,

0

5-) |x-s|<1 iken [Q/4(x).Q"*(s)]gc, ve JQ7(x)Q 7V (s)fgc, o1, o=sbt
6-) Ix - sl < liken ”Q‘a (x)[Q(s) - Q(x)ﬂ] < c]x - sl olsun. Burada c=sbt ve O<a <%
alinmaktadir.

B(H) ile H’da doniigiim yapan sinirli operatorlerin Banach uzayimi gosterelim [7]. (3.1)-

(3.3) probleminin Green fonksiyonu, 0<x,s<o degerlerinde B(H)' ya ait olan ve

asagidaki ozellikleri saglayan G(x,s;p) fonksiyonuna denir:

1-) G(x,s;p) operatdr fonksiyonun kendisi ve ilk iki kismi tiirevi x , s (OSX,SSOO)

degiskenlerine gore siirekli fonksiyondur.

2-) s#x oldugunda G(x.s;n)' nin §' ye gore {igiinci tiirevi streklidir.

3 3
3-) % Cj (x,x+0,p)- % C3i (x,x-0,p)=1 (I, H’de birim operatordiir).
S S

4
4-) s#x oldugunda %—g(x,s; W)+ G(x, 5, wQ(s) + pG(x,5w) = 0 .
s
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oG
5-) —(x,s;u)
Js

~ i G(x,s;1)

=0

=0
s=0 ?

3G
%—;(x,S;u)

=0.
s=0

G
- 112*6—27(&8;11)
Os

s=0

G(x;s; ) operatér fonksiyonunu parametriks ydntemine gore

G(x,S;u)=r(x—S)g(x,S;u)—(I){1“”’(x—é)g(x,é;u)+4r”(x-%’;)g'(x,é;u)

+61"(x-E)g (x,E;1)+4r (x-E)g (x,E;1) (3.4)

+r(x-£)g(x,&:1)[QE)-Q(x)]}G(&,5:1)dE
integral denklemin ¢6ziimi seklinde arayacagiz. Burada

1 lul<p

r(u)= 1 (3.5)
0 lulz2p, O<p<£

kosulunu saglayan istenildigi kadar tiireve sahip herhangi bir fonksiyon. ve g(x,s;u), (2.7)

formiilinde o =%/Q(x)+ul olmak lzere elde edilen ifadedir. o =%4/Q(x)+ul operatdr

fonksiyonu spektral agilim formiili ile

4Q(x) +pl = %Van X 1 enen
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seklinde  tamimlamr. Burada  ¢,(x), e(X),...,e, (X),-... Q) in sirasiyla

o (X), aa(X),..0s00,(X),.... Ozdederlerine karsiik gelen normalize edilmis 6zvektorlerdir,

4Q(x) +pul ; —n+e<arg(q,(X)+u)<n—¢ ' dan tamimlanir

(3.4) integral denkleminin tek ¢oziime sahip oldugunu ve bu ¢oziimiin (2.3)-(2.5)
probleminin Green fonksiyonu oldugunu gosterecegiz. (3.4) ifadesindeki integral operatéri

N ile gosterelim.

«©

NA = I{ r(x—8)g(x,&u) +4r"(x - €)g'(x, & u) +6r'(x ~§)g"(x,&; 1) +
0

(3.6)
4r'(x - E)g"(x, & 1) +1(x — E)g(x, & W[Q(E) - Qx)] JAE, s; p)dE.

olacaktir.

(3.4) denklemini gesitli uzaylarda inceleyecegiz. Bu uzaylar tanimlayalim.

X> Uzayi:  A(x,8), H' da tamimlanmis, (0<x,s <) Hilbert-Schmidt (H-S) tipli,

deof”A(x, s)||z ds <o kosulunu saglayan operator degerli bir fonksiyon olsun (A(x,s)€s).
0 ¢ ”

Bu operatorler kiimesini X, ile gosterelim. Burada ||A(x,s)],, A(x,s)' nin H-S normunu

gosterir[10]. A(x,s) elemaninin normu

2
2ds

”A(x,s)”xz=\/deI”A(x,s)

seklinde tanimlanir.

X$ (p21) Uzayt: 0<x,s < herx,sigin A(x,s)e B(H) ve Sup [JA(x,s)[;ds <o olan

0gx<w §

operatorler kiimesi. Bu kiimede norm;
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ey = Sup Tlace s
0<x<x 0

seklinde tanimlanir.

x&i 1/4)Uzay1: A(x,s)e B(H) (0<x,s <o) olmak iizere

Sup | ]A(x $Q ‘/4(s)” ds <co

0<x<® 0

kosulunu saglayan A(x,s) operatér fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda norm

s Sup [ "A(x s)Q_1/4(S)||ds

0gx<

|

seklinde tamimlanr,

X Uzayr: A(x,s) e B(H) olmak tizere

Sup Sup|A(x,s)|<w

0<x<w 0<s<o0

kogulunu saglayan A(x,s) operatér fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda norm

|A(x,8)], =Sup SupjA(x,s)]

s 0Sx<oo (<s<o0
seklinde tanimlanir.

Bu uzaylar Levitan, B.M. [16] tarafindan verilmis ve bunlarin Banach uzay:i olduklan

gosterilmistir.

tcyﬁmﬁf\” IR

R By

TUN w.x
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(3.4) integral denklemini X, uzayinda gbz oniine alalim. Bu denklemin p>0 biyik
degerlerinde X, de tek ¢6ziime sahip oldugunu ve ¢oziimiin ardisik yaklastirma yontemi

ile bulunabilecegini gosterelim. Bunun igin p> 0 bilyiik degerlerinde g(x,s;p)e X, ve

o

NA = [{ rx ~E)g(x,E; ) + 4r"(x — E)g (X, E; ) +61"(x — E)g (%, E: 1)
0

+4r'(x - £)g"(x, & 1) +1(x - §)g(x, & W[QE) - Q)] JAE, s 1)dE
operatoriinin X, ' de blizen operator oldugunu gostermeliyiz.

Lemma 1: Eger Q(x) operator fonksiyonu 4-), 6-) kosullarin1 sagliyor ise o zaman p>0

buyiik degerlerinde N operatérii X, uzayinda biizen operatordur.

Ispat: Q(x)' in |oy(x)|<|a (%)< e <Sla, (¥)|<..... ozdegerlerine kargilik gelen normalize

edilmis 6zfonksiyonlarim ¢, (x), e, (X),....., 0t (X),..... ile gosterelim. Q' (x) tam siireklidir.
5 4

NA=>N;A (3.7
=i

seklinde yazalim. Burada;

N,A = ;f[r(x — E)a(x, & wQE) — QE)JAE, mdE
N A = [4r'(x — E)g"(x, & WA, m)dE
1]

N3 A = [6r"(x — £)g"(x,& WA (E, n)de
0
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N4A=Z4r"(x—é)g'(x,é;u)A(i,n)dﬁ

NsA = [ (x ~ E)g(x, & wAE, n)dE
0

olarak alinmaktadir.

Eger biz N; A, N, A, N3A, N, A,N;A operatérlerinin normlarinin p > 0 biyik degerlerinde
istenildigi kadar kigitk oldugunu gosterirsek, p'niin biyitk degerlerinde N'nin blizen
operator oldugunu gostermis oluruz. Normun 6zelliginden

N <IN+ ol + v N+ |

yazabiliriz.

Islemleri N, A operatorii igin yapalim. (2.8) de

B(X,81)=8,+8, 85 +8 ,+85+8

seklindeydi.

NiA = [[r(x - g, & w[QE) - QEJAE, g

6
N1A=I[r(X*é)%ﬁ&(Xé;M[Q(X)-Q(E;)] A(E.m)dE

NiA=NpA+NpA+NA+NLA+NisA+NGgA

o+ [Nus] + [N+ [Nus] + [N

N < N+ N
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NiA =[x -Dsee.sw[Qe) - Q@G i
- Nua={lie-9g, gl - QA

= [[rx-8g xEWQE - QEAE ndE

[x-g|1

+ [rx-8)g xEwQx) - QE)]AEMdE

jx-gl>1
=b;+b,

INnAGE), = [b1+b2], <[, + [Iba],

ball).

r(x —&) fonksiyonunun tammindan b, =0 olacaktir.

2
+
2

INnAGE) < Zle

-

2
,=

I

;lg r(x-£)g, (x.&m[Qx)-QE)]AE,n)dE

et :

SL ,_{Iq“"(X*g)&(X,ﬁ;u)[Q(X)-Q(é)]A(&m)Hzd&} 3.9)

Jrx - &) g, (x. & wIQX) - QE)] =K

dersek
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K <dg, (&1 Q") Q™ (et - Q)|

<dg, x&EWQ ol il - Q®)|

B \G

(1+1) (Q(x)+ HITBM e—(Q(x)+uI) THX-@M;.‘—&]]Q& x) Ix _ §|

1+ (Q)+ul) ¥ Q* W)x - ¢ e_(Q(x)+“I)m%§“’“)["“"’[

=0

elde ederiz. Norm igindeki ifadeye de L diyelim ve |[L]|'yi simrlandiralim. Q(x)' in spektral

agilimindan

L= Sup b~ &0+ ) a0+ o (o) ) T
)
= Sup [x — /(1 +1) (a j(x)ﬂl)s/4 o (x) e'aRe(“j(x)‘”“)M%""é'
j .

e-vla Xt

< Sup {“\ —E[1+1) (a J'(><)"'L1)3/4 o (%)
J

= Sup{
j

<|x—g L +i Sup
J

Y4
1x—¢|}
-3 l+€

k- fx] a (0+ ) )+ o+

ajeon

1/4
M}

1/4
lx—cl}

i+ . £y
e YIGJ(}*)'HJ

=% e
(ocj(x)+u)_4_ o} (x)|Sup {iaj(x)-q-ul +lx-¢

=2 Ix—él"Sglp'(aj(x)W)#" (os0)+1) o



-Sup {la i (><)+u|_:'i kg™ e"laj@)*“lm'*‘@'} (3.9)

—4-¢

5
yazabiliriz. O<a<zko$uluna‘ gore +a=q<0 kaydiyla € sayisim1 0<e<l olacak

sekilde secelim.
(n, p herhangi sabit pozitif sayilar ve m 2 0 oldugunda m".e ™ P <sbt tir. ) (3.10)

(3.9) ifadesinde
1/4
laj(x)+u| |x-&=m , 1+e=n , y=p

dersek (3.10)' dan faydalanabiliriz.

I < cjx—&[ " Sup '(ocj(x)+u)“’f- qul(aj(X)w)" o (x)| 3.11)

h (3.12)

’aj(x)"'ul—a <g Ia i)

Se

-T+E&

Son ifade ve
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o j(x)+y] 2 pSine (3.13)

(reS ve u>0 herhangi sayi iken [A+ = Uzaklik(A,— p) > pSine) esitsizliklerini (3.11) de

gézt')m'iné alalim.
L < ox—&["u? (q<0)

elde edilir. Dolayisiyla

lodls = L | lql|r(x—&)g1(x,i;u)[Q(X)—Q(i)]A(é,n)llzdﬁ}

2

SL ,_é‘qczuqlx—il'SIIA(E,n)sza} o

=c§u2‘{ I }x-&]‘suA(é,n)!lgda}
|x-g|<1

bulunur. Boylece

2
bl T 1, bt Il o n

Ix

elde edilir. $imdi bu ifadenin ikinci integralini ele alalim.

"*' Burada ve sonra, ¢ ile farkl: sabitler gosterilir.
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2

n-f{ Jxeeriacinle o 6

[x-8

H=I{ Jx—t["fA(t;n)],dt le—é!‘“nA(é,n)nzd&}dx
0 [x-tj |x-gJ<1

x—t
Burda t>x, £>x kabul edelim ve

t—x=v = t=v+x = dt=dv

E—x=u = E=u+x => dé=du

degisken donisgtimlerini yapalim

n=}°{ VA Gevn)ydv ﬂu1‘°nA(x+u,n>n2du}dx
0 {]vll Jujst

I f[v’_sdvluj'ljs?l—sdu ZHA (x+v,n)|,| A (x+u,n)],dx

jvist

Cauchy-Schwartz esitsizliginden

. - 1/2
nsl {le\‘“dvi {Luj_sdu( IJA (x-hv,m) e llA(X+u,n)H§dX)

© © 1/2
[ ay fula JA s o iAo

|v
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X+V=Z ®+U=Z,

dx=dz do=dz.

o ) 1/2
e gov [ A fte [ G |

fvigt lulsl

o © 12
< fiv["dv j;’ui—sdu( (I)[[A(z,n )[[;dz.(l)“A(z,,n)[{;dz,)

|vist |uist

= [[v[Tdv [ju [—sdu( THA(X,H )";dx)
= ulsl 0

jvist

=c (f){fA(x,n )§!§dx

Bu son esitlikteki [|v| “dv ifadesini hesaplayalim.

[vist

1 0 1 0 1
flvFdv=[|v|"dv+(v[Tdv=[(—v) Tdv+[vdv
-1 -1 4} ~1 0

1
1
=2 jv'adv=2(——) (0<e<1)
0 1-¢

(3.15) ve (3.16)’y1 (3.14)’de gdzdniine alirsak;

loi, sen™] TlaGmfexn=cu Al <«
2 0 0 2

(3.15)

(3.16)
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<o olmak tizere

Cc=

(I-e)’
[, < cn**[AG
olur. Basa donersek
INuA f=en A (xn)),

elde edilir. Dolayisiyla N, A(x,£) operatoriinii simrlandirmis olduk. Benzer gekilde
N A, Ni A, Ni.A,NisA, NigA  operatorleri de sinirlandinlabilir.  Dolayisiyla N A
operatorini sinirlandirmug olduk. Benzer sekilde N,A,N;A,N,A,Ns;A operatorleri de

sinirlandinlir ve operatorlerin hepsinin normlarimin st simrlarinda p?, q<0 garpam
bulundugundan bilyikk p' ler igin NA istenildigi kadar kigiik yapilabilir. Boylece NA

operatoriiniin Biizen operatér oldugu gosterilmis olur.

r(x —s)g(x,s;n) ’ niin X, uzayina ait oldugunu gosterirsek 0 zaman (3.4)' tin p>0 buyik
degerlerinde X, uzayina ait tek ¢dziimiiniin oldugunu gostermis oluruz.

(2.8) den

Isl<lg, .+l el He s el
bulunur. g,"in (2.8) deki ifadesinden

Iy
l/"-"2—"(l+1)[x—s[

r(x—s) g, (x,8;p) = r(x —s) %(Q(XH W) (1+1) g Q)

olur. $imdi rg,’ i siirlandiralim. Norm 6zelli§inden



30

1 4‘\/— .
g, |=jr (x—s )?(Q(x)"'“l_)_sﬂ(“i)e—m(‘ yrul —z-z(lﬂ)]x-s[“

| oy ~Q(x )ll4£(1+')lx—s|
< (1+1)e(Q(")+“1 S

< r(x—s)-«/s——i(Q(x)+;1I)'3/4 :

bulunur.

A normal operatoriiniin dzdegerleri XAz Ans- 1KED If (A)Ilzmaxlf (Ay)] olur. Q
j

operatoriiniin dzdegerleri gy, 02,0t 1€T olsun.

a2
|1+l1 . a.j(l\)"'!»l) —(l+l)|x—si

2 3
o)

||rg1||<maxir(x ).

(3.13)' den

1
B 1u*/*(Sine)

{ajxyu)! —|x-srl(aj<nm)"‘—4:.-sl

" 81" 3/“max'

1 - 1 o naxe——lx—sl(Re aj(x)ﬂt)’/ -Im(aj(h)ﬂx)', )
4H (Sing)

T € 1/4 T € .
olur. Burada —Z+Z<arg(a {x)Hu) <12 oldugu varsayilirsa,

1 2 oy 14
7 3/4maxe_2'SIHIR"(“‘J(")ﬂl)l 6>0
(Sine)

HrgIH
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1 1 P

3/4 3/4 luaxe 2 l"_sﬂal(")ﬂll R Cose, (p=arg(aj+},l)l/4
4u (Sing)
1 1 —fzalx—slpl/“ §>0

< e 2
elde edilir. Dolayisiyla

1 2 1
"rgl"<u ‘de-s[pl/ 8]_____/___5 cI= ———1———>0=Sbt 3.17)

27 7 4(Sine)**

oldugu yani rg, 'in simirh oldugu gosterilmis oldu.g,,8,.8,.8;.8, terimleri iginde benzer

sinirlandirmalar yapilir ise
< Cj —ij—sf;ul/ 4
I[rgj[[-;;ﬁe » 80, ¢>0

olur. Sonugta

[rsly<lre,l e tirgs i Hrgalresl el

P 1/4
< 8| x-s|p — i .
<7 , c=maxc;,  d=ming;

esitsizligi elde edilir. Burada ¢>0, § > 0 sabitlerdir. Bu esitsizlikten

o

Sup ﬂir(x"‘s)g(x Siu)[Pds< c/ fe ~slx-slu’p g

0Sx<e0 0 9 0
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c z . l/4 C © N x/4
— -5 ]
__mj'e (x-s)u pdS+*3—/;Ie (x-s)u""p g
Hoo B
—_-Qc__l__e-ﬁ(x—s)pll“p ¢ 1 s(x-sull4p|”
3fas 1]4 34« 1/4 i
i eutp o p¥su'l*p x

c . . c
=;gp—(l—e_s k'l )+;1—8; =

Sup Jlr(x-s)g(xs )P dss——(2-¢ ")
0<€x<e00 llsp

Buradan r(x -s)g(x,s;p) niin X2 uzayina ait oldugu (p 21) goriilir. Biz sadece p=1 halini

kullanacagiz.

Simdi Q(x) fonksiyonunun 4-) . kosulunu sagladigmn: varsayarak rg ' nin X, uzayina ait
oldugunu gosterelim. Islemi rg ' nin icerdigi herhangi bir terim, 6rnegin r(x —s)g, (x,s;1)
terimi igin yapalim. Yani rg eX, oldugunu gosterelim. Diger terimlerin de X,' ye ait
oldugu benzer sekilde gosterilir. g (x,s:p); normal operator degerli Q(x) fonksiyonunun
fonksiyonu oldugundan dolayr normal operatorler igin spektral agilm formilinii

kullanalim:
:"i Q ?
2 5l 8

= 515 i ll'(X—S)l2 .'l+i‘2 ‘laj(X)+p_]‘3/3.[eRe[-(aj(X)+p)l/4—€2—(1+i)|x-s|D
s

3/ . a2 :
I‘(X—S)(l+i)(aj(x)+u)—9/4e'(°‘j(‘\)+p’)l/ —2—(1+1)|x-s|

e,
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v J 2
16 2. ‘aj(x)-{-“l ( N2 Rc(aj(X)+p)‘/4|x_sl+ 22 Im(aj(x)ﬂl)lmlx—sl)
J=

Re(aj+p. )—Im (aj+p)>6Re (aj+p. ), 8>0  oldugundan

ls - c—s{Rela i x yru
"rglnzsﬁgaﬂx)ﬂl] REREE Relajx i)

[~ 2]

olur.rg, € X, olabilmesi igin Hﬂrgll]zdsdx <o olmasi gerekiyor.
00

16 Ia’(x)+”l o Ae-dornele 01 g
&

[j ZIOLJ(X)‘*'U»l —f (- s)&Re(aJ(x)w)' ds + IZ,GJ(X)-I-”I J' (x—s)&Re(aJ(k)+p.)l ds] dx

3=

X

s 1 i I3 ( x £y W4
“ -3/2 = 2(x—s)8Re(a (X )+p.)
I [J 4 I VZBRe(aJ(x)ﬂ,l)l/“

® -3 1 \/5(x—s)8Re(onj(x)*‘“)]/4 dx
* EJOLJ(XHHI —\/ESRe(aj(X)ﬂLH)We x

L
16

_3'$ l

dx
J25Re (aj(x)+u)/4

= JrgEloicrsn

1 ~J2x8 Re(a i )+u)’4dx
016] l‘a']( ) u‘ \/_SRC((X (X)'H.l) e
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] 0
16 r,lOCJ(X) Nl — s Re(aj( %) ﬂz}ﬁd"

V228 1 ,
“E{ZIOCJ(X)+14 W\

1 ~JE.\:&Re.(otj(‘\.)'H'l)%d.«'
mf 3 g?}la’( ond Refo (] \

1

8‘\/_5 0j=1 Re(aj(x)ﬂx. ;/4

1 %22 1 1
< 828 o%‘aj(x)ﬂ’LFﬁ cli(xj(x)-i-urH X

Q(x)' in 4-). ozelliginden

I ﬂlgxﬂ deX-"{ gm@

bulunur. Boylece rg e X, oldugu gosterilmis olur.

Teorem 4: Eger Q(x) operatoriiniin 4-) ve 6-) kosullari saglamyorsa o zaman ' nin
biylik degerlerinde (3.4) denkleminin X, uzayinda ¢6ziimii vardir ve tekdir. Bu ¢oziim

ardisik yaklastirma yéntemi ile bulunabilir.

Lemma 2: Eer Q(x) operator fonksiyonu Lemma 1’deki kosullart saghiyorsa o zaman

u>0 biyik degerlerinde N operatorii Xz,Xgl),XSE UMyex, uzaylanmn her birinde



biizen operatordiir. Ayn zamanda, eger Q(x) operatér fonksiyonu 1), 6) kosullarina ek

olarak "QW(X)Q_W(S)" <c , c=sbt kosulunu sagliyorsa o zaman rgeX$ /*) olur.

Ispat: Lemma 1° in ispatma benzer sekilde yapilabilir.(3.4) denkleminin bu uzaylarda tek

¢6ziime sahip oldugunu gostermek i¢in rg’ nin bu. uzaylara ait olduZunu gostermemiz
yeterlidir. (3.4) denkleminin Xg’),xff UM x. uzaylannda g¢oziime sahip oldugunu

gosterelim , ancak bunun i¢in de rg’ nin bu uzaylara ait oldugunu gostermeliyiz.

Lemma 1°de bu elemanin X,’ ye ait oldugu gosterilmistir.

Sup T"rg(x,s;p) Q" (s)“ds <o

O<x<w 0

oldugunu yani rgeX {4 oldugunu gosterelim.

fracesan@e)lds= | lrstesinQe)ldse [ JreCesunQ()fds
0 x—s|<1 x—s[>1

=a(x, 1) +b(x,u)

diyelim. Burada

a(x,u)= | “rg(x,s;u)QlM(s)“ds

|x-s (sl

b(x,u)= | nrg(x,s;u)Ql/“(s)“ds

| x-s[>1
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seklindedir. r fonksiyonunun ozelliginden dolayr b(x,p) =0 olmaktadir. |x—s/ <1 iken

Q" xQ" e

|s c kosulunu kullanarak a(x,p)’ yii hesap edelim.

a(xw)= | Jre(x,su0QY (0)Q 4 ()Q(s)[s

| x-s <l

<! urg(x s;QY () JQ 4 (x)Q Y (s)[es

f x—s [<1
=

-3 —£%(1+i)a]x—s| 1/4
<c ro~e 2 Q" '(x)

Ix-sisl

Spektral agilim formiilinden
\/5 . d \’E . v /4 o )
o e—-?(l-n)a.ls—sl Q1/4 (x) = ,Z;(aj (x)+ u)—3/~~»‘e__2_(1+.)(a J(x)+p.) |x |.a}/4 (x)(. ’ej)ej
=

yazilir. Bu esitligin normu

;i

3/4
a—3 e--——(l-ﬂ)a]\-s] Q1/4 )=

Supl(lj(x)+l—l‘ —_(1“)(“](\)'*‘14) fx-s] 1/4 (x)

1
seklindedir. (3.12), a=;l— degerinde goz 6niine alinirsa

—f—( 1+ )(a_,( X )+I~l)l, lx-sl

el
“ 3 ..._(1+|)alx-5lQl/4(x) <Sup|ocj(x)+“|

bulunur. (3.12)' den
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@y Qi cofse

elde edilir. Bununla Supa(x,u)<w oldugu gosterilmis olur.
0Sx<oo

rg' nin X§ ve X; uzaylarina ait oldugu benzer sekilde gosterilir. Yani Lemma’mn

ispati tamamlanmugtir.
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3.2 Green Fonksiyonunun Tiirevleri

j )
G(x,s;p) operatdr fonksiyonunun a—G—-((;—JS—Q (=1,2,3) turevlerine sahip oldugunu
$

gostermeye ¢aligalim.

G(x,s; 1) = r(x - 8)g(x,5;1) - ?{r“’(x -8)g(x,&;p) +4r"(x - &)g'(x,&; 1)
0

+6r"(x —&)g"(x, &) +4r'(x - €)g"(x,&; 1)

+r(x — £)g(x,&;W[QE) - QX)]JG(E, 5; 1)dE

esitligin her iki tarafinin s' ye gore bigimsel tiirevini alalim.

JG -’ , J o "
‘a“—%'s—”)‘ = ‘éa—,[l' (x—s)g(x,s; )]~ I{r (x —E)g(x,&p) +4r7(x — E)g’(x, & 1)
S S 0

+6r(x ~E)g"(x, B ) +4r'(x —E)g"(x, E; 1) (.18)

JG .
+r(x—ﬁ)g(x,ﬁ;u)[Q(é)-Q(X)]}Mdé

J

S

i
olur. %SGT =K dersek,

i)
Kj(X,S;M)=EaS—j[r(X-S)g(X,S;H)]—NKj(E,S;H) (i=123) (3.19)

yazabiliriz. (3.19) integral denklemini ~X{ (p>1) Banach uzayinda goéz Oniine

alalm.N’nin X{ (p=1) uzaymnda p > 0'mn biyitk degerlerinde biizen operatdr oldugunu
j

gostermistik(Lemma 2). Eger Ea——j[r(x—s)g(x,s;p)], (=1,2,3) operator fonksiyonunun
s

X{ uzaymna ait oldugunu gosterirsek (3.19) denkleminin p >0 bayik degerlerinde X



39

. i
uzayinda tek ¢oziime sahip oldugunu gostermis oluruz. Once %MX_S)g(X’ s; ) e X
$

ﬁ(g)

Os!

yani Sup j ds <o oldugunu gosterelim.

0<x<w 0

o't rg, argz a’rg3 ajrg4 aJrgs alrgﬁ
og dg og oy’ og dg

'——[r(x S)g(x,s;1)]=

6Jg

seklindedir. Pw e X oldugunu gosterelim. Diger terimler de benzer sekilde gosterilir.
s

2, .
org, %a'z e’“T(“'X""“‘)[—- V2 +i)r(x~ S)a "+ 2ir(x - s)] X>s
5 Vi
O —;-oc_z gz (riXx-s) [— V20 +)r'(x-s)g ™ - 2ir(x - s)] X<S

P

V2, . 2 rivx
> i 1/8__2__ A+D)r'(x—s)g> e“T““X"'s)—%H(x—s)a‘ze“}”(lﬂx"'s)

=[SUPI
el X X

+ Sup?

x 0

o 4 3 . 1, A
—-\g——(lﬂ)r (x_s)a-se—u—z—(m)(x-s)_'__Zu.(x_s)a 2e a7(1+1)(x 8)

p i/p
ds

i Y2 i i Y
<|Sup J'[ ——\g(l+i)r'(x—s)a-3e(17(l+lXx—s) + —%ir(x—s)a‘z 35 AHXx=8)l | dg
5 P lp
X 2 2.
+Supj'[ ——@(1+i)r'(x—s)a‘3e'°°7(1+1)(x‘s) + %ir(x—s)a‘z -u7(1+1)(x—s)] ds
x 0

Bu ifadedeki normlara sirasiyla a,b,c ve d diyelim.

Asagidaki islemlerde o=(Q(x )+ul )l/ * oldugu dikkate alinir.
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"a" =i —?(1 +i)r'(x-s)g > ea—‘/zz(m)(x_s)

-3/4

__(I-H)('(—s)(Q(x) +}_|,I)w

A

_£(l +)r'(x -s) (Q(X) + PI)

Burada Q(x)' in épektral agthm formiliini kullanirsak;

/_i 2 oy 4
”aHSmaxl‘r'(x—s)l.iHiI. 18‘(0LJ(X)+M)-3/4 ' eT(lﬂ)(x—s)(aJ(_\)m)l/ -
j
“a"__m s, &;=sbt>0
3
[bf= N——-lr(x —8)q 2% (HiXE-s)

14
<

—ir(x—s)(Q(x)ﬂxI)_l/z i

Yine Q(x) operator fonksiyonunun spektral agihim formiilini kullanirsak;

‘1 _ V2 L . 4
"b”Smaxl—r(x—s)f-}z(ocj(x)‘H—l) I/Z.e—z—(l+l)(k—'s)(aj()‘)+p')ll =
j
libii< 1/2 82(\—8)“1/4, §,=sbt>0

A
———(l FI(x —5) g e 07 UriXe-s)

Iel=
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5

V2, . d
-2 i) (Q(X)+u1)_3/4“' e 3 X-{QE

<

| PN P
=max|—r'(x—s)|.|l+i|.is_g—(aj(x)+u)‘3“‘_le——2—(l+l)(x >(aj(x>+u) .
J
el S-—;:/je‘53( x-s !l §3=sbt>0
p
1. -2 —a-‘/—i —i)}{x-s
e
1 - . _ﬁ PRV . i/4
< Zr(x-—s)(Q(x)-HiI) VZ},M, e (HIXE-SXQU M)
l - -ﬁ i x—s P 1/4
=m;_1x|r(x—s)|. Z(aj(x)ﬂ,l,) 12 le -2—(l+ Xx )(aj(x)ﬂl) =
i
Jafs-2e-s st 54=sbt>0
1l

min( 8])8% 83&64 ):6 dlyehm

>

P
T c R
< Supf(—3/;e5 (x—s)u‘/4+ii;_2es (x-solf ) ds
x{® = Xl u

p P
1oc -5 (x-s)ulf4 CI 4 (xs)ulf4
+Supj( 3/46 8 ( /i _*~_l/;e 8 ( ! ] dsi‘
x O\ U H
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p=1 alalim.

G I Y i S
3

s ”xg” ll/451111/4 i HI/Z&H]M )
c 1 e—s(x—s)lul/4 _,_cl i o (x-s)pl/4
113/481}11/4 . ul/281u1/4 .

ds

c
<._
!
Dolayisiyla
or, org,(x.s;1)| ¢
aS X(J]) 0<x<00 3]
.. Og (s ) : ) : N i :
olur. Simdi —aa operatdr fonksiyonunun X3 uzayina ait oldugunu gosterelim.
s
1 V2o 2 2
, —q 2o HNs) £(1+i)r"(x—s)a'l—Zi.r'(x—s)+£(-—l+i)ar(x—s) X>s,
org, 4 2 2
552 | 1 Sz 2 . , J2
s 7© _2e°'7(1+'xx‘s)[i2_—(l+i)r (x—s)a +2ir (x-s )+J7(—l+i)ar(x—s)} X<S.
xfy=2 V2, .
62rg1 =| Sup 95—3‘0‘*2—(1“)("'5) \—/—g(1+i)r”(x—s)a‘1—2ir'(x—s)+[%(—1+i)o¢r(x—s)
652 X“) X 0 4 2 2
Ga? 2o N2 . 2 ) ’
+Sup | Te“'z—(”‘x"”s) —2——(1+1)r (x—s)a"+21.r(x—s)-|—2—(—1+1)ocr(x——s) ds
X X
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Burada |r'(x-s)<c,

r"(x-s)|<c, [f"(x-s)|<c olduklan gozonine alinirsa  ve

or
’—g—l ' in sinirlandirimasindaki gibi islemler yapilirsa
aS X(])
3
3’rg <c
0s* X3
ve
-2 NEP
& gy e _ —Q(l +)r"(x —s)o " +3ir"(x —s)
4 2
3 (-l+Dar(x-s)—o’r(x s)] X>s
(- r(x-s)—olr(x - "
V2
o’rg, =
og’ -2 2
® G oy (riXx-s)) -‘[2-(1 +i)"(x —8) g - 3ir"(x - )
4 2
——3—(—1+i)o.r’(x—s)+ 2r(»;—s)] X <S -
\/5 IO o re
icin
r X -2 V2o
i Sl - Sup| QA o -] -\/—5(1 +1)r"(x —s) o +3ir"(x —s)
853 m x of 4 2
X3
——3—(—1+i)a r'(x—s)—o r(x —s)} ds
V2
o 72 J2
+Sup [ 94—e°“3_“""(“'5)l:— %(1 +1)r"(x —s)o ' = 3ir"(x —s)

__3_(—1+i)a,r’(x—s)+a2r(x—s)] ds

V2




+H

Burada oo % a o= (I, Hde birim operatordiir) operatdrlerinin, r fonksiyonunun

kendisinin ve tiirevlerinin simrli oldugunu gézoniine alirsak

gl

oldugu goriiliir. Q(x)' in spektral agilim formilinden

asrg]
85

V2 V2
—a—(l+1)(x—s) d——(1+l)(k"s)

—cSupI

X

—aﬁ( 1+ )| x—s| —y( AL )1l “ﬁl x-s| —¥( At )l/ 4} x~§| o —y|x-8]
e =Suple 2 *=Supe <e (v>0)
A+ues AtpeS

olur. Bunlar gézoniine alinirsa

=]

—cSupj 185 +cSup fe 7V ds<c,

x 0 X x

a3rg1
os®

N

oldugu gorulir

o’rg,
0s®

Scl
xgl)

olduklar1 gosterilir. Boylece G;g ® oldugu bulundu. Yani, Lemma 2'den (3. 19)
§

denkleminin X{"'e ait tek ¢oziiminiin var oldugu gosterilmis oldu.

G(x,t;u) fonksiyonunun &=x iken fgiinci tiirevinin varligini gostermeye galisalim.

%%WKSEK@WWW mMW
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NE = [{f" (-DpEm +4r (-8 g (R +61 (x-E) g (5. &)

0

+4r (x-) g"(x,é;u)+r(x—a)g<x,§;u)[Q(€)—Q(x)]}(&)d&

olmak tizere Nf=[P(x,E,u)f(£)dE diyelim. (3.19) denkleminde j=1 alalim.
0

K, (x,s;u)=§;[r(x—8)g(x,sm)]—TP(x,i;u)K1 E s e (3.20)
0

olacaktir. Bu esitligin her iki tarafinin [s,0) aralifinda integralini alalim.

TKl (x,m;p)dn = Tgan- [rx~n)g(x,mwkin- IP(x, £ u)(TKl Em; u)dn]dé

=—r(x—S)g(x,s;u)—(I)P(x,?’;;u)[ IKl(i,n;u)dani :

Bu esitlik bizim tamimladigimiz (3.4) Green fonksiyonu esitligiyle aynidir. (3.4) denklemi
tek ¢oziime sahip idi. Dolayistyla i

G(x,5,p) = =K, (x,m;p)dn (321
olur. Burada s' ye gore tirev alalim.

0

Pt 1) =Ky (x,5;1) (3.22)

olur. K, (x,s; ) operatér fonksiyonunun s' ye gore stirekli oldugu gosterilebilirse, G(x,s;p)
fonksiyonunun s' ye gore tiiretilebilir oldugu gosterilmis olur. O halde K, (x,s;u) 'niin s' ye

gore stirekli oldugunu gosterelim. (3.20) denklemini su sekilde yazalim.
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d @ d
Kl(x,s;u)—&[r(x—S)g(x,S;u)]=—gP(x,ﬁ;u)[Kl(c‘,,s,u)d&&[r(&—wg(’é,S;u)]}dé

(3.23)
® R
-JP,(x,E,;u)g[r(%—S)g(§,S;u)]dé-
0
Eger ;
L(x,s;) =K (x,8,1) — —:; [rex - 9)g(x, 5] (3.24)
ve
16,511 == PG, 8 ) [ - g6 e (3.25)
0
dersek; (3.23) denklemini agagidaki sekilde yazabiliriz:
L0, 5 1) =106, 1) ~ PO, & B)LCE, 5: i (3.26)

L(x,s;u) operatdr fonksiyonunun s' ye gore siirekli oldugunu gostermek igin bu integral
denklemi X, uzayinda g6z 6niine alalim.

Xs uzayi, H' da tamimlanmus [All = Sup Sup |A(x,s)|<x oOzelligine sahip A(x,s)
Xs P

Ogx<w i<s<en

(0<x,s <), lineer sinirh operator degerli fonksiyonlardan olusuyordu.

Afr(x - s)g(x,5;1)]
Bs

€ X oldugunu gostermemiz i¢in

Or(x~(s+h))g(x,s+h;)] 8[r(x=s)g(x,5:1)]

0s s

lim
h—0

=0 (3.27)
Xs
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oldugunu gostermeliyiz. p>0 buyik degerlerinde N operatorinin  X; uzayinda biizen

operatér oldugunu goz oniine alirsak (Lemma 2), I(x,s;p) ifadesinden I(x,s;p) € X5 ve
im Il(x,s+h;u)-1(x,s; =0

lim iz, s+ -1,

oldugu gordliir. (3.26) denklemini X uzayinda gdzoniine alirsak , bu denklemi

L(x,s;p) =1(x,s; 1) - NL(x,5; 1)

o (3.28)
L(x,s;p) = I+N) " I(x,s; 1)

gibi yazabiliriz. Burada Lemma 2' yi dikkate aldik yani, p>0 biiyik degerlerinde N

operatorii Xs uzayinda biizen operatordiir. Norm 6zelliginden

[Lexswl, <|a+ N)‘IHXS Nl (3.29)
olur. “<I+N)_1”x5=c olsun. O halde HL(x,s;p)H X,SCHI(X’S;“)“ . olur. a—;(sr—jgl operator
. | 1a’Ge) A
fonksiyonu X, uzayina aitdir. 7 <c oldugu gosterilebilir.
S Xs
(3.27)' yi gostermek igin
a[r(x—(5+h))g(x,5+h;u)]_5[1‘(X—S)g(x,S;u)]_s;haz[r(X—S)g(x,S;ul]ds 130

os 0s s Os?

esitligini kullanalim. Buradan

1

a[l’(X—(S+h))g(X,S+h;p)]—a[r(x—s)g(x,s;“)] <s4ih
0s os ”— ]

32( g ) ﬂrl s+h

s<c fds
s

55 |



48

veya

<ch

ar(x—(s+h))g(xs+hp)] ofr(x—s)g(x.5:0)]
os os

bulunur. Dolay1siyla

olr (x~(s+h)gestha)] Blr(x=s)g(xs)]]
os 0s

=0

lim
h—-0

N
elde edilir. Boylece

l,sweXs  ve  lim JiCe,s+hs)=10x,s5m), =0

elde edilmis oldu. (3.29)' a gore h> 0 iken

[Lxs+hm-Lx sl < H(I+N)“1“X5 .|.|¥(x,s+h;u)—1(x,s;u)“X5
yazilabilir. Burada limite gegersek

im [LCx,s+hip)-Lex.s < “(“N)-IHX,'EL“O i s+ By -G, s =0

elde edilir ve

lim JLx, s+ -Lix,s;m, =0 (3.30)

oldugu goriiliir. Ote yandan
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ILeesthm)-Lxsw)| <[Lexs+hu)-Lixsp,
oldugundan, X uzayinin normunun tammina gore H' da donisim yapan L(x,s;p)
operatdr fonksiyonunun x'in her degerinde s degiskenine gore [0,c0) araliginda diizgiin

strekliligi goruliir. (3.24) ifadesini

)
K, (x,85;1) = L(x, 5, p) + g[r(x - s)g(x,su)]

seklinde yazabiliriz. Buradaki L(x,s;p) ve 5[r(x—s;sg(x,s;p.)] operatér fonksiyonlart s'ye

gore surekli oldugundan, K, (x,s;n) operator fonksiyonun H' da sirekli oldugu gorilir.

(3.22)'yi (3.20)' de yerine yazalim:

G(x,s; 1) oG(i s; u)

Os

o
= lrx -9 sm)]- I PO Gp)————dt.

Bicimsel olarak bu esitligin her iki yaninin s'ye gore tiirevini alirsak

'G5 p) _ S lrx-s)g(xsp)] % 5 G(E,s; 1)
> 20 JP( éu)———d& (3.31)

olur,

Ka(x,s;1) = il -;)%(x’ ) —TP(x,é; H)K (€.s;u)d
S 0

nin

denklemini g6z oniine alalim. K, (x,s;pn) i¢in yazdigimiz integral denklemdeki ___5(arsg) '

yerinde, burada 5_’(@ var. Ote yandan aé(rzg) operatér fonksiyonu s' ye gore sureklidir.
S

(3.31) esitliginin her iki yamimn bigimsel olarak s' ye gore tirevini alalim.
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a’Gé\su) &rx ;)g(\su)] TRes.; )FG(iS“)dg (3.32)
S S

olur.

Ks (i) = E ;)%"‘ s - [PeEW G & (333)

~3
diyelim. Oa(rsg)' nin ifadesinden 63(r3g) H<c oldugu [1]'de oldugu gibi gosterilir. Bu da
s

3
—@%—)- e X, demektir. O halde p > 0' niin biiyik degerlerinde (3.33) denklemi tek ¢oziime
)

sahiptir. (3.33) esitliginin her iki yamnin (s,0) araliginda integralini alalim:

ds?

P o lr(x-s)g(xs1m)] 7
[Ks(x,8;n)ds= IP( x,E51) IK:«(E S;H) (3.34)
elde ederiz. Bu denklem (3.31) denklemi ile aynidir. (3.31) tek gdziime sahip oldugundan

2G ®©
GRS -IKs(\ s;p)ds
s’

elde edilir. Eger K,(x,s;p) operator fonksiyonunun s' ye gore (s # x) stirekli - oldugunu

G
T operator fonksiyonunun da s' ye gore (s # x)tiireve sahip oldugunu

gosterebilirsek ,

anlamis oluruz.

a;(;g) (3.35)

L(x,s; 1) = K5(x, 8 4) —
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10,551 =~ | PO &) & 8 g (3.36)
1] S

dersek (3.32) denklemi
L(x,s;1) =1(x,8; 1) — [ P(x,&; WL(E,s; p)dE
0

sekline gelir. L(x,s;n)operator fonksiyonunun s' ye gore siirekliligini inceleyelim. Bu son

esitligi
(I+N)L=1 (3.37)

seklinde yazabiliriz. p>0' niin bilyiik degerlerinde N operatoriiniin X, uzayinda da biizen

operatér oldugu gosterilebilir. Bundan dolayr (3.34) ifadesi L=(I+N)"'l seklinde

yazilabilir. Burada "(_I+N)_1"X <cdir.

Eger I(x,s;u) operatér fonksiyonu igin

lim ||l(x,s+h;u)—l(x,s;u)"xs =0 (3.38)
oldugunu gosterebilirsek

Li.rl% ||L(x,s+h; pn)~L(x,s; “)“X, =0

elde edilir. Dolayistyla L(x,s;p)operator fonksiyonunun H uzayinda s' ye gore siirekli

oldugunu elde etmis oluruz.

(3.38) ifadesini ispatlamak igin su Lemma'y1 ispatlayalim.
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Lemma 3: V £>0 sayist i¢in O<h<d oldugunda lll(X,S+h;!-l)—l(X,S;Ll)"XS<8 olacak

sekilde 8> 0 sayist vardir.

Ispat: (3.33) den I(x,s+h;p)—1(x,s;p) ifadesini, &>0 sabit sayisi i¢in t>8 olmak

lizere, agagidaki gibi yazalim.

1(x,s + h;p) - 1(x,8;1) =

= S(})t P(x’s;u)l:53[1'(§"(S+g)s)3g(§,s+h;u)]_ 63[r(§_;)s§(€, S;“)]:ldé

P 63[r(§—(s+h))g(§,s+h;u)]_?[r(é—gli(&,s;u)]}d&

s~t 053

+ 1 POsh) y[r(é‘(s"“h))g(é,sw;u)]_ﬁ[r(&-zii(é,s;u)]}a

S+t 553

=R;+R2+R3.

h—0 iken ||

| . "R3“X ifadelerini sinirlandirmaya  galigalim. ”RIHXS

Xs’ IR
ifadesiyle baglayalim. R, igin £ <s—t veya s-&>t olur. Buradan s-§+h>t+h>1-8
olur. Bundan dolayi

Sl -G+meEs+hp] FPrE-s9sEsw)] _ ’}‘16“ [rE& - (n+s)sEn+sm) an
4

o5’ os’ 0 on

oldugu gorulir. Her iki tarafin normunu alirsak;

|2re - s + e s + hsw)] _ e -9 sm] o'l -+ sheEn + s;w)]
3 - 4

3.39
o S I n 0P
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olur. rg," in ifadesi g6z6niine ahnirsa

")
9‘4——e“°‘T“*‘X‘“S>[r”(x - s)—Jzz(l +i)o ! —4ir"(x -s)

#3420 (x —s) (-1 +1)a + 4 r(x —s) —1(x -s)a3—J:2-—(l +i)}
2 X>§

? 2
%—e“_{“"’(“”s)[r"'(x - s)—é—z—(l +i)g ' +4ir"(x —s)

+ 3s/—2_r"(x —s)(-1+i)a -4 r(x —s) - r(x —s)&—?(l +i):| X <S

- |5 -n-s)gEn+sw]
4

oldugu elde edilir. (3.39) daki h . ifadesini alalim ve spektral
n

G o
‘ifadesini g6z 6niine alalim.

agilim formulina kullanalim. Once 5
n




Sup

AeS,

Bl

i[—(7~+u)

V2

|o*[re -n-s)g, &+ s, _
on' "

V2

Sup

AeS,

|

§-‘/;(k+ K

+|r

V2

olacaktir. 1. terimi g6z 6niine alirsak:

[k J2 i
| Sup —'?(lﬂ,t) (1+i)r (E-n—s)e "
0 AeSg
|| o
<C J Sup (7\,""}_1,)1/4 —(A+p) ——(l+1)(§— -s) d’r]
0 AeSg
Burada

1/443 .
e-( A+p) —2-<1+l XE-1-s)

——‘C(}wp)w(lﬂ)r(g —n-s)e ) ——(lﬂ)(é 1-5)

+lr’(§—n—S)e

- . _ I/4__
) P A+ D€ -9

0ot 1+ r(e - n-5)e

‘(€-n-s)e

1/4 \[5 2
) M )6 e TS

_ —(xﬂx)'/"i-z(i—n—s) —i{ AFpL)
=€ 2 7 €

1av2

a

-(x+p)"‘7(1+ix¢—n—s)

IJ\-

"1/4( 1+l)l’ (g n- s)e (A+p) ———(h-l)(é 11-5)

} £>n
2

—?(1+i)(§-71—5)

-1/2 —(3\.+p)" "g(ni WE-n-s)

ir(¢-n-s)e

‘E(Hi)@—n—s)

(7~+p)"‘—‘/:(1+:>(é—n-s)

"’%Hi)@—n—s)

} E<n

WL+ -n-s)e W

14\[_

-1/2 lI'(E_, n- S) —(}+p,) (1+iXE-n-s)

/f2—(1+')(§-—s)
) 5 (NG dn

|

(3.40)

Tk é—n—S)
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= ﬁRe( ) en-s) £lm( A+ “i—z( E-n-s)
=e 2 e 2 3
:eg[—w ) imOgn ) (s
Re(A+p)=i A+ cosp;  g=arg(A+p)*
Im(A+u)=, 7\+H‘1/4-Sin® ve cosp—sin@=5>0

oldugunu g6z oniine alirsak,

2
e—.\/z——[-—Re( )~+}1 )1/4+Im( )"+P- )]/4 ]( g—n—s )= e_:\/_z_’ A""}llllda

V2 _ .
olur. —2—6='y dersek, (3.40) esitsizligi

Inl i Ihi 4
[ Sup|(A+11) 4 FXE) g <c | Sup|dp/ e T ET I

0 hes, 0 heS,

olur. Buradan

[h| 14 g {h| 1 /4 e

J Sup|aui /1 g =c [ Sup—— | (g-m-s)e v
0 Xes. 0 ?..ess(E_,‘T]—S)

elde edilir. Burada m>0, y>0 olmak iizere me ™<c oldugunu ve [16] galigmasini

(5:251) gozodnine alirsak bu son integralin

Sc__§__
t-90
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oldugu goriiniir. Diger terimlere de benzer sekilde bakilir. Dolayisiyla

|26 - s+ hges +biw] _ hE-9s@sw]] 6
os’ og’ T t-8

elde edilir. Burada Lemma 1' deki iglemlere benzer islemler yaparsak;

é
IRl <o

olur. Benzer islemler ”R2"X ve ”R3”X igin de yapildiginda sonugta , & >0 herhangi sayi

olsun. & > 0 istenildigi kadar kiigiik say1 oldugundan % <g segersek O<h<d iken

”l(x,s+h, n)-1(x,s, “)”X5 <g

elde edilir. Boylece I(x,s,n) operator fonksiyonunun s degiskenine gore siirekliligini

ispatlamig olduk.

L(x,s;p) = (I+N)"l(x,s; w) ve "(I+N)'l“X <c oldugundan L(x,s;u)operatér fonksiyonu da

s' ye gore sureklidir.

(3.35) ifadesinden K,(x,s;p)' niin s' ye gore sureklilik noktalar ia(r—f) operator
s
fonksiyonunun s' ye gore siireklilik noktalari ile aynidir. s' nin x' den farkli degerlerinde

—5—}2&) operator fonksiyonunun sirekli oldugunu gosterebilirsek K, (x,s;n)'niin de s

(x #5) degiskenine gore siirekli oldugunu gostermis oluruz.

s<x olsun ve x-s=y diyelim. y>0, |h| kiigiik bir say: olmak tizere
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|&°[r(x = (s + h))gx,s + byw)]  3fr(x = s)gCxsm)]

oo = (3.41)

-0
h—0

oldugunu gérmeye ¢aligalim. Oncelikle a’a(rsg) deki Qi;isg_,) ifadesinin bu (3.41) kosulunu
s s

sagladigini g6sterelim.

(rg)
3

5 teriminin s' ye gore sirekliligini gostermek igin bu ifadedeki her bir terimin
s

siirekli oldugunu gostermemiz gerekir. Once

‘/5 ~-3.m
T

—T(l-l—i)a

Va_ o
—o.—;(lﬂ)(x—s)

(x—s)e

ifadesinin s' ye gore strekli oldugunu gosterelim. Dolayisiyla

2 iy -3 " —ai—z(lﬁ)(x-s—h) V2o 3. _af{m)(;‘_s)
——8—(1+1)oc r (x-s—h)e™7 +—é—(1+l)oc r (x-s)e™2 —0

h—0

oldugunu gostermeliyiz. ( x-s=y, y>0 idi-)

x20 sabit tutulmak tzere Q(x) normal operatoriiniin spektral fonksiyonunu E, ile
gosterelim. Eger skaler degerli ¢(A) fonksiyonu Q operatoriiniin spektrumunu igeren
kompleks diizlemin herhangi bolgesinde tamimlanmug siirekli (genelde Borel anlaminda

olgtilebilir [24] ) fonksiyon ise 0 zaman Q' nun fonksiyonu olan ¢(Q) operatori

cp(Q)=£q>(7»)dE;” (A=0+y)

formiilt ile tanimlanir[24]. Ayni zamanda ¢(Q) operatdriiniin normunun



lo(Q)|=Sup
IfE

Jo(M)d(Ef.S)

S

esitligi ile tanimlandif bellidir[24]. Burada feH dir. Simdi en son formiilii

) . )
(A== (1) (M) "1 (y-h)e R, 2 (m)(w) 3y et )

olmak iizere ¢(Q) operatériine uygulayalim:

V2

V2 V2.
H_ig_(l"'i)a_sr"(y“h)e'“T(’“Xy“h’+—8—(1+i)on'3r"'(Y)e_°‘7“”Xy)

yav2

—(+iXy-h)

I[‘%“*i)(w)""‘ "y ~hye "
St

+—‘?(1+i)(>»+u)‘°" r"(y) e 1) ‘“*‘X”Jd(mf f)’

i "(mxy —h)

< Sup j’J_ ..‘/_—_(1 + 1)(l+u.) 34 r"(y-h)e (A."HJ-)
lf:=18

+—‘g(1+i)(x+p) Py £(‘*’X”d(E f,f)

"
—isi‘(l‘*‘i)(?ﬁ-p) i r"(y-h)e - ()™ —(1+1)(\ h)

=Sup |
lf=1 §.~"Kx

5

W3
+——(1+1)(7\,+u)’3/4 r(y) O+ S U (g, £, )
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a2,
FSup [ Y2 (1) g Py ~mye 00D
Ifl=! s~k R 8

- 1/4 ﬁ .
+%0 +) () P r(y) e TOG(E, £,6)

=L+1

yazabiliriz. Burada Ky ; merkezi orijinde yarigapi R olan bir gember , KR, ise gemberin
disidir. & > 0 herhangi pozitif say1 olsun. || <y varsayahm. R sayisini dyle biyiik segelim

ki [A+u/>R iken

V2

a 62
) “‘g(l #8) () V"l )T %(l Do) V() e o T <

olsun. Bu takdirde
L<<

olur.

Simdi ,' de secilmig olan R’ yi ],' de gdzoniine alalm. §>0 sayisini dyle kiigiik segelim

ki |h| <8 oldugunda [A+y <R iken

J2

8

V2

13 \/5 . N 4 \/5 .
A+1)(+p) V" (y —h) g Gy Ty, 5 0+ D) Ve (y) e O TR <§

olsun. Yani
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€
Il<'£

olur. Béylece; dyle §>0 sayisi var ki |h/<8 iken [+I,<e olur. Digér terimlerin

streklilizi de benzer sekilde gosterilir. s>x iken s degiskenine gore ?3—;%’) ' tin sturekliligi
s

benzer sekilde gosterilir. Bununla _(‘5_36(_1'3g_) operator fonksiyonunun s (s # x) degiskenine
- s

gore siirekliligi gosterilmis olur.

Boylece K, (x,s; i) 'niin s # x degerlerinde s' ye gore stirekli oldugu gosterilmis oldu.

’.ZG @
a ) ='—I K3(X,S;}1)d5
63 s
ifadesinden s # x iken _6_3_9((;_;_}0_ tiirevinin varhg ve ?igé’*_;s_“l = Ks(X,8; 1) (s #x)
) s

elde edilir.

Simdi de s=x degerlerinde _5"3—0((3—‘5—“1 ifadesini inceleyelim :
S

Frax.sw _ PG _org(sw)
aSS aSS 653

Ks(x,81) —

operator fonksiyonu s' ye gore siirekli oldugundan dolay: eger %grsg_) ' in s=x noktasinda
s

SIgrayl§1 varsa , iGé—)‘:s—’”—) operator fonksiyonunun sigrayisi ile aymdir. Bundan dolayi
s

ﬁa—(r—sg—)—' iin, s=x degerinde sigrayisa sahip oldugunu gostermemiz yeterlidir. i(r#ag) 'in
s S

icerdigi son dort toplamin s=x dahil s' nin bitiin degerlerinde siirekli oldugu kolayca
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operator fonksiyonunun s=x degerinde

gorilir. Bundan dolay:

org) (g,
+
a5’ o5’

sigrayigini inceleyelim.

' . i,
I'(X - S)ﬂa—."((l + l) e—a—‘_’—(lﬂ)(x—s) _ (_1 + i)e—aT(l—-l)(x—s))
3 X>s

r(g] +g2)= 3

. G A
r(x_S)%a—a((l+i)ea7(l+x)(>.-—s)_(_l+l)ea7(1—1)(.\—s)) X <§

ol +e))l [r(:] jgz)] ifadesinin 4. terimine r(g,+g,) diyelim. Yani
S

-

2 V2o V2
r(x— s)is—_a—s(_ 0L3 ﬁ e—uT(IH)(x—s)_ as \/5 e—u——i—(l—n)(x—s)J o

r(gl+g2)* =9

V2 . L i
r(x_s)_é_a—s(as zea7(1+.)(x—s)+a3‘/§eu 5 (=i s) X <S$

olsun. h>0 igin

r(gl+g2)* (X,X + ha “') - r(gl'*'gz)*(X, X- h, p.)

J2 NEP 2
=I'(X —S) 3 o 3 (13 2 ea—z (Q+iXx (x+h))+a3 [2 eu.—2 (1-i¥x—(x+h))
2 - 2o
+a3 [2 e-uT(lﬂ)(.\~(.\~h))+a3 /2 e—a—z-(l—x)(.\—(,\—h))

1 A B
=I.(X_S)__z_ecnzh ea2m+eaT1h
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- f(gl"'gz)*

s=x+h

(f(gl*'gz)‘

V2 V2 V2.
=li-;—r(x_.s)e—a?h(e (l—lh +e 3 lh)_l]a-4

elde edilir. Bu ifadeye B(x,s,h) diyelim ve h — 0 iken B(x,s,h) =0 oldudunu gosterelim.

Q(x)' in spektral agilim formiiliinden [21]

1, 1
=Sup|~
M32il+P

yazilabilir.

IBCx,s.B)f, £ < Sup—l— | I (x—-s)e ()5 2, (e“(lﬂl)m‘/_‘h + e(““)w j - 2:| d(E, f.f)
k=t 28JA+ 1

_supl x5yt ( G L oL ) 2 ld(E,£.£)
[]f”= 2 S~ Kx )\:+P»
14\/5 - 14\- \/—
+Sup— [r(x —s) e-(k+u)/ Th(e—(nm)/ i, e(? +u) ) 2] d(Ekfa f)
Il 2 g~ [A I
=L+
diyelim.

I,' nin hesabr: £>0 keyfi sayr olsun. R oyle buyiik segilsin ki XesemKR' iken

1

olsun Bu takdirde [, <£ olacak.
|X + ;,L| 2
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I, 'in hesabi: R'yi [, deki gibi segelim. &> 0 sayisim Syle kiiglik segelim ki h <38 iken ve

AeS.NKg iken

<€

RS B

A+

olsun. Bu takdirde |, <—§- olur.

Boylece burada V &> 0 igin dyle >0 var ki, h <3 iken [B(x,s,h)] <& olur. Boylece

h—»0 tken

o’ [r (x—s)(g1+g2)(x,s;u)]' _5’3 [r(x—S)(g1+g2kx,s;u)]I Il -0
653 ls=x+h 653 s=x—h e

oldugu gosterilir. Buradan

Plx-9etxsw]  _Sl-gsxsw] e
553 s=X+h 633 ) s=x-h e b0

~3[ el — o
gikar. Yani < Irx ;)g(}*’s’“ ) operatdér fonksiyonunun s=x noktasinda sigrayisa sahip
s

oldugu gosterilmis oldu.

3 (rg) e o'G

, 5=x noktasinda ayni sigrayisa sahip oldugundan

633 653
G

[% '%3_? ‘I}f"‘ -0
$ ls=x+h S ls=x-h . b0
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elde edilir. Bir daha hatirlatalim ki burada I, H' de birim operatordr.

Lemma 4: Q(x) operator fonksiyonu 1-), 3-) kosullarnim saglasin ve |x-—s| <1 iken

lQ" Q)| se (3.42)

olsun. O takdirde,

o' rgé\f ;) ext 8 xazs
yani

Sup | floretsp rga("f B g4(s)lds <0
0<x<w 0

olur. Burada j' -11m( [+ T ) seklinde tanimlanir.
0

0 x+8
5>0
) ‘ro (x,8; rg(X,s;
Ispat: Supﬂa—gl(—T—LL—)Q'l/ %(s)lds<co oldugunu gosterelim. Islemi _a__gé_z_u_)
0Sx<00 S S
‘o (x,s;
icerdigi i_&(_rll_) ifadesi i¢in yapalim. Yani

S

oirg, (%81

o —r(x— s)—£(l+1) ((\)+u1)"4—(1ﬂ)|\ 1 (Q(x)+ul)”*
s

Q™" (s)

3

a2

—r'(x- S) e(Q(\)ﬂﬂ) TSl 4 po(x - s)~£( 1+i) g (Qe1)

ll-!\-

S 0=ijx-s) (Q(X)+},LI) 14

un
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+r7(x~ S)—-le (Q(\)+u1)"“'('+l)l>--SI (Q)+ul)™”

v (x—s)'?(m) ()T (Q(X)+u1)_3/4]Q~V4 o)

olur. Burada

QM4 =Q M Ax ) 4x ) (s)

oldugunu ve normun 6zelligini géz oniine alirsak

“a“rg,(x,s iy

s* Q_w(s)ll

1/4 2

—r(x - ~5) (Q(X)+}J.I)l/4—— (+i)e —(Q(\)-l-pl ——(lﬂ);\-sl Q-1/4 (x) Q1/4 (%) Q—l/“ (s)

174 ¥ 2

+-r'(x— 89> e -(Qx)+ul) —(1+’)|*-5|Q“/4(x)QW(\)Q"/"(s)

+[r"(x —s) (Q(x) + LLI)'W _\_/5—2_ (-1+i) e‘(Q(x)"‘uI)’/“ % (1+i)|x-s| Q—1/4 (x) Q1/4 (x) Q_1/4 (s)

+e-9) (Qo)ruI) 2 QT amied T () QM () (9

l/d\..

+lr (x =) (Q(x)+u1)'3“—‘§a+i>e-(Q<x>+m) S0k QM (x) QM () Q7 6)

olur. Bu ifadede (3.42) kosulu kullanilirsa,
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'\/5 1 4'[5 .
—I'(X-S)(Q(X)+}.l1)ll4—8—(l+i )e—(Q(X)ﬂd)’ T(lﬂ)lx—le-l/“(x)

4
"a Q)

os*

:

+|-r'(x- S)%e'(Q(x)ﬂl I)w"/zz(m)lx'le"v *(x)

<+

F(x—9) (Q(x)+m)"’“—25—(—1+i> Q) S g ()

+{r"(x-9) (QE)+u1) ™ '—le QeI Zaefees M ()

+ [ (x =) (Q(x)+pI) ™ is—z— (1+i) Q)" B aispees Q™ (x)

|

elde edilir. Bu normlara sirastyla a(x), b(x), c(x), d(x), e(x) diyelim. Spektral agilim

formiiliine gore

(a xf f) = [-r(x—s) (Q(x) o HI)H % (1+i) e-(7.+p,)‘/4§(l+i)lx—s[ 2V (d E, £, f)
Se

~r(x-9) (Q(x)+u17“%a+i)e“(’»+“)”'§“*""““' QM)

e'(7.+u)l/4—‘§lx—5| | e—(7.+p.) —x[\—s| 1/4l

JQUx)+uL)™ (Qx)+uI)

<c

iez|=eRez

elde edilir. e"izi=el“‘z oldugundan

~Re( a+p M 42 x—s| _Im(A+p )l/"ﬁ x—s|
(a(x)f f)=ce 2 e 2
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<ce™ el xs| (y>0 bir sayidir.)

olur.

<ol (£ £).

‘[—r(x—s) (Q(x)+p.I)1/4 V2 (+i) g Ow)" v QM (%, f)
|f|=1. Buradan

14\’3 . y 4
—r(x —s) (Q(x)+ul)’ ‘—‘/8—5- (1+1) e Q) 00l 4 () < ¢ g -sloril”

Ve

)1 4 \/_

T-r(x—s)( (x)+p.I)/ (1+1) ~(QUxy+ud) el Q""‘( )

0

-

o] X oo
<o ferimslnllgs o[rosimllgg o feresimmttiys LI a=ci(p)=sabit
0 0 x YA+

elde edilir. Benzer sekilde diger toplamlar da simrlandinlir. Ve sonugta

o'rg, (x,s;1)

Py Q™)

Su[

0<x<0 0

ds<¢ () <o

aJ(rgl)e ) gir o'(rg,) 8'(rgy) a“(r%) o' (rgy) ’ o' (rgy
Os

elde edilir. Yani R , )

4 . -~ d -~
as4 Os-l 654 as4 OS-J

operat6r fonksiyonlarinin da X" uzayina ait oldugu benzer sekilde gosterilir.
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3.3 Green Fonksiyonunun Dérdiincii Tiirevi

o6esw _ &lrx - et sw) IP(x e u)yG(gs B g
o5’ o5’

ifadesini
2G_2®_ e 5. )T o o o TG )
aSS 683 - (.)[P(X:ga“') 053 dg {P(Xag:“‘)l:a 3 a 3 }E.u

seklinde yazalim.

G
L(x,s;u) = ol 3 a;rf)
Os

ve

0’ (1g)(E,s; 1) dE

I(x,s; 1) = —ZP(X,@ 1) g

demistik. Dolayisiyla (3.44) denklemi
L(x,8; 1) =1(x,5; ) — [P(x,&; WL(E, 5, u)dE
0

seklinde yazilir.

o°G

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

G(x,s;n) Green fonksiyonunun e tiirevinin X, uzayina ait oldugunu, s degiskenine

3
S

gore (x#s) strekliligini ve (3.43) denklemini sagladigim onceden gosterdik. (3.46)

denkleminin her iki yanint bi¢imsel olarak s' ye gore tiiretelim.

OL(x,s;1) _ Al(x,s;1) 7 oy FLAE,S; 1)
65 - 6s ,EP(X, E.n P) 6s dg
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olacaktir. Burada

Pllx -+ 0)glx,x+ o)) Flrlx-(x~0)sle.x-0m)] _,
0 53 0 53

ifadesini kullanalim ve

<33(rg)(€sxu)dg IP( & )a(rg)(ﬁsu) o

s+0

s-0
1(x,s;1) = — [P(x,E;1)
0

seklinde yazalim.

A 0 ENE ) 5 (1E)(s-0,5)

T—— gP(x,é,u)Td&—P(x,s—O,u) 653
—TP(x £l )?.(_°)_(E—*’_’Eld§+1>( $40 u)6‘3(fg)(8+0,s;1u)
s+0 e 55 ’ 553

= —TP(x E; H)Q.M‘éﬂlldg +P(x,5 “){ 5> (rg)(s +0,s; 1) _ 5 (re)(s - O,S;p)}
o s’ 7 ~ 3

as 553

A8 _ piy s - IP(\ £ 4(rg)(§4,5;u) o
Os Os

bulunur.

ol(x,s;

_&a:_&: L(x,81)

diyelim. 1, elemamnin X{- Y/4)'e ait oldugunu gosterebilirsek, Lemma 2' ye gore
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K(x,s;1) =1, (x,5;1) ~ TP(x,é; WK(E,s; w)dg (3.47)
Qo

denkleminin ¢oziiminin de X" Y' e ait oldugu gosterilmis olur. O halde

Mx,s;u)eXf,t 1/4) oldugunu gbdsterelim. Bu nedenle | (x,s;p)'yil asagidaki sekilde

yazalim;
o* 5
L(x.s,0)=—P(x,s5,n0)- [P(xE; )M [P(x£; )Mé
Ix-glsl 65 | x~E|>1 65
:dl+d2+d3.

Simdi d,eX{ Y4 oldugunu gosterelim.

Il o= Sup [[P(xs10)Q™ ()]s

<OSup| f | P(x s,p)Q—1/4(s)llds+ Sup j P (x.5:0)Q 1/“(s)uds
<x<oo| x—s|<1 0<x<o| x=s|>1
=dy+di2

diyelim ve d,,' in sonlu say1 oldugunu gosterelim. (,, ifadesindeki P(x,s;p) niin

P(x,s;1) = { 8(x,5m[Q(s) ~ Q(x)]r(x — 5) + 4r'(x — 5)g"(x,5; 1)

+6r"(x —$)g"(x,5; 1) + 4r"(x ~ $)g'(%, 5, 1) + 1 (X — 5)g(x, 5 1) |

esitsizlifindeki ilk terimi gézoniine alalim ve g, ile isleme devam edelim.

TC YOKSEKGCRETIM KURULY
DOKIMANTASY On MERKEZ]
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|x—s| <1 igin;
lg.(xs[Q(8)-QE)Ir(x-)Q ™/ s)

—?(Q(x)+pl)’3/ “(1+i) e‘(Q(x)+uI)’"§a+i)1x-s[[Q(S) _ th)]r(x _)Q )

<

bulunur. 6) kosuluna gore |x-s/<1 iken "Q"'(x)[Q(x)—Q(s)]“Sclx—sl ,

5
c=sbt , O<a<:I oldugundan

5

(Q (x)+ ul)_w e_(Q(x)+u1)1/4_23(x+i)|x-s| 'lx _ Sl

o, 5:0[QE) - QEokx-5) Q7 s)| <

olur.

diy=¢ Sup f .lx—-s|ds

O x < |x-s|s]

_3/4 _ . /4£ ives
(Qx)+pt) ™ ¢ QUi

<c | .|x—s|ds£c

|x—si<]

Boylece d,, <o oldugu gosterildi. Sonugta jdf: <o dir, yani d,exy * olur.
Xy

Simdi d,eX§ ¥4 oldugunu gosterelim.

| P(xEn)

[s=E|<1

4
% (rgg(f,s,u>Q_l,4(s) di“

Qo)
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4
c f g e

[s—E|<1 S

Q4(s)

\di

dg

‘\/—i 14“/_ .
!g(x,a,u)[Q(a)—Q(x)}8—<1+i)(Q(&)+u1)"4e-<Q<%>+"‘>’72“+‘>'¢‘S'Q“"‘(s)

=I1

|s—E|s1

1 4‘\/_ . -
<o fa(xemIQEI-QE0)Je e Tale (Qeyrl)Q (s)dt

js—E|s1

olur. [s—§|<1 iken ”QI/ 4(s)Q"1/ 4(&)"Sc kosulunu kullamirsak

dg

( 14‘\/—. .
sc ﬂ?g(x,&,u)[Q(é)—Q(x)]e-(Q(%Mﬂ)’72<1+!)1§—s|
|s-&|s1

elde ederiz. Bu esitsizlikte Lemma 1'in ispatina benzer sekilde iglemler yapilirsa

d,eX$ Y oldugu gorilir. r(x-s) fonksiyonundan dolay1 d, igin islem yapmaya gerek

yoktur. Boylece 1,eX ¢ /*) bulunur.

K(x,8,1) , X$ /) {in elemamdir. f e D{Q(x)}=D oldugunda
oL

—(f)=K(f) (x#s)

s

denkleminin saglandigini gosterelim. O takdirde (3.46) denklemi

K(f)=11(f)-{P(x,i,u)K(é,S,u)(f)di (3.48)

seklini alir. Bu ifadenin (s,,s) araliginda integralini alahm.
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}K(x,s,u)(f)ds = }h(x,s,u)(f)ds —JP(X,&M){ IK(E,S,U)(f)dS]dﬁ
So 0

So SQ
oL
S

=K, ve %1 =], oldugundan

[L(x,5,1) — L(x, 50, ] = [10x,5,1) = 1(x, 50, W

‘{P(Xaiall)[L(ESaS,H)_L(&aSo:H)](f)d&

bulunur. Eger

J1(xs,mu)(E)ds=[1(x,5,1)-1(x,s61t) }f

§0

oldugu gosterilirse (3.49) ve (3.50) denklemlerinden,

JR(x,8,1)(f)ds=[L(x,5,u)-L(x.501)](f)

80

yani
oL
K(x,s,u)(f )=~a:(f )

elde edilir. Aym zamanda K (x,s,u)eX$ ¥4 ve

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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4

‘G : <
oldugundan x #s iken % tiirevinin varhgi ve X$V¥ uzaymna ait oldugu sonucu elde
s

edilir. Boylece geriye (3.51) ifadesinin ispati kalir. Bunun ispatim [16] ¢aligmasini

kullanarak gosterelim. (3.45) esitliginden

8°(rg)

N0 (8,8:1)dE
S

l(x,s;u)=—({r(x—é)g(x,ﬁ;u)[Q(i)—Q(x)]

olur. (s.s) , [0,00) araligimin keyfi alt araligs olsun. Bu aralikta keyfi s segelim. Q(x)’ in
(3.41) i sagladigini varsayalim. Q” (s)Q(s) operatoriinin H’ de smurlt oldugunu

gosterelim. s >s olsun. Bu takdirde s=s+k +r (k tamsay, 0<r<1 ) seklinde yazabiliriz.
Q' 6)QE) =Q ™ 6)Q - Q™ (s - DA —2) Q' (s = 2)......QE + 1) Q™' (5 + 1)Qs)

ifadesinin dogrulugu kolayca goriiliir. Buradan

dir. Boylece
[Q”©Q@)|<e
yani Q'(s)Q(s) simrli operatordir.

I’ yi £ ye uygulayalim;

w ~3
10500 = [ 13~ D E:w[QCE) - Q(x)]o—a‘?—)(a, s:u)(f)de

3
= | r(x-8Bgx.Ew[QE) - Q) 0 a(sr;g’ ) (&.s;u)(f)dE

x-glst
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b ] rx-BexEnQE - Q] @ s e

fx-g}>1 os®

= a; (x5 1) + 2, (x,5; 1)
diyelim, r fonksiyonunun 6zelliginden dolay1 4,=0 dir.

Levitan[16]’ da oldugu gibi islemler yapilirsa, integral altindaki ifadenin kendisinin ve s’

ye gore tlrevinin sinirlt operatdr oldugu gorilir;

a;(x,s;1)operatdr fonksiyonunun ifadesinde |x—s|>2 ve |x—s|<2 hallerini teker teker

inceleyelim.

|x—s|>2 olsun. Bu takdirde |s—|=|s—x—(E-x)[2|s—x|-{€-x[>2~1=]; yani |s—£[>1 olur.
g(x,&;u)" nin ifadesine gore integral alti fonksiyonun kendisi ve s'ye. gore tiirevi sinirh

operatdrdiir.

|x—s|<2 olsun. Bu takdirde f =Q’1(§)h, heH yazilirsa ve & 'nin sonlu aralikta degistigi

gbzoniine alinirsa integral alti operatdriin kendisinin ve tlrevinin smirli oldugu ¢ikar.

Buradan (3.49) ve (3.50) formiillerine gore (3.51) formiili elde edilir.
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3.4 Green Fonksiyonunun Diferansiyel Denklemi Saglamasi

G(x,s;p) Green foksiyonunun x #s igin

64
3.52
ds (3.52)
denklemini sagladigim gosterelim; f € D{Q(x)}=D iken
3 . 3 _ . @
o Géx;s,u) _olrx as)g(x,s,u)] fPesgm &’ G(§ SH) g
s s
denkleminin her iki yanin1 bigimsel olarak s’ ye gore tiiretelim.
2'G_od't) M
o5t P Y (3.53)
yazalim. Burada
? *G(Es;
M= [P g E i g
0 s
alinmugtr.
Olrx - (x+ 0)gx,x +0w)]  Slr(x ~(x - e x-Ow)] _
os’ s’
kullamlarak
oM _s0 G G
TRk u)wd&P(x s,u)—~ + | P u)a—G—@—s—“—)dé P(x,s; u)63
s-0 s+0 s+0
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5 G(E,s;1)

o d%

=P(x,s;p) + TP(x, (34TY)
0

oldugu gorilir. Bu ifadeyi (3.53)’ de yerine yazarsak

T80 piusi- ot T8y (3.54)
os* Og Os
bulunur. g(x,s;u) denklemi sagladigindan, yani
Z%+(Q(\)+}.LI) =0 s#x
oldugundan
4
TE (o) +ullg
S
olur. (3.54)’ de yerine yazilirsa
4
& el +il=—relQe) - Qo] [P u)—aﬁ@i“—’dé
bulunur. Buradan
4
‘ S(f = —1g[Q(s) + I] - jP(\ E: p)a—mdg (3.55)
Os
olacaktir. feD igin
G
56 = -rgfQe) + ) - [P w0 ZOESH 1)qe (3.56)
as*
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elde edilir. [Q(s) + uIJf =a olsun. Buna gore (3.56)

S jP(\ £ p)M[Q(SHpI]" o (3.57)

B a}= rgo — TP(X,E,; l—l){ G G(g’ ) [Q(s)+uIT }adé‘,
0

olur. Bu denklemi (3.4) denklemi ile karsilastirinca,

?345? {— [Q(s)+uI]" a}: G(x,s;p)a (3.58)

oldugunu buluruz. [Q(s)+uI]'la=f ve [Q(s)+uff =a oldugunu gozonine alirsak (3.58)

ifadesi

_o'G
as"

f = G(x,5W)[Q(s) + Wl (3.59)

seklinde yazilir. Burada herbir s20 igin f elemanlar kimesi H’ de yogun oldugundan

(D=H oldugu gozoniine alinir.), son ifadeden

4
% S GrswlQe+ul=0 (2%
S

bulunur. Dikkat edelim ki, en basta Green fonksiyonunun 4) 6zelligine sahip olmasi, feD

iken

%4? £+ G, sp[Qes) +ulf =0
S

denkleminin saglanmas! anlamina gelir.
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3.5 Simir Kosullarimin Saglanmas:

G(x,s; 1)’ niin

oG(x,s;u)| MGG s, =0 (3.60)
aS s=0
3 . 2
0 G(x;s,u) “n §_2 x5 =0 (3.61)
65 s=0 68 5=0

sinir kosullarim sagladigini, yani Green fonksiyonunun 5) kosulunu sagladigini gosterelim.
G(x,5; W) = r(x - s)g(x, ;1) — IP(x,ﬁ; WGE,s;1)dE

yani

G(x,s;1) = r(x —5)g(x,s;1) — Ig(x,ﬁ; w[QE) - Q}r(x — E)G(E,5;p)dg (3.62)

denkleminin s=0 noktasindaki tiirevi

oGxsp)| _ drx-s)exsw]
aS |s=0 aS |s=0

- Tex EwQ® - QEkx - &) %(2:’”) & (363

s=0
olur. (3.62) ve (3.63)’ yi (3.60)’ a gétiiriirsek

o0G(x,8,1)

= ~mG(xsu)

s=0
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dg

s=0

Aesgbosil 1 b - Quoke -8 20ESH)
Os L, Os

s=0

—hl[r(x—s)g(x,sm)—fg(x,a;u)[Q(a)—Q(x)]r(x—&)G(a,s;u)dz:}

o(rg)
s

- h(rg)| _,=0

=0

oldugundan denklem

oG

dg

s=0

- h

s=0

6., et 51IQ® - Qx5 S

+hy Zg(x,a; wIQE - QE(x - HGE sw)|_,de
seklini alir. Boylece

B%mGJ = —;fr(x - &)g(x,&m[QE) - Q(X)][a—G%—;S;—@—h1G(€,S;u)} dg

homojen denklemi

oG .
N ——hG| =0
[ aS hl :Is—O

(3.64)

seklinde yazilabilir. N operatort, p > 0 biyiik degerlerinde biizen operator oldugundan;
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G, s 1)
s

s=0

elde edilir. Boylece 5) sinir kosulunun ilki saglanmus olur.

Simdi (3.62) esitliginin s=0 noktasinda 3. turevini alalim.

3 «3
G| _ ;rf)l r(x B EwE) - Q)= G@S”) dE (3.65)
S

s=0 s=0

Ilk sart: gosterirken yaptigimiz iglemleri tekrarlarsak

3
d a(sr3g ) - [r(x —E)g(x,&m[QE) - Q(x)

0
s=0

@ 3°GE s1)
]——653 de

s=0

- Trtx-Datx EanlQE-Qex )]—Mda

]:o (3.66)
=0

s?

s=0

_ h{az(rg)

olur. g(x,s; ), (2.3)-(2.5) sinir deger probleminin Green fonksiyonu oldugundan

d*rg

o’rg
2 asz i

=0
3
as s=0

sinir kosulu saglanir. Buradan

dE=0 (3.67)

3 2 .
-I r(x - £)g(x, & W[QE) - Qx )][a CGsn) )0 G;ijaw}

s=0
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bulunur. Bu homojen denklemi

seklinde ifade edebiliriz. N, p > 0 biyiik degerlerinde blizen operator oldugundan,

°G(x,s:1) . °G(x,5;1)
3 _h2 E) =0
Os Os

elde edilir. Dolayisiyla 5)’ in 2. gart1 da saglanmig olur.

G(x,s;u) operator fonksiyonunun, Green fonksiyonunun bitiin Ozelliklerini sagladig:

gosterilmis oldu.

Eger biz elde ettigimiz Green fonksiyonunun yardimi ile H; uzayinda
Af = IG(x,s;‘u)f (s)ds , u>0

Integral operatoriinii olusturursak, ispatladigimiz

Z I{!G(x,s )| dxds <o

ozelliginden A’min H> da Hilbert-Schmidt (H-S) tipli operator oldugu gorulur.

Not: (1.2) sinir kosullarinin
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y9(0)=0 =0, 1,2, ..., n-1 (3.68)

ile degistirilebilecegine dikkat edelim. Yani (1.1) diferansiyel ifadesi ve (3.68) sinr kosullari

ile olugturulan operatériin Green fonksiyonu, elde ettigimiz biitiin 6zellikleri saglar.
4. ORNEKLER

Ornek 1: D diizlem bolgesi olmak iizere, Q=D x[0,0)silindirik bolgesinde, n=2 olmak

uzere

naZnu a2u a2u

-1 +|K(x,8)u(s)ds=A 4.1
()axfnaxgaxgg{(x)u() u 4.1)
u|.=0 4.2)
plu .

Z—(0)=0 i=0,1,,....,n-1 (4.3)
ox3

siir deger problemini gézoniine alalim.
Burada x=(x,,x2,X3), 5=(s1,82,83), U(x)=u(x1x2x3), ve T, D bolgesinin simridir. K(x,s)

¢ekirdegi

|K(x,s)l2dxds<oo

.
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; =0 j=0,1,....,n-1

kosullarin1 saglayan

K(x,s)=a[f(x+s)+g(x—s)]+B[f(x+s)+g(x—s)]

seklinde bir fonksiyondur. g; g(x-s)=g(s-x) kosulunu saglayan bir fonksiyon, o, ise

| =]B| =1 olan herhangi kompleks sayilardir. Bu takdirde aA+BA" normal operatordur.

2 2
H=1,(D). M; H' da _58—5_58_2 diferansiyel ifadesi ve (4.2) simir kosulu ile olugturulan
X2 X3

kendine es operator, ve

Au=[K(x,s)u(s)ds,
Q

x; in [0, :p) dan alinmig her bir degerinde sinirli bir operator olsun. (4.1) integro-diferansiyel
ifadesini
o’ &

—— =5+ K(xpx2x58)u(s)ds
Cxz 0x3 Q

Q(X1)="

olmak iizere

2n

. d
(-1

X1

+Q(x))u (4.4)

2n
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ifadesi, ],,(0,00;H) uzayinda operatér katsayih diferansiyel ifade seklinde yazilabilir. (4.1),

(4.2), (4.3) probleminin Green fonksiyonunun incelenmesi (4.4), (4.3) sinir deger probleminin

incelenmesine indirgenebilir. A ile M operatorlerinin yerlerini degistirebildigi gozoniine
alimirsa Q(x;) operatériiniin Xj in [O,oo) dan alinmig her bir degerinde normal operatér
oldugu gorilir. M nin tersi kompakt ve A operatorii sinirli oldugundan Q(x,) operatoriiniin
spektrumunun ayirikhi@ ¢ikar. Q(x,)' in, tez ¢aliymasindaki Q(x) katsayisimna ekledigimiz

diger kosullar: da sagladig: gosterilebilir.

Ikinci mertebeden diferansiyel operator igin benzer 6rmek Kleyman(Kleyman, 1977) [13] de

verilmigtir.

Ornek 2: Ozel olarak H uzay: n(sonlu) boyutlu oldugu halde tez ¢aliymasinda incelenen

problem Q(x )=(q).k) nxn matris fonksiyonu olmak tizere

y§ + Zq(x)yx =12,...n (4.5)
y$(0) -,y F(0)=0 K=13 (4.6)

seklinde yazilir. Kompleks degerli {qjk(x)} fonksiyonlari Gzerine bazi kosullar eklemekle

Q(x)Q'(x)=Q’(x)Q(x) kosulu saglanabilir. Bu takdirde (4.5) ifadesi ve (4.6) kosullar ile

olusturulan operatoriin Green fonksiyonunun varhig elde edilir.

Ornek 3: H=1,,
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(ql(x) 0 0 0 )
0 q,(x) 0 0
Q(x)=i
0 0 0 q,(x)
\ )

olsun. Burada qj( x)=K x+d, d=sbt>0, KifK <. .SK,S...  olmak iizere ZE—@o
FKj
kosulunu saglayan herhangi pozitif sayilar olsun. (3.1) bélimiinde Q(x) tizerine konulan bitlin

kosullarin saglandigim gosterelim.

Q(x)'in hemen her yerde kosullar sagladigini gostermemizin yeterli olduguna dikkat edelim.

1. Q*(x )=—1Q(x) oldugundan Q(x), x'in herbir pozitif degerinde ], de normal operatordiir.

(q;'(x) 0 0 0 -
0 q,(x) 0 0
2. Q7Y(x)=-i
0 0 0 q.'(x)
\ y
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q;'(x)=(K x+d) "0, (x=0).
0

Buise Q7'(x), x'in (x0) her bir degerinde kompakt operator oldugunu gésterir.

3.
((q(x)+1)" 0 0 0
0 (q(x)+2)? 0 0
(Q(x)+AI) =i
0 0 0 (q(x)+A)"
)

ifadesinden goriildiigi gibi kompleks diizlemin (—o0,0] yar1 ekseni harig biitiin noktalarinda

(Q(x)+A )_1 vardir ve simirlidir. Yani s kiimesi Q(x)'in rezolvent kiimesidir.

®© o0 l 0 1
4, [Yo——dx=f| T
{,Eq;/‘*(x) ’ I[E(ijw]dx

_ wiw d(KjX)
K jo(K perd )

217 dt
K iea)
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5. |x-g|<1;
q; ) &) =(k x+d ) (g g+d)

|x~£|<1 < -1<E-x<1 = E<x+]

oldugunda

(K x+d )—1/ 4(K &+ )1/ 4S(K jx+d)'1/ 4(K jx+x+d)1/ 4

4\ K
=[1+-——) s(1+——) =4/2.

5
6. |x—-E|<1; O<a<Z kosulunu saglayan a=1 degerini alalim. Genelligi bozmadan x =1

oldugunu varsayalim.

450 a,E)-q,00 =K x+d) K K

=|X—§|Kj(Kjx‘|‘d)-1

4\
=|x—§|( x+—]
K;
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4\
S|x-—§|(l—i—}
K.

<|x-E|.
Boylece [x—£]<1 iken l45'0la,8)-q ) Jsx-g] olur.

Bununla 1)-6) kosullarinin saglandig gosterildi.

Bu ornekteki sisteme ait olan her skaler denklemin Green fonksiyonu ayr1 ayr1 bulunabilir.

Ama bu yontemle elde edilen Green fonksiyonlarindan olugan Green matris fonksiyonun

Hilbert-Schmidt tipli olmas: kolay gorilmiiyor.
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SONUC

Bu tez ¢aligmasinda H, =1,(0,%;H) uzayinda

vV +Q(x)y, 0<x < (1)
diferansiyel ifadesi ve

yP(0)~hunypy T0)=0  j=1,3 )
simr kosullar ile olusturulan operatoriin rezolventi (Green fonksiyonu) incelenmi.stir.

Burada H ayrilabilir Hilbert uzayi, Q(x), x" in [0,c0) dan alinmug her bir degerinde H de

normal, tersi kompakt operator h;.,. ' ler ise herhangi kompleks sayilardir.

Kullandigimiz parametriks yontemi ile Q,(x)'ler (5=1,2,....,2n) operatdr degerli

fonksiyonlar olmak iizere

2n .
(-D"y M+ ZQ;y
=

diferansiyel ifadesi ve (2) sinir kosullan ile olusturulan operatériin rezolventi incelenebilir.
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