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OZET

Bu caliymada, analitik olarak spektrumu belirlenemeyen, bazi sartlar1 saglayan
diferansiyel operatirlerin spektrumlarmm yaklasik hesaplanmasi amac¢lanmaktadar.
Bu genel cerceve icinde, harmonik olmayan osilatér operatiriiniin spektrumu
incelenmistir. Oncelikle ilgili operatoriin spektrumunun varhg ve ayrikhig teorik
olarak belirlenmistir. Bu tesbitin ardindan, giiniimiize kadar diferansiyel
operatirlerin spektrumunun yaklasik hesaplanmasi konusunda yapilan onemli
caliymalar analiz edilerek iizerinde ¢alisillan operatore uygulanmistir. Operator
spektrumunun alt ve iist sinirlarmm belirlenmesinde ilgili yontemlerde, ele alinan

probleme ait yeni uyarlamalar yapilarak oldukea iyi sonuglar elde edilmistir.



ABSTRACT

The calculation of approximate spectrums of the differential operators, which meet some
requirements and also their analytical solutions are not available, is aimed in this study.
Within this context the spectrum of anharmonic oscillator has been investigated. Initially,
presence and structure of the spectrum of this operator have been determined theoretically.
Having being determined the problem, a review of literature on calculation of the spectrum
of the differential operators were carried out and some suitable methods found in this
literature have been analysed and applied to the present work. Methods determine upper
and lower bounds of the spectrums of differéntial operators have been adapted to the case

study. It is shown that good results from use of present methods have been obtained.



1.GIRIS

Teorik ve uygulamali matematik, miihendislik dallarinda ve pozitif bilim alanlarinda
OzdeZer teorisinin Oneminin giin gegtikge artmasi, analitik ¢dziime sahip problemlerin
sayismnin siurliligy, 6zdegerlerin yaklagik hesaplanmasinin 6nemini artirmigtir. Diferansiyel
operatorler ile ifade edilen 6zdeger problemleri de bu alanda 6nemli olan problemler sinifina
girmektedir. Diferansiyel operatorlerin 6zdeger problemlerinin yaklagik ¢6ziimlerindeki
caligmalar genel olarak 6zdegerlerin alt simirlarinin tesbit edilmesi veya ozdegerlerin ist

sinirlarinin tesbit edilmesi geklinde iki ana baglik altinda toplanabilir.

Ust sinirlarin tesbitinde Rayleigh-Ritz metodu kullanilmaktadir. Alt sinirlarin tesbitinde,
spektrumu bilinen bir operator referans alinarak, {izerinde galigilan problemin spektrumunun
belirlenmesi, bir dizi operatér spektrumu bulma problemine déniigtirilmektedir. Spektrumu
hesaplanabilen bu ara problemlerin kurulmas: ise baslica ti¢ sekilde olmaktadir. Bunlardan
ilkinde o6zdeger problemine ait operatérin tanim uzayinda degisiklik yapilmasi
onerilmektedir. Ikinci yaklagimda ise probleme ait operatériin kendisi tizerinde degisiklik
yapilmasi ve son olarak da ugiinci bir yaklagim olan, birinci ve ikinci yaklagimin birlikte
kullanimidir. Birinci tip yaklagim, ilk olarak A. Weinstein tarafindan 1935 de plakalarin
titresimi ile ilgili bir uygulamada yeralmistir. Yine bu galismada ilk olarak ara problem
kavram1 kullamlmistir. Ardindan 1951'de N. Aronszajn tarafindan ikinci tip, yani operatoriin
degistirilmesi ile ara problemlerin kurulmast ilkesine dayanan bir yontem verilmistir. Bu
calisma ile de ilk olarak taban operatéri kavramu  kullamlmugtir. Fakat gerek A.
Weinstein'in ve gerekse de N. Aronszajn 'in bu g¢aligmalari 6zdeger problemlerinin
¢ozliimiini meromorphic bir fonksiyonun sifirlarinin tesbitine baglamigtir. Bu tip zorluklarin
giderilmesi dogrultusunda bu ¢aligmalart N. Bazley, H. Wely, ve C. Fox 'un ve H. F.
Weinberger'in ¢aligmalan izlemistir. N. Bazley ve C. Fox, ¢alismalarinda diferansiyel
Ozdeger probleminin ¢6ziimii, matris 6zdeZer problemine dusirilmiis ve ilgili nimerik
metodlarin kullanilmasiyla daha hassas ve kolay bir ¢oziim elde edilme imkam dogmugtur.
Bitiin bu ¢aligmalara ilave olarak son yillarda perturbasyon metodlar:, yaklasik 6zdeger

hesaplarinda kullanim alani bulan diger metodlar olmustur.



2.PROBLEMIN ORTAYA KONULMASI

Quantum mekaniginde, Hilbert uzaylan teorisinin elverigli olmasi, 6zellikle sinirl1 olmayan
kendi kendine es operatorlerin kullamlabilmesi bu bilim dali ile Hilbert uzaylarinin ig

iceligini temin etmistir. Hilbert uzay: olarak L’ (— 0, oo) alinirsa, uzayin elemanlarn olan
0, V,.... fonksiyonlar1 bazi sartlar altinda durum(states)'lar olarak, Kendi kendine e§, tanim

ve deger kumeleri Lz(— oo,oo)'de olan T, T T .. operatorleri de
gozlenebilen(observables)'ler olarak bilinirler. Uzay igin i¢ garpim { , ) ifadesi bir integral

olarak verilir. Bu yolla fiziksel sistemlerin bir gok ozellikleri tesbit edilebilir. Sistem
dzelliklerinin baginda sistemin muhtemel enerji seviyelerinin tesbiti gelir.

Klasik dalga denklemi ¥, = y’AY seklindedir. Stasyoner dalga denklemini elde etmek igin
basit ve periyodik zaman bagintisi varlhigi kabuli ile
W(X,, X35 X350 X, 1) = U(X, X5, X5, X, )€ seklinde yazilabilir. Son ifade dalga
denkleminde yerine yazilirsa ve iistel terimler kaldirihrsa, Helmholtz denklemi olarak

bilinen zamandan bagimsiz dalga denklemi Au+k’u=0elde edilir. Buradan, gerekli
2

diizenlemeler ile Quantum mekaniginde esas teskil eden (_8 5 A+VJu=7»u
n°‘m

Schrodinger denklemine varilir, Bu form, V potansiyeline sahip bir sistemin muhtemel
enerji seviyelerinin, denklemin sol tarafi ile verilen operatoriin spektrumu olarak ortaya
cikacagim gosterir. Harmonik osilator, Schrodinger denklemi tipinde bir form ile
d*U
dx?

+(A, —x?)U =0 seklinde yazilir. Bu ifadenin L?(—c0, c0) Hilbert uzayindaki ¢oziimii

olan enerji degerlerinin tesbiti igin U(x)=e7v(x) doéntgimi  kullanilirsa,

d? d . . ; . - !
q Z—Zxal+(kh —1)v=0 Hermite diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
X X

2 4n !

¢oziimleri Hermite polinomlan olup Hn=(—1)"e?ﬁ(e7) (n=1,2,..) seklinde ifade

edilirler. Burada A, =2n+1(n=0,1..) dir. Sonuglardan, enerji seviyelerine karsi diigen

x2

h 2
Do 2n+1)= hu(n + %) ve 6z fonksiyonlar ise U_(x)=H_ (x).e 2

Ozdegerler A, =
4r

olacaktir.
Bu ¢alismada ise, Harmonik olmayan osilatér problemi igin yukarida belirtildigi iizere,
spektruma karg1 gelen enerji seviyeleri gibi fiziksel durumlarin oldukga iyi bir yaklagim ile

tesbiti yapilacaktir. Islemler, asagidaki diferansiyel ifade ile u(x)eL?(~c0,) verilen
diferansiyel 6zdeger probleminin ¢6ziimii neticesinde saglanacaktir.

-u’ +x'u+x*u=Au
Hesaplamalar gergeklestirilirken burada bahsedilen harmonik osilatériin analitik olarak

tesbit edilmis yapisindan gerek taban operatér teskilinde, gerekse uzayr geren baz
ihtiyacinda faydalanilacaktir.



3.TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tez konusu ile ilgili oldugu diisiiniilen bazi kavram ve teoremler bir biitiinliik
icerisinde verilmeye galigilacaktir. Bu gergevede yapilan tamim ve ifadeler igin fonksiyon

uzaylari olarak Hilbert uzaylar alinacaktir.

Hilbert uzayi, lizerinde bir i¢ ¢arpimin tanimlandigi tam uzay (Uzaydan alinan her Cauchy

dizisi ilgili metrige gore ayni uzayin iginde bir noktaya yakinsak) dir.

Eger bir H Hilbert uzayi, her yerde yogun, sayilabilir bir alt kiime igeriyorsa bu Hilbert

uzayna ayrilabilir Hilbert uzay: denir.

H kompleks Hilbert uzay: olsun. T operatorii ise T :H—H seklinde lineer bir operator

olarak tanimlansin;

Eger T operatoriiniin tanim kiimesi D(T)’den alinan her x elemam igin (Tx,x)2 k, x|’

x”2 sartini

sartin1 saglayacak k, skaleri mevcut ise T operatériine alttan sinirly, (Tx,x} <k,

saglayacak k, skaleri mevcut ise T operatorune tstten simrlidir denir.

T operatoriniin sirekliligi, x,,x, €H i¢in limx_—x, oluyorken H deki gorintileri

n—»w0

iginde lim Tx_Z — Tx,olmasi sart1 ile ifade edilir. Bir lineer T operatorti strekli ise ayni

n—w

zamanda da simirhdir.

Ilgili i¢ carpima gére tim x,yeH igin (Tx,y)z(x,T"y) esitligini saglayan T

operatoriine T operatoriiniin eslenigi denir. Eger T=T  ise T operatoriine kendi kendine es
operatér denir.. Eger T operatdrii smirsiz bir operatdr ise T operatoriiniin eslenigi T

mevcut olabilmesi i¢in tanim kimesi D(T)'yi H da yogun bir alt kiime olarak almak
gerekecektir. Bu ise T T' (T T operatoriiniin geniglemesi) dir. Bu sartlar altinda

(Tx,y)=(x,Ty) oluyorsa T operatdriine simetrik operatér denir. Her kendi kendine es

operator (T=T") simetrik operatordir. Fakat bunun tersi ozellikle siurh olmayan



operatorler igin her zaman dogru degildir. Eger T operatorii kendi kendisine eg bir operator
ve A skaleri T operatériintin bir 6zdegeri ise bu reel olmak zorundadir. Yine kendi kendine
es operatorlerin aynk ozdegerlerine ait 6zvektérleri iligili i¢ ¢arpima gore bir birine dik

sistem olustururlar. (Gohberg ve Goldberg,1969)

Ilgili i¢ carpima gore tim x e H igin (Tx,x) >0 oluyorsa T operatérine pozitif operator
denir ve T > 0ile gosterilir. Pozitif operatorlerin toplami da pozitiftir. Eger tim x # 0igin

(Tx,x>>0 oluyorsa T operatoriine pozitif tanimlt operator denir. Pozitif ve pozitif
tanimliliktan bahsetmek igin (Tx,x) reel olmak durumundadir. Kolayca goriilebilecegi

tizere pozitif T operatérii ilave olarak da simetrik bir operatordir.

T simetrik operatéri igin, her ue D(T) (Tu,u)> 72|]u|]2 sart1 saglaniyor ise T operatoriine
alttan pozitif sinirlidir denir. Burada y pozitif skalerdir. Pozitif alttan sinirli bir operator

ayn1 zamanda pozitif tanimli olabilir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir.

Eger T operatéri H daki her sinirli (x,) dizisini, iginden yakinsak bir alt dizi segilebilen
(Tx,) dizisine donustiriiyorsa T operatériine kompakt operatordir denir. Kompakt
operatorlerin 6zelliklerinin sonlu boyutlu uzaylarda tanimli operator 6zelliklerine yakinlig:
bu operatorlerin ¢nemini artirmigtir. Bir kompakt T operatoriinin dzdegerler kiimesi

sayilabilir (muhtemelen sonlu veya bos olabilir)dir. Muhtemel y181lma noktasi ise sifirdir.

T; ve T, simetrik lineer operatorler olsun. Eger bu iki operatoriin tanim kiimeleri arasinda
D(T:) >D(T2) bagmtist ile tim ueD(Ty) igin (Tyu,u)<(T,u,u) sarti saglamyorsa T,

operatorii T, operatoriinden kiigitk veya esittir denir ve T, < T, seklinde gosterilir.

H Hilbert uzay1 olsun. T operatorii ise tamim kiimesi D(T) c H olan T:D(T)—H lineer
bir operatér olsun. I birim operatér ve A komplex bir skaler olmak tizere yine D(T) de
T)=T-Al ile temsil edilen T operat6riine ait yeni bir operatér tanimlamak muimkindir.
Eger Ry(T) ile gosterilen Ty 'min tim uzayda tanimli tersi meveut ise Ry(T)=Tx" =(T-AL)"

operatériine T operatdriiniin ¢6ziiciisii (resolvent) denir. Ra(T) 'nin ozelliklerinin tesbiti T



operatoriiniin analizi bakimindan 6nemlidir. Dogal olarak T» ve Ra(T) operatorierinin
ozellikleri A degeri ile yakindan iligkilidir. Spektral teori bu iligkileri ortaya koyar. Ornegin
Ry(T) operatoriinii mevcut yapan komplex diizlemdeki A degerler kiimesi, Ra(T)
operatorinit siurli yapan A deBerler kimesi veya hangi A degerleri i¢in Ry(T)
operatoériinin tamim kiimesinin H da yogun bir kiime teskil ettigi onemlidir. O halde

agagidaki kiimeleri tegkil eden A degerlerinden bahsedilebilir.

An : Ru(T) 'vi mevcut yapan A degerler kiimesi
As : Ru(T) 'yt simirli yapan A degerler kiimesi

Ay : Ry(T) 'min tamm kiimesinin H 'da yogun kiime olugturan A degerler kiimesi

Bu ti¢ kiimenin kesigimini teskil eden tiim A degerler kiimesine T operatoriiniin ¢oziiclsi
(resolvent) kiimesi denir ve p(T) ile gosterilir. Bu kiimenin C kompleks diizleme
biitiinleyenine T 'nin spektrumu denir ve o(T)=C-p(T) ile gosterilir. Ayrica A ec(T) sartini
saglayan A degerine T'nin spektral degeri denir. o(T) ile gosterilen T operatoriiniin

spektrumu da li¢ kiime olarak ortaya ¢ikar.

Noktasal spektrum: op(T)=c(T)-Am olarak gosterilir.Yani sadece Ru(T) 'yi mevcut

yapmayan A degerler kiimesidir.

Siirekli spektrum: o(T)=c(T)-As olarak gosterilir. Yani T operatdrinin spektrumundan

Ry (T) operatortini sinirli yapan A degerleri gikariliyor.

Kalik spektrum: o(T)=c(T)-(A,) olarak gosterilir. Yani Ry(T) operat6riinii mevcut yapan
A degerler kiimesi ile yine Ry(T) operatoriinii stmirli yapan A degerler(Bunlar dahil olabilir

veya olmayabilir) kitmesinin birlesimidir.

Bu tanimladaki bazi kiimeler bos olabilir. Omegin sonlu boyutlu uzaylarda

o(T)=0(T)=¢ (bos kimedir) dir. Sadece nokta spektrumu o,(T) mevcuttur. Asagidaki

ifadeler yukaridaki dért ayrik kiimenin bir birlerine gére durumlarini ortaya koyar;



C=p(T)Uo(T)
C=p(T)Uc(T)Us(T)Uc(T)

dir. Bunlara ilave olarak eger Ry(T) mevcut ise lineerdir.

Eger Thx=(T-A)x=0 ifadesi x #0 i¢in saglaniyor ise bu sart1 sagliyan A ecp(T) dir. Diger
bir ifade ile bu A degerine T operatériiniin 6zdegeri denir. Bu A degerine karsi gelen x #0
vektorlne veya elemanina T 'nin A 'ya ait 6zvektdrii (Eger H bir fonksiydn uzay1 ise 6z
fonksiyonu) denir. D(T)'nin alt kiimesi olan ve T'nin A 6zdegerine kagt diisen tiim
Ozvektorler kiimesine sifir elemamnin ilavesi ile olusturulan uzaya da T'nin A 6zdegerine

ait 6z uzay1 denir. (Kreyszig,1978)

Hilbert uzaylarinda ise kendi kendisine es lineer operatorler igin 6(T)=¢ dir. Eger H

sonsuz boyutlu bir uzay ise T operatorii 6zdeer olmayan spektral degerlere de sahip

olabilir.
3.1 Ozdegerlerin Varligi ve Aynkh# ile Iigili Teoremler

Lineer Cebir’in temel sonuglarindan biri olan spektral teorem, Eger sonlu boyutlu bir H

Hilbert uzayinda bir T simetrik operat6rii verilmis T € L(H) (yani T: H — H seklinde)
Ve 01,02 ,....0n elemanlart AAy,..A, Ozdegerlerine karst gelen ortonormal sistem ise bu

durumda T operatoriine ait (t;;)=(<Tc;,p;>) matrisi;

A, . O

n

seklinde bir kosegen matrisi olur. Bu sonucun ardindan bu spektral teorem’in T
operatorintin simetrik fakat H Hilbert uzaymnmn artik sonlu olmadig: halde de gegerli olup
olmadig:1 sorusu gindeme gelir. Bir bagska deyisle To=Aip; (1=1,2..)olacak sekilde H

uzay! i¢in sonsuz ortonormal vektorler ©1,¢2,... ve bunlara ait A;,A,,... 6zdeZerlerin mevcut



olup olmadig: sorusu ortaya ¢ikar. Tabi ki bu halde olusacak matris (eger mevcut ) ise

sonsuz boyutlu kdsegen matris olacaktir.

Her sonlu boyutlu kompleks Hilbert uzayinda tamimh lineer operatér bir dzdegere sahip
olmasina ragmen, sonsuz boyutlu uzayda operator kendi kendisine eslenik olsa bile

Ozdegere sahip olmayabilir.

Ornegin Dogal Lebesque olgiisiine gore verilmis Lo[a,b] igin, T:Lz[a,b]—>L2[a,b]
tanimlt Tf(t)=t.f{t) seklinde verilmis T operatérii, lineer, kendi kendisine eslenik bir

operatdr olmasina ragmen higbir 6zdegere sahip degildir.
Kendi kendisine eglenik operatériin 6zdegeri varsa bu muhakkak reel bir sayidir.

Kendi kendisine eslenik operatorin  aynk ozdegerlere ait Ozvektorleri birbirine

ortogonaldir. (Gohberg ve Goldberg,1969)

Eger T:H—H kompakt ve kendi kendine eglenik ise en azindan |T| veya -|T|
sayilarindan biri T operatoriiniin 6zdegerlerinden biridir.
Kendi kendine eslenik olmayan kompakt bir operatérin dzdeZerinin olmasi gerekmez.

t
Ornegin Tf(t)= I f(s)ds seklinde verilen Volterra operatéri kompakt olmasina ragmen
0

kendi kendine eslenik degildir ve hi¢ bir 6zdegere sahip degildir.

T operatorii H Hilbert uzayinda kendi kendine es, genelde smirsiz, negatif olmayan

spektruma sahip ( Spek(T)< [O, oo)) bir operatér olsun. Bu sartlar altinda asagidaki ifadeler

bir birine denktir.

1-) Coziicii (resolvent) operator (T+I)" kompaktir.

2-) T operatériiniin tiim spektrumu noktasal spektrumdur.



3-) T operatériiniin 6zdegerleri A, 20 ve A, =+ (n=1,2,..) sartim saglar ve bu

n—w

Ozdegerlere ait tam {d)n }:11 6z fonksiyonlar kiimesi mevcuttur. (Davies,1995)
T, ve Tz operatérleri kendi kendine eg ve her birinin 6zdegerleri katliliklar ile beraber;

AT SAY <. A< lim A% — o0

n—w

AR <Az < <A< lim AT — o0

2 n—-w

seklinde olsun. Eger yukaridaki tamim ile bu iki operatdr arasinda T, <T, esitsizligi

mevcut ise bu halde;
Vi igin A} <A?
dir. (Stakgold,1968)

-u’4+V(Xxu=Au  -w<x<oo formundaki diferansiyel 6zdeger probleminin V(x)

potansiyel fonksiyonunun pozitif tanimli ¢arpma operatérii olmast durumunda ayrik
spektruma sahip oldugu teorik olarak belirlenmigtir. Dolayis: ile ele alinan problem igin

V(x) bu sartlara haiz bir operator oldugundan spektrum ayriktir.

T=T" 281 (6>0sabit ) ve T'eQ, (Q, kompakt operatérler kiimesi) ise T

operatoruniin spektrumu saf ayriktir denir.

Herbir kompakt operatoriin sifirdan farkl spektrumu yalnizca 6zdegerlerden ibaret olup

ayriktir. Ayrica bu 6zdegerlere ait 6z fonksiyonlardan tam birim dik sistem segilebilir

T=T" >8I (5>0sabit ) seklindeki bir T operatoriiniin spektrumunun saf ayrik olmast
igin (To,p)<1 ve ¢ eD(T) sartina haiz ¢ fonksiyonlarmin kompakt kiime olusturmas

gerek ve yeter sarttir.



4. OPERATORLERIN SPEKTRAL TEMSILI VE YAPISI

Hilbert uzaylarinda lineer, sinirhi ve kendi kendisine es operatorleri, 6zellikleri tamamen
belirli daha basit iz disim operatérler(Projeksiyonlar) cinsinden ifade etmek biyiik
kolayliklar saglamaktadir. Operatorlerin bu sekilde ifadesine spektral temsil denir. H
Hilbert uzay: ve T ise kendi kendisine es sinirh lineer operator olmak tizere T: H—» H
verilsin. T operatoriini, operatorin spektral ailesi olarak bilinen uygun iz disim

operatorler ailesi ile temsil etmek mimkiin olacaktir.

Bu temsil isleminde yine sonlu boyutlu uzaylarla baslamak daha yararli olacaktir. H olarak
her bir bileseni kompleks sayilar olan n boyulu vektér uzay1 C" ve T:H— H lineer kendi
kendine es bir operatdr olarak tammlansin. Uzayin boyutu sonlu oldugundan lineer
operatér sinirlt olmak durumundadir. Ayrica T operatérinit H uzayindaki bir bazi
kullanarak yine T ile temsil edilen bir Hermitian matris ile ifade etmek mumkindiir. Bu
matrisin 6zdegerleri matris Hermitian oldugundan reel olup ayn1 zamanda T operat6riintin
spektrumunu olusturur. Kolaylik agisindan T matrisinin n adet bir birinden farkli A;,A;,...Aq
Ozdegeri olsun. Bu 6zdegerlere ait n adet birim dik (orthonormal) 6zvektor ailesi ise
X1,X2,....Xn ile temsil edilsin. Ozvektorler ailesi H uzay1 igin bir baz teskil ederler. O halde

her x € H i¢in agagidaki sekilde tek bir ifade tarz't mevcuttur.

X =) aX, (4.1)

i=1

Burada x,'lerin birim dik olusu kullamlir ise o, = (x,xi> = xT;: (i=1,2...n) elde edilir.
Yukaridaki ifade de x; 'lerin ayni1 zamanda T 'nin ézvektorleri olduklart, dier bir deyisle
ile Tx=Ax; oldugu gerg¢egi esitligin her iki tarafina T operat6rii tatbiki sonunda dikkate

alinirsa;

Tx =io¢iTxi =iaik,~xi (4.2)
i=1

i=1



10

olur. Gergekte T operatorii x elemanina karmagik bir formda uygulanacakken, yukaridaki
toplamda her bir terime ¢ok daha basit bir gekilde uygulanma kolayligina kavusmus
olacaktir. Bu islem H=C" de lineer bir operatoriin analizinde 6zvektérlerin kullanilmast

avantajini gozler 6niine sermektedir.

Yukaridaki veriler 1s18inda asagidaki sekilde P;j iz disim operatorleri tanimlamak

miimkindur,

P H>H (4.3)

x——>ajxj

Bu sekilde tanimlanan P; operatoriiniin, H Hilbert uzaymin, T operatoriiniin A; '6zdegerine

ait 6z uzayna bir dik izdiisiim operatori oldugu agiktir. (4.1) ifadesi yeniden diizenlenirse;

X = Zij (4.4)
=

olur. Buradan I operatéri H uzayinda birim operator olmak iizere I1=)"P, olur.
=

Neticede (4.2) formiliinden ;

Tx = Z}:lejx ve buradanda T=) AP, (4.5
pe

=l

elde edilir. Bu temsil ise, T operatoriiniin P; iz digim operatorleri cinsinden ifadesidir. Bu
sonug ayrica T operatoriiniin spektrumunun yine bu operatériin oldukga basit operatorler
ile temsil edilmesindeki islevini g6zler dniine sermektedir. Tiim bu basit sonuglara kargin
bu gosterilim sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarina bu haliyle taginamamaktadir. Ctinkii bu
halde sinirl lineer kendi kendine es operatoriin spektrali daha karmagik bir yapida ortaya
¢ikabilmektedir. $imdi sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarina genelleme imkani verecek yeni

tanimlamalar yapalim.
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Yukaridaki Py,P,,..P, iz disim operatorleri yerine bir kurala gére bu operatorlerin
toplamlan ile teskil edilen operatorler alinacaktir. Daha agik olarak herhangi bir A reel

degeri igin ;

E,=>P AeR (4.6)

operatorler zinciri tegkil edilecektir. Bu yapiya parametresi A olan tek parametreli iz diigiim
operatorleri ailesi denir. (4.6) ifadesinden E; izdigim operatéri A;<A sartim sagliyan T
operatoriniin 6zdegerlerine karsi gelen ve V,, ile temsil edilen 6z uzaylarin birlesimine dik
izdiigim operatori oldugu gorilir. Burada E; 0 dan I birim operatérane kadar biytiyen bir
operatordir. Ayrica E;, operatori 6zdeger icermeyen herhangi bir araliktaki A degeri igin

ayni kalmaktadir. Bu sonuglardan asagidaki ifadelere varilabilir;

Eger A<p ise E,E.=E,E:=E
Eger A<A; ise  E;=0 4.7
Eger A2A, ise  Ej=I

Eno=lmE, = E,

H—A+0

dir. Burada p — A +0 ifadesinin anlami p'niin A'ya sagdan yaklagmasidir. Neticede reel

spektral aile (birimin reel ayristirilmasi) , H Hilbert uzayinda tamml tek parametreye bagl

asafidaki 6zelliklere haiz {E, }, . iz diisim operatérler ailesidir.

A<uise  E,<E, buradan EE.=E,E;=E,

dir.
lim E,x =0 lim E; x = x (4.8)
Ej+ox= Hl_i)r’g0 E x=E;x (xeH)
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Tim bu tamimlardan bir reel spektral aileyi agsagidaki doéniisiim ile de ifade etmek

miimkindiir.

R — B(H, H)
A= E,

burada B(H,H) H dan H 'ya tiim lineer simirli operatorler uzaym temsil etmektedir. Bu

ifade ise her A eR i¢in bir E, € B(H,H) iz dlisim operatoriiniin varhg: anlamina gelir.

Eger A<a i¢cin Ey =0ve A>D i¢in E;=I olacak sekilde bir [a,b] araliginda yukaridaki
ozelliklere haiz bir yapi mevcut ise buna da [a,b] araliinda spektral aile denir. Sinirli
lineer operatorlerin spektrumu reel eksende sonlu bir aralikta bulunacagindan bu son tanim

6nemlidir.

Yukaridaki sekilde tanimlanan spektral aile ile yine T operatériini kendisinin
spektrumundan faydalanarak ifade etmek mimkiindiir. Bu ifade tarz1 sonsuz boyuta gegiste
bir kolaylik da saglayacaktir. Yine T operatoriine ait Aj,A; ...Aq 6zdegerleri kolaylik temini
igin A1<Az<.....<A, olarak kabul edilsin. Ardindan;

(4.9)

olur. Tersine olarakta;

b =E,

j=1,2,..n
P, = Exj -E

j-1

Ey Aigin [Aj.1,A)) araliginda ayni kaldigindan P, =E, —E,  olur. Sonugta x eleman igin;
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X = i}ij = i}(E,‘j —-E, )% (4.10)
= =
olur. Yine Tx ifadesi de;
Tx=zn:7»ijx=i7»j(Exj—Em)x (4.11)
= =
olur. Eger x elemanlan esitlikten kaldinlir ve 3E, =E, - E,, , olarak alinirsa;
T= znl:x 3, (4.12)
=

olur. Son ifadeye n boyutlu Hilbert uzay1 H da taniml1 6zdegerleri A1<A;<....A, olan lineer

kendi kendine es T operatoriin spektral temsili denir. Bu temsilden her x,y € Higin ;
(Tx,y) = Z}‘j<5Ek,-x’ y>
j=1
dir. Bu son ifade Riemann-Stieltjes integrali olarak da agagidaki sekilde ifade edilir;

(Tx,y) = Txdw(x) (4.13)

Burada w(A)=(E,x, y)dir.

Bu elde edilen sonug¢ sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarinda kendi kendine eg operatérler
icinde gegerlidir. Bu temsilin sonsuz boyutlu uzaylara genellemesini bozan bazi haller
mevcuttur. Bunlardan en 6nemlisi H¢{O} Hilbert uzayinda tanmimli T operatériiniin
dzdegere sahip olmayabilecegi ihtimalidir. Integral temsili nokta spektrumunun yaninda
stirekli spektrumun mevcut oldugu haller iginde gegerlilik tagimasi bakimindan daha

geneldir. (Simmons, 1963)
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Bu asamada, su ana kadar verilen spektral yapi hakkindaki kavram ve tamimlarin
operatdriin kendi kendine es olmasi durumu dikkate alinacaktir. Incelenecek metodlarda
ve problemdeki operatdriin de bu yapida olmasi itibar1 ile bu béliim biraz daha yogun

olarak iglenecektir.

Kendi kendine es T operatorii i¢in spektral temsil yukarida ifade edilmistir. Yine bu

operatore ait tanim kiimesi;

D(T) ={f eH ixde]Elf”% oo} (4.14)

seklinde de verilebilir.(Bazley,1961) Eger verilen bir T operatériine ait {E,b} dik iz diigim

operatorler ailesi tesbit edilebiliyor ise T operatériine ait 6zdeger problemi ¢oziilebilirdir.

C ile kompleks diizlem temsil edilsin. T operatériine ait ¢éziicii (resolvent) kiime p(T) , H
Hilbert uzayinda (T-AI)! operatoriinii smirli bir déniisim yapan tim A 6zdegerler
kiimesidir. Bu kiimenin kompleks dizlemdeki tiimleyenine T operatoriiniin spektrumu
denir ve o(T) ile gosterilir. T operatoriniin spektrumunun bolimleri temel kavramlar
baslig1 altinda verilmistir. Bu béliimlerden olan noktasal spektrum tanimi Tu=Au ifadesinin
sifirdan farkli ¢éziimini temin eden A degerleri olarak da verilir. Noktasal spektruma,
ilgili operatoriin 6zdegerleri denmektedir. Kendi kendine es operatérler igin bu tanimlara

ilave olarak asagidaki teoremler verilir;

- T operatoriine ait p(T) resolvent kiime C'de agik bir kiimedir. Dolayist ile tiimleyeni olan

T operat6runiin o(T) spektrumu kapalidir.

- Resolvent kiime p(T), C 'deki tiim reel olmayan ve E; operatorinin sabit kaldigi agik

araliktaki tim A degerlerinden olusan kiimedir.

- Nokta spektrumu po(T) ise E; operatoriiniin sigramaya sahip oldugu E(X;) A; reel

degerlerine sahip oldugu sayilabilir bir kiimedir. Burada

Ew)=Im(E, - E,_,) (4.15)



dir. Simdi muhtemelen bos kiime olabilecek reel sayilardan olusan ve
co(T)=C-(p(T)+pa(T))

seklinde verilen bu kiimeye T operatoriiniin siirekli spektrumu denir. Bu kiime keyfi €

degeri igin E,,, #E, . sartt yaninda Elzlitrs E, . sartinida saglayan A degerlerine

bulundurmak durumundadir.

Bir diger kime ise yine co(T) kimesine ait A degeri fakat keyfi komsulugunda nokta
spektrumu po(T) kiimesinden sonsuz sayida nokta ihtiva eden noktalardan olugsun. Yani
bu kiime nokta spekrumunun stirekli spektrumda olan limit noktalarindan olusacaktir. Bu
kiimede ¢;0(T) ile gosterilsin. O halde c10(T) kiimesi kendileri T operatériinin 6z degeri
olmadig: halde 6zdegerlerin limit noktalarindan olusur. Yeni bir kiime olarak da c,o(T)
=co(T)-c10(T) kiimesini dikkate alalim. Eger Ao bu kiimenin eleman: ise A¢'in iginde

oldugu &yle bir aralik vardir ki burada E;, siireklidir.

Bir T operatorii higbir 6zdegere sahip degil ise bu operatoriin spektrumuna saf sirekli

spektrum denir. Bu halde spektrum c,o(T) dir.

E operatéri E= ZiE(ki) seklinde verilsin. Bu operator her E; operatori ile yer
degistirebilir(permute) edebilir. H,=EH ve H.=(I-E)H alt uzaylart T operatoriinii indirger.
Bu iglem sonucunda T operatériintin T, ve T operatt‘); pargalarinin her biri kendi kendine

es operatorlerdir.

T, ve T. kendi kendine es operator pargalarinin spektrumlarina yakindan bakalim. E
operatori Ej ile yer degistirebildiginde EE; ve E,E iz dusim operatorleri olacaktir.
Tamamen benzer gerekgeler ile E)(I-E) ve (I-E)E; operatérleri de iz dusiim operatorleri

olacaktir. H Hilbert uzayina ait herhangi bir f eleman: igin;

E\f=EE;f + (I-E)E f (4.16)
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dir. ueD(T,)=D(T)nH, olsun. Yukardaki esitlikten E;u=EEju ve Tu=Tpu dir. O

halde T, operatoriintin spektral temsili Tou= f Ad(EE, )u olur. Gergekten de EE;. operatori

bir operatdre ait birimin pargalanigindaki sartlan saglar;
A — o icin EE3=E;E — 1 ve A — —oo igin ise EE3=E;E — 0 dir.
[e = 0,e>0]igin EE,,, - EE,, ve A<u igin (EE,)EE, )=EE,

O halde T, operatoriine ait birimin pargalamsg1 saglayan spektral aile {E‘;}: {EE,‘} drr.

Benzer sekilde T. operatoriine ait birimin pargalanist da temin edilebilir. Bazley (1961)

tarafindan kullanilan tanimlama ve yapilar ile;
po(T)=pa(T;) ve cio(T)=c:0(Ty)

sonuglarina varilir. Yani T operatérii ile T, operatori ayni1 6zdegerlere ve bunlarin limit

noktalarina sahiptir. Diger sonuglar ise;
po(Te)=0, c1o(T)=0 , coo(T)=0
dir. Diger bir deyisle T, 'nin spektrumu saf sireklidir. (Bazley,1961)

Bu agamaya kadar yapilan kendi kendine e§ T operatoriiniin spektral analizi tez iginde
kullanilacak ve analizi yapilacak ara problemlerin spektrumunun tesbitinde énemli bir yer

tutacaktir.
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5. RAYLEIGH-RITZ METODU ANALIZI VE PROBLEME UYGULAMASI

Bu bolimde 6zdeger problemlerinin varyasyonel analizine ait teori ve uygulamalarda
onemli bir metod olan Rayleigh Ritz metodunun incelemesi yapilacaktir. Bu inceleme
kendi kendine es, alttan sl ve ayrnk spektruma sahip T operatdrii lizerinde

gergeklestirilecektir. T operatorine ait Tu=Au ueD(T)seklinde verilen ozdeger

promleminin ¢oziimi igin;

(Tu,u)

Jul”

R(u)= u=0 (5.1)

seklinde ifade edilen ve Rayleigh Orani olarak bilinen fonksiyonelden faydalanilir. R(u)
fonksiyonelinin stasyoner noktalar1 T operatoriinin ux (k=1,2..n) 6z fonksiyonlar
olmaktadir. Bu fonksiyonlar igin fonksiyonelin degerleri R(ux)=Ac (k=1,2...n) 6zdegerler
olarak ortaya ¢ikar. Bu 6nemli neticenin eldesi igin u=up,tev alinsin. Burada us, T
operatoriiniin 6z fonksiyonunu temsil etmektedir. Ayrica € istenildii kadar kigiik
alinabilen bir degerdir. H reel Hilbert uzay: olmak iizere, T operatoriiniin kendi kendisine

es ve u, fonksiyonunun da T operatériiniin 6z fonksiyonu oldugu dikkate alinirsa;

A (u,,u, )+ 26X, (u,, v) +&7(v, Tv)
(u,,u,)+2¢e(u,,v)+&*(v,v)

n?n

R(u) =

(5.2)

. sz{<v, Tv)—kn(v,v)}
" {u,,u,)+28{u,, vy +eR(v,v)

ifadesi elde edilir. (5.2) ifadesine gore, 6z fonksiyonlardaki hata yani, u ile u, arasindaki
ilgili norm'a gore fark, € mertebesinde ortaya gikarken, 6zdegerlerdeki hata, diger bir ifade
ile, R ile A, arasindaki ilgili norm'a gore fark, €” mertebesinde olmaktadir. Dolayist ile u
fonksiyonu u, ozfonksiyonuna yaklastikga R(u) fonksiyoneli stasyoner bir davrams

sergilemektedir. (Friedman,1956)
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Yukaridaki ifadenin tersi de dogrudur. Eger R(u) fonksiyoneli u=w da stasyoner ise w
fonksiyonu T operatoriiniin 6z fonksiyonudur. Bu sonucu gérmek igin u=w+ev ifadesi R(u)

fonksiyonelinde yerine konursa;

(T(w+ev),(w+ev)) (Tw+eTv,w+ev)
((w+sv),(w+sv)> - <W+8V,W+8V>

R(u) =

(5.3)

(Tw — Aw, w) + 2e(Tw — Aw, v) +€*(Tv — v, V)
(W +ev,w +ev)

=A+

olur. Son ifade de A keyfi bir sabittir. Varyasyonun diger bir tammi geregince R(u)

R(w) =0 sartin1 saglayan degerler stasyoner noktalardir. O halde

=0

fonksiyoneli igin

yukarnidaki R(u) fonksiyoneline bu iglem uygulanirsa (Tw —Aw, v) =0 olur. Bu son esitlik

T 'nin tamm kiimesindeki her v degeri igin gegerli ve D(T)=H oldugunda Tw-Aw=0 dir.
Neticede w fonksiyonu T operatoriniin 6zfonksiyonu ve A skaleri ise buna ait 6zdeger
olacaktir. Genel olarak uy 'lar bilinmediginden bu fonksiyonelin de siirekli olusu da
kullanilarak ux 6z fonksiyonlarina yakin fonksiyonlar kurmak suretiyle Ax degerlerine

yakin degerler elde edilir. Bu yaklagim tarzi Rayleigh-Ritz metodunun esasini olugturur.

T operatorii kendi kendine eg, saf ayrik spektruma sahip (spektrumu sadece sonlu katli
noktasal spektrumdan ibaret) lineer bir operatér ve A; ise operatore ait en kiigiik 6zdeger
ise R(u) fonksiyonelinin minimumu A; dir ve bu minimum deder A, 6zdegerine karsilik

gelen u=u; 6z fonksiyonunda ahlinir.

Bu ifadenin ispati igin kendi kendine es, lineer T operatoriiniin  zdegerleri,
A, <A, <A,.... seklinde siralansin. Yine bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar da

Up,Uy,... seklinde olup operatoriin tanim kiimesini geren bir ortonormal baz tegkil etsin. O

halde;
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V ueD(T) igin u= > c,u, dir.
k=1

Tu=) AcC,u, (5.4)

k=1

dir. Oz fonksiyonlarin dik oluslari 6zelligi kullanilirsa;
(Tu,uy=Y A =&, D ¢ + 0 (A —A)eg 24, D cf =2, (u,u) (5.5)
k=1 k=1 k=1 1

elde edilir. Sonug olarak;

>, (5.6)
dir.

N boyutlu Euclidean E, uzayinda R(u) fonksiyoneli igin uj,uz,..us , T operatoriiniin 6z
fonksiyonlari ve Aj<X<..As (s<n) bu fonksiyonlara kars1 gelen 6zdegerler olmak iizere

asagidaki ifadeler elde edilir;

A= m%n R(u) dir. Bu minimum deger ise u=u; de alnir. 5.7
ucE,

A, = max R(u) dir. Bu maksimum deger ise u=u, de alinir. (5.8)
ucE,

Bu sonuglarn ispat1 igin u= ) _cu; ve c¢; =(u,ui> alinarak ilgili ifadeler kurulur ve bu

i=1

degerler R(u) fonksiyonelinde yerine konursa;
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Tu= 300, (T = Sfef ve o =S w0 i

i=1

ixilcilz

R(u)=£—

n
Zlci |2
i=1

(5.9)

olur. Mg\ ve A<, oldugundan A;<R(u)<A, olur. Bunlara ilave olarak da R(cjui)=A; ve

R(caun)=An dir. Bu sonuglar sonsuz boyutlu Hilbert uzaylan igin de Tu=)cAu;

i=1
alinmasi ile gegerli oldugu gosterilebilir. Sonuglardan faydalanilarak T operatériiniin k.

dzdegeri (k<n) Ax ve My da uy,uy,...ux 'nin gerdigi alt uzay olmak tizere;

M= niiig R(u) dir. Minimum deger u=uyx da alinir. (5.10)
ueMi
A= max R(u) dir. Maksimum deger u=uy da alnir. (5.11)

dir. Bu ifadeler alt uzaylarin operatériin 6z fonksiyonlar: tarafindan gerilmesi kabulu ile
elde edilmiglerdir. Diger bir deyisle 6z fonksiyonlarin tiimiintin bilindigi kabulu ile k.
dzdeger hesaplanmasi yapilmistir. Bu ise ozdegerlerin hesaplanmasi agisindan pratik bir
yol degildir. Bir operatorin 6zdegerlerinin hesaplanmasini 6z fonksiyonlarin
bilinmesinden bagimsiz hale getirmek i¢in genel olarak minimax veya maximin prensibleri
olarak bilinen asagidaki ifadelerden faydalanilir. (Stakgold,1968)

Minimax teoremine gére; Ex uzayr E, n boyutlu Euclidean uzayinin k boyutlu (k<n) alt

uzay: olmak lzere;

. . (Tu, u)
A, = min maxR(u)= min max 5 ue E \{0} (5.12)
Ey'm  ueE Ey'm  ueEy ”UII
tilm segimleri tim segimleri

dir.
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Maximin teoremine gére; Ex uzayt E, n boyutlu Euclidean uzaymin k boyutlu (k<n) alt

uzay1 olmak Uzere;

. . (Tu,u
A, = max minR(u)=_max min < - )
Eyin  ueEj, Exy'in ueEj, ”u H
tim segimleri tim segimleri uc Ek \{0} (5 13)

dir. Bu yapimin Hilbert uzaylarina genellemesi ise yukarida adi gegen k boyutlu uzaymn

D(T) o Ex sartin1 saglamasi kabulu ile yapilir. (Stakgold,1968)

Rayleigh-Ritz metodunda, tanim kiimesi D(T) ile verilen T operatoriine ait A1,A2,...An ilk n
adet 6zdegere yine T operatoriiniin D(T) 'nin alt kiimesi olan n boyutlu E, alt kiimesine
daraltilmis formuna ait hesaplanan [, 1,...n Ozdegerlerinden faydalamlarak bir yaklagim
sergilenir. T operatoriiniin E, alt uzayina daraltilmas: islemi igin E, uzayina iz digim
operatorii P 'den faydalamlir. O halde T operatoriiniin E, daraltilmig formu PT olur. Bunun

sonucu olarak PT 'min {1} ozdeZerleri

PTu=pu ueE (5.14)

n

seklinde verilir. Minimax prensibine gére Fx D(T)'nin k boyutlu (k<n) alt uzay:r olmak

lzere ;

Ay = Fmin max <TU,2‘1> < ;m,? max(T_u,zu_> = min max M
h:rr:;q - ueR "u" kCEqn ueF "u" F.CE, uek, "u"
(5.15)
= min max (PTu,u) =Hy ueE, \{0}

F.CE, ucF, ”u”2

dir. Neticede;
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M<uw  k=1,2,.n (5.16)

olur. {} degerlerinin hesaplanmasi igin PTu=pu esitligi asagidaki sekilde yazilir;

(PTu,v;)=pu(u,v;) j=1,2,..n (5.17)

n
Burada vy,va,...vy E, igin bir bazdir. PTu=pu ifadesinin ¢6ziimi u:Zcivi formunda

i=l

olacaktir. Sonug olarak;
ici<Tvi’Vj>:uici<viavj> j=1,2..n (5.18)
i=l i=1

olur. Bu ifadeden c),c3,...c, bilinmeyenlerine ait n adet lineer homojen denklem sistemi
elde edilir. Sifirdan farkl bir ¢oziimiin elde edilmesi igin elemanlari «Tvi,v j>— u<vi,v J>)

olan katsayilar matrisinin determinant: sifira egit olmalidir. Bu determinant esitliginden n

adet pSHUL<... <, gergek 6zdegerlere st sinirlar tesbit edilmis olur.

Rayleigh-Ritz Metodu igin sayisal hesaplara uygun bir bagka yaklagim ise 0z

fonksiyonlari, operatérin tamimlt oldugu uzay: geren baz fonksiyonlarin lineer birlesimi

olarak Onerilmesidir. Daha agik bir ifade ile u=u, :Z:akcpk olarak alinir. Burada ag
k=1

(k=1,2..n) hepsi aynm: anda sifir olmayan skaler degerler ve ¢, (k=12,..) fonksiyonlar,
koordinat fonksiyonlar: olarak bilinen uzay1 geren baz fonksiyonlaridir. Bu koordinat

fonksiyonlari dizisinin asagidaki ozellikleri saglamast beklenir; (Mikhlin, 1964)

1-) Bu fonksiyonlar ilgili operatériin tanim kiimesinden olsunlar.
2-) Enerji norm’una gére tam bir sistem olsunlar.

3-) Keyfi n degeri i¢gin lineer bagimsiz bir yap: olugtursunlar.
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Bu tesbit (Tu,u)=A(u,u) ifadesinde yerine yazilirsa;

<Z a, To,, Zamcpm> = 7»<Z 2,0, Zamcpm>
k=1 m=] k=1 m=]

olur. Asagidaki sekilde bir ®(),a,,a,,...a, ) fonksiyoneli tanimlayalim;

®(\,2,,2,,..a,)= <Z a,To,, Zam(pm> —~ 7»<Z 3,0, amcpm>
k=1 m=1 k=1

m=]

Bu ifade ise;

<Z akcpk,Zam(pm> =0 bag sart1 altinda;
k=1

m=1

<TZ ak(pk 4 Z am(pm>
k=1 m=l

fonksiyonunun minimumunun Lagrange ¢arpanlan ile bulunmasi esnasinda olusan ifade
olup, yontem geregi @ fonksiyonun parametrelerine goére kismi turevleri alinip sifira

esitleyerek a, (k=1,2..n) katsayilari tesbit edilmeye ¢alisilir.Bu iglem gergeklestirilir ise

asagidaki son ifade elde edilir.

n

> 2, (10, 0.) - M0, 0,)]=0 m=12..n

k=1

Bu ifade bir homojen denklem sistemidir. Burada a, (k=1,2,.. n) larin ayn1 anda hepsinin

birden sifir olmadig: bir ¢6ziimiin varligi igin katsayilar determinantinin sifir olmasi

gerekecektir.

(T, 0,) = M0, 01)  (T9,,0,) M09, oo (T0,,0,) - A0, 0,)
(Te, 0,0 =M, 0,) (T0,,0,) - M0,,0,) oo (T0,,0,)—A(0,,0,)

(To, 0,) =M 0,) (T0,,0,)=M0,,90,) .. (T0,,0,)-2{0,,0,)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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Q;,0,,..0, fonksiyonlar: lineer bagimsiz olduklarindan bu determinant n. dereceden A’ya
ait bir polinom verecektir. Dolayis1 ile bu polinomun n adet kokii olacaktir. Bu kokler
aranan ozdegerlere karsilik gelir. Eger bu yapida ¢, (k=1,2..) koordinat fonksiyonlar
aym zamanda birim dik bir yapiyada sahip iseler yukaridaki determinant ifadesi asagidaki

sekilde olacaktir.

(To,0,)-A  (To,,0,) ... (T9,,0,)
got] (TO002)  (T0,0)=% o (T0,,05) | (5.23)
(To1,0.)  (T05,0,) o (T0..0,)- A

5.1 Problemin Rayleigh-Ritz Metoduna Uyarlanmasi

Bu problem igin o€ Lz(— oo,oo) (k=1,2..) almacaktir. Fonksiyonlar Hermite

fonksiyonlar ile teskil edilen fonksiyonlar olarak segilerek ilgili i¢ ¢arpim kullamlarak
normalize halde kullanilacaktir. Ayrica olusan improper integral hesaplar Gauss-Hermite

formiilii ile 14 nokta alinmak suretiyle niimerik olarak hesaplanacaktir.
Ozdeger problemine ait T operatdrii L, (- o,+0)de ;
Tlu(x)}=u"(x)+x*u(x)+x*u(x)

seklinde verilmektedir.
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k=0,1,2..13

1
c, = [2" k! \/EIZ normalize katsayilar olmak tizere;

2

Po(x) =cy.(1)e *

2

0,(x)= cl-(zx)eﬁ%

2

0,(x)=c,.(4x* =2)e ?

2

0,(x) =c,.(8x* —12x).e 2

0, (x) =c,.(H,(x).e

(5.1.1)

fonksiyonlar1 kurulacak olan E, Rayleigh alt uzayinin teskilinde baz takimlar1 olarak
alinir. Burada Hy(x) Ek2'de genis olarak tamimlar ve Ozellikleri verilen s. Hermite

polinomunu ifade etmektedir. Metodu uygulamak amac: ile ilgili determinat elemanlar

olan <T(pi,q> j> ve ((pi,(pj> degerleri, yaklagik integral hesaplamasi kullanilarak;

TK(x).e“X’dx (5.1.2)

formunda bulunur.,

Burada K(x).esz =¢;(x).0;(x) veya K(x).e""2 =To,;(x).0;(x) degerleri olarak gelirler
(1,j=0,1,2,..13). Tum bu degerler hesaplandiktan sonra (5.23)’de verilen determinant

kullanilarak ifade Ax=Ax sekline getirilir.
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Neticede A artik bir matris ve x ise tesbit edilmeye g¢aligilan a),a,... seklindeki

elemanlardan olugan bir siitun vektordiir. Bir bagka deyisle A 6zdegerine ait 6z vektordiir.

Bu matris 6zdeger problemi ise benzerlik doniigimii 6zelligi esasina dayanan QR

algoritmasi ile ardagil olarak ¢oziliir ve ilgili 6zdegerler ve 6z fonksiyonlar tesbit edilir.

Tiim bu iglemlerin sonunda bulunan degerler asagidaki tabloda verilmektedir.

Cizelge 5.1 Rayleigh-Ritz metodu ile elde edilen 6zdeger ust sinirlari

5 eleman icin { 8eleman i¢cin | 11 eleman i¢in | 13 eleman icin | 14 eleman igin

l.ozdeger |1.3950746 |1.3949165 1.3925704 1.3922877 1.3922877

2.6zdeer |4.9476987 |4.6529189 [4.6529187 4.6509443 4.6484747

3.6zdeger | 10.106865 |8.9426925 |8.6603776 8.6601761 8.6601761

4.6zdeBer |27 565979 |14.457657 13.464672 13.2023951 |13.2022417
S.6zdeBer |44.811108 |27.867239 19.3259476 |[17.7912511 |[17.7912511
6.0zdeger 41.870952 [31.6682537 [26.8117448 |22.6881611
7.0zdeger 95.716692 {44.3280689 |[32.9485546 [32.9485546
8.5zdeger 131.05117 |82.3471892 |[60.1617365 [33.8930151
9.6zdeger 108.632568 |72.2185158 |72.2185158
10.6zdeger 230.602107 |138.855119 |72.4388365
11.6zdeger 297.567142 1161.639783 |[161.639783
12.6zdeger 371.666554 |161.737952
13.6zdegcr 423.384195 [423.384195
14.6zdeger 423.449699

Cizelgeden de gorildigu gibi, E, Rayleigh alt uzaymmin boyutu biyidikge ilgili
diferansiyel 6zdeZer probleme ait spektrumu teskil eden ilk 6zdegerler daha hassas bir
sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Problemin ¢oziimiinde, 13 ve 14 elemanl yapilarda, ilk
Ozdegerlerde hizh bir degisim olmadigindan islemler bu asamda kesilmistir.
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6. BAZLEY METODU ANALIZi VE PROBLEME UYGULAMASI

Bu metod alttan veya istten sinirli, kendi kendine es operatérlerin 6zdegerlerine ait makul
alt simirlarin tesbit edilmesini saglar. Metod Weinstein'in uyguladig: ara problem teskili
ilkesine dayanmaktadir. Weinstein bu galigmasinda spektrumu tamamen belirli taban
operatérii olarak isimlendirilen ve gercek problem ile bagt olan operatorler dizisinden
faydalanmigtir. Fakat bu g¢aliyma birinci tip yaklagim yontemi olarak kurulmustur.
Ardindan Aronszajn ara operatér kavrami ile ara problem teskili yoluna gitmistir. Bu
yontem Aronszajn'in uygulamasinda bazi uyarlamalar yapilmasi ile 6zdeger probleminin
meromorphic yap: yerine kolayca ¢oziilebilecek cebirsel bir form'a indirgemesini temin
edecektir. Dolayisi ile meromorphic fonksiyonun sifirlarini tesbit etmek yerine, integral
hesaplamalari, matris tersi ve matris §zdegerleri hesabi igeren bir islemler grubu ile
ugrasilacaktir. Bu tip islemler ise bilgisayar kullanilarak kolayca ve istenen hassasiyette

hesaplanabilmektedir. (Bazley,1961)

T operatérii ayrilabilir H Hilbert uzayinda tanimh, tamm kiimesi D(T) ile temsil edilen,
kendi kendine es ve alttan k, ile sinirli bir operatér olarak verilsin. Dolayist ile
(ka,B]m n(T)=¢ ise T operatoriiniin noktasal spektrumunun en kiigiik elemam k, dir.
(Burada w(T)ile T operatdriiniin limit spektrumu gosterilmektedir.) Ayrica T operatorii

agagidaki sekilde paragalanabilsin,
T=TO+ T 6.1

Burada T operatérii, tanim kiimesi D(T) ile gosterilen ve 6zdeger problemi olarak
¢oziimii meveut olan kendi kendine eg, alttan kyg ile sinirlt bir operatordiir. T operatorii ise
tanim kiimesi D(T') olan kendi kendine es ve pozitif bir operatordiir. Bu pargalanmadan
D(T)=D(T) ~ D(T®) oldugu ortaya gikar. Yani D(T)c D(T?) ve D(T)cD(T) dir.

T ve T operatorlerinin spektrumunun alt kismi; sonlu kathliktaki, sonlu bir limit

noktasina yakinsayan veya yakinsamayan sayilabilir sayidaki 6zdegerlerden olugsun.
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Bu kabuller ile T operatoriiniin spektrumunun ilk kismi T operatériiniin nokta spektrumu

olan po(T)'nin alt dizisi olacag agiktir. Bu dizi asagidaki gibi azalmayan bir form'da dur.

Ay <A, SAg (6.2)
Operatorlerin spektral temsilinde bahsedilen E; iz diisim operatorii H Hilbert uzayinin M,
alt uzaymna iz diisiimii saglasin. Yine bu uzayin boyutu da dimEj ile gosterilsin. Yukaridaki
alt dizi bu tanimlar ile;

A; = finf A/dim E, >i} (=1,2,..) (6.3)
seklinde de verilebilir. Benzer gekilde, T 1 spektrumunun ilk kismy,

AP <A <AO (6.4)
seklinde siralanabilir. Yine T operatoriine ait birimin goziimlenmesi E{” cinsinden

AD = fof Adim EQ 2} (=1,2,..) 6.5)

seklinde verilir. Yukarida D(T)cD(T®) ve Vf eD(T) i¢in (Tf,f)> (T(°)f, f ) oldugu

kabul edilmisti. Asagidaki esitsizlik tiim limit noktalarinin (eger mevcut ise) altinda kalan

© i noktasal spektrumu igin gegerlidir.

A degerleri ve T
dimE, < dim E{” (6.6)

Bu son ifadenin ispati spektral aile agilimindan yapilabilir. Son yapilan ti¢ tanimlamadan;

AP <h, =12, (6.7)
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oldugu goriilir. Bu tammlamalar ile teskil edilen T operatorii, taban operatorii olarak
isimlendirilir. Bu operator T operatorii ile ifade edilen d6zdeger problemine iyilestirilmemis

alt simirlar verir.

Bu asamada T ve T operatorleri ile ifade edilen 6zdefer problemleri arasinda ara
problem operatorler dizisi teskil edilecektir. Daha sonra elde edilen ozdeger ara
problemleri taban operatorii cinsinden ¢oziilecektir. Yukarida belirtildigi iizere simetrik T/

operatoriiniin tamm kiimesi D(T') ile gosterilmektedir. T’ operatérinin D(T) tamm
kiimesinin <T'u, u)ll2 i¢ carpimina(Bu i¢ garpima enerji i¢ carpimi da denir.) goére
kapamis1 H ile temsil edilsin. Bu uzaydaki i¢ carpim ise [u,v] ile gésterilsin. Eger u ve v

elemanlar: D(T') uzayindan elemanlar olmak tizere [u, v] = <T’u, v) dir.

D(T) uzayinda pi,pa,ps,... lineer bagimsiz sonsuz dizisi verilsin. Bu elemanlar ara
problemlerin kurulmasinda kullamlacaklardir. Hj, ile H uzaymin yukarida bahsedilen
lineer bagimsiz sonsuz dizisinden ilk k adet pi,p2,ps,...p« elemanlariin gerdigi uzay:
temsil etsin. Bu yapiya ait Gram determinanti G=det[pi,pj]=det<T’pi,pj> (1,j=1,2,..k)

pozitifdir.

H uzayindan alinan herhangi bir u elemaninin Hj, uzayimna iz diisiimii saglayan operator

P® ile ifade edilecektir. O halde ¢; 'ler skalerler olmak tizere Vu € H’ igin

k
T'P®u=> ¢T'p, (6.8)

i=1

dir. Bu tanimlamda u elemam H' uzay: yerine D(T') 'den segilirse, yani uzay biraz daha

daraltilirsa;

(T'P*u,p;) = [P*u,p,]=fu.p,]= (T'u,p;) (6.9)
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k

<T/“’pj> =26 <T/pi’pj> (6.10)

i=1
olur. Ustteki esitlikten cy,ca,...cx sabitleri

k
¢ = (T'up j)bij i=1,2,..k (6.11)

=

dir. Burada by, elemanlan <T’pi,pj> olan matrisin tersinden elde edilen matrisin

elemanlaridir. Bu ters her zaman mevcuttur. Ciinki iigili Gram determinant1 olan G her

zaman pozitifdir.

T operatdriintin simetrikligi kullamlirsa ve u elemam da H 'dan alinirsa;

k k

B®u =33 (u,T'p,)b,T'p, 6.12)

i=1 j=1

B® operatori TP® operatoriini D(T') uzayina iz disiirir. Bu operator sonlu boyutlu

oldugundan H izerinde tanimli kompakt bir operatérdiir. ilave olarak Vu,v € Higin
<B(k)u, v>:<u,B(k)v> dir. Yani B® operatorii simetriktir. Tim bu verilerden k. ara

problem ait ara operatér;
T(k)=T(O)+B(k), k>1 (6 13)

olarak tanimlanir. T® operatorii D(T®) uzayinda, sinirh ve simetrik operator ile kendi

kendine eg bir operatoriin toplami oldugundan kendi kendine es bir operator olacaktir. T®

operatoriine ait birimin aynigimi operatorii E{" ile gosterilecektir.

T operatoriiniin kendi kendine es oldugu kabulu ve D(T') kiimesi H 'da her yerde yogun bir
alt kiime oldugu dikkate alinirsa, D(T’) kiimesinden alinan her u elemam igin asagidaki

temel esitsizliklere varilir.



31

0 < [P®u,Pru]< [P40u, PEu< uu] ki1

0<(T'PPu,u) (TP u,u)<(Tyu) k21 (6.14)

B® operatori T'p® operatoriiniin D(T) kimesine kisitlanmasinin siirekli genisletilmesi

oldugundan Vu e Higin;
0< <B“‘)u,u> < <B(k+')u,u> (6.15)
dir. Yukaridaki ifadelerden;

(Tu,u) <(T®u,u) < (T y,u) ueD(T®) (6.16)

(T%u,u) < (Tu,u) ueD(T) (6.17)

bulunur. Bu bagintilardan sonra taban operatdrii T 'in yardim ile T® operatorii ile ifade
edilen ara problemlerin ¢6ziimii gergeklenebilir. Bu goziimden sonra yukaridaki bagintilara
ilave olarak T® ara operatériine ait Ozdegerlerin de sayilabilir sayida

A <A <...seklinde olacagi gosterilecektir. Bunun neticesi olarak da ara problemler

ismini ortaya koyan asagidaki esitsizlik elde edilecektir.

AD <A <A <, ikt>1 (6.18)
Cozimin eldesi igin T®m en azindan k adet 6zdegeri A 'larna ait u{® o6z
fonksiyonlarimin T’ operatoriinin  gorintii kiimesinde olmasi sarti gerekecektir. Ara
problemlerin ¢oziimii Bazley'in 6zel segimi olarak nitelendirilen p; = (T')_lui(o) seklindeki

kabul ile kolay bir form'a indirgenecektir. Bu tesbit yukandaki B®u ifadesinde yerine

yazilirsa;
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k k

By = ZZ(U u(0)> ,u u® (6.19)

i=l =1

elde edilir. Burada b;; degerleri artik elemanlari agagidaki formda verilen matrisin tersinden

elde edilecektir.
(T'pi.p;)=(p;,u®) i=1,2..k vej=12..kdu. (6.20)

Bu ifade, en son B¥u esitliginde yerine yazilir ve T® operatoriine ait 6zdeger problemi

ifade edilirse;

kK K
Tu+>" > by{u, uf” ul® - Au=0 (6.21)

i=1 j=1

estiligine vanhr. Eger u'® taban operatorii T!in p'lerin olusturulmasinda kullamlmayan

)

bir 6z fonksiyonu ise ara probleme ait ifade Tu!? —Au'® =0 haline gelir. Buise u'® 6z

fonksiyonunun ayni zaman da ara problemin de 6z fonksiyonu oldugunu gésterir. Dolayisi

ile A”da u{”'a ait 6z deger olacaktir. Ara problemin diger 6zdegerlerini tesbit etmek igin

ilgili 6z fonksiyonlar1 asagidaki formda aramak yeterli olacaktir. (Gould,1963)
k
u® = Z ctly® (6.22)
i=1

Buradaki her u!® p; 'lerin kurulmasinda kullamilmistir. Bu tesbit yukaridaki ifade de u

yerine yazilirsa;

Z c‘s)k“’) (0) + Z Z c(s)buufo) KZ c(s) (0) (6.23)

=l =1

elde edilir. u!” 6z fonksiyonlarinin lineer bagimsizhgindan;
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i{(l‘f’) AP b D=0 12,0k (6.24)

m=1
dir. Burada & ; Kronecker deltasi( i=m i¢in 1 aksi hallerde O degerini tretir.) dir.

T® operatorii ile kurulan k. 6zdeger ara problemin k adet 6zdegeri yukaridaki matris
Ozdeger probleminin ¢ozimii ile gergeklenir. Bu iglem asagidaki determinantin A ya ait

polinomunun k kokiinden elde edilen degerlerin tesbiti anlamina gelir.

det]3® - )5, +b,, (,m=1,2,..k) (6.25)

Bu 6zdegerlere ait 6z fonksiyonlar ise her bir A dzdegerine karsi tesbit edilen c®

k
(m=1,2.k) 'ler kullamlarak u® =3 c®u® ifadesinden hesaplamir. bu hesaplanan
ms=]

degerler lineer bagimsizdirlar. Simdi ise gergekte T® operatoriiniin tiim 6zdegerlerinin
hesaplanmis oldugu gosterilecektir. E©” = 3" E(A”) sekiinde T operatoriine ait {E&o)

ailesi ile birimin ¢6ziimlenmesinin tim sigramalarinin toplamint ile olusturulan

projeksiyon olarak verilsin. Daha 6ncede belirtildigi sekilde
T operatérii sirasiyla;

H;O) =E®Hve H® = (I-EV)H (6.26)

alt uzaylaniyla T ve T” operatorlerine indirgensin. Yine bu temsil ile T®

operatoriiniin T operatériiniin k adet 6z fonksiyonu haricindekileri aynen 6z fonksiyon
olarak aldigim gostermektedir. ilave olarak yukaridaki hesaplamadan elde edilen u®
ozvektorleride yine T® operatoriinin T operatorine ait olmayan ilave k adet 6z

fonksiyonunu temsil edecektir.
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6.1 Problemin Bazley Metoduna Uyarlanmasi

Harmonik olmayan osilatér probleminin ¢éziimii igin oncelikle uygun bir T taban
operatori kurulmasi gerekecektir. Bu dogrultuda daha 6nceden analitik ¢oziimlemesi
yapilan Hermit diferansiyel denklemi bu probleme taban operator olarak segilecektir. Bu
dogrultuda;

2

T(O)W(x)=——£i—c;%(;£)—+xz\|/(x) —W0 <X < (6.1.1)

operatorii H=L, (—0,+00) uzayinda kurulur. (6.1.1) ifadesine ek olarak da ;

lim w(x) =0 (6.1.2)

[x]—>e0

sartinin  saglanmasi gerekecektir. Ty = Ay 6zdeger probleminin (6.1.2) 'i de saglayan

x2

£l

¢ozimu 2. bolimde verildigi tzere \p(x)=y(x)e—~ seklinde bir doniligim ardindan

cozilerek istenen 6zdeger ve 6z fonksiyonlar;

2

A, =2n+1 ve y (x)=H, (x)e ? n=0,1,2,... (6.1.3)

elde edilir. Burada Hy(x) fonksiyonlar, Ek2 de (Ek.2.5) ile n=0,1,2,...Rodrigues formili

vasitasiyla verilen Hermite polinomlanidir. y_(x) fonksiyonlar

[lw,(0)Fdx =1 (6.1.4)



sart1 ile normalize edilirse normalize katsayilar yine daha 6nceden de verildigi tizere;

¢, =Wr2ra"  n=012,.. (6.1.5)

olur. Neticede normalize 6z fonksiyonlar da;

2

u(x) =y, (x)=c,e *H,(x) (6.1.6)
seklinde ifade edilir.

Pozitif tanimhi operator olarak da T'y=x*y ¢arpma operatorii ahndiginda problemin
¢oziimiine gegilebilir. Oncelikle projeksiyon uzayinin bazin: tegkil edecek elemanlar

olarak;
p, =(T'u®x) i=0,1,2,..k (6.1.7)

alinirsa ilgili taban operatére ait ¢oziicii(resolvent) ifadesi, artik sonsuz bir toplam olarak

ortaya ¢ikar. Lineer bagimsiz p; (i=0,1,2... k) elemanlari teskili ardindan,;

by = (p, (x),u{ (x)) (6.1.8)
degerleri hesaplanir. Yine bu hesaplamalarda da Gauss-Hermit improper yaklasik integral
yontemi kullanilir. Bu degerlerle kurulan matrisin tersi alinir. Ardindan elde edilen yeni
matrisin  kogegeni lizerindeki m. satirda bulunan elemanlara, taban operatoére ait m.
ozdeger A'? ilave edilir. Artik problem matris 6zdeger tesbiti formuna indirgenmistir. Bu
matrisin ozdegerleri ¢ozimine galigilan 6zdeger probleminin 6zdegerleri olacaktir. Matris
Ozdegerlerinin tesbiti igin, matris 6nce st Hessenberg formuna disirilmis ve QR

algoritmasi ile istenen alt sinir degerleri elde edilmistir.

Islemler gergeklestirildiginde sirasiyla k'min 5,8,11,13 ve 14 segilmesi ile kurulan ara

problemlere ait 6zdegerler asagidaki ¢izelgede verilmigtir.
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Cizelge 6.1 Bazley metodu ile elde edilen 6zdeger alt sinirlar

S eleman i¢in | 8 eleman igin 11 eleman igin 13 eleman igin 14 eleman igin
Lozdeger [1.3773874 |[1.3872560 |1.3922011 1.392287 1.3922874
2.6zdefer | 4.4736350 |4.5944259 |4.6308228 4.6451029 4.6484748
d.6zdeger 77752993 |8.5126993 |8.6601256 8.6601766 8.6601766
4.6zdefer  |10.1776186[12.3888369 [13.1255099 |13.2020460 |[13.2022423
S.pzdefer  121.9895727{17.1698398 [17.6150769 |17.7912330 [17.7912330
6.6zdeger 21.4474309 [20.1412215 |21.3075236 |22.6879697
7.6zdeger 56.6042067 [33.8151997 |32.9527864 |32.9527864
8.6zdeger 72.3408352 [46.6926455 |37.2939105 [33.9002493
9.5zdeger 80.7611779 |72.0497473 |72.0497473
10.5zdeger 136.0977590 |90.2377335 | 72.2440694
11.6zdeger 199.7551163 |161.4049839 |161.4049839
12.6zdeger 217.9856878 1161.5006116
13.5zdeger 318.2625224 |318.2625224
14.6zdeger 318.3202990

Cizelge 6.1'de gosterilen degerlere gore, lineer bagimsiz olarak teskil edilen pi(x)
elemanlarinin sayisi artirildikga probleme ait ilk 6zdegerlere ait alt sinurlar oldukea iyi bir

sekilde belirmektedir.

Asagidaki ¢izelgede ise bir dnceki bolimde Rayleigh-Ritz yontemi ile tesbit edilen {ist sinir

degerleri ile Cizelge 6.1'de verilen Bazley y6ntemi degerleri birlikte verilmektedir.

Cizelge 6.2 Bazley metodu ile Rayleigh-Ritz metodu sonuglarinin kargilastirilmas:

14 eleman icin yapilan Bazley Yéntemi ile elde edilen alt Rayleigh-Ritz Yontemi ile
hesaplamalar simrlar bulanan iist sirlar

1.8zdeger 1.3922874 1.3922877

2.6zdefer 4.6484748 4.6484747

3.6zdeger 8.6601766 8.6601761

4.bzdeger 13.2022423 13.2022417
S.6zdeger 17.7912330 17.7912511
6.0zdeger 22.6879697 22.6881611
7.6zdeBer 32.9527864 32.9485546
8.6zdeger 33.9002493 33.8930151
9.6zdeger 72.0497473 72.2185158
10.6zdeger 72.2440694 72.4388365
11.6zdeger 161.4049839 161.639783
12.6zdeger 161.5006116 161.737952
13.6zdeger 318.2625224 423.384195
14.6zdeger 318.3202990 423.449699
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7. IKINCI iZDUSUM OPERATORU METODU ANALIZi VE
PROBLEME UYGULAMASI

Bu metod, Bazley 6zel se¢imi yonteminden hareket ederek ikinci tip yaklagim tarzina
uyan, yani ara problemlerin kurulmasi ile noktasal spektrumun tesbit edildigi
yontemlerden biridir. Metod sayesinde aranan 6zdegerlere sonlu, lineer, cebirsel

hesaplamalar ile makul alt sinirlar tesbit edilebilmektedir. (Fox ve Bazley,1962)

T operatorii, ayrilabilir i¢ ¢arpimin (u, v) seklinde verildigi H Hilbert uzayinda, kendi

kendine es lineer bir operator olarak verilsin. Buna ilave olarak T operatori alttan
sinirl1 ve ilk limit noktasina kadar sonlu katliliga sahip 6zdegerlerden olugan spektruma
sahip bir operator olsun. T operatoriiniin 6zdegerleri A),A,... ve bu 6zdegerlere ait 6z
fonksiyonlar1 uj,u,,... seklinde gosterilsin. Eger operatoriin, 6zdegerlerden olusan bu
spektrumu bir limit noktasina sahip ise bu limit noktasini A. ile temsil edilsin. T

operator;
T=T® + T (7.1)

seklinde T, kendi kendine es ve T negatif olmayan simetrik bir operatér olmak tizere
pargalanabildigi kabul edilsin. Bu pargalanis o sekilde teskil edilebilsin ki, T®

operatoriiniin spektrumunun ilk kismi, bilinen A" AL, .. o6zdegerleri ve bunlara ait
bilinen orthonormal u{® u{’,.. 6z fonksiyonlarindan olugsun. Bu operatére ait

ozdegerlerin alt kismmnn limit noktast da AL ile gosterilsin. Tamim kiimeleri ile ilgili

olarak da, T operatériiniin tanim kiimesi D(T), TO operatériiniin tanim kiimesi D(T®)

ve T operatoriiniin tanim kiimesi de D(T') ile gosterilsin. bu tammlamalar ardindan

D(T) = D(T')"D(T®) yazlabilir. T’ operatoriinin negatif olmamasindan ve
D(T) c D(T®) neticesinden V ue D(T)igin ;

<T(°)u, u> <(Tu,u) (7.2)

olup TO<T dir. Bunun neticesinde Rayleigh oranlarindan T ve T operatorlerinin sirali

Ozdegerleri arasinda;
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AY <A, i=1,2,.... (7.3)
ve
A <A, (7.9)

bagintist oldugu tesbit edilir. Bu iglemler ile elde edilen kaba alt sinirlan
iyilestirebilmek igin T < T® < T™" < T sartim saglayacak kendi kendine eg {T(")}

ara operatOrler dizisi kurulacaktir.

T® operatorler dizisini kurmak icin, D(T’) kiimesinin elemanlan tizerinde, [u,v] ile
tanimlanan ve [u, v]=<T’ u, v) seklinde verilen gegici bir i¢ ¢apim tammlamr. P®

operatorii ise yine D(T') kiimesinden alinan lineer bagimsiz {py,pa,....} elemanlarmin ilk
k tanesinin gerdigi uzaya iz diisim operatoridir. Bu sekilde verilen P® izdiisim

operatorii D(T') kiimesinden alinan her v vektorii igin asagidaki ifadeye sahiptir.

kK
P&y = ZZ[V, pilbij'pi (7.5)

=1 j=1

Burada bj; 'ler elemanlan [p;,p;] ile verilen matrisin tersinden elde edilen elemanlardir.

Bu esitlikten faydalanilarak;

k k

T'P®y = ZZ(V, T'p; )b, T'p, (7.6)

i=l j=1
elde edilir. P® iz diisiim operatori oldugundan;
0< [P("')v, v] < [P“‘”)v, v] < [v.v] (7.7)

dir. (7.6) ifadesinden TP operatorii tim H uzayma genisletilebilir. Bu simetrik

operatdriin gérinti kiimesi sonlu boyutlu oldugundan (7.7) ifadesinden;

0<T'P® < T'P*) < T (7.8)
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elde edilir. Neticede;
T® = 7O + T/p® (7.9)

olarak tanimlanabilir. T® ara operatori kendi kendine es ver tamm kiimesi

D(T®N=D(T) olan bir operator olup;

TO<T® < T*D < T (7.10)
esitsizligini saglar. Buna paralel olarak da;

AD <A <A < (7.11)
ifadesi elde edilir. Problemi Bazley'in 6zel segiminin temin ettigi cebirsel yapilara
benzer formlara donistiirmek i¢in daha kiigik bir operatér olan ve agagidaki gekilde
kurulan T&® operatérinden faydalanilir.

Her pozitif y degeri igin T® operatorii;

T® =[r© —y]+ [r'P® 4+4] (7.12)

dir. T'P® +vy operatorii y degerinden bityiik oldugundan her y ve k degeri igin yeni bir

i¢ carpim H Hilbert uzaymin u ve v elemanlari i¢in
(u,v) = ([T'P® + v}, v) (7.13)

seklinde verilebilir. Bu i¢ ¢arpima gore H 'dan alinan lineer bagimsiz {qi,qa,....}
vektorlerinin ilk s adeti {izerine izdiisiim operatérii Q° ile gosterilsin. (7.7) deki ifadeler

benzer olarak, sabit tutulmus k ve v igin;

0<[T'P® +y[Q < [T'P% +y]Q* < T/P® 4y (7.14)
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dir. [TP®+y]Q° operatorii sirl, simetrik ve deger kiimesi sonlu boyutlu bir

operatordur. Dolayist ile Bazley metodunda T'P® operatérii igin oldugu gibi;

[T/P(k)+y]qu=ii<u, [1'P® + vk, e [TP® +4h, (7.15)
m=1 n=l
dir. Burada ¢y, elemanlar <[T’ P® 4+ y]qm, qn> olan matrisin tersinden elde edilen

degerlerdir. Bu agamada T®* operatorii;
760 = [T _y ]+ [rp® +y]Q° (7.16)
seklinde kurulabilir. Bu ifade ardindan D(T®®) = D(T) ve

TO —y<TER <TEW < TR < T (7.17)
dir. Bu ifadelerin paralelinde A" ézdegeri;
AD —y < APW < AT <A <, (7.18)

esitsizligini saglar. N. Aronszajn, yukaridaki sart'in T® operatériiniin 6zdegerlerinin T
operatoriniin 6zdegerlerine yaklagmasi igin yeterli oldugunu gostermistir. Bu sart, g;
fonksiyonlarinin H uzayinda tam sistem olusturmas: halinde T&O  operatériiniin
6zdegerlerinin T® operatoriiniin 6zdegerlerine yaklagmas: icin yeter sartdir. Neticede s
ve k degerleri biyidiikge T 'min 6zdegerleri T operatoriiniin 6zdegerlerine yaklagmig

olacaktir.

Genel olarak keyfi verilen q1,qa,....qs igin T®* operatoriiniin spektrumunun tesbiti en
az T operatoriinin spektrumunu tesbit etmek kadar zordur. Bununla birlikte TEK
operatorinin - kurulusu ile q 'lerin o6zel bir se¢imi her zaman miimkiin olabilir.
Gergekten de [T’ p® +yr ifadesi agik olarak ifade edilebildigi i¢in bu elemanlarin

se¢imi,
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q, = [T’P(k) + y}]ufo) i=1,2,...s (7.19)

seklinde yapilabilir. Bu veriler ile T operatorii i¢in agagidaki ifade yazilabilir.

T(s,k)u - T(O) _ Y]“ + Zs: Zs:<u’ uES))_cmn.uf‘o) (720)

m=] n=1

Burada cm, degerleri, elemanlart <uff),[T’P(k) +y}]uf,°)> olan matrisin tersinden elde

0 (0

edilen degerlerdir. Yukaridaki T®® operatori, H uzayinin u®,u®.. u®
g p y 1 2

. elemanlarn
ile gerilen alt uzay olan M 'ye dik elemanlar kiimesinde T“-y 'ya indirgenir. O halde
M*ile gosterilebilen bu kiimede T®® ile T-y aym: spektruma sahiptirler. Neticede
T®Y operatoriine ait tiim spektrumun 6z fonksiyonlarini asagidaki sekilde aramak

suretiyle elde etmek miimkiindiir.
u= ZBiUEO) (7.21)

Bu tesbit T®®u-Au=0 6zdeger problemi ifadesinde yerine konur ve gerekli iglemler

yurttalir ise asagld‘aki cebirsel probleme varnilir;

Zs:Bi [(}"(iO) —7)8; +¢; - lsij]: 0 =128 (7.22)

i=1

—v, X% —y,.... birlestirilerek iyilestirilmis

s+2

Bu ifadeden bulunan A*" degerleri ile A%

s+l

alt sinirlar tamamen belirlenmis olur. (Gould,1963)

[T’P(k’+'yr ifadesi, operatoriin spektral agihmindan faydalamilarak yazilabilir.

Gergekten de asagidaki ifadeden;

k k

[r'p® 4y} = ZZ(v,T’pi).bij.T’p Pt (7.23)

i=1 j=1
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dir. H Hilbert uzayinin T'p1,T'pa,... T'px elemanlan tarafindan gerilen N alt uzayi,
TP®+y operatoriinii indirger. Sonug olarak TP®+y operatori N uzayina dik
elemanlarin olusturdugu N*alt uzayinda y degerini sonsuz katli 6zdeger olarak
alacaktir. Geri kalan 6zdegerler ise y degerinden biiyiik olarak pi+y, paty,....ucty olarak

gelecektir. Bu 6zdegerlere ait 6zfonksiyonlar ise;

k
v=>d,T'p (7.24)

i=l

alinarak asagidaki cebirsel sisteme ulagilir.

k

0=3d[Tp.Tp)-u(T'p,p)  12..k (7.25)

i=1

Buradan;

[P® 4y u=> A [u (v, v } (7.26)

1_1 B +Y =1

elde edilir. Dolayis: ile q; elemanlart tegkili garantilenmis olur. Bu tesbit ardindan
hesaplamalarda gerekli olan cn, degerleri asagidaki sekilde elemanlan verilen matrisin

tersinden elde edilir.

—1—{6m —Zk:i—<u§,?),vi><v,,uf,°)>} (7.27)

=1 ui +'Y

Burada v; ve u; (i=1,2,...k) degerleri (7.24) ve (7.25) ifadelerinden elde edilebilirler.
(7.27) ifadesinin bir bagka form'u W.Borsch-Supan tarafindan asagidaki sekilde

verilmistir;
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{Sm - ii(ufﬂ’,T/pi>.dij(y).<T’pj,u§,°)>} (7.28)

i=] j=I

Bu ifade de d;(y) elemanlan <T"pi,T’pj>+y<T’ pi,pj> olan matrisin tersinden elde

edilen degerlerdir. (7.27) ifadesi bir cebirsel matris problemin ¢éziimiinii gerektirirken
(7.28) ifadesinde her vy degeri igin kxk'lik bir matrisin tersinin bulunmasi yeterli

olacaktir.
7.1 Problemin ikinci izdiisiim Operatorii Metoduna Uyarlanmasi

Harmonik olmayan osilator problemi ¢6ziimii igin oncelikle uygun bir TO taban
operatorii kurulmas: gerekecektir. Bu dogrultuda daha onceden analitik ¢dziimlemesi
yapilan Hermite diferansiyel denklemi bu probleme taban operatér olarak segilecektir.

Bu dogrultuda ;

2

d y(x)

2+ x y(x) —0<X <0 (7.1.1)
dx~

TOy(x) =-

operatdrii H=L, (—o0,+00)uzayinda kurulur. (7.1.1) ifadesine ek olarak da ;

lli[m y(x)=0 (7.1.2)

sartiiin ~ saglanmas1 gerekecektir. T“y=Ay ozdeger probleminin (7.1.2) 'i de
ger p

saglayan ¢oziimi Ek2' de verildigi tzere;

x2

A, =2n+1 ve y (x)=H_(x)e > n=0,1,2,. (7.1.3)

elde edilir. Burada Hy(x) fonksiyonlari (Ek.2.5) ile n=0,1,2,.. Rodrigues formiili

vasitasiyla verilen Hermite polinomlaridir. y_(x) fonksiyonlar1 normalize edilerek

cn=[\/—7;.2“.n!r/2 n=0,1,2,.... katsayilar1 yine Ek2'de belirtildigi gibi ilgili i¢

¢arptm kullanilarak tesbit edilir. Neticede normalize 6z fonksiyonlar da;
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WO () =y, (}) =c,e T H,(x) (7.1.4)

seklinde ifade edilir. Pozitif tamm operatér olarak da Bazley Metodunda oldugu gibi
T’y =x*y ¢arpma operatérii alindiginda problemin ¢oziimiine gegilebilir. Oncelikle iz

diigiim uzayinin bazini tegkil edecek elemanlar olarak;
ARNO) i
pi = (T ) ui (x) 1'—'0,1,2,...1( (715)

lineer bagimsiz p; (i=0,1,2... k) elemanlar: teskili ardindan iki sekilde ¢oziime gidilmesi
imkam vardir. Ik yaklagimda, (7.25) ifadesinden <T’pi,T’p j>Ve <T’ Pi» P j> degerlerinin

Bazley Metodunda da kullanilan yaklagik improper integral hesaplamas: kullanilarak
belirlenmesi ardindan p degerleri bulunur. Her bir p degeri igin yine aynm:i ifade de
bulunan d; (i=1,2,..k) degerleri ve neticede (7.24) ifadesi ile belirlenen vy, (m=1,2,...k)
degerleri hesaplanir. Neticede (7.27) ifadesi ile belirlenen ¢y, (m,n=1,2,..k) degerleri
icin tiim veriler hazirlanmug olur. Bu hesaplamalar ardindan tekrar (7.22) ifadesine
doniilir. Problem artik bir matris dzdeger problemi halini almistir. Daha 6nceden de
kullamldig: gibi yine QR algoritmasi (Wilkinson,1965) ile ¢ozimleme yapilarak
istenen ozdegerlere vanlir. ikinci yaklasgimda ise, (7.28)'de verilen ifade igin gerekli
olan (ug),T’ pi> (m,i=1,2,...k) ve dj (,j=1,2,...k) degerlerinin tesbiti gerekecektir. ilk
i¢c carpim yine aymi yaklasik integral hesabi kullamilarak ¢oéziimlenebilir. Ancak dj

degerleri ise elemanlan <T’pi,T’ pj>+y<T’ pi,pj>olan kxk'lik matrisin tersinden elde

edilirler. Tabii ki yine (7.28) ifadesinde de kullanilan y degeri oyle segilmelidir ki bu

matrisin tersi mevcut olsun.

Goruldiigii tizere ilk yoéntemde (7.27) ifadesinde kullanilan v; ve p; (i=1,2...k)
elemanlarinin tesbiti igin bir matris 6zdeger problemi daha ¢ézmek gerekecektir.
Dolayisi ile islem yiki ikinci yaklasim tarzina oranla daha fazladir. Calismada bu
yontem k=2 alinarak gergeklestirilmis fakat k'min biytk degerleri i¢in hesaplamalarin
uzunlugundan dolay: ikinci yaklagim tarzi kullanilmigtir. Bu yéntemde Bazley'e oranla
pilerin keyfi segilebilmesi imkant vardir. Fakat ayni se¢imi yapmak normalize edilmig

elemanlarda daha sade degerler getirdiginden sonuglar oldukga iyi bir gekilde elde
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edilmigtir. Hesaplamalarda k=5,8,11,13 ve 14 alinarak (7.28) deki ifade kullanilarak

islemler yiiriitiilmiistiir.

Cizelge 7.1 Ikinci Izdiisiim Operatérii metodu ile elde edilen 6zdeger alt sinirlar:

5 eleman igin | 8 eleman igin 11 eleman igin 13 eleman igin 14 eleman igin
Lozdeger [ 1.3773845 |1.38723595 11.392190047 |1.392287752 |1.392287752
2.6zdeger |4.4735421 [4.59419599 [4.629990622 |4.644845233 |4.648474623
3.6zdeger |7.7747880 |8.51145965 |8.660116311 |8.660175938 |8.660175938
4.5zdeger  110.1782669 |12.3789201 [13.11555889 |13.20201382 |13.20224121
5.6zdeger |121,9985457|17.1761126 [17.59586218 |17.79125258 [17.79125258
6.6zdeger 21.4873998 |20.13679307 [21.24188909 [22.68818302
7.6zdeger 56.8103027 {33.93340805 |32.94863243 |32.94863243
3.5zdeger 72.9003616 |47.39744876 |37.54671621 |33.89335671
9.6zdeger 82.47429274 {72.20352067 |72.20352067
10.6zdeger 143.0060734 |92.52528306 |72.41962327
11.6zdeger 230.0212408 |161.6503561 |161.6503561
12.6zdeger 264.8218532 |161.7484256
13.6zdeger 442.8428937 [442.8428937
14.6zdeger 442.8992168

Asagidaki ¢izelgede ise bir 6nceki boliimde Rayleigh-Ritz y6ntemi ile tesbit edilen iist

siir degerleri ile Cizelge (7.1)'de verilen ikinci izdiisim operatdrii yontemi ile elde

edilen degerler yaklagimdaki etkinligi gostermek amaci ile birlikte verilmektedir.

Cizelge 7.2 Ikinci Izdiigiim Operatérii metodu ile Rayleigh-Ritz metodu sonuglarinin

karsilastirilmasi
14 eleman igin yapilan Ikinci Izdiigiim Operatorii Rayleigh-Ritz Yontemi ile
hesaplamalar Metodu ile bulunan alt sinirlar bulanan iist sinirlar

Lozdeger 1.392287752 1.3922877

2.5zdeger 4.648474623 4.6484747

3.6zdeger 8.660175938 8.6601761

4.8zdeger 13.20224121 13.2022417
S.tzdeger 17.79125258 17.7912511
6.dzdeger 22.68818302 22.6881611
7.dzdeger 32.94863243 32.9485546
8.6zdeger 33.89335671 33.8930151
9.6zdeger 72.20352067 72.2185158
10.6zdefer 72.41962327 72.4388365
11.8zdeger 161.6503561 161.639783
12.5zdeger 161.7484256 161.737952
13.0zdeger 442.8428937 423.384195
14.5zdeBer 442.8992168 423.449699
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8. KESME OPERATORU METODU ANALIZi VE
PROBLEME UYGULANMASI

Ozdeger problemlerinin ikinci siniflama tipine giren ¢oziimlerinde kurulan ara problem
yapilarinda T taban operatériiniin spektral temsilinin tamamen belirli oldugu kabulu
yapilmisti. Bu ise 6z fonksiyonlarin bilinmesi ve dolayisi ile de taban operatére ait

¢ozicli(resolvent)'niin  hesaplanmast anlamina gelmektedir. Fakat genelde  taban

operatoriine ait ¢oziicli(resolvent) operatér, R, = (T® —AI)™ sonsuz bir toplam olarak

v,ufo))u(o)

R,v= Z< o (8.1)

i=1

seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Weinstein determinanti olarak bilinen ve 6zdeger
probleminin ¢6ziimi sirasinda olusan determinant ifadesinde kullanilan bu toplam ilgili
determinantin sifirlarinin dogru tesbitinde bir sorun tegkil etmektedir. Bazley'in 6zel segimi
olarak bilinen ve yapisinin yukarida analiz edildigi metod iginde kurulan lineer bagimsiz
P1,p2,-.. elemanlarinin uygun segimi ile bu toplam sonsuz ifade olmaktan kurtarilip tek bir
ifade haline gelir. Bu tesbiti 6n plana ¢ikaran bazi yaklagim yontemleri denenmigtir. Bu
metodlarin en onemlilerinden birisi de Bazley ve Fox tarafindan teskil edilen taban

operatOriiniin kirpilmasi esasina dayanan Kesme Operatorii metodudur. (Gould, 1963)

Bu metod iginde ilk i adet 6zdegeri Ay'ler (m=1,2,..i) ve bunlara ait u’¥ 6z fonksiyonlar:
T ile aym olan T kesme operatorii kullamlacaktir. Oyleki T taban operatdriinin

(i+1). 6zdegeri olan A% kesme operatoriiniin (i+1). ve sonras: 6zdegerleri olmak iizere

i+]2

sonsuz katlt olarak gelecektir. Bu islevi yerine getirmek igin yine izdigiim

operatdrlerinden faydalamlacaktir. P{” operatori, segilen A degeri igin bu degerden kiigiik

kalan T taban operatoriine ait 6zdegerlere kars1 gelen u® ul®,.. 6z fonksiyonlar

uzayna izdiigiim operatorii olsun. Neticede T*? operatérii yukarida tarifi verilen iz diigim
yardimi ile asagidaki sekilde kurulabilir;

TOY =TOP@ +4,,(I1-BQ) 1,2, (8.2)

i+1



47

Burada I birim operatoriidiir. T*” kesme operatérii kullamlarak k. ara problem operatorii

T® asagidaki sekilde kurulabilir;
T = TGO 4 T/P® i,k=1,2,... (8.3)

Maksimum-minimum prensibinden faydalanilarak da T% operatériine ait m. 6zdeger A%

igin;

A < A0 < 300 <
(84)

(,k) (i,k+1)
MG < qGkD <3

esitsizlileri yazilir. Burada A, , T operatriine ait m. 6zdegerdir. Sadelik temini igin
k
Z(u,T/ pi>bij ifadesini o ile temsil edersek Ty —Au =0 ifadesi;

i=1

k
T¢u-Au=->a,T'p, (8.5)

i1

olur. Ayrica

k

> a{p;, T'p,) = (u,T'p,) s=1,2,..k (8.6)

=)

dir. Eger yukaridaki ifadelerde bulunan u fonksiyonu T operatoriinin T*® operatériine

ait olmayan A 6zdegerine karst gelen 6z fonksiyonu ise;

k .
u=-y o R{PT'p, (8.7)

=1
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olarak yazilabilir. Burada R{ = (T —AI)" operatori, T®? operatoriniin ¢oziiciisii
(resolvent') diir. Kesme Operatorii metodunun faydasi da bu asamada ortaya ¢ikmaktadir.

H Hilbert uzayindan alinan herhangi bir v elemani igin;

. i v,uio) uﬁo) 1 i .
jo)v = §< 5 —>K + o _x[v—z<v,u§0)>uiwjl (8.8)

i+l s=1

seklindedir. Dolayist ile ;

k
Zaj(p] +R1T/pj’T/ps):O S=1a2a"'k (89)
=
ifadesi asagidaki hale gelir.

)
> a,p, +ROTD, T'p,)=0  s=1.2,.k (8.10)

1

Neticede A degerinin T% operatériinin T’ da bulunmayan bir ézdegeri olabilmesinin

gerek ve yeter sartt Weinstein determinanti olarak bilinen

W) = detf(p; +ROT'p, T'p, | =0 jis=1,2,.k (8.11)

ifadenin gecerli olmasidir. Eger A=A%degeri T*® kesme taban operatoriinin

ovaevad oz uzayma sahip bir 6zdegeri ise TN operatoriinin u 6z fonksiyonu

asagidaki gibi olacaktir;

k ) k+n
u= _ZajR;,;‘)»T/pj - Zajvj—k (8.12)
=1 j=k+1

olur. Buradaki o katsayilar1 asagidaki esitlikleri saglamak durumundadir;
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k k+n

Zaj<p,~ +R$§>T'P1’T/Pr>+ > 0y(viy, T'p,) =0 r=12,.k (8.13)
F j=k+1
k

o T/p.,Vr—k =0 =k+1,k+2,.. k+n (8.14)
il i
pu

Buradan A 6zdegerinin katlilig1, k. ara problemin operatoris H®® ‘nin ilgili 6zdegerinin

katlilig1 ile asagidaki determinat esitliginden elde edilir.

(pj +R§f)T’pj,T’p,> . <vj_k,T’p,>

=0 (8.15)

(T'p;,v,i) . 0
(G,=1,2,...k)
Iligili determinant ifadesinde dikkati geken en 6nemli nokta pi,pa,.. fonksiyonlarinmn keyfi

secimleri halinde de;

. L (T'ppu®u” g i
ROT'p, :Z< ;:(0) . 2 o _k['r’pj —Z(T’pj,u§°)>u§°):l (8.16)
s=1] s i+l s=1

¢oziicl ifadesi sonlu terim toplamlar ile ifade edilebilmektedir. Bu netice Kesme

Operatori metodunun 6zelligini de belirler.
8.1 Problemin Kesme Operatorii metoduna Uyarlanmasi

Harmonik olmayan osilatér problemi ¢oziimii igin 6ncelikle uygun bir T taban operatori
kurulmas1 gerekecektir. Bu dogrultuda daha 6nceden analitik ¢dziimlemesi yapilan
Hermite diferansiyel denklemi bu probleme taban operatér olarak segilecektir. Bu

dogrultuda taban operatér;

a9

T(O)w(x)=—9%vx(2i)+x2w(x) —0<X<® (8.1.1)
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operatérii H=L, (—,+0) uzayinda kurulur. (8.1.1) ifadesine ek olarak da ;

lim y(x)=0 (8.1.2)

jx|>e

sartimin  saglanmasi gerekecektir. Ty =Ay 6zdeger probleminin (8.1.2) 'i de saglayan

¢Oziimii 2. bélimde verildigi tizere

2

A, =2n+1 ve w (x)=H, (x)e ? n=0,12,. (8.1.3)

elde edilir. Burada H,(x) fonksiyonlar1 yine (Ek2.5) ile n=0,1,2,..Rodrigues formiilii

vasttastyla verilen Hermite polinomlaridir. w_(x) fonksiyonlar1 normalize edilerek

cn=[\/E.2".n!r/2 n=0,1,2,.... katsayilann Ek2'de belirtildigi gibi ilgili i¢ ¢arpim

kullanilarak tesbit edilir. Neticede normalize 6z fonksiyonlar da;

x2

u® )=y, (x)=c.e *H_(x) i=0,1,2.. (8.1.4)

seklinde ifade edilir. Pozitif tanimli operator olarak da Bazley Metodunda oldugu gibi

T'w =x*y ¢arpma operatérii alindiginda problemin ¢6ziimiine gegilebilir.

Hesaplamanin gergeklestirilecegi son ifade ;

(o, T Y17, )

det{(pj, T’pt> +> OIEY

s=]

(T'p, T'p,) - 3 (u®, T'p, )T'p, u®)
Sﬂx@ .y =0 (8.1.5)

i+]

(tj=0,1,2,..k)
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dir. (8.1.5) ifadesinde i kesme miktariny, k ise ara problem numarasini temsil eder.

Ihtiyag duyulan izdiigiim uzayinin bazini tegkil edecek elemanlar olarak yine;
p, =(T')'u®(x) i=0,1,2,.k (8.1.6)

alinabilir. Kesme miktar 4 alinarak tek bir elemanin gerdigi izdisim uzay: kullanilirsa;

0y 1/ / (0)
el TN,

s=0

(T'p0, T'p0) - 3 (4, T'p W Tpy, u®)
s=;(?) — =0 (8.1.7)

3+1

olur. p,(x)= —1-4—uf,°)(x) alinarak islemler yiiritilir ise;
X

(8.1.8)

-7 7
84,081+ 1.1 4 0.0 +(7,721.10 ).(7,721.10 )+ 0.0
1-A 3-A 5_2 T

RE [1.1+0.0+(7,721.107).(7,721.107) + 0.0] _ .
92 -

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;

420405000000000000%° —11575000000000000A + 24880895000000011923A
—-1916572000000011923 = 0

bulunur. Uglincii derece bu polinonum en kiigiik degeri istenilen ilk 6zdegere alt sinir teskil

eder. Bu deger A¢=1.01308 dir. Eger kesme miktar: 2 olarak alinirsa;



1.1 00 1-(1.1+0.0)
+ + =

0 8.1.9
1-A 3-A 5-A ¢ )

84.081+

olur. Bu denklemin ¢6ziimiinden bulunan en kigik A degeri Ag=1.0119093 olarak ortaya
¢ikar. Bu degerlerden de gorilecegi gibi kesme miktari artirildikga alt sinirlar
iyilesmektedir. Alt sinirlarin bu iyilestirilmesi iz digiim uzayinin boyutunun artirilmasi ile
de saglamir. Iz diisiim uzaymin boyutunun artirilmasi ayrica diger 6zdegerlere ait alt
simirlarin belirmesini de temin edecektir. Ayrica tek eleman igin yukarida yapilan
hesaplama segilen pg(x) elemaninin katsayisin1 degistirmek suretiyle yenilenmis bulanan
degerler; katsayilarin 5 olmast halinde 1.0119023 ve 2 alinmasi halinde de 1.011903959
degerleri tesbit edilmistir. Bu sonuglara gore yine en iyi po(x) degeri, bu problem igin
Bazley'in 6zel seg¢imidir. Aym hesaplamalar iz digiim uzaymnin boyutunun 2 ve kesme

miktarinin da 2 olmasi durumunda yapilirsa;

84.081+ 11.1>b + 30'(; o S (15-1;00) (_):1_5)
det = — 87— =0 (8.1.10)
A 5.0 10 (18871~ 5786)
*-=5) y

ifadesi elde edilir. Bu ifade den;

1269,2867761" —17869,191864)° +87432,639768)\” —168786,39A +98452,73=0

dordiincti dereceden bir polinom elde edilir. Bu polinomun koklerinden en kiigiik ilk iki
tanesi istenen ozdegerlere alt sinirlar olacaktir. Bu degerler sirasiyla A0=1.01189 ve
A1=3.06626 dir. Iz diisiim uzaymnin boyutunun 3'e ¢ikanildiginda ilk 6zdeger Ao=1.28609
degerine yukselmektedir. Bazley Metodunda iz diigim uzayinin boyutunun 1 alindiginda
bulunan ilk ozdeger Ao=1.01189 dir. Yani Bu metodun etkinligi Bazley Metodu ile
olduk¢a yakinlik gosterir. Fakat Metodunun uygulanabilirligi iz disim uzaymin
boyutunun artirilmasi ile oldukga giiglesir. Dolayisi ile pratik uygulamalar igin elverigli bir

yontem degildir.
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9 SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada, 6ncelikle operatoriin spektral temsili incelemesi yapilmistir. Bu incelemede
ayrik spektrumun tesbitinde sayisal hesaplama imkanlarinin varlig: ve siirekli spektrumun
yaklagik sayisal hesaplamalara imkan tammadigi gorilmugtir. Bu nedenle, ¢aligmada iyi
operatérler (kompakt, kendi kendine eslenik, tersi kompakt) Uzerinde ¢aligmanin
gerekliligi ortaya gikmugtir. Ustelik bu operatorler fiziksel olarak anlamh olmaktadir. Ele
aldigimiz —u” (x) +x?u(x) +x*u(x) = Au(x) -oo<x <o harmonik olmayan osilatér'e ait
diferansiyel 6zdeger probleminin 6zdegerlerinin ayrikhig1 temin edilmis ve fiziksel olarak
¢ok 6nemli olan ilk 6zdegerlerin sayisal hesaplamasi yapiimistir. Bu operator igin farkli
farkli yontemlerle bu dzdegerler ¢ok yaklagik olarak iyi bir sekilde bulunmugtur. Ozellikle
alt ve Ust siurlan tesbit eden metodlar birlikte kullanilarak hem alttan hemde iistten
yaklasik degerler bulunmak suretiyle bir giivence teskil edilmistir. Analitik olarak
spektrumu bulunamayan bu operatériin boylece istenen hassasiyette ayrik olan spektrumu
belirlenmigtir. Ayrica operatoriin yapisina gore degisik metodlarin uygulanabilirligi de
verilmistir. Bu suretle tez iginde genig bir operator gurubunun 6zdegerlerinin bulunmasi

yontemleri sunulmustur.

Calisma da oncelikle yapilan spektral analiz bu caligmalarda iz diigim operatérlerinin
etkisini gozler oniine sermektedir. Ik dikkati ¢eken her kendine es operatoriin bir grup iz
diustim operatoriin lineer birlesimi (sonlu boyutlu uzaylarda bir toplam sonsuz boyutlu
olanlarda bir integral ) olarak ifade edilebilecegidir. Bu islevi yerine getirecek iz diigiim
operatorleri teskili ilgili uzay dikkate ahinarak ¢ok cesitli sekilde insa edilebilebilecegi
dustintilebilir. Fakat bu temsilin operatérii tam olarak yansitabilmesi i¢in operatériin 6z
fonksiyonlari ve ilgili 6zdegerleri kullamlmalidir. Dolayisi ile her kendi kendine es
operatore ait yaklasik 6zdeger ve 6z fonksiyon hesaplamasi yéntemi nihayetinde bu
operatorii tam olarak temsilini saglayabilmelidir. Bu dogrultuda iz diigiim operatérlerinden
yararlanmak zorunlulugu vardir. Ozellikle diferansiyel operatoriin 6zdegerlerine alt simrlar
bulan yontemlerde bu oldukga belirgin olarak ortaya gikmaktadir. Neticede ara problem
kurulmas: yontemlerinde iz diigim operatorlerinin degisik kullanimlant degisik yontemleri
beraberinde getirmektedir. O halde daha etkin bir yontem arayisinin bu dogrultuda olmasi

buiytik kolayliklar saglayacaktir.
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Ek1 iz Diisiim Operatorleri

Genel olarak bir B Banach uzayinda iz diisiim operatérii, karesi kendisine eg (idempotent)
olan operatér olarak ifade edilir. Kisaca, operatér P ile gosterilirse P?=P olan operatérler iz
diisiim operatérlerdir. B uzayinda her bir P iz diisiim operatori igin kapali lineer M ve N
gibi B=M®N ozelligini saglayan iki alt uzaydan bahsetmek gerekecektir. Bu iki alt
uzaydan, M alt uzayr P'nin gérintii kiimesi N ise yine P operatérinin sifira gotirdiigi
elemanlar kiimesi yani sifir uzay: dir. Dolayis: ile her bir P iz diisim operatérii i¢in B

uzayinin iki kapali lineer alt kiimesi M ve N eslemesi yapilabilir.

Bu tez ¢alismas: konularinda elemanlarin veya uzaylarin dik olmasi dolayisi ile i¢ garpim
kavrami, yine Hilbert uzaylarinin beraberinde getirdigi bazi kolayliklar nedeni ile Banach
uzaylarindan ¢ok Hilbert uzaylarinda iz disiim operatorlerinin  Ozellikleri 6nem
tastyacaktir. Ayrica H Hilbert uzaylarinda iz diisim operatérlerine ait bir ¢zellik olmasina

karsin burada sadece tez konular ile iligili olan 6zellikler verilecektir.

Bir H Hilbert uzay1 igin goriuntii kiimesi M ve sifir uzayi N olan bir iz diisiim operatoric P
olsun. Eger MLN ise P kendi kendisine es operatordiir. Ayrica bu hal igin N =M" dir.
Yani P'nin sifir uzayr goriintli uzayina diktir. Genel olarak H da sifir uzayr ve gortinti
uzay1 dik olan iz digim operatériine dik iz diigiim operat6rii denir. O halde bir H Hilbert
uzayinda P dik iz diisiim operatorii P?=P ve P=P" sartlarim saglayan bir operatordiir. Sifir
ve I birim operatérleri de birer iz dik iz diigiim operatérleridir. H Hilbert uzayinda her bir
P dik izdisiim operatorii igin onun goriintii uzays, kapali lineer M = {Px: x € H. uzayi ve
tersine olarak da H Hilbert uzayinda herbir kapali lineer M alt uzay igin goériinti kiimesi
P(x+y)=x olacak sekilde bir P dik iz diigim operatérii mevcuttur. Burada xeM ve

y € M* dir. Her iki durumda da P operatériine M iizerine dik iz diisiim operatoriidiir

denir,

Eger P operatorii M tizerine dik iz diigiim operatorii ise I-P de M* iizrine dik bir iz digiim
operatoridir. Yine P operatorii pozitif bir operatordir. Yani P >0 dir. I-P  operatérii

icinde bu yargi dogru olacagindan 0 <P <1 dur.
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Eger P,,P,,...P, operatorleri H Hilbert uzayinin sirasiyla M;,M;,... M, kapali lineer alt
uzaylarina dik iz diisiim operatorleri olsun. Eger P; ler dik(orthogonal) ise yani i=# j
olduk¢a PiP;=0 oluyorsa P=P;+P,+..P, seklinde ifade edilen P operatéri de
M=M,+M;+.. M, uzayma dik izdisim operatéridiir. Bu ifadenin tersine gerektirmesi de

dogrudur. (Bachman,1966)

Eger H Hilbert uzayinda P; ve P; iz diisiim operatérleri igin PyP,=P,P; 6zelligi gegerli ise
(yani P, ve P, degisme ozelligine sahip ise) P=P,P; ¢arpim iz diisim operatérii de H da bir
iz diigiim operatdrt olur. Boyle bir durum igin P; ve P, operatorlerinin H uzayindaki iz
dustim alt uzaylann Y,=P,(H) ve Y,=P»(H) olmak iizere P operatériiniin H daki iz diigiim
uzay1 Y=Y, nY, dir. Yine bir H Hilbert uzaymnin kapali iki alt kiimesi M ve N olmak
uzere bu iki uzaya iz disimi temin eden Py ve Py operatérleri igin PyPn=0 sarti

saglaniyorsa M ve N kapal: alt uzaylari birbirlerine dik dir denir.

Bir H Hilbert uzayinda tamimli iki iz diisiim operatérii P; ve P, ile H uzayindaki iz diisim
alt uzaylant Y,=P;(H) ve Y,=P»(H) ile verilsin. Ayrica P; ve P, operatorlerinin sifir
uzaylarida sirasiyla N(P;) ve N(P) ile gosterilsin. Asagida verilen bes bagint1 bir birbirine
denk dir;

1-) ©  P,P,=P,P,=P,

2-) Y Y,

3-)  N(P,)>N(,)

4 |Px|<[Px| (Her xe H igin)

5-) P <P,

dir. (Simmons,1963)
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Ek2 Hermite Polinomlar

Uygulamalarda, baz1 6zelliklere sahip fonksiyon dizilerinin gerek islemlerde ve gerekse de
fiziksel yorumlamalarda gegsitli kolayliklar sagladiklan bir gergektir. Hilbert uzaylarinda da
dik (orthogonal) ve birim dik (orthonormal) olarak isimlendirilen ve agagidaki gekilde
tanmimlanan elemanlar dizisi de bu ozelliktedir. M kiuimesi ile H Hilbert uzayinin bir alt

kiimesi temsil edilsin. Bu kiimeden alinan her x ve y eleman ¢ifti, uzayin i¢ ¢arpimi ile bir

birlerine dik iseler, yani (x,y)=0 sarti1 sagliyorlarsa M kiimesine dik bir kiime denir. Bu

sekildeki M kiimesinde alinan elemanlar ile tegkil edilen diziye ise dik dizi denir. Ilave

olarak M kiimesinin her x ve y elemanin norm'u 1 ve

#yise 0
(x, Y)={ xR (Ek2.1)
x=yise 1

sart1 da saglamyorsa M kiimesine birim dik kiime, bu kiime elemanlan ile tegkil edilen

diziye de birim dik dizi denir.

Bu tez galismasinda da harmonik olmayan osilatér problemi Gizerinden galisildifindan ele
alinacak metodlarda kullamilmak Uzere sonsuz aralikta integraller ile i¢ garpim ifadeleri
karsilanan dik veya birim dik dizilere ihtiya¢ olacaktir. Problemin yapisi geregi Hilbert

uzay1 olarak L (— , ) sonsuz boyutlu karesi integrallenebilen fonksiyonlar, x ve y yine

bu uzayin elemanlar1 olmak iizere ilgili i¢ garpim olarak da;

(x,y) =] x(t)y(t)dt (Ek2.2)

kullanilacaktir, Integrasyon smmrlan sonsuz oldugundan klasik yontemlerle (eleman
kuvvetlerini alarak) lineer bagimsiz diziler teskil etmek imkam yoktur Ustel
fonksiyonlardan uygun Us se¢mek suretiyle yakinsak integrale sahip lineer bagimsiz bir

dizi olusturmak miimkindir. Bu amagla asagidaki sekilde bir dizi olusturulabilir;



59

w(t)ze%, tw(t) , t*w(t), .. t"w(t), ... (Ek2.3)

Bu elemanlar L?(—o0,) uzaymnin elemanlanidir. Gergektende R reel sayilar kiimesinde

stmrhidirlar. Yani tim t degerleri igin t“w(t)lskn dir. Bu elemanlara Gram-Schmidt

orthonormallestirme iglemi uygulanirsa;

_12

1 B -
(0 (t) = We Hn(t) (Il 1,2,) (Ek24)

orthonormal dizisi elde edilir. Burada, asagidaki Rodrigues formiilii ile

2 2
n

Ho(t)=1 ve H_(t) = (—1)"e% F(e'if) n=12,.. (Ek2.5)

seklinde tiretilen bu fonksiyonlara Hermite polinomlar: denir. (Kreyszig,1978)
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1990-1993 Istanbul Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

1993- Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Mithendisligi Anabilim Dal1

1990-92 : YESA Ingaat ve Miihendislik Hizmetleri Ltd.Sti.
1992-Devam ediyor : Yildiz Teknik Universitesi Matematik
Miihendisligi Arastirma Gorevlisi



