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OZET

Bu ¢aligmada ikinci mertebeden iki parametreli genel formdaki ayrik sistemler ele alinmg
ve bunlarin optimal kontrol problemi incelenmigtir. .
Optimal Kontrol Teorisi sayisal Mden farkli olarak ayrik sistemlerin optimizasyonu ile
ilgilidir. Kontrol vektorleri tizerinde belirli kisitlarin olmasi halinde bu problem igin genel
halde Pontryagin 'in Maximum Prensibi (PMP) gecerli degildir. Bu ¢aligmada ise, boyle
sistemlerde PMP 'nin gegerli oldugu siniflari bulunmustur. Bu tiir problemler "hizlar
kiimesi konvex olan problemler" olarak tammlanmugtir.

Elde edilen bulgularin iki probleme uygulamasi da verilmistir. Ayrica bulunan sonuglar tig
veya daha gc;k parametreli ayrik sistemler icinde genellestirilebilir. Bu ise, elde edilen

sonuglann ¢ok parametreli ayrik sistemler i¢in 6nemli oldugunu gostermektedir.



ABSTRACT

In this dissertation, second order with two parameters discrete systems in general
form has been taken into account and their optimal control problem has been
investigated.

Although general numerical methods is not taken over optimisation of discrete
system, optimal control theory is able to carry out the optimisation numerically.

If there is some restrictions on control vectors Pontryagin's Maximum Principle
(PMP) is not valid anymore for the optimisation. Therefore, some cases are found
within optimal discrete systems where PMP is applicable. This sort of problems
can be defined as "problems which velocities set are convex".

Result obtained from use of this theory have been given on two applications. In
addition, those results can be generalised for discrete systems with three or more
parameters. In this thesis it can be shown that results got from use of this method

are important for discrete systems with high number of parameter.



0. GIRIS

Optimal Kontrol Teorisi, XX. yiizyilda ortaya g¢ikan en 6nemli uygulamali matematik
alanlarindan biridir. Bu teori, bir anlamda klasik varyasyon hesabi teorisinin devami
olarak g6z oniine alinabilir. Ancak bu teorinin problemleri, XVIL yiizyiin sonlarinda
ortaya ¢ikan varyasyon hesabi problemlerinden kesin bir sekilde farkhdir. Klasik
varyasyon hesabi problemlerinden farkli olarak burada, incelenen sistemlerin imkanlari
kisithdir. Yani, kontrol edilebilen parametrelerin alabilecegi degerler kiimesi genelde agik
degil, kapal bir kiimedir.

Pratikte kargilagilan streglerin (proseslerin) ¢ogunlugu kontrol edilebilme kabiliyetine -
sahiptir. Boylece bu stireglerin akig1 belirli sayidaki parametrelerin davramigina baghdir.
Incelenen siireci veya sistemi matematiksel olarak ifade eden denklemler ise bu
parametreleri igerir. Pratikte bu parametrelerin gidigat1 belli olduktan sonra, ele alinan
stirecin davramg: belli olur. O halde goyle bir soru ortaya gikmaktadir: "Bu parametrelerin
gidigat1 6yle bicimde segilebilsin ki ona uygun diigen siirecin akigi bir anlamda en iyi
(optimal) olsun."

XVIL. vyiizyihn sonunda J. Bernoulli varyasyon hesabinin gelisimine neden olan
Brachistochrone problemini sunmug ve bu alanda 6nemli katkilart olmustur. 18. asirda
Euler ve Lagrange ise bu alanda gliniimtizde halen kullanilan metodlan (Euler-Lagrange

denklemi) sunmuglardir.

Varyasyon Hesab: diye isimlendirilen matematiksel bilim alant giinimiizde optimizasyon.
problemierinin bir bolimii gibi ele alnmaktadir. Varyasyon hesabi problemleri alaninda,
ozellikle imkanlan agik kiime olugturan siiregler veya sistemler incelenir. Ancak pratikte,
siireglerin imkanlar1 her zaman kisith olup matematiksel olarak kapali bir araliga karsi
gelmektedir. Bu sebeple boyle stireglerin optimal kontrol edilmesi klasik varyasyon

hesabi metodlan ile incelenememektedir. Dolayisiyla bu, Optimal Kontrol Teorisinin



ortaya ¢ikma nedenlerindendir. Matematiksel olarak bu; kontrol eden parametrelerin
alabilecegi degerler kiimesinin agik degil kapah bir kiime olmasi: demektir.

Tarihsel gelisim igerisinde ilk tem;el orneklerden birisi Newton 'un, "Atilmig cisimlere‘
gosterilen 6n direng kuvveti" olarak bilinen, aerodinamik problemidir. Bu problemin
matematik modeli agagidaki gekilde verilir (Alekseev, 1987):

1y { .
Js e ot *)

¥(0) =0, x(t) = b

Bu problem varyasyon hesabi problemi gibi goz ontine alindiginda integral alt1 fonksiyon
(integrant)

. A
Fi,x,x)= T2

dir. Euler denklemi ise

F;. = sabit
veya
2tx .
—==— =gsabit, te(0,1)
(1+x2)°
Bu egitlik ancak

x =0 veyax =to0

hallerinde miimkiindiir. Dolayistyla varyasyon hesabi problemi olarak bir anlami yoktur.
O halde bu problem x(f) > 0 kisitina gore incelenmelidir. Bu sonug, problemin Optimal
Kontrol Problemi oldugunu gostermektedir.

Optimal Kontrol Teorisinin gelisiminde L. S. Pontryagin'in (Pontryagin vd., 1962) ve R.
Bellman (Bellman, 1957) 'm &énemli rolleri olmugtur. 1950 'li yillarda Pontryagin Adi



diferansiyel denklemler (ODE) sistemi ile idare edilen prosesler i¢in Maximum Prensibi
yontemini vermistir. Bu yontem Optimal Kontrol Teorisi 'nin daha hizh gelismesini

saglamugtir.

R. Bellman ise aym yillarda Dinamik Programlama ydntemini vermistir. Bu yontem
yardimiyla bir gok problemi incelemek miimkiin olmaktadir.

Bu iki yontem giinimiizde Optimal Kontrol Teorisi 'nin temel yontemleri olarak

bilinmektedir.

Simdi genel olarak Optimal Kontrol problemlerinin bazi ézelliklerinden ve bu alanda
bilinen bazi1 galiymalardan bahsedelim.

t zamani /o < ¢ < t; olsun. V7 i¢in ele alman sistemin durumunu belirleyen koordinatlar

x(D) = (x1(0), ..., xn(9),

sistemi kontrol eden parametreler ise

u(®) = (1), ..., u (1))

olsun. Kontrol parametreleri bilihdiginde sistemin durumu agagidaki denklem ile

belirlensin:

xi(D) =fit,x1(0), ..., xx (O, u1(D), ..., u(H), i=1,..,n (0.1)

Bu sistemin durumu (state) izerine bazi ek kisitlarda konabilir. Ancak basitlik i¢in, bu

halleri ele almayalim ve sadece baglangig durumunun belli oldugunu varsayalim. Yani;

xi(t))=x), i=1,...n 0.2)
kisitlan1 verilmis olsun. Bu durumda kontrol parametreleri tizerine

u@) eV (0.3)



kisitinin kondugunu varsayalim. Burada ¥, R™ 'den verilmig alt kiimedir ve pratikte V
ktimesi ¢ogunlukla kapali-sinirli kiimedir.

(0.3) kisitim saglayan u(f) kontrol vektorleri igerisinden 6ylesi bulunmak istensin ki,
(0.1), (0.2) probleminin ona kars1 gelen x(¢) ¢oziimii ile birlikte

S(u) = J:;fo(t,xl(t), o Xn(@), ur1 (D), ..., u (D)t + 0(x1(t1), ..., xa(t1)) 0.9)

fonksiyoneline minimum deger versin.
Pontryagin 'in metoduna gore (0.1), (0.2), (0.4) problemi asagidaki sekilde incelenir:

Once, Hamilton Fonksiyonu
n
H(t,x1, ;% M, ooy My U1, ooy ) = 25 Nifi(6, X0, oy X, U, . 1)~
=1
—fo(t,xl, ey X, ULy ey u,)

seklinde olusturulur. Sonra ise bu fonksiyonun yardimiyla E§ Problem (adjoint problem)
olarak isimlendirilen agagidaki problem tegkil edilir:

+ OH(t,x1,...,%n, M1, ..., An, U1, ..., Uy)

Al A =0, i=1,..,n (0.5)
ve bu sistem igin

P n t .
Ai(t1) = a(p(xl(f’;x)i’(l‘l,)x ( 1))7 i=1,.,n

baglangi¢ degerleri gz 6niine alinir:

Maximum Prensibi ise optimalligin gerekli kosulu olup asagidaki sekilde yazilir:

max H(t,x1(9),...,xn(0), M1 (@), ..., Au(@), V1, ..., V;) =

Wi Vr)eV

= H(t,x1(D), ooy Xn (), M (D), -y An(D), 210, ..., 4, (7)) (0.6)




dolayistyla Pontryagin 'in Maximum Prensibi (0.1), (0.2), (0.4) problemini (0.1), (0.2);
(0.4) , (0.5); (0.6) sistemlerinin birlikte incelenmesine indirgenmis olur (Pontryagin vd.,
1962).

Bellman 'm Dinamik Programlama metodu ise agagidaki bigime sahiptir (Bellman,1957):

) t
B(to, xy, ..., xg) :ul(tr)% o L:fo(t, X100, ..., (D, u1 (D), ..., u, (D)t + 9(x1(21), ..., xu(t1))

fonksiyonu ele alir ve optimallik prensibinden (optimality policy) faydalanarak bu

fonksiyon i¢in
aB(to,x‘,’, ...,xg) , aB(to,x?, ...,xg) .
a +I§]EiII/l _Zl P St xY, .., x0 v, V)
~folto, x4, ... x0 vy, ..., v,)i| =0
denklemi ve
B(to,x‘f, ...,x?,) =0
to=t1
baglangi¢ kosulu kullaniir.

Bu gelismelerden sonra optimal kontrol teorisi daha hizli ilerlemeye baglamig ve bir gok

kismi tiirevli sistem igin optimal kontrol problemi incelenmektedir

Kismi tiirevli sistemler iki veya daha fazla siirekli parametreye sahip olan sistemlerdir. Iki
veya daha ¢ok sayida sirekli parametreye sahip olan sistemler igin optimal kontrol
problemleri (yani, kismi tirevii sistemler i¢in optimal kontrol problemleri) ¢oguniukla
agagidaki genel sema yardimiyla incelenir (Yegerov, 1978; Butgovsky, 1965; Lions,
1968, Vasilyev, 1974; Ahmedov vd., 1972; Akhiyev, 1976).

1. incelenen siirekli parametreli Optimal Kontrol problemi igin belirli kisitlara

gore Maximum Prensibi (gerek kosullar) saglanir.



2. Verilen siirekli parametreli sistem, ona kargi gelen es problem ve Maximum
Prensibi aynklagtirilir (discretelestirilir). Yani, her tigii de ayrik parametreli ayrik sistem
halinde yazilir.

3. Daha sonra bu ti¢ ayrik sistem birlikte ele alinip goziiliir ve optimal olabilecek
kontrol vektorleri bulunur. Bu kontrol vektorlerinin hangilerinin optimal olacagi ise

ayrica yeterli kosullanin veya bagka bilgilerin yardimuyla belirlenir.

Iki mertebeli nonlinear hiperbolik denklemler sistemi icin ise agagidaki optimal kontrol
problemi (Yegerov, 1978; Ahmedov vd., 1972; Akhiyev, 1976) de incelenmigtir:

un(t,x) = f(t, X, u(t, x), us(t, x), ux(t, ), v(t, x)), (t,x) € G=(to,11) x (x0,%1)

u(to,x) = ax) }
u(t,xo0) = B(?)

Sv) = _[[ Jo@t, x,u(t, x), ui(t, x), ux(t, x), v(t, x))dtdx + ¢(u(t1,x1)) = min
G

Stirekli parametreli Optimal Kontrol problemleri bu sema ile incelenirken 6nemli bir
nokta gozard edilir. S6yle ki; . ‘

Verilen stirekli sistem igin Sturekli Maximum Prensibinin dogru oldugu hallerde bu
sisteme karg1 gelen aynk sistem igin de Siirekli Maximum Prensibinin ayrik formu gegerli
midir?. Surekli sistem i¢in Maximum Prensibinin dogru olmasina ragmen ona tekabiil
eden ayrik sistem icin ayrnk maximum prensibinin gegerli olmayabilecegi literatiirden
bellidir. Dolafyls1yla yukarida gosterilen akig-yemasi yardimiyla stirekli parametreli
sistemler ayriklagtirildiginda optimalli§in gerekli kosullari aynca incelenmelidir. Bu
sebeple ayrik sistemler igin Optimal Kontrol problemleri siirekli parametreli Optimal
Kontrol problemleri ile iligkisi olmayan farkli problemler gibi ele alinmalidir.



Yapilan g¢alismalarda, yukarida soyledigimiz gibi ayrik Optimal Kontrol problemleri
siirekli parametreli Optimal Kontrol problemleri ile iligkili sekilde incelenmistir.

Bu ¢aliymada ise bu agif kapatmak i¢in iki parametreli aynk sistemler ayrica ele

alinmugtir.

Belirli bir anlamda bu tiir ayrik sistemler, ikinci mertebeden kismi tiirevli hiperbolik
denklemlerin yaklaginudir.

Genel halde bu tir ayrik sistemler i¢in Pontryagin 'in Maximum Prensibi metodunun’
hangi hallerde gegerli oldugu saptanmugtir.

Son bolimde belirli bir kimyasal reaktoriin optimal isleyiginin bulunmas: ile ilgili olan bir
Optimal Kontrol Problemi iki parametreli ayrik sisteme indirgenmis ve g¢oziimi

arastirilmigtir,

Bir parametreli problemler (Propoi, 1981; Canon vd., 1970) 'un ¢aligmalarinda ele

alinmugtur.



1. PROBLEMIN SUNULMASI

G)eGum= {(i,]) l i=0,...,m, j=0, ,m}
noktalarinin her birinde N boyutlu

u(la.l) = (ul(la.])s e uN(la.]))

vektorii ile karakterize edilen sistemi ele alalim. Buradaki (i, /) vektorii agagidaki aynk
(discrete) sistem ile tammlansin (Sekil 1.1):

u(i+1,j+1) =f0,/,uG, ), uGi+ L), uGj+ D,vG. ), () € Gt ren (L)
S verilmis N boyutlu vektor fonksiyonu olup

V(l,_]) = (V](i,j), AR v"(iaj))

ise (7,/)) € Gp-1m—1 'de tanmlanmig 7-boyutlu kontrol vektér fonksiyonudur.

iA
m (n,m)
=
3
2
1

A [_ >
LU T R n i

Sekil 1.1

(1.1) sistemi igin Goursat problemini ele alalim (Tychonov vd., 1964).



u(@,0)=a’, i=0,...n

(1.2)
u(0,/)) =8, j=0,...m
Burada a, bj(.’ € RY verilmis sabit noktalar olup
ad = bl ' (1.3)

kosulunun saglandifim kabul edecegiz. Bu (1.3) kosuluna uzlasma kogulu denir ve

saglanmasi (1.1), (1.2) probleminin ¢oziimiiniin olmast igin gereklidir.

(1.1) sistemini bilegenleri ile yazarsak,

wii + 1,j+1) = fe,j, G, ), uG + 1,7), u@j+ D61, () € Grtn

(1.1)
k=1,..,.N
olur. Aym sekilde (1.2) kosullarim yazahm:
we(i,0) =ay,, i=0,...,n
ur(0,)) =by,, j=0,...,m (1.2)

k=1,..,N
a? = (a(l),ia ag,i: cee a?/,i) ve bjo = (b(l),ja bg,ja (AT bglg) dur.
(1.3) kosulu ise agik gekilde,

0 _ 30 _
ado=0%, k=1,.,N

olarak yazilir.
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(1.1) sisteminin (1.2) kosuluna gore tek u(i,j), (i,)) € Gy ¢oziimine sahip olmasi igin
sag tarafindaki v(j,j) vektorii bitin (i,j) € G,y noktalannda onceden verilmig

olmalidir.

v(i.)),  (.)) € Gurm1 vektorii (1.1) sisteminin sag tarafina parametre gibi katilir. Bu
vektor bir anlamda kontrol vektorii (Boltyanskii, 1978) olup, ¢ok gesitli kurallarla
verilebilir. Pratikte ¢ogunlukla v(7, /) vektoriinin alabilecegi deger bolgeleri verilir. Buna
gore,

Vi,/' CRr: (l:]) € Gn—-l,m—l

kiimeleri verilmis olsun.

Tarmim 1.1
v(Z,)) = 1(,0), ... v,(G,)), (.)) € Guor e vektoriiniin degerleri
vi.j) € Viy, (i) € Grotmet (1.4)

ise, bu vektore miimkiin kontrol vektirii denir.

Miimkiin kontrol vektorlerinin kiimesini Q ile gosterelim. Tamma gére Q 'min herbir
elemam belli

V(i) = (1G.)), ..., vi(Q, )

vektor fonksiyonu olup bu vektor fonksiyonu (i, /) € Gp1m1 de tammlanmustir ve (1.4)
kosulunu saglar.

Q kiimesinin elemanlarint kisaca, Wz, j) ile gosterecegiz.
Simdi herhangi miimkiin

Vi) = (16, - v, )
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kontrol vektorinii ele alalim ve (1.1) sisteminin sag tarafina yazalim. Bu halde (1.1)

sistemi

U(l,]) = (ul(i’j)’ ooy uN(la.]))

bilinmeyen vektériine gore belli bir ayrik sistem olur. Bu sistemin (1.2) kogullarma gore

tek olan

U(l,_]) = (ul(iaj)a ARt uN(iaj))a (la.]) € Gn,m

¢oziimii mevcuttur. Bu ¢dziime (1.1), (1.2) probleminin miimkiin kontrol vektorii
w(i,j) ’ye kargt gelen ¢oziimii denir. Kisaca u(i,j) ile gosterecegiz.

(1.1), (1.2) probleminin ¢oziimleri i¢in tammlanan

SO) = o(u(n, m)) (1.5)
fonksiyonelini ele alalim. Burada, ¢ verilmig fonksiyondur ve RY de siireklidir.

(1.1), (1.2) problemi igin optimal kontrol problemi asagidaki gibi sunulabilir:

Q miimkiin kontrol vektorleri kiimesinden dyle v(i,j) kontrol vektorii bulahm ki, (1.1),
(1.2) probleminin buna kargi gelen u(i,j) ¢ozimii (1.5) fonksiyoneline minimum (veya

maximum) deger versin.

Bu probleme gogunlukla (1.1), (1.2), (1.5) problemi denir. (1.5) fonksiyoneline minimum

deger veren,

;(l’.]) = (Vl(i,j), (] Vr(i,j)), (laj) E Gn—l,m—l » ;‘)(la ) € Q

kontrol vektoriine ise optimal kontrol vektorii denir.
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2. VARYASYONLARLA DENKLEMLER SiSTEMi

N boyutlu

1, 0.2,4,9) = (hG.J, 1,4, V), oG 4, 4, V)

vektor fonksiyonu (i, 7, 4, p, g, v) argiimanlarinin tiimiine gore
Gr1m1 X RY xRN x RY x R”

de tammlanm1§ yani;

f:Guam xRN xRN xRN x R" - RV

olsun. Burada

p=u@+1,)), q=u(,j+1)

dir.

Aynica f 'in  fi(i,j,u,p,q,v) elemanlart keyfi belirlenmis (i,j) € Gp-1m1 igin
RN xRN x RN x R" de (u,p, ¢, v) argumanlarina gore siirekli olsun.

Ji(@.j,u,p,q,v) fonksiyonlaniun u=(uy,...un), p=@1,..pn), 9=(q1,...9¥)
vektorlerinin #, pa, o, =1, ..., N elemanlarina gore birinci merteben

ofi(i,j,u,p,q,v) ofi(i,j,u,p,q,v) ofi(i,j,u,p,q,v) _
2 s 9 a= 1, .o .N
aua . apu, aq(l

kismi turevleri vardir ve bu kismi tiirevler biitin (7)) € Gp-1,m-1 igin (u,p, q,v) 'ye gore
RY x RN x RN x R" de siireklidirler.

.f(i7j’ u)p’ q’ v) = Ul (i’j’ u’p’ q’ v)7 "')fN(i7j7 u’p, q’ v))

vektor fonksiyonunun # = (uy,...uy) vektoriiniin elemanlarina gore kismi tiirevleri ile
olugturulan N x & boyutlu matrisi,
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oh(jupgy) - OfwGjup.av)
Buy Buy

fu(i9j7 u,p, q:'v)= . :
oiGhupay) | Awidupgy)
Ouy duy

ile gosterecegiz. Bu matrisi baz1 hallerde

fi.j, u,p, q,v)
ou

ile de gosterecegiz.

Aym kuralla f(i,j,u,p,q,v) vektérinin p=(pi,...pn) ve q=(q1,...qy)vektorlerine
gore kismi ttirevleri N x N boyutlu

ofi,j,u,p,q,v) Of.j,u,p,q,v)
op ’ oq

matrisleri ile tanimlanir.

Amag fonksiyoneli olan (1.5) i tamimlayan @(u) fonksiyonu u = (ui,...uy) 'e gore
RY de siireklidir ve onun RV 'de siirekli olan

o)

o a=1,...,N

kismi tiirevleri vardir. ©(u) fonksiyonunun # = (4, ...uy) vektoriine gore kismi tiirevini

dp(u)
do) | ™
(P/(”) =5 = :
Ou Op(u)
Ouy

stitun vektorii olarak tammlayacagiz.

Simdi herhangi v(i,j) kontrol vektor fonksiyonunu ele alahm. (1.1), (1.2) probleminin bu
kontrol vektoriine karst gelen ¢oziimiinii 2#(7,j) ile gosterelim. v(j,j) herhangi bagka bir
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miimkiin kontrol vektor fonksiyonu olsun. #(7,j) ise (1.1), (1.2) probleminin ona tekabiil
eden ¢oziimii olsun. O zaman

AV(I,]) = V(l,]) - V(l,])

veE

Au(i,j) = u(i,)) —u(.))

esitlikleri ile tammlanan Av(j,j) ve Au(i,j) vektor fonksiyonlan ele ahnabilir. O halde
v(i,j) ve u(i,j) vektorleri

(i, j) = v(i. ) + Av(.j) (2.1)
u(i,)) = u(l,j) + Au(i,j) (2.2)
seklinde yazilabilir.

v(i,j) ve u(i,j) vektorleri, birlikte (1.1)-(1.2) esitliklerini saglarlar. v(i,j) + Av(i,j) ve
u(i,j) + Au(i, j) vektorleri ise birlikte,

u@@+ 1,5+ 1) +Au@+ 1,7+ 1) =G, 7, u(@, j) + Au(i, j), u@ + 1,))+
(2.3)
HAu(i+ 1,j), u(i,j+ 1)+ Aul,j+ 1), @, ) + AR 7)), () € Grrm-t

denklemini ve

u(i,0)+Au(i,0)=a;, i=0,...,n-1
(2.4)
u(0,/) + Au(0,j)= b, j=0,...,m—1

kosullarim saglarlar.

(2.3) esitliginden, (1.1) 'i (2.4) 'den ise (1.2) 'yi gikartirsak Au(7,j) vektori,
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Au( +1,j + 1) = A, ) = A, j, u(i, ) + AuG, j), u(i + 1, )) + Au(i + 1,)),
u(i,j + 1)+ Au(i,j + 1), v(i, ) + Av(i, ) — £, j, u(, j), u@ + 1,j), u(Q,j + 1), v, ) 2.5)

(l,,]) € Gn—l,m—-l
sisteminin,

Au(i,0)=0, i=0,...n—1
(2.6)
Au(0,/)=0, j=0,...m—-1

kosullarnin saglayan ¢oziimiidiir. (2.5) sistemine varyasyonlarla denklemler sistemi denir

(Pontryagin vd., 1962). (2.6) ise siir deger kosullandir.

(2.1) esitligi ile tanimlanan keyfi Av(i,j) = (Avi(,j), ..., Av,(i,j)) vektoriine kontrol
vektorii v(j,j) 'nin miimkiin artim denir.

Wi, j) vektoria ve (1.1), (1.2) 'nin ona kars: gelen u(i,j) ¢ozimii belli oldugu icin (2.5)
sisteminin keyfi Av(i,j) artum igin (2.6) kosullarim saglayan tek

Au(i,j) = (Aur G, ), ..., AunG, ) - 2.7)-
¢Ozimi vardir.
Lagrange'in (Alekseev, 1987) sonlu artim formiilinden faydalanarak (2.5) sistemini,
AuGi+1,j+1) = Afi,j) = [f(i, Gou(i,j), uG +1,)), u(,j + 1), vG, ) + Av(, j)) -
S j,uG, ), uG+1,j),uG,j+1), v(i,j))} + Aui, N, J, uG, ) + AuG, )BT,
uGi+1,7) +Auli+1,7)0%, ui,j+ 1) + Aui, j + 1)85°, v(, ) + AvG, )+

(2.8)
AU+ 1)), G, j, uG, ) + AuG, )OS, uG+ 1,j) + Augi + 1,)05,
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u(i,j+ 1)+ Au(i, j + 10, v(i,j) + Av(i, f)) + Aui, j + 1), G, j,
ui, j) + AuG, HO, uGi + 1,j) + Au(i+ 1,/)85, u(i,j + 1) + Aui,j + 1)05
v(i.)) + AvG,j)), (.)€ Grrm
seklinde yazalm. Buradan
Au(i+ 1,5+ 1) = A, j) + Au(, j)u (@, ) + Aui + 1,))fo(E + 1, )+
(i, j+ oG )+ R Goj) € Gt 2.9)
olur, burada
ASG,J) = G, J, uG, ), uG + 1,)), u(G,j + 1), v, ) + Av(, )
i, j, u(@, ), u@i + 1,)), u,j + 1), v(@.));
RG,j) = Du, ) fu(.J, uG.)) + BuGG, )OS, uG + 1,)) + Aui + 1,703,
u(i,j+ 1)+ AuGi,j+ 185, v, ) + AvG, ) = fuli, ) [+
B+ 1| foG,, uG, ) + AuG, )OS, (i + 1) + AuGi + 1,85,
2.10)
u(i,j+ 1) + AuGi,j+ DB, (i, /) + AvGi, ) ~f,G,) [+
+Au(i,j+ D] f1G,, uG, )+ AuGG, )BT, uli +1,5) + Au(i + 1,05,
u(i,j+ 1)+ Aug,j+ 105, v, /) + Av(, ) ~f2G.) |
JuG. 1), o, 1), fq(i,)) 'ler ise sirasiyla

fu(i’j’u7p9 q’v)7 fp(i9j7u)p7 q’v)ﬁ f‘I(i:j’uap: q)v)
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matrislerinin (i, , u(7, 7), u(i + 1,7), u(i,j + 1), v(i,j)) noktasindaki degerleridir. ng)-lar ise
elemanlan [0, 1] kapah araligindan olan N x N boyutlu diagonal matrislerdir.

Buradan varyasyonlarla denklemler sistemini (2.9) seklinde yazabildigimiz sonucunu elde

ederiz.
(2.9) 'a gogunlukla varyasyonlarla denklemler sisteminin kalan terim ile yazilmasi denir.
Kalan terim R(i, ), (2.10) esitligi ile tammlamr.

(2.5) sisteminden farkli olarak (2.9) sistemi belirli birvanlamda Au(i,j) ye gore lineer
denklemler sistemi gibi gozoniine alinabilir.

(2.9) sistemi (2.6) kosullarina gore goz 6ntine alinmalidir.
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3. ES PROBLEM ve OLUSTURULMASI

Varyasyonlarla denklemler sistemi olan (2.9) sistemini (2.6) kosullarina gore ele alalim.

MG = A Go)), . ANGLD), () € Grtmt

keyfi vektor olsun. (2.9) sistemini sagdan bu vektor ile skaler carparsak ve
(.)) € Gy-1 m—1 olmak tizere toplarsak

n=1 m=1

S S (Bu+ 1,7+ 1),2G.10) =
i=0 =0
’g"g | AN+ Bl VG M)+ B+ 16, D) +
3.1)
Bt + DG ) M) + RG),AGD) |
olur.

(3.1) egitliginde (2.6) kosullarimi dikkate alalim ve agagidaki indis doniigiimlerini yapalim:
i+l1=a, j+1=p olsun.
i=0i¢cina=1, i=n—-1ligino=n

j=0i¢inB =1, j=m—1 igin P =m olmak iizere,

gi(AU(i,j), Mi-1,j-1)- Z Z AHG,j) - 21 mz—:(Au(l, ), MG, NG ))-
(3.2)
-3 S aut p ) - G -1)- E Z(Au(w) Mi-Lfp(-1,7))-n=0,

=1 j=1

burada
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n=1 m-1

n=2 2 (RE.)), M)

=0 j=0

AVHG, ) = H(, j, M@, ), u(G,j), u + 1,)),uC,j + 1), v, )) + Av(Q, )~
(.3)
_H(i:ja 7"(1:])7 u(la.])a u(l + laj)> u(la.] + 1)7 V(l,_])),

H(i’j) ;\', u’p’ q’ v) = (f’(iﬁ.j’ u’p’ q’ v)’ 7\4(1.,]))
dir.

(3.3) esitligi ile tammlanan ve
H:Gupim1 XRYxR¥ xRN xRV x R > R
olan

HG,j, M u,p,q,v) = (fi.j, u,p,4,v), MG, )

fonksiyonuna Hamilton-Pontryagin Fonksiyonu denir (Pontryagin vd., 1962).

(3.2) esitligini ele alalu.
m=1

(Au(n: m)) )\‘(n —1,m— 1)) + 2 (Au(n’.])a 7»(}’1 - 13.] - 1))+
Al

n=1 m~1

+Z(Au(z m), Mi—1,m—1))+ 2 Z(Au(z,]) AMi-1,7-1)-

=1 j=1

3.4)

n=1 m=1

—Z Z(Au(l, ), M) - Z Z(AM(I,J) Mi,j =107 = 1)~

=l =1

n-1 m-1

—Z(Au(z m), M(i, m — 1)f5(i,m—1)) - Z Z(Au(z, D Mi- L - 1,))-

=1



20

—
—

-

- @01, M= L3 1.0~ & & G -n=0

=()

-~

olur. (3.4) esitligini

Au(n,m), M(n—1,m— 1))+nill(Au(n,j), Mr-1j-1)-Mn-1)@m-1 )1+
7=

+'§(Au(i, m), (i —1,m —1)— A(i, m— 1)f(i,m— 1))+

(3.5)
n—=1 m=1
20 L (BuG. ), Mi =~ 1,7 = 1) = MEAGE) ~ MET = 1 = 1)-
=1 j=
n=1 m—-1
~“Mi— LG - L) -2 2 AHG)-n=0
i=0 j=0
seklinde yazabiliriz.
MG ) = G,)), ..., An(,))) vektori asagidaki esitlikleri saglasin:
i=1,...,n-1, j=1,...,m—1 olmak lizere
7"(1— 1)]— 1) - }\’(la.])/:(la]) - )\‘(la.]_ 1)/;(17]_ 1) - ?"(l_ la.])f;(l— 17]) =0 (36)
AMi—-1,m—1)- A, m—1)f;(,m—-1)=0 3.7
Mp—1,j-1)-Mn-170/0n-1,)=0 (3.8)
Mpn—-1,m-1)=a (3.9

burada a € RN verilmis sabit vektordiir.

w(i,j) kontrol vektorii ve (1.1), (1.2) probleminin ona karst gelen u(7,j) ¢ozimi belli
oldugunda £, G, ), f,(./) ve f4(i,j) 'lerin belli olan Nx N boyutlu matrisler olduklar
agiktir. Yani, (3.6), (3.7), (3.8) esitliklerinde f.(i./), f»(i.)), fq(i,j) matrisleri belitli

matrisler gibi goz 6niine alnabilir.
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(3.8) esitligini denklem gibi, (3.9) kosulunu ise baslangig degeri gibi g6z Oniine alirsak,
(3.8) 'de once j=m—1 olursa A(n—1,m—2) bulunur. Sonra j=m-2,... 1 alrsak,

(3.8) 'den ardigik sekilde A(n—1,m—3),...,AM(n—1,0) bulunur. Dolayisiyla (3.8) 'den
(3.9) 'tin yardimiyla

Mp—1,j)=b°, j=m-1,..,0 (3.10)
degerleri tek degerli olarak bulunur.

Benzer sekilde gosterilebilir ki, (3.7) den (3.9) baglangi¢ deger kosulu ile

AG,m-1=a’, i=n-1,...,0 (3.11)
degerleri tek d'egerli olarak bulunur. Bu halde (3.9) 'dan

a’,=b =0 (3.12)
olur. Yani, (3.10) ve (3.11) kosullar uzlagma (@} = b]‘.’) kosullarim saglarlar.

(3.10) ve (3.11) kosullarina, iki parametreli (3.6) sistemi igin Goursat Kosullan gibi

bakilabilir (Tychonov vd., 1964). Bu halde (3.6) sisteminin (3.10), (3.11) kogullarm .
saglayan tek degerli A(7,j) ¢Oziimii olacaktir. Yani;

;"(la.])a i:n_1,~~~, 0, j=n’I—l,...,O

degerlerinin hepsi bulunmug olacaktir. Dolayistyla (3.6) sisteminin (3.7)-(3.9) kosullarint

saglayan

M) =G, s (L)), () € Gt

¢oziimiiniin var ve tek oldugu sonucunu elde ederiz.

(3.6) sistemine Ey Sistem (Adjoint System), (3.6)-(3.9) problemine ise (1.1),(1.2)'nin Es
Problemi (Adjoint Problem)denir (Alekseev, 1987).
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Teorem 3.1
acRY verilnﬁs vektor, v(i, j) = 1(.)), ..., v+(i,)) verilmis kontrol vektorii,

u(@.) = @G, ..., un(i.))

ise (1.1), (1.2) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu halde (3.6)-(3.9) es probleminin tek

7"(la.]) = (7\,1(1,]), tety A’N(l:'.])): (laj) € Gn—l,m—l

¢Ozimii vardir,

Bu teoremin ispati tistteki boliimde verilmigtir.
Bu A(j,j) ¢oziimiine es problemin,

V(l,]) = (Vl(i,j), R v"(i)j))’ (l’.]) € Gn—l,m—l

kontrol vektorii ve verilen a € RV vektoriine kars1 gelen ¢oziimii denir.

Mi, ) = (), ..., W@, )), (,)) € Gu1m-1 es problemin ¢oziimil olarak segildiginde,
(3.5) formiilii

n=1 m-=1

(Au(n,m),a)- 2 2 AH(i,j)-m=0 (3.13)
=0 j=0 . .

seklinde olur. Burada a € RV sabit keyfi vektordiir.
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4. AMAC FONKSIYONELININ ARTIM FORMULU

V(l,_]) = (V](i,j), (LT v’(i’j))’ (l?.]) € Gn—l,m—l
ve
(i, ) + Av(,j) = G, ) + Avi (G )), ..., v-(@, ) + Av, (. )), () € Gu1m

gibi iki vektor fonksiyonunu goz oniine alalim. (1.5) amag fonksiyonelinin bunlara kars:

gelen arttmim

AS() = S(v + Av) — S(v) = @o(u(n, m) + Au(n, m)) — ¢(u(n, m)) 4.1)
seklinde yazabiliriz.

Lagrange 'in sonlu artim formiliinden (Alekseev, 1987) faydalanarak (4.1) 'i

ASO) = Aun, my 2200 - L0, m)00)

seklinde yazalim. Burada 6¢, N x N boyutlu diagonal matrisdir ve bu matrisin elemanlar:
[0, 1] araligindandir. Buradan,

AS) = Au(n, m)i“’(”(gfl—’m))mo (4.2)

olur. Buradaki mo kalan terimdir ve

1o = Au, m)[&v(u(n, m)+ Aul mon) _ ot m»}

dir.

(3.13) 'in sol tarafim (4.2) 'nin sag tarafina eklersek,
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AS) = (Au(n, m), @) g :’__i; AHG, ) + Au(n, m)%”’—’”» +Mo—1

olur. (* isareti ile transpoze iglemi gosterilmigtir.)

AS0) = (Bun,m),a + %" m)) _’g 'g AHG, )+ 43)
yazilabilir. Burada
N1=Mo—MN 4.4
dir. (4.3) esitliéinde a vektoriini

__00™(u(n, m)) (4.5)

ou

seklinde segersek amag fonksiyonelinin artimi daha basit olur:

n=1 m—1

ASOW) =-2 X AH(G ) +m1 (4.6)
=0 j=0

Bu formile Amag¢ Fonksiyonelinin Artim Formiilii denir. Buradaki 1; ise kalan
terimdir.

(4.5) 'i eg problemde yerine yazarsak (3.9) kosulu

%(n—l,m—1)+a(p*($)—)-:0 @4.7)

seklinde olur.
(3.6), (3.7), (3.8), (4.7) problemine yani, i=1,...,n—1; j=1,...,m—1 olmak iizere

M= 1= D) =MD = Mij = DG = 1D = Mi= LG = 1,/) =0 @48)
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G —1,m — 1)~ MGG, m— 1)f3(i,m— 1) =0 4.9)
M- 1,j— 1) = Mn=1,/)f5(n—-1,7)=0 (4.10)
X(n—l,m—1)+%(ua(:i-n)—)=0 4.11)

problemine optimal kontrol probleminin es problemi diyecegiz.

Bu problemin optimal kontrol teorisindeki 6nemi, ¢oziimii ile amag fonksiyonelinin

artimuini (4.6) ile basit olarak bulunmasini miimkiin kilmasidir.
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5. MUMKUN KONTROL FONKSIYONUN IGNEVARI ARTIMI ve
AMAC FONKSIYONELININ KALAN KISMI UZERINDE
HESAPLANMASI

Herhangi

v(i,)) = @), - vrG),  (G)) € Grama

kontrol vektor fonksiyonunu géz 6niine alalim. Tanima gore
Vi) € Vi, () € Grrm

idi. Belirli bir (7¢,/0) € Gp-1.m1 nok.tas1m kaydedelim. Verilen
Vi) € Vi, (@) € Grrm

kontrol vektor fonksiyonu ile

)t ve  G))=Gojo)
Viioso)(J) = { Vi) () € GramiM(io,jo)}

olsun. Burada'v(o) € Vi, verilmis noktadir.

gl
m-1
:;:
i Yo
¢4
1-—T v(],])
y/a
N 7 . >
0 1 ig . n-1 i

Sekil 5.1
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v(ioJo)(i:j): (i,j) € Gn—l,m—l

vektor fonksiyonu (1.4) kosullarim saglar. Dolayisiyla v, 0)(i, /) miimkiin kontrol vektor
fonksiyonudur.

Viiojo(d,7) vektor fonksiyonu yalmz (ig,jo) noktasinda v(i,j) 'den farkli diger noktalarda
ona esittir. Dolayisiyla da

v(ioJo)(i’j): (la.]) = Gﬂ-l,m—l

vektor fonksiyonuna v(i,j) € Gy-1,,1 miimkiin kontrol vektor fonksiyonunun Ignevari

varyasyonu denir.

o) voy—Vo,jo) ()= (io,jo)
AV () = { 0, (.)) € Groam1\{(0,Jjo)}

esitligi ile tammlanan Avg;(Z,7), (,)) € Gu1,m1 vektor fonksiyonunu ele alalim. Bu
vektor fonksiyonuna v(j,j) € Gy m-1 kontrol vektoriinin ignevari  artim denir
(Pontryagin vd., 1962).

Bu artim ile ignevari varyasyon (degisim),

V(ioJjo) (lv.]) = V(l,_]) + Av(iOJO)(iaj)a (l’.]) € Gn—l 11
seklinde bulunabilir.

Simdi, (2.10) esitligi ile tammlanan R(7,j) vektor fonksiyonunun ignevari artimina kargt
gelen degerinihesaplayalim:

RG, ) = MuGG, )UfuG,j, uC,j), u@ + 1,7), ulj + 1), v(0,7) + AvG, 7)) — fuli, DI+
+AUG, )| full,f, 4G, ) + A, B, u(i + 1,7) + A+ 1,005, (i, j + 1)+
+Au(iyj + 105, Vi, )+ AVG, 1)) ~Fulio, 4G ), GG+ 1, ), uCl,j+ 1), VG0, 7) + AV, ) [+

+Au(i + L)oo, uG, ), uGE + 1, ), 6+ 1), G, ) + AVG, 1)) —foGo )
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AU+ L) oG, u )+ Au(DOP, uG + 1,)) + Au(i+ 1,785, u(i,j+ 1)+
A, j+ DO, VG, j) + AVG, ) = 1o GG, 1), uG + 1,7), 1G5 + 1), 0,) + AvG, ) [+
+Au(i, j + DIfyQ.j, uG. ), u@ + 1,)), (. j + 1), v, j) + AvG, ) — fo (L.)1+
AU+ D] f3G.7, 06, + Au(i. )OS, uG+1,7) + AuGi+1,7)85”, u(i,j + D)+
+Au(i,j + 1O, Wi, ) + AV, 1)) ~Fo o, 4G, 1), G+ 1,0, uGi,j + 1), VG0, ) + AVG, ) |
Buradan ise

RG,J) ~ Auli, PAfull, ) + A+ LNASH G 7) + Aul,j + DASG(,7) +ROE,)) G-

dir. Burada

ROG,j) = AuGi, )| fuli ), uGG, ) + AuGi, DB, u(i + 1,7+ Augi+ 1,105, uGi,j + 1)+
+AuGl, j+ 1O, v, J) + AV, )) ~Fullo, 4o ), uli+ 1,70, uGi,j + 1), G, ) + MG, ) [+
AU+ 1 fy 0,7, ui, ) + duG, )OS, uli + 1,) + Auli + 1,057, u(i,j + 1)+

G, j+ 10D, v(i, 1) + AV, 1)) ~Foli,Jy 1, 1), uCi+ 1), + 1), ¥, 1) + AV, ) [+
' (5.2)°
AU, + D f4G, 7, w07+ Au(i, DO, (i +1,) + Au(i+1,/)05”, u(i,j + 1)+

+AuG,j+ )OS, Wi, )+ AVGL ) ~Folids G ), 4G + 1,0, 1l + 1), Y06, 1) + AV |

olup

At ) = fulG,j, uli, ), uG + 1,7), uGG,j + 1), V0. 1) + A0, ) = full])

Afo,1) = FollsJ, u(i ), uli+ 1,7, u(j + 1), V(1) + AV(L1)) ~f (. ]) (-3

A‘df‘](l:.]) :fq(i;j, u(lv.])a u(l+ l) )a u(i:j+ 1)) V(i, ) + AV(’)])) _fq(i:j)
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dir.

(5.1)~(5.3) formiilleri bize amag fonksiyonelinin (4.3) artim formiiliindeki kalan 1 kismumn

hesaplamak (sayisallagtirmak) i¢in lazzm olacaktir.

(4.3) artim formiiliinde

AV(i’j) = Av(io,io)(i:j)’ (l, .) (S Gn—l,m—-l

olsun. Bu halde

(.)) # (io,jo) oldufunda Av(,;,)(i,j)=0 olup

Au(io,jo) = Au(io + l,jo) = Au(io,jo + 1) =0

ve

A‘{fu(iaj) = 0: A‘pr(l:.]) = 0’ A‘qu(l’]) ~ 0

dir. Buna gore i < iy veyaj <j, oldugunda,

j0+ 14

. (o- Jp)
j

0

Au(i,j) =0 olur.

R@.H=ROG), (.)€ Grim

(5.4)
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olur. Ayrica 0 <i < iy veya 0 <j <j, oldugunda
ROG)=0 (5:5)

olur. Dolayisiyla ignevari Av(i,j) = Avi;00G,.0), () € Groim1 artmt igin amag
fonksiyonelinin kalan kismindaki 1 asagidaki esitlikle tammlanir:

n= 5 % @O (5.6)

i=ig+l =g+l

Bu formiil dogrudan (3.3) esitliginden elde edilir.
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6. MUMKUN HIZLAR KUMESI KONVEX OLAN PROBLEMLER

V(l,]) = (vl(i’j)’ R v"(izj))

kontrol vektor fonksiyonlarinin keyfi (7,/) € Gp-1m-1 noktasinda miimkiin degerlerinin
kiimesi olan V;; i¢in f(i, j, u, p,q, Vi;) = RY kiimesi konvex bir kiime olsun. Yani,

ioj 0,0, Vi) = { i), w,p, 4,%) I ve Vyl

kiimesi keyfi (7, f, u,p, q) € Gp1m1 X R¥ x RY x R¥ noktast igin konvex bir kiime olsun.

SG.j,u,p,q,Vis) < RN kimesi (1.1) sisteminin miimkiin hizlar kiimesi diye isimlendirilir.
Bu kiimeye V;; c R” kiimesinin tasviri gibi bakilabilir.

f(i,j,u,p,q,v r .
G ) f(i,j,u,p,q, Vy;)

Sekil 6.1
Keyfi
V(l,]) = (Vl(i,j), ceey v"(iaj))’ (la.]) € Gn—l,m—l

miimkiin kontrol vektor fonksiyonunu goz éniine alalim. Ozel halde v(i,j) € V;; olur.

Herhangi (f0,70) € Gu-1,,1 noktasi verilmig olsun. Keyfi
Vo) € VioJo
vektorini ele alalim.

,f(ioaj()) u,p,q, V(o)) Eﬂio,jo, u,p.q, Vio,l'o)
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ve
j(iO,jO,u,p, q, V(io,jo)) E.ﬂioajoa u,p.q, VioJo)
dir.

SGo,jo,u,p,q,Vipj,) kimesi konvex oldugu i¢in keyfi €e[0,1] sayis1 igin
A veipjs € Vigyjo noktast vardir ki,

ﬂi07j0’ u,p,q, vﬁ,io,fo) =f(i0)j07 u,p,q, V(iojo))-l-

. .. ., 6.1
+ 8[./(10:.]0: u,p,q, v(O))_f(IO,]O, u,p.q, V(IO,]O))] ( )

kosulu saglanir.

Wio,jo) ve vy noktalart V;;'dan olduklart igin  flUo,jou,p,q,v(o,jo)) ve
.f(ioajoa u,p.q, V(())) noktalan f(iO,jO, u,p.q, Vioal'o) 'a aittir.

.f(ioajoa u,p,q, VioJo) konvex Oldugu 19111 j(iO,jO, u,p.q, V(i(),j(]) ve f(iO,jO, u,p,q, V(O))
noktalarim birlestiren dogru pargast f(io,jo, #,p,q, Vi,,,) 'In igindedir. Yani,

M:ﬂioajo) u:p, q, V(io,jo)) + emioajoa u,p,q, V(())) —.f(iO)jO) u,p,q, V(io,jo))]
ef(ioajoa u,p,q, VioJo)

dir.

Sekil 6.2

M =4 +¢C olur. Buradan 3vg;,;, noktas: vardir ki,

f(ioajoa u,p,q, vs,iojg) =M
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dir.

S G 5o,V iy, ) S, 5o, 4.0,9,v0)

f(iovja’urp)q’ I/i'o’jo)

Sekil 6.3
Verilen

V(l,_]) = (vl(inj)a cev v"(iaj))
miimkiin kontrol fonksiyonu ile agagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

(i D)= Ve,iogo — V(io,jo) (l’.]) = (iO,jO)
Aeia) {O, (.)€ Grima\M(o,jo)})

Ave,,;, vektor fonksiyonuna v(i, ) vektor fonksiyonunun ignevari varyasyonu (degigimi)

denir.
Av%io:io (i, ) ile
V(i,J) + AV o (0,)) = Veinis (5))

fonksiyonunu tamimlayalim.

R Ve,igdo (la.]) = (iO,jO)
Ve,lo,lo(l)]) { v(j’j) (i,j) c Gn_x,m_l\{(io,jo)}

dir. Yani, vgo5,(5,/), (,j) € Gp-1.m1 fonksiyonu miimkiin kontrol fonksiyonudur.
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Veioo(£,7), (1)) € Gu-1n1, miimkiin kontrol fonksiyonuna v(i,j), (i,j) € Gy mt

miimkiin kontrol fonksiyonunun ignevari artim denir.

(1.1)~(1.2) probleminin
Ve (), () € Grim
miimkiin kontrol fonksiyonuna kars'l gelen ¢oziimii
Usiogo (L)), (1)) € Gum
olsun. Bu halde
Usiojo (1)) = 4 (0, ) = Atteio o ()
vektor fonksiyonu asagidaki sistemin ¢oziimii olur.
Augjoio(i+ 1,7+ 1) =fG, ], u(i,j) + Augo 4, (0, /), u(@ + 1, )+
FAUg 1o G+ 1)), u(,j + 1)+ Aug o (0,7 + 1), Veso0 G, 1))~

—f(iaj) U(l,]), U(l + laj)’ u(i7j+ 1)2 V(i,j)), (l:]) € Gn—l,m—l
Ve

Aug;o 0 (5,0)=0, i=0,..,n
Attg;,;5(0,)=0, j=0,...m
kosullarim da saglar.

Simdi (6.2)-(6.3) sisteminin
Aug; (@), () € Gam

¢Oziimiiniin baz1 6zelliklerini aragtiralim.

(6.2)

(6.3)



35

Aty ) =0, (i,) € G (6.4)

olur. Burada

G;(Q{?ri_l = {(la.]) € Gum i<ip yada ijo}

dir.

Ave;s0(i,j) vektor fonksiyonu sadece (io,jo) noktasinda sifirdan farkli oldugundan
Aug;y 500, )) vektor fonksiyonu sadece

GG

bolgesinde sifirdan farkli olabilir. Sekilde Gg%") bolgesi gekilde tarah olan kisimdir.

Ale i, j= 0

Sekil 6.4

G,,,,,,\GS{%"’ bolgesinde Aue;,,(i,7) vektorinin degerini hesaplamak i¢in (6.2) de 6nce
(i,)) = (iv, jo) alalm. Bu halde

Augj 0o + 1,50 + 1) = flio, jo, u(io,jo), u(io + 1,jo), u(io, jo + 1), Vejioso)—
Ao, jo, u(io,jo), ulio + 1, jo), u(io,jo + 1), v(io, jo))

(6.1) esitligine gore

Aute oo (1,)) = Avyflio, jo)

olur. Burada,

Avyfio,jo) = flo, jo, ulio,jo), u(io + 1, o), u(io, jo + 1), vy)—

o, jo, u(lo,jo), u(io + 1,jo0), u(io, jo + 1), v(io,jo))
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olup

Aue,io,]'o(iﬂ + l,jO + 1) :.f(ioajoa u(iO,jO), u(lo + l,jO), u(iO,jO + 1)’ vS,iOaiO)_
' 6.5)
_f(iO:joa u(io,jo), u(lo + la.jo)’ u(io,jo + 1)7 V(io,jo))

= eAv(flio,jo)
dir.
Atteso(E0 +1,jo +2) = flio, jo + 1, u(io, jo + D)+Augq 5, (o, jo + 1),

0
u(io +1,jo + D+Augo s, (o + 1,jo + 1),

0
u(io.jo + 2+ Aueyq 5, (i, jo +2),
0
V(io,jo + 1)+‘AVSJOJO(iO’j0 + 1))—
0
—./(i():jo + 1: u(ioajo + 1)5 u(lo + I:jo + 1)7 u(iO,jO +2)7 v(iO,jO))

Buradan
Aty o (f0,7) = 0
Attesysy (G, jo) = 0
oldugu i¢in
Autgio0(io +1,jo +2) = flio,jo + 1,u(io, jo + 1), u(io + 1, jo + 1) + Augyy s, (o + 1,jo + 1),

uio, jo +2), V(io,jo +1))- (6.6)

~Slio,jo + 1, u(io, jo + 1), u(io + 1, jo + 1), u(io, jo +2), v(io,jo))
olur.

fG.j,u,p,q,v) fonksiyonu (u,p,q) argimanlanna gore Lipschitz gartim saglasin
(Alekseev, 1987). Bu halde (6.6) 'dan
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s o+ 1, o + 2)] < MAtgsos o+ 1.jo + D) 67)

olur. Burada (6.5) esitligini goz oniine aldigimizda

[As5j055 G0 + 1,j0 + D] < Mg (6.8)

dir. (6.8) 'i (6.7) 'ye gotiiriirsek,

[A505 Go + 1, /0 +2)|| < M ' (6.9) |
esitsizligini elde ederiz. Islemleri bu tarzda devam ettirirsek,

lAute,0s0 G < Mae,  (i.j) € Gu® (6.10)

olur. (6.10) esitsizligini amag fonksiyonelinin kalan kismimn (5.6) formiilinde dikkate

aldigimizda (5.2) 'den (asagidaki ifadede kisalik igin Awg;, (- --) lerin Au(---) olarak
yazildigina dikkat edin.)

ROG, ) < Auli, ) fuli,f, uG, ) + DG, O, ulG + 1,7) + AuGi+1,)0S, u(i,j + 1)+
AU, j+1)B5, V(i) + AV, 1)) il uCi, ), uG + 1,7, uG,j+ 1), VG, ) + AV, ) |+
AU+ )] fpGg, uG,)) + AuG, DO, uG+1,7) + AuGi+1,)0L, u(i,j + 1)+
+Au(i,j+ DB, Vi, 1) + AVG, ) — £ uCi, ), uG + 1,7, uG,j + 1), G, ) + AV, ) |+
+Au(i,j + D] fy(G,, uG,)) + b, )OS, uGi + 1,5) + Auli +1,/)05, u(i,j + 1)+

+Au(i,j+ 1085, (i, j) + A, ) — £, uG, ), G + 1,), uG,j + 1), vG, j)
+ AVG, j))} < Mug?
olup (5.6) 'dan
In| < Mse? (6.11)

olur. Burada, M, 'lar ¢ ile ilgili olmayan pozitif sayilardir.
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7. MAXIMUM PRENSIBI VE iSPATI

Amag fonksiyonelinin fark formilini ele alaim. Kontrol vektoriiniin

V(l,]) = (vl(i’j.)a R v"(iaj))a (l> ) € Gn—-l,m—l

optimal oldugunu kabul edelim. Ona tekabul eden (1.1) - (1.2) probleminin ¢éziimii,
u(@,)) = @1G.j), ..., unG.)),  (.J) € Gum

olup,

MG = MG)), - (@), (.)) € Grim

ise ona kargt gelen (3.6)- (3.10) pr;)bleminin ¢ozimidir. O zaman (1.5) fonksiyonelinin.
farki (4.3) formiilii ile verilir. Bu halde keyfi (/) € Gu1m1 noktasinda Maximum
Prensibi diye isimlendirilen agagidaki kosulun saglanmas: gerektigini ispat edelim:
max H(,j, M), u(l,)), u@ + 1,7, u@j+ 1), v(.)) =
veVy;
(7.1)
= H(, j, M., u(@, ), u@ +1,)), uG,j + 1), v, )

ispat:
Aksini farzedelim. O zaman en az bir ({o,/0) € Gn-1.m1 Ve V() € Vi, noktalar1 olmahdir
ki

e

H(io, jo, Mio,jo), ulio,jo), u(io + 1,j0), u(io,jo + 1), vey) >

> H(io,jO, 7“(1.07.]‘0)7 u(iO,jO), U(l() + l,jO), u(ioa.jo + 1)a v(ioajo))

dir. Simdi vy € Vj,;, noktasinmn ve (6.1) esitliginin yardimiyla tanimlanan ve,;, € Vi,
noktasini ve Ve, , noktasimn yardim ile olusan sonsuz kiigiik varyasyonu goz Oniine

alalim. Bu varyasyonun (degisimin) yardum ile

Ve,indo @0, (.)) € Gr-1m1

kontrol fonksiyonunu olusturalim. Bu fonksiyona karst gelen fark (4.6 dan)
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n—1 m—1
AS)=-2 X AH(,j)+n
=0 =0
olur. Yani,
n=1 m-1 o
SWeioie) —SW) = -2 X AHG,j)+m
=0 j=0
olur. Burada

AvH(l’]) = H(l’.]a }"(l).]):« u(la.])a u(l + 1).])1 u(la.] + 1): Vejgjo (l:.]))_

= H(0,j, M3, j), uG, ), u + 1,7, u@,j + 1), v0.)) =

H(io,jo, Mio,jo), u(io, jo), u(io + 1, jo), u(io,jo + 1), Veieso (5, 1))~
=9 —H(io,jo, Mio,jo), 4o, jo), u(io +1,jo), u(io,jo + 1), v(io,jo))
07 (la.]) * (i(],_jO)

,(0,.7) = ({0, jo)

olup
SWe040) —S(V) =

H(ioaj0> 7\1(1.0,].0), u(iO,jO), u(l() + l,jO), u(iO,jO + 1)’ Ve,ivo (17]))—
= — -|- Tl
—H(io,jo, Mio,jo), u(io,jo), u(io +1,j0), u(io, jo + 1), v(io,jo))
olur. (6.1) kosuluna gore
H(io,jo, Mio,jo), uio,jo), u(io + 1, /o), u(io,jo + 1), Ve g (,))—
~H(io,jo, Mio, jo), u(io, jo), ulio + 1, o), u(io,jo + 1), v(io, jo)) =
= (Mo, Jj0), Mo, jo, u(io, jo), u(io + 1,j0), ulio, jo + 1), Ve,eso (1))~

— flio, jo, u(io,jo), u(io + 1,jo), u(io,jo + 1), v(io, jo))) =
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= e(Mio,jo), Mo, jo, u(io,jo), u(io + 1,jo), u(io,jo + 1), vey)—
= S0, jo, u(io,jo), ulio + 1,jo), u(io, jo + 1), v(io,jo))) =

=&(Mio, jo), Avyflio, jo))
Burada

Avfio,jo) = flio,jo, ulio, jo), u(io + 1, jo), ulio, jo +1), ve))~

= fio, jo, u(io, jo), ulio + 1, jo), u(io, jo + 1), v(io, jo))

dir. Bu halde,
SWs050) = S() = ~e(Mio, jo), Avyfiio, jo)) + N = ~e(@— 3)

Soyle ki,

o = (Ao,J0), Ave fli0,jo)) =

= H(io,jo, Mio,jo), u(io, jo), u(io + 1,jo), u(io, jo + 1), v0))—
= H(io,jo, Mio,jo), u(io, jo), u(io + 1, o), u(io,jo + 1), v(io, jo)) > 0

dir. Burada € € [0, 1] parametredir.’a. > 0 oldugu i¢in ve (6.11) kosuluna gore

i, B>

oldugu igin, yeteri kadar kiigiik € > 0 'lar igin
a—2>0

olur. Bu halde

o) e
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veya
S(Weiis) =S(MW) <0 = S(Veips) <SOV)

olur. Boylece ;lsaglda teorem olarak birkez daha yazilan Maximum Prensibi ispatlanmig

oldu.

Teorem 7.1

Diyelim ki,

Vi) = 1Go o)), @) € G

belirli bir kontrol vektorii,

u(l:]) = (ul(iaj)a e uN(iaj))a (la]) € G",m

ve

)"(l:.]) = (}\'l(l:]): cees kN(la.]))’ (l,_]) € Gn——l,m—l

vektorleri ise buna kargt gelen (1.1)-(1.2) ve (3.6)-(3.10) problemlerinin ¢oziimiidir. O
zaman v(i,j) vektoriiniin optimal olmas: igin gerekli kogul onun Maximum Prensibini
saglamasidir.
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8. BASIT BIR ORNEGIN INCELENMESI

N=1,r =2 olmak iizere

u(i+1,j+1) = 4@, ) +viG.7) - 201G, )20, ) + V3G, J)

(8.7)
i=0,.,n-1,j=0,...m-1,((G,)) € Go1m1)
ayrk denklemi ve
u(i,0)=u(0,)=0; i=0,..,n j=0,.,m (8.8)
kogullart ve

S(v) = u*(n, m) — min
amag fonksiyoneli veriliyor. # =5 ve m = 5 olmasi durumunda;

S() =u?(5,5) — min

degerini hesaplayalim.
Coziim:

Tlk olarak problemi inceleyelim.

u(i+1,j+1) = u(Q, ) + G, ) = uG, ) + 01G,7) — v2G, )

dir.
i=0icin u(0,0)=u(0,1)=---=u(0,5)=0
J=0i¢inu(0,0) =u(1,0)=---=u(5,0)=0

baslangi¢ kosullan olarak verilmig. Bunun karakteristik diyagramim inceleyelim.
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N %

u ‘'nun Kkarakteristik kogsegenler diyagraminda gorildigi gibi yukan dogru
karakteristiktir. Yani, kogegen tizerindeki bir elemant ayn1 kdsegenin alt elemam belirler.

Simdi eg problemi olusturalim:

A 'min olusturulmas: igin (3.6) ve (3.9) daki esitlikler verilen fonksiyon

u(i +1,j+1) =f0.j, u.p,q,v) = u(i,))

oldugu goz 6niine alinarak teskil edildiginde i=1,..4,j=1,...,4 olmak iizere
AMi-1,j—-D—-A3E,H=0

Mi—-1,4)=0

AM4,j—1)=0

A4, 4) =-2u(5,5)

kosullar elde edilebilir.

A 'min karakteristik diyagramindan goriildiigii gibi agag1 dogru karakteristiktir. Yani, bir
kogegen iizerindeki eleman ayni kgegenin bir iist eleman: tarafindan belirlenir ve orta

kosegenin altindaki ve ustiindeki elemanlar sifirdir.
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Mi—-1,j-1) =A@, )

AG, i) =—2u(5,5) i=0,1,2,3,4

olarakta yazilabilir.

Hamilton Pontryagin fonksiyonunu olugturalim.
H(i,j, N, u,p,q,v) = MG, j) (u(i,J) V1)~ 201G, )v20,)) +v3 (z',j))
oldugundan

OH(i,j, A, u,p,q,
Ou

2 2.
olur. Eger

V(i) = (v1G.)), 2. ) € R?
gibi ele aliniyorsa, bu durumda

OH(,), %, 1., 9, ) -0 OH@.j, ), 4,0, 4, V) _
avl (i>j) v=v(i,f) avz (IJ.]) v=v(i,))

olmahdir. Bu iki esitlikten

7\‘(17])(2‘)1(17]) - 2V2(l,_])) =0 ve 7»(1,])(21/’2(1,]) - 2V1 (la.])) =0

olur.

1@, ), v1(, l)) i=j

v1(.)), v2G.0)) = { keyfi i#j

dir. Daha agik olarak irdelersek,

i =j durumunda

U(S, 5)(V1(l,_])— Vz(i,j)) =0
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olup bu esitligin mimkiin olmasi igin v1 (7, /) = v2(i,j) , yada u(5,5) =0 olmalidir.

I #j durumunda ise

M@ = v2(0.0) =0

esitligi v1(i,j) ve v2(i,j) degerlerinden bagimsiz olarak saglanir. v1(i,j) = v2(i,j) olmasi
gerekli degildir. Bu halde vi(i,j) ve v2(i,j), M, j) den bagimsiz olan, sayilar gibi
alinabilir.

Agiktir ki, v(i,.j) = (v1(7,)), v1(i,7)) oldugunda verilen sistem

u(i+1j+1)=u@p), (@) <€Gss **)
seklinde olur. (**) sistemi verilen baglangi¢ kogullarina gore ¢ozildiigiinde

u(i,))=0, (,)) € Gum

elde edilir. Amag fonksiyonelinin buna karg: gelen degeri ise
SW) =u*(5,5)=0

olur. Yani, keyfi v(i,j) = (v1(i,j),v1(i,j)) seklindeki vektor optimal kontrol olup 6zel
halde v,(i,j) = 0 alindiginda v(i,7) = O dur.

Buraya kadar v € R? olarak diisiindiik. Simdi v € Q =[-1, 1] x [-1, 1] olsun.
Maximum Prensibine gére

max _ AG, /)1 —v2)? = MG DG, J) - v G, D)

v=(vy,v2)eQ
dir. Eg problem ise aymdir. Yani,
i#jigin M) =0, v(@,j)=00.),v20.)) €0

i =j ise M, §) = —2u(5, 5) olup bu haldeki kontrol vektoriiniin degeri
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_(ma)§ 0 [—2ut5, (1 —v2)? = —2u(5, 5)[v1(, ) - va(i, i)]2

dir. Burada sol tarafin max. (sonlu) olmasi igin
—2u(5,5)<0

olmalidir, yani; v; = v, oldugunda —2u(5, 5) <0 dir.
—2u(5,5) =20

oldugu durumda ise max. yoktur. Ciinkii, optimal kontrol v(i, j) = (v1(i, /), v2(i,j)) olup
[v1(G, ) — v2(i, H]* negatif olamaz.
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9. BIR BOYUTLU KiMYASAL REAKTOR PROBLEMIi

Bir boyutlu baz1 kimyasal reaksiyonlar

y_
61 _.f(t; XV, Z, V)

. ©.1)
Oz _
ax _g(tax:yaza v)

denklemler sistemi ile verilir (Tychonov vd., 1964). Burada z(f,x) reaktérde x kesitinde
reaksiyondaki maddenin miktari, y(z, x) ise x kesitinde katalizoriin aktifligidir.

Baslangi¢ degerler

¥0,%) = yo(x)
(9.2)

2(2,0) = zo(f)

olup (9.1) sisteminin sag tarafindaki v(z,x) kontrol fonksiyonudur. Oyle v(¢,x) kontrol
fonksiyonu isteniyor ki,

S0) = [ =(t, Ddt — max veya SO) =~ 2(¢, Dt — min (9.3)

olsun. Yani, 7 zamaninda reaksiyondan reakt6rin ¢ikisinda elde edilen madde miktan en

¢ok olsun.
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oziim:

t

Y(t,%) = [} y(t, E)E ve Z(t,x) = [ 2(1, %)t 9.4)
dontigtimlerini ele alalim.
V=[ yod Y=y Yo= i
ve

t
Zy = j'o zx(T,x)dt Zi=z Zix =2y
olur. Bu doniigiimden sonra (9.1) sistemi
Yie =ft,x,Yx, Zt, V) Zy=g(t,x, Y, Zt,v) 9.5)

olur. Bu sistemin sinir kosullari ise

Vo = {10, 8)E = [ yo(&)e ve Plug = 0
(9.6)
Zlro =0 ve Zlwo = || 2(1,0)dt = [ zo(t)die

seklinde olur. Dolayisiyla (9.1), (9.2) problemi (9.4) doniisimayle (9.5), (9.6)

problemine indirgenir.

Eger (9.4) doniigiimiinii amag fonksiyoneli i¢in de goz 6ntine alirsak,

S0 =], z4, bdz > max ©.7)
veya
SW =ZT,h—-2(0,)=Z(T,) -0 = Z(1,]) > max 5.3

olur.
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Simdi (9.5), (9.6), (9.8) problemini sayisal ¢ozmek igin aynklagtirahim (discretelegtirelim).

tef0,7] |,
xe[0,]] }G

olmak tizere

i=0,..,n x;=jk, j=0,.,m

_T. _ _1. —7
burada h=2; t,=T ve k—ﬁ’-,' Xm =1,

dir. Tiirev ifadelerini fark formiilleri cinsiden yazalim.

Y(ti1, %) — Y11, %)) Y(ti, xi1) = Y(ti, %))

Yilti,x)) = 7 o Ye(t,x) = i
Yee(ti,x)) = )( ({m, xXj1) = 1 (ti+1,x;-€)h ~ Y(ti,x1) + Y (21, %))
Zi(ti, x) = 2GR xj)h_ 2 x,-); Zoti, %)) = Z(ti, Xj1 )k— Z(t;,x))
ot ;) = Z(tir, X)) — Z(tin1, X)) — Z(ti, X1 + Z(t1, %;)

hk

olur. Bu esitlikleri yerlerine yazarsak,

T Ht, Z(t Z(t
Y(li+1,Xj+1) _ h/q(ti,xj, (tirx_ﬂ-l: (isxj)’ (i’xﬁ-ll){- (i’xj)’ V(li, xj)) i
+Y(t,+1,Xj) + Y(ti,qu.l) - Y(t,-,xj)

Ytoxp - Y4i,x)  AtiXp1 )= A1 X)
Z(tlil-l ’ in-l) = b-kg(ti’ X, & » k 9 V(tia Xj))

+ L1, X)) + 2ty X 1) — AL, X))

(9.9)
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olur. Aym iglemleri (9.6) iginde uyg.ulayahm. i=0,..,nvej=0,.. m olmak lizere
xj %
¥0,5) = [ 90, 6)t = [ yo(®)d ve ¥(1;,0)= 0
t; (]
2(0,%) =0 ve Z(t;,0) = | 2(0,8)d5 = || zo(8)dd
olur. (9.8) ise bu halde,
Sy =Z(T,D) - Z(0,]) = Z(tn,xm) — max (9.10)

olur.

(9.9) aynk sisteminde bilinmeyenlerin #=1%, ve x=xo karakteristikleri (izerinde
degerlerini

tA

—

: i
R R

i=0,..nvej=0,..m olmak lizere

Hito, %) = [, yo®)E ve ¥(t;,x0) =0

(9.11)
Z(to, %) =0 ve Z(ti,x0) = || zo(0)dly
seklinde yazabiliririz. Yani, kisaca
},(thXj) =Yy ve Y(thO) = Y;,

(9.12)

Ato, x)) = Zy, ve Z(ti,%0) = Zip
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yazilabilir. Burada; Yo;, Yio, Zoj, Zio sayian (9.11) esitliklerine kargt gelen sag
taraflardir. Dolayisiyla (9.1), (9.2), (9.3) problemi (9.5), (9.6), (9.7) problemine
indirgenir. (9.5), (9.6), (9.7) problemi ise ayrk sekilde olan (9.9), (9.12), (9.10)

problemine getirilir.

(9.9), (9.10), (9.12) problemini asag;,ldaki ozel hal igin ele alalim:
M, x,y,z,v)=z+v

gt x,y,z,vV)=y+z+v

Bu durumda (9.9), (9.12), (9.10) problemi agagidaki sekilde olur:

Y1, Xp01) = Y(tis1, %) = Vi, 1) + Y3, %)) Z(Qtis, %)) — Z(ti,x)) .
hk - h +V(l,])

Z(tm1, Xp1) — L1, %)) — Z(i, Xp1) + Z(1, %)) _ V(i %) = Y1, %)) |
ke - k N

+Z(1 i1, xj)h— (1, xj). ()

ve baslangi¢ sartlan da Yo, Yio ve Zo;,Zip olup i=0,..,n ve j=0,..,m dir. Amag
fonksiyonelimiz ise

S(v) =Z(tn,xm) — max
dir.

Problemimizi (1.1) ve (1.2) formuna benzer olarak yazalim.

Y(tis1,%1) = kZ(t1s1, %)) + Y(tir1, X)) + Y(ti, Xp01) — kZ(t3, %)) — Y (81, x7) + hbv(i, j)
(9.13)
it xy00) = BVt 1) + (U+ B2t 5) + 2t ) — (1 + D)0 )
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—hY(t;, x;) + hkv(i, j)

i=0,..,n vej: 0,...,m dir.

(9.11) smr degerlerinde yo(x)=0vezo(f)=0 oldugunda (9.12) kosullan
i=0,..,nvej=0,..,migin

Y(to,x)=Y(0,x)=x; ve X(t;,xo)=1Y(t,0)=0

(9.14)
Z(to,xj) = Z(O, xj) =0 ve Z(ti,X()) = Z(ti, 0) =1

seklinde olur.

Bu durumda Hamilton-Pontryagin fonksiyonu, i =0, ...,n ve j =0, ..., m olmak lizere,
H(ti, xj, Mti, x)), W(ti, x)), Y(ti, %), Y(t1, %7), Y1, Xj01),
25 Xp), LUt %p), Z(ti, X501, V) =
= Mti, X)[EZ(tis1, %) + Y{tis1, %)) + Y, Xp1) — KZ(81, %) — Y(23, x;) + hkv]+
+u(t, xj-)[hY(ti, Xp1) + (1 +B)Z(t i, %) + Z(ti, x1) — (1 + R)Z(t5, ;) —
Bt %)+ hkv:l

olup amag fonksiyonelimiz ise S(v) = Z(¢,, x») —> max dir.

Simdi (4.8) - (4.11) denklemlerini gz oniine alarak amag fonksiyonelimizi olugturalim. (
p=u(i+1,7), g=u(i,j+1) olduklanm dikkate alarak)

” _¥ |
A:(ti—l i xj—-l) — ?\(ti, x]) 6Y(t1, xj) x(ti’ x‘l-l) aY(tI, xf'"l) G-1)
of -
~Mte1,%) OY(tis1,x;) (-1 -0
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of

—7— =0
aY(t;,x]-,.l)

@i,m-1)

A1, Xm-1) = Mti, Xm-1)

of

) ¥y O

(»-1)

Mitn-1,%1-1) = Mn-1,

_ 00" (u(n,m))
ou

olup a nin ifadesi S(v) = @(u(n, m)) — min amag fonksiyoneli i¢indi. Bu tammda a'mn
ifadesi minimizasyon problemi igindir. Buna gore problemimizde;

SW) = o(u(n, m)) = Z(t,, xn) —> max Veya S() = o(u(n, m)) = —Z(t,, xm) — min
oldugundan a = ¢, dur.

Daha agik olarak yazarsak Problemimizde u=(Y,Z) olup ou)=0(Y,Z)=Z den
0u=(¢r,¢2)=(0,1) olup

7\'(ltn—l,xm—-l) =0

dir. $imdi aym iglemleri ikinci denklemimiz igin yazalm (i=1,...,n—-1 j=1,...,m~1)

Bt 1) = 00— Ol ) O
U0t x) 0Lt xm) | gy 021, %) |y
oH
i » V= OZ(t:. xim1) =0
Wit Xm1) = aZ(tz,xﬁ'l) (,m-1)
oH
%)~ x| 0
W(n-1,%4-1) = OZ(ti+1,%s) (1)
(1, o) = 1 (B2 = 1)
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olur. i=1,...,n—-1; j=1,...,m—1olmak uzere degerlerini yazarak es problemleri
yeniden yazalim.

Mei1, xp-1) = M, xp) + B, xi-1) — M, Xj-1) = bti-1, %) — MEi-1,%;) = 0
)\v(ti—l,xm—l) - )"(ti, xm-l) +hu(l,-, xm—l) =0

(9.15)
7\,(1,,_1,36]'_1) - ?\,(tn_l,xj) =0

k(tn—l,xm—l) =0
ve

W(tio1, X5-1) + AN, x7) — (1 + R)udti, xp) — w(ti, xj-1) — kKA1, X)) — (1 + B)ulti-1, %) = 0

W(i-1, Xm-1) — Wi, Xp1) = O

(9.16)
W1, %5-1) — kA1, %)) — (1 + )1, %) = O
w(tn-1,%m-1) = 1
Kisalik i¢in 7 = 4 ve m = 4 olsun. Bu durumda
A.(li_l,x_,;l) = Mt, x]') - hu(t;, x]~_1) + A(t, xj_l) +hp.(t,~_1,xj) + )\o(ti—l, xj)
7\,(1,'_1,363) = 7»(1,-,)(3) —hl.,l.(t,-,x;;)
(9.17)

7\«([3,x]~_1) = )\.(13,3(?]‘)
7\«(13,)63) =0
U igin ise

(i1, Xj-1) = kA, X)) + (1 + RN, %) + W, Xp1) + B, ) + (1 4+ R, x))
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u(ti—lax?’) = u(t,-,x3)

(9.18)
H(ts, Xp-1) = kMI3, %) + (1 + B)udts, x;)
ll(t3,x3) =1

olur. A i¢in ilk durumdaki diyagrami ¢izelim:

4
h=1U4
T 0 k=14
t
3 Mty.%3)=0
t
g
t,
0
0 xl X2 X3 x4=€ xj
%o

(9.17) deklemlerinin iigtinciisiinii ele alahm. Yani, j=3,2,1 i¢in A(f3,xi1) = A(f3,X;)
Oncej =3 igin A(t3,x2) = M{t3,x3) =0
J=2igin M#3,x1) =M?3,%2) =0

j=11i¢in 7\.(13,3&30) =Mt3,x1)=0

olur. Bunu diyagramda gosterirsek, kalin ¢izgili hattaki diigiim noktalar belirlenmis olur.

t
=, Mty %3)=0
0o o jo |0
ts Mty %y )=0
tZ 7\,(t3,xl )=0
1 Aty %) =0
)
o x 5 X3 x,=¢ %
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Once p igin ilk durumdaki diyagram cizelim.

t.
1
h=1/4
T=t,
1 k=T/4
Y3 By, %3) =1
ty
S|
t
079 X X X3 x,=f X;
%o

Simdi A igin yaptigimz islemleri p igin de yapahm. Yani j=3,2,1 igin (9.18)
denklemlerinin {iglinciisii olan

W(t3, x5-1) = kM3, %) + (1 + K)ts, x;)

denklemini ele alalim.

Jj =3 igin W(ts, x2) = kM(t3,x3) + (1 + )U(t3,x3) =0+ L.(1 + k) = (1 +k)
Jj=2igin p(ts, x1) = kAA(ts,x2) + (1 + B)u(ts, x2) =0+ (1 + k)1 + k) = (1 + k)2
Jj=1igin uts,x1) = kA(ts,x1) + (1 + U3, x1) =0+ (1 + KA +k)? = (1 +k)®

olur. Diyagramda gosterirsek, kalin ¢izgili hattaki diigim noktalan belirlenmis olur.

4

T=t, -
EEEE
'3 )=(1+K)
“,(t3,X2

ty ) Rty xp) =40

4 F'-(t3’x0)=(1+k)3
ty 5 ;

b T T LY S
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(Not: diyagramda (3,3) noktasindan bagladik. Ciinkii hatirlarsak kontrol vektorii
wt;,x); i=0,..,n—1vej=0,..,m~1 seklinde tanimhdir.)

J=3,2,1 igin yaptigimiz bu iglemlerin benzerini i = 3,2, 1 i¢in (9.17) ve (9.18) 'tin ikinci
denklemlerine A ve W igin ayn ayri uygulayalim:

i=3 igin (9.17) ve (9.18) "iin ikinci 'denklemlerinden
Mtz,x3) = M3, x3) —hu(t3,x3) =0-h1=-h

2, x3) = p(ts, x3) = 1

i=2igin

AMt1,x3) = M2, x3) — hu(tz, x3) =—h—h=-2h

(1, x3) = p(f2, x3) =1

i=1 i¢in

Mo, x3) = Mt1,%3) — hu(ty, x3) = —?h —h=-3h
W(to,x3) = Mt1,x3) = 1

bulunur. Bunlar A ve p 'niin diyagramlarina yansitahm:

t t.
1 1
h=1U4
T=t, "= T/d T=t, TS I
Lo jo Jo |0 N N [ Gl
3 3
t -h t !
2 2
1 -2h ty 1
t -3h ¢ 1
079 ={ 0™ =
5 x X3 Xy X, X % X3 X %

A igin 0 wigin
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Iki dogru tizerinde, hesaplanan A ve p degerlerini (9.15) ve (9.16) denklemleri igin sinr
kosullan gibi g6z Oniine alalim. O zaman (9.15) ve (9.16) den
Oncei=3, j=3 icin(9.17) 'in ilk denklemini alalm.

Mitz,x2) = Mts, x3) —hu(ts, x2) + A(t3,x2) + hu(ta, x3) + A(f2,x3)
= _h(1+5)

bu kez (9.18) ‘tin ilk denklemini ele alarsak,

L,L(lg, x2) = —k7\,(1'3, X3) + (l + k)u(l:;, x3) + M(t3,JC2) + k?\,(fz,)@) + (1 +k)u(12, x3)
= 3(1+K)—hk \

olur. Diyagrama yansitilirsa;

Y h=14 4
T=t, i k=14 T-t, S
L l_Jo o [0 N i
3 k3 ’7 3 ) -I
. Jh /: 1 (t, > Xy ) =3(1+k)-hk
t2 ;\,(t ,xz) = _h(1+k) t2 K 2°%2
-2h 2 1
t t
1 1
t -3h ¢ 1
0 b T T x4=€ X; 7 ox X3 x4=€ %

A igin g

Bu iglemleri benzer sekilde devam ettirelim:
i=2, j=3i¢in

7\.(11, JC2) = 7\,(12, X3) - hl.l.(tz,xz) + 7\,(12, xz) + h[.l.(h, x3) ~+ X(tl, x3)
— (6 + 4k — hk)

u(t1, x2) =—kMtz2,x3) + (1 +E)u(tz, x3) + 1W(t2,x2) + kMZ1, x3) + (1 +uEy, x3)
= 5(1 +k) - 2hk

i=1, j=3i¢in
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Mto, x2) = M1, x3) —hu(ty, x2) + MI1,x2) + Ao, x3) + Mo, X3)
=3h(-5 -3k +kh)

(o, x2) =—~kMt1,x3) + (1 +R)u(t1,x3) + 11, x2) + kA(to, x3) + (1 + H)u(to, x3)
=T7(1 + k- hk)

i=3, j=2ig¢in

Mta,x1) = M, x2) — hu(ts, x1) + M3, x1) + Az, x2) + AMt2, X2)
— (1 — k% — k)

U(tz,x1) =—kMt3,%2) + (1 + (3, x2) + 13, x1) +kA(f2, x2) + (1 + E)(t2, x2)
= (1+R)(5 + Sk - 2hk)

i=3, j=1ign

Mt2,%0) = Mts,x1) — hdts, xo) + Mis, xo) + hu(tz, x1) + A(t2, x1)
=h(4+ Thk+2k* — k* — 2kh — 3hk* + h— kh?)

u(tz, x0) =—kMt3,x1) + (1 +R)t3, x1) + 13, xo) + kA(f2,x1) + (1 +k)u(tz,x1)
=7 +21k+21k* + Tk - kh - 3hk® — h?k? — 4hk?

i=2, j=2i¢n

Mt1,x1) =Mz, %2) — hutz, x1) + M2, x1) +hu(t, x2) + A(t1, x2)
— h(2hK? — 61% ~ 11k~ 7)

W(t1,x1) =—kMit2,x2) + (1 +E)N(t2, x2) + 1(tz, x1) + kA(f1, x2) + (1 + D)(t1, x2)
=13 — 4hk? — 8kh + 13k? + 26k — 6h + kh?®

i=2, j=1i¢in

Mti,x0) = l(tz,xl)—hu(tz,xo)+7\,(l‘2,xo) +hu(t, x1) +Mrr,x1)
= W11k + 2+ k— Sh+ K + 3hk® — 8h + 8K3 — hk?)
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LL(I1, xo) = —k?»(tz,xl) + (1 +k)u(lz, xl) + u(tz,xo) +k7\,(z‘1,x1) + (1 +k)p.(t1,x1)
=25+ 75k —31hk? + 2k3h? — 6h +25kh + 75k + kh?+
+ 25k — 14hk3 + h*k?

i=1, j=2i¢in

7»(10, xl) = X(il,xz) —-hu(tl,xl) + 7\.(11,351) +hu(lo, xz) + K(fo,xz)
=—h(34 + 43k — Skh — 6hk? + 19k — 6h + kh?)

W(to, x1) =—kMt1,%2) + (1 +B)ut1,x2) + 1t x1) + kA(to, x2) + (1 + B)u(Zo, x2)
=25 — 26kh — 18hk? + 2k*h* + 50k + 25k* — 6h + kh*

i=1, j=1i¢n

Mto, x0) = Mt1,x1) = hu(fr, xo) + ME1, xo0) +Au(to, x1) + Afo, x1)
=—h(86k? — 17hk>® +33k> +39 + 78k — h + 4hk — 2k2h* + kh?+

+2k3h? - 20hk?)

u(to,xo) = —k?u(tl,xl) + (1 +k)u(t1,x1) + u(ll,XQ) +k7\,(lo,x'1) +(1 +k)p,(to,x1)
=63 + 189k2 — 119hk? + 8k3h? — A9hk® — 18h — 98kh + 189k + 63k3+

+3kh? — W3k? + 10k%h2

Boylece agagidaki diyagramda da gosterildigi gibi biitin digim noktalan oklarla
gosterilen belli diiguimlerden belirlenmis olur.

t. t.
1 1
h=1V4
T=t T=t
‘I k=1/4 P
3
b Jo o [0 el
IQ AN GA 3N AN A
ty /;,;, Sy -h t, 7,"'; 1
\ 7 - 77
t Kk |- N At
-7 9 NS 1 oy
. Z,; /'/:7/\‘\ -3h . \l ~/".¢I ..~'71
0 = 0 z =
0 X X% X3 x4—8 X; 0 X % X x,=¢ X,
X XO
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Simdi Hamilton fonksiyonunun ifadesini
H(t;,x;, x(ti,xjt), w(t, x)), Y(ti, xp), Y(tia, x)), Y(ti, Xj1),
 Z(ti, %), Z(tie1, X;), Z(t1, Xj21), V) =
= (Mt:, X,)hk + u(t;, x)hk)v+
HEAZ(t i1, %)) + Y1, %)) + Y85, %1) — KZ(t:, %7) — Y2, X)) ]+

+u(ti:xj)l:hY(ti, xj+1) + (1 + k)Z(ti+1,xj) +Z(ti, Xj+1) - (1 +k)Z(tj, x]') -
()

seklinde yazalim.

Kontrol fonksiyonu V@i, /)| < vo kosulunu saglamak zorunda olsayd;
v(i,j) € [-vo,vol =V

yani; V' = {|v] <v¢}. O zaman Maximum Prensibine gére

max (M, XYk + (s, kY = (Mt %k + (s, % Yy, ) (9.19)
vi<yy

buradan optimal kontrol

u(i, j) = vosign (M, x,)hk + w(ti, x,)hk)
seklinde bulunur. u(j,j) 'nin degerleri, yukandaki gibi (genel ve 6zel hali (m =4, n=4)

icin) A(7,j) icin ve pu(i,j) igin yazilan (9.15) ve (9.16) es problem sistemlerinin ardigik
olarak ¢oziilmesi ile elde edilir.

Yapilan iglemlerin daha kolay anlagilmasi i¢in /=1 ve 7= 2 alalim.
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Eger x ve ¢ arahklarim 3 boliime ayirmug olsaydik (yani, »,n =3) o zaman A = % ve k= -;-
olacakti. Bu degerlere tekabul eden A(J, /) ve u(i,j) matrisleri asagidadir (her iki indisde
sifirdan baglamak tuzere)

—44.45 -30.02 -11.56 -2.00

-2.83 - -7.46 -4.74 -1.33
425 044 -0.89 -0.67

0 0 0 0

106.57 33.58 7.78 1
4729 17.19 6.22 1
1596 8.30 3.78 1
237 178 1331

(Burada A ve p 'niin denklemlerindeki sabit terimlerden yararlamldi.)

Yukarnidaki hesaplamalarda da yaptigimiz gibi araliklarin 4 'er bélmeye ayrilmasi

durumunda 2 =% ve k=% olur. Bu degerlere tekabiil eden A(j,j) ve u(i,j) matrisleri

agagidadir (her iki indisde sifirdan baglamak tizere):

[ _31.84 ~21.09 -8.44 —1.5
po| —103 -5.03 -3.44 -10
298 041 -0.63 -0.5
I 0 0 0 0
[ 98.06 32.34 7.88 1
| 4171 16.75 6.00 1
= 1338 750 3.63 1
| 195 156 125 1

Eger xvet araliklannm biraz daha kigtltmiis olsaydik yani; 8 'er bolmeye ayirmug
olsaydik, o zaman /4 = % vek= % olacakti. Her iki indisleri de sifirdan baglamak tizere bu

degerlere tekabiil eden A(7, ) ve W(i,/) matrisleri agagidaki gibidir.
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_1249 -95 —4.01 —0.75

Ao| 011212 -102 -050

127 024 —028 —0.25

. 0o o0 0o o
[ 81.68 29.27 7.66 1
13320 147 5.56 1
=1 902 6263341
| 142 127 113 1

Buradan goruldagu gibi 1. halde A+p matrisinin iki elemam hari¢ geri kalan
elemanlarinin hepsi (+) dir. 2. halde ise sadece 1 elemam (-) dir. Son halde ise biitiin

elemanlar (+) dir. Dolayisiyla sadece 3 yaklagim yardimiyla A +p matrisinin tiim
elemanlart (+) oldu. Bu yiizden de optimal kontrol #=1vs.1 olur. Yani; Avek 'y1
yeterince kiigiik alip 2 — 0, £ — 0 olmadan optimum ¢6ziim elde edilmis olur.

Aralik simetrik; [v| < vy oldugundan dolay: (9.19) ifadesinin hesaplanmasinda bu A+ p
matrisi pozitif ise optimal kontrol vektorii araligin sag ucundaki degerle belirlenir. Zira bu

ifade pozitif oldugundan kontrola etkisi olmaz (Maximum i¢in).

h=1% k=% icin buldupumuz A, ) ve (i, j) degerlerini kullanarak
( 69.2 19.77 3.65 0.25 |)
- . 1y 1| 33.3 12.58 3.95 0.50
u(i,j) =vosign| ;- ¢ =

11.19 6.50 3.06 0.75
142 1.27 1.13 1.00

u(i,j) 'nin bu degerlerini v olarak ele alip (9.13) denklemlerinde yerlerine yazalim. Bu
denklemler i=0,...,3 j=0,...,3 olmak lizere

Y(tin, Xp1) = kZ(tie1, %) + Y(tinr, %) + Y01, %p1) — KZ(t3, %) — V{81, %3) + hkv (i, )
Z(t,~+1,xj+1) = hY(t,',qu.l) + (1 +k)Z(t,-+1,xj) +Z(t,~,xj+1) — (1 +k)Z(ti, x]')—

—/’lY(ti, x]') + th(l,_])
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idi. Tabii ki bu arada (9.12)
Y(lo,x]) = YoJ ve Y(ti,xo) =Yip Z(to,xj) = ZoJ ve Z(t,-,xo) =Zip

baglangig sartlarini da goz 6ntine almak gerekir. Bu kosullari problemi sayisallagtirdigimiz
n=4, m=4 durumunda asagidaki gibi sifir olarak almistik (9..14) denklemleri).

Y(to,x;) = Y(0,x;) =x; ve Y(t;,x0) = ¥(t;,0)=0
Z(to,x;) = Z(0,x;) = 0 ve Z(t;,x0) = Z(t;,0) = 1;
Bunlara gore,

P(t1,x1) =hv(1, 1) =% - vo Z(t1,x1) = hhv(1, 1) = 1. L.

bu tarzda devam edildiginde elde edilen sonuglari matris gekilde yazarsak,

[0000 0
0123 4
Y(ti, %) =53V 0110 -2
0111 2
(0111 1

[0 0o o o0 o0
0 1.00 2.13 339 481
Z(t;,x))=5.vo| 0 2.25 478 7.63 10.83
0 3.50 7.19 11.09 15.22
0 4.75 9.59 14.79 20.64

seklinde bulunur. Amag fonksiyonelimiz maksimum degerini Z(#4,x4) 'de aldigindan
S(V) = 3.016\/’0

degeri amag fonksiyonelimizin maximum degeridir.
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Simdi problemimizdeki fve g fonksiyonlarimn agagidaki gibi olmast halindeki durumu
inceleyelim.

f(t’x’y’z’v) =z—v
gt,x,y,z,v)=y+z+2v

Bu durumda fark denklemleri;

Y(ti1, xp1) = KZ(tis1, %7) + Y1, %) + Y81, %501) — RZ (81, %)) — V{81, %)) — Bhov (3, )
(11.13)
Z(ti1, 1) = MY, xp1) + (L +B)Z(E, %)) + Z(E3, x1) — (1 + B)Z(t:, %)~
—hY(t;, x;) + 2hkv(i, j)

seklinde olur.

Bu durumda Hamilton-Pontryagin fonksiyonu ise, i =0, ...,n ve j = 0, ..., m olmak tizere,

H(t:, xj, Mti, xp), w(ts, x)), X(ti, x;), Y(t1,x7), Y(ti,x141),
s Z(t1, %)), Z(ti1, %)), Z(Li, X 1), V) =
= Mti, x)[kZ(ti11, %)) + Y(t,-+1', x;) + Y(ti, x1) — KZ(t:, x;) — Y(t:, %;) — hkv]+
+(t;, xj)[hY(ti, Xu1) + (1 +B)Z(t i1, %)) + Z(ti, xp0) — (L + B Z(t5, X)) -
~ ¥(t,x5) + 2k |
olup amag fonksiyonelimiz ise S(v) = Z(¢,, xn) — max dir.

Es problemler (f ve g de sadece v degistiginden) degismeyecek ve dnceki sonuglar elde
edilecektir.

Simdi Hamilton fonksiyonunun ifadesi
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H(t:, xj, Mti, x)), W(ti, xp), Y(ti, ;), Y(tia1, 7), Y85, %11),
s 2, %)), Z(twr, X)), Z(ti, Xpa), V) =
= (—k(;‘i, x;)hk + 2u(t;, x;))hk)v+
HEZ(t 141, %7) + Y2101, %)) + Y83, %101) — KZ(t1, ;) — Y (81, %))+

(@, xj)[hY(t,-, xp01) + (1 + RV Z(tis, %) + 2t xp01) — (1 + D) Z(E1, %)) —
_hYG, xj)}

olup,

Kontrol fonksiyonu v(7,j) € [vi,v2]=V ise yani; vi <v<v,. O zaman Maximum
Prensibine gore

max (—A(L, X))hk + 2u(t;, x))hkyv = hk[~Mt:, x)) + 20, x)]u(, j)

ve[vy,]
buradan optimal kontrol
u(i,j) = "2—‘[1 — sign (=A\(t;, x,))hk + 2(t;, x)hk)] + 1;—2[1 + sign (=Mt x,))hk + 20(t5, x)hK)]

seklinde bulunur. #(j, /) 'nin degerleri, yukaridaki gibi (genel ve 6zel hali (m =4, n=4)
i¢in) A(7,j) igin ve p(i,j) icin yazilan (11.15) ve (11.16) es problem sistemlerinin ardigik

olarak ¢oziilmesi ile elde edilir.

Yapilan iglemlerin daha kolay anlagimasi igin /=1ve 7'=2 araligmmz ise [11,17]
alalim.

Eger x ve ¢ araliklari1 8 bolime ayirmug olsaydik (yani, m,n = 8) o zaman h = % vek= %
olacakti. Bu degerlere tekabil eden A(7,j) ve u(i,j) matrisleri agagidadir (her iki indisde
sifirdan baglamak tizere)
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-12.49 -95 —-4.01 -0.75 81.68 29.27 7.66 1

A= 0.11 -2.12 -1.62 -05 . = 332 147 556 1
1.27 0.24 -0.28 -0.25 992 626 334 1

0 0 0 0 142 127 1.13 1

Eger bolim sayis1 16 'sar olsayd: A ve p matrsileri §oyle olacakti.

-5.51 -4.5 -1.94 -0.38 72.49 27.26 7.38 1

A 0.17 _..0'96 -0.78 -0.25 b= 29.03 1386 531
0.57 0.12 -0.13 -0.13 839 5.63 3181

0 0 0 0 1.2 113 106 1

Eger xvet araliklanim biraz daha kiigiltmiis olsaydik yani 18 'er bolmeye ayirmig

olsaydik, o zaman 4 = 1% vek= 1—18- olacakti. Her iki indisleri de sifirdan baglamak iizere

bu degerlere tekabiil eden A(Z, /) ve n(i,j) matrisleri agagidaki gibidir.

-4.83 -3.97 -1.72 -0.33 71.45 27.02 7.35 1

2= 0.16 —0.85 -0.69 -0.22 |. e 28.57 13.77 527 1
0.5 0.11 -0.12 -0.11 823 5.56 3.16 1

0 0 0 0 1.18 1.11 1.06 1

Bu 18 bolme ile optimal kontol agagidaki gekilde elde edilir.

1111 17 17 17 17
w=v, 1111 17 17 17 17
1111 17 17 17 17
1111 17 17 17 17

O halde bu buldugumuz kontrolu baglangic sartlannmi da dikkate alarak fark
denklemlerinde (v olarak) yerlerine yazarsak,

0 0.11 022 033 044
0 001 002 0.03.0.05
Y(ti,x))=| 0 -0.09 -0.18 -0.27 -0.35
0 -0.19 -0.38 -0.57 -0.75
0 -03 -0.59 -0.87 -1.15 |
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O 0 0 0 o0
0.06 0.28 0.52 0.77 1.03
Z(t,,x)=| 0.11 0.55 1.01 1.5 2.02
0.17 0.81 149 22 2.96
| 0.22 1.06 1.94 2.87 3.85

olarak elde edilir. Buna gore optimym ¢oziim S(v) = 3.85 olarak elde edilmis olur.
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10. SONUCLAR

Caligma, genel formdaki ikinci mertebeden ayrik sistemlerle ilgili olan optimal kontrol
probleminin ¢6ziimiiniin aragtinlmasina hasredilmigtir. Giristen ve on boliimden

olugmaktadir. Caliymada agagidaki sonuglar elde edilmistir.

1k kez iki parametreli ayrik sistemler igin varyasyonlarla denklemler sistemi
kavrami tanimlanmig ve bu kavram yardimuyla ele alinan optimal kontrol problemi

i¢in eg (adjoint) problem olusturulmustur.

- Tammlanan es problemin yardimiyla Lagrange carpanlar yontemi kullamlarak
(Alar) belirlenmis ve amag fonksiyonelinin artuminin lineer kismu igin genel bir

formiil elde edilmigtir.

- Ilk defa olarak hizlar kiimesi konvex olan problemler igin PMP ‘nin gecerli oldugu
ispatlanmigtir. Yani, ele alinan e§ problemin ¢éziimiinii géz 6niine alarak optimal

kontrol 'un PMP 'ni sagladig1 gosterilmistir.

- Elde edilen sonuglarin bazi 6rneklere uygulamasi verilmisitir.
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