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OZET

” Abelien Olmayan, Kompakt Lic Gruplar: Uzerinde Kontrol Sistemleri” adli
bu tez beg boliimden olugmaktadar.

Birinci boliimde, Lie gruplan, Lie cebirleri ve onlarin iistel tasvir ve adjoint
gosterilimi ile bagintilarina yer verdik.

Tkinci béliimde, genel kontrol sistemlerini érneklerle ayrintih olarak incele-
dik.

Uglincii béliimde, Lie gruplan iizerinde lineer kontrol sistemlerinin gegigliligi
ve kontrol edilebilirligi izerinde durduk.

Dérdiincii boliimde, Oklid uzay: IR® {izerindeki bir lineer vektdr alam kav-
raminin bir G Lie grubuna nasil genellegtigini gbriiyyoruz. Boylece G Lie grubu
tizerindeki tiim diiz vektor alanlarmin X(G) Lie cebirinde G nin L(G) Lie cebiri-
nin normalizoriinii inceliyoruz.

Besginci boliimde ise, kontrol teoriye bu tezin yaptig: katki yer almaktadir.
Baglantili bir Lie grubu tizerindeki normalizérli bir lineer kontrol sisteminin dina-
miginin konservativ vektor alanlaryla iiretildigini ve eger aym zamanda Lie grubu
Abelien olmayan ve kompakt ise normalizorlii lineer kontrol sisteminin gegisli ol-

mast icin gerek ve yeter kogulun kontrol edilebilir olmas: gerektigini gosterdik.
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SUMMARY

This thesis with the title ”Control Systems on Non-Abclian, Compact Lic
Groups” contains five chapters.

In first chapter, we gave Lie groups, Lic algebras and their connections with
exponential map and adjoint representation.

In second chapter, we studied in examples the general facts about control
systems.

In third chapter, we interested on transitivity and controllability of linear
control systems on Lic groups.

In fourth chapter, we saw that how to generalize of the notion of a linear
vector field on Euclidean space, IR", to a Lie group, G. Thus, we have studied the
normalizer of Lie algebra, L(G), of G in the Lie algebra, X(G), of all C*° (smooth)
vector fields on G.

Fifth chapter is the contribution of this thesis to Control Theory. We show
that the dynamic of a lincar control system with normalizer on a connected Lie
group is induced by conservative vector fields and if Lie group is also non-Abelian

and compact then the system is transitive if and only if it is contollable.
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1.0. GIRIS

Bu tezin amaci kontrol teoride sistemlerin 6zel bir sinifi i¢in bir kontroledile-
bilirlik sonucu olan kompakt, baglantili ve Abelien olmayan bir Lie grubu {izerinde
normalizorlii bir lineer koontrol sisteminin kontroledilebilirligini elde etmektir.

Bu ¢aligma beg boliimden olugmaktadir. Ik boliimde Lie gruplan ve Lie
cebirleri teorisi ele alinmgtir. Ikinci boliimde kontrol teori hakkinda genel bilgiler
verilmigtir. Ugilincii boliimde Lie gruplan iizerinde lineer kontrol sistemlerin ge-
¢igliligi ve kontrol edilebilirligi incelenmisgtir. Dordtnci boliimde bir G Lie grubu
tizerindeki tiim diiz (smooth) vektor alanlarmmn X(G) Lie cebirindeki G nin L(G)
Lie cebirinin normalizorii karakterize ediliyor. Bu boliim problemin ¢6ziim agama-
sinda onemli bir rol oynamaktadir. Son boliimde de yukarida s6zii edilen probleme
cevap aranmigtir.

Bir ¥ genel kontrol sistemi durum (state) uzay1r adi verilen sonlu boyutlu
diferansiyellenebilir bir M manifoldundan ve kontroller denen vektor alanlarmin
bir sinifi olan bir D dinamiginden olugan bir ¥ = (M, D) ikilisidir. * € M olsun. ¥
kontrol sistemi igin kontrol edilebilirlik problemi M ve D {izerine konan kogullara
baghdir. Yani, ¢, M ve D tizerinde hangi kosullar altinda, D deki vektor alanlan-
nin neden oldugu negatif olmayan zamanl yerel difeomorfizmlerin tiim bilegenleri
kullamldiginda & den baglayarak M nin her bir y noktasina ulagmak mimkindar?

Bu ¢aligmada kontrol edilebilirlik problemini kompakt, baglantili ve Abelien
olmayan bir G Lie grubu ve kontrol vektorleri sol invariant vektor alanlar olarak
gozoniine aldifimiz G nin L(G) Lie cebirinin elemanlan ve drift (sapan) vektor
alam da X(G) deki L(G) Lie cebirinin normalizériindin bir clemam ile belirlenen
D dinamiginden olugan ¥ = (G, D) sistemmi {izerinde inceledik.

Buradan boliimlerin temel ayrintilarina gegebiliriz.

2.0. Lie Gruplar:

Bu boliimde Lie gruplari, Lie cebirleri ve onlarin iistel tasvir ve adjoint giz%—m'
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terilimi ile bagintilarina yer verilmigtir. Boliimiin baginda Lie gruplan, Lie cebirleri
ve genel kontrol sistemlerinin kurulmasinda baz olugturan manifoldlar hakkinda

temel kavramlar ele ahnmigtir.

3.0. Genel Kontrol Sistemler:

M diferansiyellenebilir bir manifold ve ¥ genel bir kontrol sistemi olsun.
Her bir £ € M nin yoriingesini ve z in ¥ vasitasiyla ulagilabilir (accessibility)
kiimelerini tamimlayarak kontrol edilebilirlik problemini ve M {izerindeki kontrol
edilebilirlik probleminin yoriingelerine indirilmesine olanak veren Yoriinge Teore-
mini veriyoruz (Sussmann, 1973). Bu teorem 6zellikle ¥ min M tzerinde her zaman
gecigh oldugunun kabul edilebilecegini gosterir. Ayrica bu boliimde baz o6rneklere

yer verilmigtir.

4.0. Lie Gruplars Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemlerinin Gegiglligi ve Kontrol
Edilebilirligs
Bu béliimde, (Ayala et al,1994) deki sonuglan elde ediyoruz. ilk olarak, Yar-
dimc1 Teorem 4.3.1. de, L(G) nin G tizerindeki tim diiz vektor alanlarimn ailesi
olan X(G) nin bir ad(X)-invariant Lie altcebiri oldugunu gosteriyoruz. Teorem
4.3.3. de, eger
H= gereng_A.{Yl, Y™}

kontrol vektorleri tarafindan tiretilen Lie cebirini gosteriyorsa, o taktirde ¥ min
L(X) Lie cebirini elde ediyoruz. Yani X ve H tarafindan tretilen cebir, H yi
iceren L(G) nin en kiigiik ad(X)-invariant Lie altcebiri (X | H) ile sonsuz ki-
ik (infinitesimal) X otomorfizmi ile tretilmig T' = (X )¢er 1-parametreli grubun
L(T) Lie cebirinin yari-direkt ¢arpimina izomorfiktir. Yani

L(Z) & (X|H) ® L(T)

dir. Bu sonug ve Yoringe Teoreminden dolayi, Teorem 4.3.5. de, eger H, H

Lie cebirli baglantili Lie grubu ise, o taktirde G nin e birim elemamimin Gx(e)

yOsiingesinin H );1 igeren en kiigitkk T-invariant (X | H) Lie altgrubu oldugunu,.- =

s
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gosteriyoruz. Yani

Gx(e) = (X|H)

dir. Teorem 4.3.5. de, Lie cebiri rank kogulunu veriyoruz. Yani
boyut.gereng 4 {Y?,ad' (X)YH0<i<p,1<j<m}=n

egitligi ¥ nin gegigliligi (ve dolayisiyla kontrol edilebilirligi) igin gerekli bir kogul-
dur. Burada p en kiigiik tamsayidir ve ad(X) — H dizisi

Ho=H, H;=H+[X,H]|

Hi=Hi1 +[X, Hia], 21

stabilize edilmig Lie parantezleri alinarak olugturulmugtur.

IR™ haline aykir1 olarak, bu kogul kontrol edilebilirligi karakterize etmez.
Bunu gostermek icin 3-boyutlu basit baglantih sifir giiclii (nilpotent) Heisenberg
Lie grubunda aykir1 6rnek veriyoruz. Ote yandan, Teorem 4.3.8. de, rank kogulunu

veriyoruz. Yani
boyut.geren{Y? ad(X)(Y)0<i<p,1<j<m}=n

egitligi ¥ min kontrol edilebilirligi i¢in yeterli bir koguldur. Ozellikle, Sonug 4.3.9.
da, Kalman Teoremini (Kalman et al, 1962), Abelien baglantih Lie gruplarina ge-
nellegtiriliyor. Aym zamanda, L. Markus (Markus 1980), a ait kontrol edilebilirlik

sonuglarim genellegtiriliyor. Cesitli orneklerle bu kismi sonuglandiriyoruz.
5.0. X(G) de L(G) nin Normalizori

Burada Lie Gruplan iizerinde lineer vektor alanlarim, yani
N = normxa)(L(G))

normalizort igindeki elemanlarn inceliyoruz (Ayala et al, 1994). G uzerindeki vek-

tor alanlarini G den L(G) Lie cebiri i¢ine tanimli C*° fonksiyonlanyle ESzde§leme;b;;,?-,,.«:r~"*h’°w§f.;%
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uygun buluyoruz. G nin otomorfizmlerinin Aut(G) Lie grubunu, L(G)-tiirevlerinin
O0(L(@)) Lie cebirini ve L(G) nin gl(L(G)) Lie cebiri ile yari-direk ¢arpimini, yani,

L(G) ® gl(L(G))
Lie cebirini gézéniine alahm. F € X(G), F € C®(G, L(G)) ile
F, = dL,(F(z)), z €@
seklinde Szdeglenir. Burada L., z ile sol ételemeyi gosteriyor.
&(F) = (F(e), —dF(e))

geklinde bir

®: N - L(G) ® gl(L(G))
Lie cebiri homorfizmi tamimlansin. Burada da e, G nin birim elemanim gosteriyor.
Teorem 5.1.16. ile eger G baglantih ise o zaman

®: N — L(G) ® OL(G)

nin bir izomorfizm oldugu ispatlamyor. Ayrica eger yine G baglantili ise ® nin
N yi L(G) ® aut(G) tizerine izomorfik olarak tasvir ettigini Teorem 5.1.19. da

veriyoruz.

6.0. Abelien olmayan, kompakt, baglantsls bir Lie grubu tzerinde normalizorli bir

lineer kontrol sisteminin kontrol edilebilirligi

G kompakt, baglantili, Abelien olmayan bir Lie grubu ve L(G@) de onun Lie

cebiri olsun. ¥ = (G, D) lincer kontrol sistemini gozontine alalun. D dinamigi

k
i=X(z)+ ) ujYi(z)
Jj=1

geklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olugsun. Burada z € G, X G
tizerindeki tiim diiz vektoér alanlarnmn X'(G) Lie cebirinin bir elemam olup, L(W#%

' =
& ?ﬁ ;
- 3
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Lie cebirinin normalizdriinde yer alir ve j = 1,...,k igin Y7 € L(Q) dir. L(G) Lie
cebirini sol invariant vektor alanlarinin kiimesi olarak aliyoruz. Kisitlanmayan ka-
bul edilebilir kontrollerin U sinifi tiim pargah sabit u : [0, 00) — IR* fonksiyonlarin

kiimesidir. D, X ile birlegmiyg vektor alanlarimn ailesidir. Yani

k
D={X+ Zquj | X € normyg)(L(G)),Y? € L(G)veu; € U}

=1

dir. X e, G nin sonsuz kiigiik otomorfizmi diyecegiz ve X vasitasiyla tiretilmisg
{X: |t € R} akuist Aut(G) nin 1-parametreli bir altgrubudur.

Bir G Lie grubunun birim elemandaki T.G teget uzaymma atanmmg bir w
olglimii soldan ¢arpma ile G nin herhangi bir noktasina gotiirillebilir. Bdyle bir
ol¢im soldan ¢arpma altinda invarianttir ve w dan integrasyonla olugan olgiim-
diir. Bu 6lgimiin sagdan ¢arpma altinda da invariant oldugunu bilmek onemlidir.
Herhangi yerel kompakt bir Lie grubunda tek tarafli invariant él¢iim vardir. Eger
Lie grubu kompakt ise iki tarafli invariant 6lgim vardir (Hausner et al, 1968).

Teorem 6.2.4. de eger G Lie grubu kompakt ve baglantili ise o zaman
sistemin dinamigini olugturan vektor alanlarimin 6l¢im invariant (konservativ) ol-
dugunu gosteriyoruz.

Poincare’nin sonucu (Poincare Teoremi), konservativ bir vektor alam vasi-
tasiyla iiretilmig bir dinamik sistemin Poisson sabit (Poisson stable yada rekiirans)
noktalarinin yogun oldugunu séyler. Simdiye kadar yapilan ¢aligmalarda IR™ ve
Abelien Lie gruplar tizerindeki lineer kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirliginin
geciglilikleri vasitasiyla karakterize edildigini 6nceki boliimlerde goriiyoruz. Poin-
care’nin sonucundan yararlanarak Abelien olmayan, baglantili, kompakt bir Lie
grubu tzerindeki sistemimiz i¢in agagidaki teoremi ispathyoruz:

- 6.2.6. Teorem: G Abelien olmayan, baglantili, kompakt bir Lie grubu olmak
tizere ¥ = (G, D) normalizorlii bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde ¥
geciglidir < ¥ kontrol edilebilirdir.

Bir ornekle de bu kismi sonuglandiriyoruz.




2.0. LIE GRUPLARI

Bir Lie grubu hem bir manifold ve hem de bir grup yapisina sahip bir ki-
medir. Bu ¢aligmada bir L(G) Lie cebiri ile verilmig bir G Lie grubu iizerinde
tammlanms bir ¥ lineer kontrol sistemi ile ilgilenecegiz. Burada dogal uzay:-
muz daima diz (yani, C® yada analitik) olan bir diferansiyel manifold olup, Lie

gruplan teorisine gegmeden 6nce manifoldlar hakkinda kisaca bilgi verecegiz.

2.1. Manifoldlar

2.1.1. Tamm : n-boyutlu yerel bir Oklid M uzayi, herbir noktas: Oklid uzay1 R"
nin acik bir alt kiimesine homeomorfik bir komguluga sahip olan bir M Hausdorff
topolojik uzayidir. Eger ¢, baglantih agtk bir U C M kiumesinden R™ nin bir
agik alt kiimesine bir homoemorfizma ise, ¢ bir koordinat tasviri , x; = r;0 ¢
fonksiyonlan keordinat fonksiyonlars ve (U, ) ikilisi (bazen (U, z1,...,2y) ile gos-
terilir) bir koordinat sistem: adim ahr. Burada r; : R® — R fonksiyonu her
a = (aj,...,a,) € R" igin r;(a) = a; geklinde tammlanmgtir. %
2.1.2. Tanun :Bir yerel M Oklid uzay: iizerinde C*° simfindan diferansiyelle-
nebilir bir F yapis: agagidaki iig ozeligi saglayan {(Ua,pa) | @ € A} koordinat
sistemlerinin bir simifidir:
(a) Ugea Ua = M dir.
(b) Her @, € A igin pq 0 @El, C dir.
(c) F simfi (b) ye gore maximaldir ; yani, eger (U, ) her o € A icin p 0 ! ve
waop~! bilegkeleri C* olacak gekilde bir koordinat sistemi ise o zaman (U, ¢) € F
dir. )
C* smufindan n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold, € smifindan

bir F diferansiyellenebilir yapisi ile birlikte yerel bir M Oklid uzayindan olugan bir
(M, F) ikilisidir.




2.1.3. Uyan :

™ = | ) T,M (2.1)
pEM

teget demeti 2-boyut M boyutlu bir manifolddur (Warner, 1971).

2.1.4. Tanim : Bir X : C°(M) — R tasviri eger agagidaki 6zelikleri saglarsa

p € M de bir teget vektoriidiir:

(a) X(f +9) = X() + X(g).

(b) X(f9)(p) = X(fg(p) + f(p)X(9)- ¢
Teget vektorlerinin, herbir p € M noktas: lizerinde boyutu M manifoldunun

boyutuna egit olan ve T, M ile gésterilen sonlu bir vektor uzayr olugturmas: onlar

hakkindaki en temel sonugtur.

2.1.5. Tamim : M iginde agtk dom(X) lizerinde tamimlanmg bir X vektor alam

bir 6zdegligin kaldirmasidir (lifting). Yani

dom(X)cM = TM
IdN\, /T (2.2)
M

dir. Burada n(p,v) = p olup, buna egdeger olarak
X(p) € T,M,Vp € dom(X) (2.3)

yazilabilir. O

Bir X vektor alam ve bir f fonksiyonu

X(Hp) =X@)Nf)peM (24)

kogulunu saglayan yeni bir X(f) fonksiyonunu olugturur.

2.1.6. Tanmm : Bir X vektor alamimin geniglemesi
X : C®(M) — C®(M) (2.5)

tasviridir. ¢

X ve Y gibi verilen herhangi iki vektor alam i¢in parantez iglemini tamm-

5] S
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2.1.7. Tanmm : M diferansiyellenebilir bir manifold ve X, dom(X) lizerinde ta-

nimlanmig bir vektor alam olsun. Her p € M noktasinda miinkiin olan tiim ¢ ler
i¢in

Xyxpp =X, P, ) (2.6)

7(X,p,0)=p (2.7)

olacak gekilde X in bir 4(X, p, ) integral egrisi vardir (diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin varhig: ve tekligi teoreini (Warner, 1971)).

2.1.8. Tamm : Iki vektdr alanimin parantezi

(X, Y1(0)(f) = XXY () - Y (o)X (F)) (2.8)

ile tamimlanmig bir vektor alamdir. ¢
2.1.9. Parantez isleminin ozelikleri:
a) [X,X]=0.
b) [X,Y] = —[Y, X], yani parantez ters-simetriktir.
c) [X,[Y,Z]]+ [Y,[Z,X]] + [Z,[X, Y]] = 0 olup, Jacobi 6zdesliji adim alir.
2.1.10. Tamm :
i) M, N iki manifold olsun. f : M — N ye cger
veM L N
vl 1y (2.9)
o) VLS y(w)
¢(p) de diferansiyellenebilir olacak sekilde p icin (U, ) ve f(p) igin (V, ) koordinat
sistemleri varsa, p € M de diferansiyellenebilirdir denir.
it) f bir M manifoldundan bir N manifolduna diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. f nin tiirevi her X € TM ve herbir g € C*®°(N) igin

df(X)(g) = X(g0 f) (2.10)
ile tanimli

df : T(M) — T(N) (2.11)
tasviridir. o

2.1.11 Uyar: : f nin p de diferansiycllencbilirliginin tamiminin koordinat sistemn-

lerinin se¢iminden bagimsiz oldugunu belirtelim (Warner, 1971). L *“’f?‘%




2.2. Lie Gruplar1

2.2.1. Tanmm : Bir G kiimesi, eger (0,7) — o771 ile tammli G x G — G tasviri
diferansiyellenebilir olacak gekilde bir grup yapisi ile verilmig bir diferansiyellene-
bilir manifold ise bir Lie grubu adim alir. ¢

2.2.2. Uyan : G bir Lie grubu olsun. O taktirde 7 — 77! tasviri,
T (e,7) =77 (2.12)

geklinde diferansiyellenebilir tasvirlerin bilegkesi oldugundan diferansiyellenebilir-
dir. Burada ¢, G Lie grubunun birim clemamm gosteriyor. Ayrnica G x G — G
nin (0,7) — o7 tasviri

(0,7) = (0,77 ) = o7 (2.13)

geklinde diferansiyellenebilir tasvirlerin bilegkesi oldugundan diferansiyellenebilir-
dir. Agagidaki ornekler genel lineer grup, birimsel grup, ortogonal grup ve ozel
lineer grubu igermektedir.

2.2.3. Ornek : G = GL(n,IR) genel lineer grubu, reel elemanh n X n tersinir
martrislerin kiimesi olan bir Lie grubudur. Ilk ig olarak GL(n, IR) ye bir manifold
yapist vermektir. Eger IR™ nin noktalarim agik bir yontemle n x n reel matrisleri
ile 6zdeglersek, o zaman IR™" iizerinde determinant siirekli bir fonksiyon olur. Boy-
lece GL(n,R), IR™" nin agik altkiimesi olarak bir manifold yapist kazamir. Burada
determinant fonksiyonu degersiz olmaz. Eger (a;;) € GL(n,IR), Zitn(j—1) = aij
ise o zaman

(a,'j) —> (.’Dk) (2.14)

tasviri

GL(n,R) » R™ (2.15)

nin bir bire-bir tasviridir. O halde GL(n,IR), IR™’ nin bir altkiimesi olarak zdes-
lenmigtir. Eéer R yi tiumn tersinir yada tcrsinir olmayan matrislerin kiimesi ile

(aij) — (z1) tasvirine benzer bir yolla 6zdeglersek, o zaman

B XL N
i

det : R™ - R QZ“fG) - .é\ S
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determinant fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Determinant n. dereceden bir polinom

oldugundan diizdir (C*).
GL(n,R) = det™'(IR*) (2.17)

dir. Burada
R*={z e R |z #0} (2.18)

dir. Determinant fonksiyonu siirekli oldugundan GL(n,R), IR*” nin acik bir altkii-
mesidir ve bu nedenle diiz bir manifold yapisina sahiptir. Determinant fonksiyonu
bu diiz yap: ile bir diiz fonksiyondur. Aym zamanda GL(n,IR) matris ¢arpim

altinda bir grup yapisina sahiptir. Burada geriye

(o,7) = o7 (2.19)
seklinde tamml
p:GxG-G (2.20)
tasvirinin ve
e (2.21)
seklinde tamml
A:G—- G (2.22)

tasvirinin diiz oldugunu gostermek kaliyor. Ciinkii, eger bu tasvirler diiz ise, o

zaman
8 = po(id x A) (2.23)
oldugundan dolay:
(0,7) = o7 ? (2.24)
gcklinde tamiml
0:GxG — G (2.25)

tasviri diizdiir.

ai;)(bi;)) = a,'bj, 2,
p((ai;)(bis)) (; kb;) (,,}5‘
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olup, g bir polinom tasviridir ve dolayisiyle dazdur.
Maij)) = (aij)—l € GL(n,R) (2.27)

olup, A tasviri de diizdiir. Bu da GL(n,IR) nin bir Lie grubu oldugunu goésterir.
2.2.4. Ornek : Bir Lie grubunun en kiigilik ilging 6rneklerinden biri SU(2, C) dir.
Bu ise ters matris transpozun kompleks eglenigi ve determinant: 1 olacak gekilde

kompleks elemanh 2 x 2 matrislerinin kiimesi olarak tammlanir. Yani
SU@2)={A| At = A" ve detA =1} (2.28)

dir. z ve w

|2I? + Jw|* =1 (2.29)

olacak gekilde kompleks sayilar olsun. O zaman

A= (_"’iv_ ‘_;_’) (2.30)

SU(2) nin bir elemnamdir. Kargit olarak, eger A € SU(2) ise, o zaman A, denklemn
(2.30) daki forma sahip olacak gekilde z ve w vardir. 2 4 y? + u% + v? = 1 olacak
gekilde z = & + iy ve w = u + v olsun. O zaman SU(2) lizerinde agagidaki gibi
manifold yapisi tanimlayabiliriz:
Ur={A]z>0}L,U;={A4|z2<0},Us={A|y>0},Us={A |y <0},
Us={A|u>0},Us={4|u<0},U={A|v>0},Us = {A|v < 0}.
Kargihik gelen tasvirler
p1(A) = (y,%,v), p2(4) = (y,u,v), p3(4) = (z,u,v), pa(4) = (z,u,v),
¢5(4) = (z,9,v), pe(4) = (z,y,v), p7(4) = (2,y,u), ps(4) = (z,y,u)
dir. SU(2),

{(Ui,pi) | i =1,2,...,8} (2.31)

ile bir diiz manifold yapisina sahip olup aym zamanda matris ¢arpumna gore bir

gruptur.

¢:SU(2) - R
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tasviri
o(4) = (2,9,u,) (2.33)

geklinde tamimlanmig olsun. O taktirde, eger Ay ve Az, p(4i) = (=i, Yi, i, vi)
olacak gekilde sirasiyle (z1,wq) ve (22, ws) ile verilmig iki matris ise,

T3 = T1T2 — Y1Y2 — U1l — V12, Y3 = T1Y2 + T2¥1 + v1V2 — UV,

u3 = T1ug + T2us — Y12 + Y2v1, U3 = T1V2 + T201 + Y12 — Yala,
olmak iizere

SO(AI A2) = (.'113 » Y3, U3, '03) (2.34)

diiz olup,
90(A~1) = (:B, -Y, Y, —-'U) (235)
de diizdur.
Boylece, SU(2) 3-boyutlu bir Lie grubudur. Ozellikle, ¢ tasviri SU(2) den
IR* deki birim vektorlerin kiimesi S® iizerine bir difeomorfizmdir. $% uzay: 3-

boyutlu kiire oldugundan SU(2) nin boyutu 3 tiir.
2.2.5. Tamm :

lo(r) =0T (2.36)
ile tamimh
l, :G—-G (2.37)
tasviri o ile sol dteleme adim ahr. &
l, min tirevi
dl, : T(G) - T(G), (2.38)

olup, burada dl,(T-G) C TG dir.
2.2.6. Tanum : Bir X vektor alam, eger her o € G igin

X oly = dl,(X) (2.39)

ise G lzerinde sol-invariant adinm alir. )
2.2.7. Teorem : G bir Lie grubu ve L(G) onun sol-invariant vektor alanlarmn n

kiimesi olsun. O taktirde L(G) bir reel vektor uzayidir ve a(X) = X, §ekluidév
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tammh « : L(G) — T,(G) tasviri L(G) nin, G nin birim elemandaki T.(G) teget
uzay1 ile bir izomorfizmidir.

ispat :

L(G) nin bir reel vektor uzay: oldugu acgiktir. X,Y € L(G) ve a, b skalerleri igin

a(aX +bY) = (aX + bY)(e)
= aX(e) + bY (e)
= aa(X) + ba(Y'),
oldugundan, a lineerdir.

a bire-bir dir. Gunki eger a(X) = a(Y") ise, o zaman herbir o € G i¢in
X(o) =dls(X(e)) = dls(Y(e)) = Y(0) (2.40)

olup boylece X =Y dir.
Ayrica, « lizerinedir. Ciinkt X € T.(G) ise, herbir o € G igin

X(o) =dls(X) (2.41)
dir. Bu taktirde her 0,7 € G igin
X(r0) = dlo(X) = dl;dl,(X) = dI(X(0)) (2.42)

oldugundan a(X) = X ve X sol-invariattir. Bu halde, L(G) & T¢(G) dir. Sonug
olarak,

boyutL(G) = boyutT.(G) = boyutG (2.43)

dir. ¢
Bu ¢ahgmada,herhangi bir Lic grubunun Lie cebirini daima sol-invariant

vektor alanlarinn Lic cebiri olarak gozoniine alacagz.

2.3. Lie Cebirleri

2.3.1. Tamum : Bir K (IR or C) cismi iizerinde bir L(G) vektor uzay: eger onun L irns

vektor uzay: yapisina ek olarak bir ¢arpim veriyorsa, yani bir L(G) X L(G) — L(é:)"’
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tasviri (X,Y) ikilisini L(G) nin [X, Y] elemanina gotiiriiyorsa bir Lie cebiri adini
alir:

i) K tzerinde bilineerdir:

[a1. X + a2 X3, Y] = a1[ X1, Y] + aa[X,,Y],

[X,a1Y1 + aaYs] = a1 [ X, V1] + a2[X, Y3;

ii) Ters simetriktir :

[X? Y] = —[Y,X];

iii) Jacobi 6zdegligini saglar : [X,[Y, Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0. &
Lie cebiri kavramumn onemi, herbir Lie grubu ile birlegmig sonlu boyutlu ozel bir
Lie cebirinin varolmas: ve Lie grubunun 6zeliklerinin onun Lie cebirinin 6zelikleri
ile yansitilmasidir.

2.3.2. Lie cebirinin 6rnekleri :

a) M manifoldu tizerindeki tiim diiz vektor alanlarinin vektor uzay: vektor alanlan
tzerindeki Lie parentezi iglemi altinda bir Lie cebiri olugturur.

b) Herhangi bir vektor uzayi, eger tim parantezler 0 a egit kiime ise bir Lie cebiri
olugturur. Boyle bir Lie cebirine Abelien Lie cebiri denir.

¢) Tiim n X n reel matrislerin gl(n, IR) vektor uzayi, eger
[A,B] = AB — BA (2.44)

konursa bir Lie cebiri olugturur.
2.3.3. Uyan : G Lie grubunun Lie cebirini G uzerindeki sol-invariant vektor
alanlarinin L(G) Lie cebiri olarak tanimhyoruz. Bagka bir deyisle, G nin Lie cebiri
olarak L{G) nin T¢(G) ile vektor uzay1 izomorfizmi Lie cebirlerinin bir izomorfiz-
mi oldugu gergegi ile verilmig Lie cebiri yapis: ile birim elemandaki T, (G) teget
uzay alabiliriz.
2.3.4. Lie Gruplar1 ve onlarin Lie cebirlerinin 6rnekleri :
a) Reel eksen IR toplam altinda bir Lie grubudur. Sol-invariant vektor alanlari
basitce

{A\(d/dr) | X e R}
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sabit vektor alanlandir. Boyle herhangi iki vektor alamnin parantezi 0 dir.

b) 3-boyutlu Heisenberg Grubu : Bu grup

1 z =z
G= 01 yl|z,y,2€eR (2.46)
0 01

geklinde tammlanir.

1 ¢t 0
y#)={0 1 0] €G (2.47)
0 01
alalim. Her ¢ € IR igin, G de bir nokta vardir ve o taktirde (t),
1 0 0
¥0)=10 1 0] =e, (2.48)
0 01
010
¥0)=10 0 0) =X €eT(G) (2.49)
0 00

olacak gekilde G {izerinde bir egridir. Yine

a(t) = ( ) (2.50)

alahm. Her € IR igin, G de bir nokta vardir ve o zaman af(t) de

100
a(O):(O 1 0)=e, (2.51)
00 1
0

0
&(0) = (0 0
00

olacak gekilde G tizerinde bir egridir. B

[T = i ]
o == O
— . O

0
1) =Y € T.(G) (2.52)
0

10 ¢
py=10 1 0] e@ (2.53)
001

alalim. Her ¢t € R igin, G de bir nokta vardir ve f(t)

BO)=[0 1 0] =e, ,@gz}?;;';
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) 0 01
BO)=10 0 0] =2Z€TA(G) (2.55)
olacak gekilde G tizerinde yine bir egridir. Burada

000
0
T.(G) 2 L(G) = { ( ) : ( 1) } (2.56)
0
[X,Y] = ( ) = Z, (2.57)

[X,Z]=0ve[Y,Z] =0 dir.

oo
oo
SO0
oo
oSCc o

ve

oo O
[ e B )
OO =

2.4. Ustel Tasvir

Buraya kadar G nin L(G) Lie cebirini ya birim elemanda teget uzay: ola-
rak yada sol-invariant vektor alanlari olarak aldik. Bu kisimda bir-parametreli
altgruplann kiimesi olarak Lie cebirinin tigiincii bir tanunlamasim veriyoruz.
2.4.1. Tanmumlar : Bir ¢ : R — G homomorfizini G nin I1-paremetreli altgrubu

adim alir. G bir Lie grubu ve L(G) onun Lie cebiri olsun. O taktirde

d
A - X (2.58)

IR nin Lie cebirinin L(G) igine bir homomorfizmnidir. Reel eksen basit baglantil

oldugundan (yani, temel grubu agikar olan baglantil bir topolojik uzay)

d
dezpx (A&—;) =X (2.59)
olacak gekilde tek bir
ezpx :IR — G (2.60)

1-parametreli altgrubu vardir. Bagka bir deyigle, t — expx (t), 0 daki teget vektorii
X(e) olan G nin 1-parametreli tek altgrubudur.

Ustel tasvir

exp(X) = expx (1)
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alinarak olugan
ezp: L(G) — G (2.62)
tasviridir.
2.4.2. Teorem : X, G nin L(G) Lie cebirinin bir elemam olsun.O taktirde
i) Herbir ¢t € R i¢in exp(tX) = expx (),
i) Her #;,t2 € R icin exp(t; + t2)X = (exp(t1.X))(exp(t2 X)),
iii) exp(—~tX) = (exp(tX))~!.
ispat :
i)
P(t) = expsx (1)
ve

() = epx(st)

olacak gekilde IR nin G igine ¢ ve v tasvirlerini tammlayalun. Burada s € R dir.
¥, P(0) = e olacak sekilde sX in tek integral egrisidir.

d d
dso (% |t) = de:l:px (SE"‘ Ist) =sX Ie:tpx(st) (263)

olup ve boylece ¢, ayni zamanda ¢(0) = e olacak sekilde sX in bir integral egrisi-
dir. Integral egrilerin tekliginden dolay1 ¢ = ¢ dir. Bu nedenle,

expsx(t) = expx(st),(s,t € R; X € L(G)) (2.64)
elde edilir. ¢ = 1 alarak ve s yerine ¢ yazarak,
expix (1) = expx(t) (2.65)

bulunur.

ii) ezpx, IR nin G igine bir homomorfizmi oldugundan ve (i) den dolay:
exp(ty +t2)X = cxpx(t1 + t2)

= expxt: - ezpxty = exp(t1 X) - exp(t2 X) et
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elde edilir.
iii) ezp(—tX) = ezpx(—t) = (expx(t))™! = (exp(tX))™! dir ¢
2.4.3. Teorem : ¢ : H — G bir homomorfizm olsun. O taktirde agagidaki
diagram degigmelidir:

LH) % L©)

exp | 1 exp (2.66)

£ @

Ispat : X € L(H) olsun. O taktirde p(expX) € G dir. t — p(exp(tX)), 0 daki
tegeti dp(X(e)) olan G de bir diiz egridir. Bu ayni zamanda, ¢ bir homomorfizmi
oldugundan G nin l-parametreli bir altgrubudur. Oysa, t — ezp(t(dp(X))), 0

daki tegeti (dp(X))(e) olan G nin tek 1-parametreli altgrubudur. Boylece,

p(ezp(tX)) = ezp(t(dp(X))) (2.67)

olup, t = 1 alimrsa o zaman

p(expX) = exp(dp(X)), (2.68)

yada
@ oexp = expodp (2.69)
elde edilir. $

2.4.4. Ornek : A, bir n X n matrisi olsun ve ¢ : IR = GL(n,R) tasviri

t2 A2 t3 A3

cp(t)=I+tA+T!-+ 3l + ...

= Z AT exp(tX)
n=0

n!

geklinde tamimlansin. exp(tX) = expx(t) ve expx, R nin bir homomorfizmi ve
(dp)o(1) = A oldugundan ¢, GL(n) nin 1-parametreli bir altgrubudur. Boylece,

ustel tasvirin bir matris grubu i¢in

Az 3
ezp(A) =TI+ A+ 5T + 37 + ... (2.70)
} AL Sy,
olup ve Lie cebiri tiim matrislerin vekt6ér uzayinin bir altuzayidir. AT O
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2.4.5. Ornek : G, 3-boyutlu bir Heisenberg grubu ve L(G) onun Lie cebiri olsun.
ezp: L(G) - G

0 10
X:(O 0 O)EL(G)

olup

0 00

alalim. Buna gore X2 = 0 olup,

czp(tX) = Z ;L—!X”

n=0

0t 0\’
txX)X?=10 0 0} =0
0 0 0

0t 0 1 ¢t 0
=>exp(tX)=I+|0 0 0] =]0 1 O
0 00 0 01

elde edilir. Bu taktirde,

bulunur.

2.4.6. Ornek : L(H), n-boyutlu ters-simetrik reel matrislerin bir vektor uzayi,

yani
L(H)={A € M,(IR)| A+ A" = 0} (2.71)

olsun. Eger A,B € L(H) ise

[A,B] +[A,B]* =0 (2.72)

olup, buna gore [A,B] € L(H) ve L(H), (M,(IR),[,]) nin bir Lie altcebiridir.

Burada M,(IR), reel elemanli bir n x n matrisini gosteriyor.

exp : M,(IR) — GL,(IR)
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iistel tasviri her A € L(H) igin expA nin
O.(R) = {P € GL,(R) | P- P' = Id} (2.74)

geklindeki ortogonal matrislerin Lie grubuna ait olmasi kogulunu saglar. Gergek-
ten,

A-At=A'- A (2.75)

oldugundan

Id = A4 = A . A" = 4. (eA)‘ (2.76)

bulunur. Ozellikle, eger O, (IR) deki 6zdesligin baglantili bileseni SOy (IR) ile gos-
terilirse

T14S0.(R) = L(H) (2.77)
elde edilir. Burada
SO,(R) = {A € O,(R) | detA = 1} (2.78)

dir. O zaman O,(IR) ve SO,(IR) Lie gruplar1 ayn1 L(H) Lie cebirine sahiptirler.

2.5. Adjoint Gosterilim

M bir diiz manifold ve G bir Lie grubu olsun. G nin M iizerinde soldan bir
etkisi (action) her 0,7 € G ve m € M igin

plor,m) = (o, u(t,m)),

ple,m) =m

olacak gekilde diferansiyellenebilir bir
p:GxM—-M

tasviridir.

Eger p: Gx M — M G nin M tizerinde soldan bir etkisi ise o taktirde sabit
o e .,
For, My

- .

bir o € G igin m — p(o, 7) tasviri p, ile gosterilen M nin bir difmmorﬁznﬁdé;}i';
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Benzer gekilde M {izerinde G nin sagdan bir etkisi her 0,7 € G ve m € M

igin
,u(m, GT) = /“‘(“(m7 0)7 T)7
p(m,e) =m
olacak gekilde diferansiyellenebilir bir x4 : M x G — M tasviridir.
2.5.1. Tamim : Bir G Lie grubu
i(0,7) = oo™ = is(T)
olacak gekilde
t:GxG—-G

i¢ otomorfizmi vasitasiyla soldan kendisi uzerinde etkir. Ozdcslik bu etkimenin bir
sabit noktasidir, yani herbir o € G igin i,(e) = e dir. O zaman

o —dis |e T.G = L(G) (2.79)

G nin Aut(L(G)) icine bir gosterilimidir. Bu gosterilim adjoint gosteriim adim
alir ve

p: G — Aut{L(G)) (2.80)

ile gosterilir. o

(2.66) dan dolay: agagidaki degigmeli diagramlar elde edilir :

L@) % End(L(G)) e 2 re)
exp | le ve expl  lexp (2.81)
G 2 Aut(L(G)) ¢ “‘u @

exptp(o)(X) = o(exptX)o ™!,
ETP O Py = iy O ETP. (2.82)

Boylece eger t € IR ve X € L(G) ise

io(ezp(tX)) = cxp(p(z)(tX)) = exp(tp(z)(X),
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rexp(tX)z ™ = exp(tp(z)(X) (2.83)

oldugu goriliir.
2.6. Lie Turevi

2.6.1. Tamumlar : Herbir ¢ € R i¢in X¢(m) = v, (t) alarak
Dy ={me M|te (a(m),b(m))} (2.84)
tanmim bolgeli bir X; déntiglimiinii tamimlayalim. Burada
Yo+ (am), B(m)) — M

ifadesi 0 € (a(m), b(m)) ve 7m(0) = m olacak gekilde X in bir integral egrisidir.

Eger her t i¢in Dy = M (yani, herbir m € M igin 7y, nin tanim bolge-
8i (-00,00)) ise M tlizerinde bir diiz X vektor alam femdir. Bu durumda, X,
dontigiimleri reel sayilar ile parametrelenmiy M nin dontigtimlerinin bir grubunu
olugturur ve bu grup X in I-paerametreli grubu adimi alir.

Eger X tam degilse X; dontgtinleri bir grup olugturmaz. Cunkii bu donii-
gumlerin tamm bolgeleri ¢ ye baghdir. Bu halde X; doéniigtimlerinin topluluguna
X in yerel 1-parametreli grubu olarak bakacagiz.

Bir M manifoldu tzerinde bir diiz X vektor alami saptansin. X, X ile
birlegmig dontglimlerin yerel 1-parametreli grubunu gostersin. Y de M tuzerinde
bagka bir vektor alam olsun. Y nin bir m € M noktasinda X e gore tiirevini
tammlayacagiz. Once m den gegen X in integral egrisini X(m) noktasina kadar
gotiirelim ve orada Y yi degerlendirelim. Bu taktirde Yx,(m) yi X difeomorfiz-
minin dX_; diferansiyeli ile T,, M ye tekrar getirelim. T, M de dX _«(Yx,(m)) Ve
Y. vektorlerinin farkimi alalim, bu fark: ¢ ile bolelim ve ¢ — 0 iken limitini ala-
lim. Bagka bir deyigle T, M-degerli diiz t — dX_(Yx,(m)) fonksiyonunu gozoniie
alalim ve onun ¢ = 0 daki tirevini bulalum. Sonug T, M de bir vektor olup buna
m de X e gore Y nin Lie tirevi denir ve bunu (LxY),, simgesiyle gostcrecegiz.

Boylece
dX:(Yx,(m)) — Ym

. d
(LxY m = limso . = o l=0 (X (W, m)) (2857757,

%
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dir.
2.6.2. Onerme : X , M uzerinde diferaunsiyellenebilir bir vektor alam olsun. O

taktirde M iizerinde diferansiyellenebilir her Y vektor alani igin
LxY =[X,Y]

dir.
Ispat : Herbir f € C*°(M) igin

LxY(f) =X, Y]f

oldugunu gostermek yeterlidir. m € M olsun. Bu taktirde

dX_+(Yx,(m)) = Ym
@)= ()

wﬂmﬂ=0mho

d
= = =0 (X (Y, (m)))(£)]
d
= = li=0 [Yx,(m)(f 0 X—1)]
bulunur. IR? de (0,0) 1n bir komgulugu tizerinde
H(t,u) = f(X_+(Yu(Xi(m))))

olacak gekilde recl-degerli bir H fonksiyonu tanunlayalun. Bu taktirde

g
YX:(m)(f o X—t) = 'a— I(t,O) H(t,u)
T2
olup,
: d 0
(LxY)(f) = p7 =0 Oy l(e,0) H(t,u)

_ @H |
= Or 0r, OO

bulunur. Bu tirevi degerlendirmek igin

K(t,u,s) = f(Xs(Yu(Xe(m))))
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alalim. O zaman H(t,u) = K(t,u,—t) yazilir. Zincir kuralindan

o*H PK PK
Br16r; (O oy, 1000~ 5 loow

K(t,u,0) = f(Yu(Xi(m)))
oldugu sonucu ¢itkar. O halde

BI\
Yxt(m)(f)a

K
Or,0r l(0,0,0)= Xm(Yf)

bulunur. Ayni zamanda K(0,u,s) = f(X,(Y,(m))) yazlabilir. Boylece

oK
EE I(O,u,0)= Xf(Yu(m))a

K
Braors |000)=Yn(Xf)

*H 0*K K
3 10r; |(00) Or,0ry I(ooo) Oradrs |(000)

= Xm(Yf) = Yu(X )

= (LXY)m(f)

= [X,Y]m(f)
elde edilir. ¢
2.6.3. Onerme : G, L(G) Lie cebiri ile bir Lie grubu olsun ve X,Y € L(G)
verilsin. O taktirde
dp(X)(Y) = [X,Y]
dir.
Ispat : (2.66) den dolay:

p(ezpX) = exp(dp(X))

olurken

p(exptX) = expt(dp(X))




oldugu biliniyor. Buradan

plezpX) =1+ dp(X) + (-dip—(ij(m + ...

ve
p(exptX) —1

d(,O(X) = limt_..o ;

d
= = li=o (p(ezptX))
oldugu sonucu gikar. (2.73) diagramindan
eodp=poexp

elde edilir. Bu taktirde

(X)) = (% o p<emth)) y

d d .
= Zl—t- |t=0 Pea:th(Y) = Zl_t- |t=0 d(zezth )(Y)

bulunur. Boylece, eger X;, X ile birlegmis difeomorfizinlerin 1-parametreli grubu-

nu gosterirse o zaman
dp(X)NY)(e) = 5 limo d(resp(-ex))dllezpix)(¥ (€)))

% lt=0 &(rezp(—1x)(Y |lezptx)
= }% li=0 d(X—e)(Yx,(e))
= (LxY)(e) = [X, Y](e)

olup, dp(X)(Y') ve [X,Y] nin her ikiside sol-invarianttir. Boylece
dp(X)(Y) = [X,Y]

bulunur. o

2.6.4. Ornek : 3-boyutlu Heisenberg grubunu kendisinin Lie cebiri ile gozonine
alahim.

1:GxGE -G
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i¢ otomorfizm tasviri

i(0,7) =010l =i,(1)

geklinde tamimlhidar.

)
Il
N
e R
o =R
oo 0
N~——
m
0

ve

olsun. Bu taktirde

bulunur.
1 a c
pt0 1 b =di,
0 01
olup,
ia:($7y7z)_)($7y7z+ay—bx)
den
1 00
Jac(iz) =1 0 1 0
-b a 1
ve boylece
1 0 0 T z
dig :(z,y,2) =] 0 1 0 y = Y
-6 a 1 z ~bz +ay + =
bulunur.

Ap(X)Y) = 5 |umo plecptX)(Y)
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p(t,0,0) € Aut(L(G))

0 0
p(t,0,00f 1] =1{1
0 t
yerine konursa

d 0 0
d/’(X)(Y)Z;EIt=O i = (1) =7 =[X,Y]

elde edilir.




28

3.0. GENEL KONTROL SISTEMLERI

3.1. Girig

M bir diferansiyellenebilir manifold olsun ve X(M) de, M nin agk alt-
kiimeleri iizerinde tamumh tiim diiz vektor alanlarmin siifini gostersin. Her bir
X € X(M), M tizerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir grubunu iiretir.
Yani her bir ¢ € IR ye kargihik X i¢in olanakh, manifoldlar tizerinde vektor alanlan
vasitasi ile liretilmis, adi diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden dolay:
(Warner, 1971),

Xi:dom(Xy))C M - M (3.1)

ifadesi yerel bir difeomorfizm olup ve eger 7% (-, z), = noktasindaki vektor alaninin

integral egrisi ise, o taktirde
Xi(z) = v* (¢, z) (3.2)
ile tanimhdir. Kugkusuz, X, nin tersi
X_¢ : Xy(dom(X,)) C M — dom(X,) C M) (3.3)

dir. Ayrnica,

i) Xio X, = Xiys

i) (X))t =X,

iii) X = Id dir.

3.1.1 Tanim : Bir ¥ kontrol sistemi, ¥ = (M, D) seklinde bir ikili olarak tanim-
lanir. Burada M diferansiyellenebilir bir manifold ve D C X(M) dir. ¢
3.1.2 Uyarilar :

i) M ye ¥ min durum uzaey: denir.

ii) D nin elemanlan sistemin stratejileri ve ¥ nin kontrolleridirler.
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iii) 3 bir
Gz ={p, 09} o...09] | ¢! € D,t; € R,r € N} (3.4)

Vsozde (pseudo) grubu” tammlar ve T tarafindan M de z in yoriingesi, x de Gy

mn etkisi ile verilir :
Gz(z) = {p(z) | p € Gx}. (3.5)

3.1.3 Tanum : Eger Gx(z) = M olacak sekilde z € M varsa, X sistemine ge¢islidir
denir. o

T~y &y € Gy(x) (3.6)

ifadesi ile M tizerinde ”~” bagintisim tanunlayalim. Elbette, ”~” bir denklik ba-
gintisidir. Ozellikle, eger ¥ bir € M noktasinda gecigli ise, o zaman M nin her

noktasinda geciglidir. Yani
Gu(z)=M, VeeM (3.7

dir. Ayrica ¥ ile birlegmig,
Sz={go}10<pfzo...o<pfrIcijD, t; 20, relN} (3.8)

"sozde-yars (pseudo-semsi) grubu” elde edilir ve z den ¥ min ”ulag:lilabilirlik (ac-

cestbility) kimesi” denilen ¥ ile M deki z in pozitif yoriingesi

Sx(z) = {e(z) | ¢ € 55} (3.9)

dir.

3.1.4 Uyarilar :

i) Kugkusuz, Sz(z) C Gx(z), Vz € M dir,
ii) Sy tarafindan tanunlanan M iizerindeki ”~” bagintis: simetrik bir bagint: de-
gildir. Gergekten de eger t > 0 ise, o taktirde X_; nin Sy; ya ait olmas: gerckmez.
Bagka bir deyigle,

GIRRR G,

»f‘“d@g?. W
XeD#A-XeD g(@f‘f[?) S
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dir. Kontrol Teorideki temel problemlerden biri Sy.(z) = M olacak gekilde M, D
ve £ € M altindaki kogullar1 bulmaktir. Gergekten eger bir 2 baglangic noktas:
ile baglanirsa problem, ¥ nin D dinamigi ile verilen negatif oliayan stratejiler ile

M nin her noktasina ulagmaktir. Yani Sy(z) = M ne zaman dogrudur? Uyarnlar
3.1.4 (i) den dolay,

Su(z) CGs(z) C M (3.11)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, ¥ nin gegigliligi bu problemi ¢6zmek igin gerekli
bir koguldur, ancak yeterli degildir. érnegill, eger

SE)

$5(0) =[0,0) g Gn(0) = R (3.13)

alimirsa, o zaman,

olur. Bu basit ornek kontrol edilebilirlik probleminin ¢ok zor bir soru oldugunu
gosterir. 1970’den beri bir ¢ok matematikg¢i diferansiyel geometri agisindan kontrol

sistemlerin kontrol edilebilirligi ile ilgilenmigtir.

3.2 Kontrol Edilebilirlik

3.2.1 Tanum : X = (M, D) bir kontrol sistemi ve z € M olsun. X ya

i) eger Sx(z) = M ise, z de konirol edilebilirdir,

ii) eger ¥, M nin her elemam iizerinde kontrol edilebilir ise, M tzerinde kontrol

edilebilirdir yada kisaca konitrol edilebilirdir denir. &
Burada, genel kontrol sistemleri i¢in teorik agidan ¢ok onemli bir sonucu

ispatsiz verecegiz. Bu sonuca, sistemin dinamigi hakkindaki tium bilgileri koruyan,

M deki herhangi bir baglangi¢ kogulu i¢in durum uzayimn yoringesine indirgen-

mesine olanak veren Yoriinge Teoremi adi verilir.

3.2.2 Teorem (Yoriinge Teoremi (Sussmann, 1973)) : ¥ = (M, D) dife-

ransiyellenebilir M manifoldu iizerinde bir kontrol sistem olsun. Her bir z € M

i¢in, Gy;(z) yoriingesi agagidaki ozelikleri saglayacak gekilde diferansiyellenebilir

bir manifold yapisina sahiptir: ot
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i) {Gx(z) | z € M}, M nin tekil noktalan ile bir bolintusidiir,
il) ¥, = (Gx(z), D), x in yoriingesi tizerinde gegigli bir kontrol sistemidir,
iii)
A ={pu(Yp-1(2)) | ¢ € Gs} (3.14)

geklinde tammh A dagihim (distibution) integrallenebilirdir ve her y € Gx(z) igin
A(y) = T,Gx(z) (3.15)

olmasi, A nin integrallenebilir manifoldlar: kesin olarak ¥ nin yoriingesi olamsi

demektir. Yani

Ina(y) = Gx(z),Vy € Gx(z) (3.16)

dir. ¢
3.2.3. Uyarilar:

Asagida, belirli 6zel bir A dagilinmuinm integral manifoldlar: vasitasiyla yo-
rungeleri elde etmek i¢in tiim olanaklar irdeliyoruz. Gergekten A y1 kurmak igin
D deki tium elemanlarin integral egrilerinin hesaplanmasi demek olan ¢ € Gy min
hesaplanmasi gerekir. Genel olarak, tiirevleri hesaplamak daha kolay oldugundan
bu dogrultuda en az analitik sistemler i¢in yoriingelerin teget uzaylarim tiiretme
yolu ile hesaplamak olanaklidir.

X,Y € X(M) olsun. Her y € Gyx(z) noktas: iizerinde [X, Y] parantezi

[X,Y](y) = % le=0 ¥(2) (3.17)

gseklinde verilir. Burada ¥(t) = Y_ f0X_ f0Y 50X 4(y) dir. Her t,s € R
icin X;,Y; € Gy oldugundan v(t) € Gx(z) ve dolaysiyle T,Gx(z) teget uzay

parantez ile verilmig vektorii igerecektir. Yani
[X,Y](y) € T,Gs(g) (3.18)

dir. Burada D nin elemanlan ile iiretilmig A'(M) nin Lie altcebirini L(X) ile

gosterecegiz. Yani

L(X) = Gereng 4 {X | X € D} (ﬁg) w

S
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dir. Genel ¥ = (M, D) kontrol sistemi igin
L(Z)(z) c A(z),Vz € M (3.20)
dir. Oysa, analitik sistemler igin
L(Z)z) =A(z),Vz e M (3.21)

elde edilmigtir (Sussmann, 1973). Ozellikle, & nin yoriingeleri tam olarak anali-
tik L(X) dagihminin integral manifoldlanidir. Ayrica genel kontrol sistemler igin
kontrol edilebilirlik 6zeligi M, D ve x € M tizerindeki hangi kogullar altinda

Sy(z) = Gy (z) (3.22)

oldugudur. Bagka bir deyigle, yortinge tcoreminden dolay: genel kontrol sistemle-

rini daima onlarin yoriingeleri tizerinde gegigli olarak gozoniine almak olanaklidir.
3.4. Ornekler
1) ¥ = (IR?, D) olsun. Burada

D:{Xl =a%,x2= ((1) _°1>} (3.23)

i =1
y =0

dir.

diferansiyel denklem sistemi, (a,b) € IR? igin
z=a+t y=0>b, VteR
seklinde ¢iziildiiginden X! in akig (fow)
X (a,b) = (“;}”), Vic R (3.24)

olarak elde edilir. Benzer gekilde X2 nin akig,

@
y =-y
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sistemi, (a,b) € IR? igin

geklinde ¢oziildiginden

2 aet
Xia,b)=( o0, ), VteR (3.25)

olarak bulunur. Béylece X! ve X? ile birlesmis akiglar, (a,b) € IR? baglangig
koguluyla, her ¢ € IR i¢in

xi@y=(*7).

X2(a,b) = (;Zi)
seklindedir. Bu durumda ¥ = (IR?, D) nin yériingeleri
Gs(a,b) = {(z,y) e R* |y >0}, b>0
Gs(a,b) = {(z,y) € R?* |y =0}, b=0 (3.26)
Gs(a,b) = {(z,y) e R* |y <0}, b<0
olup, pozitif yoriingeleri de

Ss(a,b) = {(z,y) € R? | fé’_ <y<bz>a}, b>0

by < ab (3.27)
X

Ss(a,b) = {(z,y) € R? | ,x>a}, b<O

olarak bulunur.

Ozellikle ¥, IR? nin her noktas: tizerinde kontrol edilemezdir. Bu durumda
L(X) = Gereng 4 {X', X%} (3.28)
oldugu goriilebilir. y > 0 olacak gekilde her (z,y) € R? noktas: igin
T(z,)IR? = Geren{X(lm’y),Xfm,y)} C L(Z)(z,y) (3.29)

olup, buradan

T(_,,,y)le = L(Z)(z,y),Vy >0
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bulunur. Bu taktirde integral manifoldu (baglantili manifold), y > 0 olacak gekilde

tam olarak yar1 diizlemdir. Sonug olarak, eger y > 0 ise, o zaman

GE(“’)?/) = {(1',’,1/) l y> 0} (3'31)

elde edilir. Aym gey y < 0 igin de dogrudur. Eger y = 0 ise, o zaman

L(X)(z,0) = Geren{X(, o} = R x {0} (3.32)
bulunur ve
IR x {0} = Inj)(z,0) (3.33)
oldugundan
Gy (z,0) = R x {0} (3.34)

elde edilir. Boylece yoriingeler tiirevler vasitasiyla hesaplanir.
2) Lineer kontrol sistemleri : Bu simf uygulama agisindan kontrol sistemin en

onemli siniflarindan biri olup, IR™ tizerinde

& = Az + Bu (3.35)
dinamigi ile

¥ =(R",D) (3.36)

geklinde tammlanir. Burada A € M,(IR), B € Mpxi(IR) ve
U={u:[0,00) = R |u parcals sabit bir fonksiyondur} (3.37)

kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerin sinifi olmak tizere v € U dur. Bu du-
rumda

D ={Az+ Bu |u € U} (3.38)

dir. Her o € R" ve u € U i¢in ¢oziun

t

e (xo) = etA{:co +/0 B_TABU(T)dT}




seklinde verilir. Ozel olarak,

2(0) = !4 /: ¢~ " Bu(r)dr (3.40)

olup, Sx(0) nin IR™ nin bir vektdr altuzay: oldugu goriilebilir ve boylece Sx;(0) =
Gx(0) bulunur. Bu durumda U yu bir vektor uzayr olarak kabul ettigimizi belir-

telim. Ancak ve ancak
rank(B|AB|A’B|...|A"'B) = n (3.41)

ise 3 mn orjinde kontrol edilebilir oldugu iyi biliniyor. Bu sonug lincer kontrol
sistemlerin kontrol edilebilirligi i¢in rank kosulu denilen gerek ve yeter bir cebirsel

kogul veren Kalmann Teoremi olarak bilinir (Kalman, 1968).
¥ =(R",D) (3.42)

bir lineer kontrol sistemi olsun ve B nin stitun elemanlarim by, by, ..., by ile goste-

relim. IR™ {izerindeki iki lincer vektor alamimn parantez iglemi
X, Y]=XY-YX (3.43)

ifadesiyle verildiginden, bu analitik ¥ sistemi i¢in, L(X) agagidaki vektor alanlarini
icerir:

i) [AL b, AL bj]=A(bj £b),1<4,j<k,

ii) Aby, Abs, ..., Abg ,

iii) [A + 8, A™b;] = A™*1b;, herbir m € N ve j = 1,2, ..., k igin.

Ote yandan, Cayley-Hamilton Teoreminin dogrudan bir uygulamas: her z € R"”

icin
L(Z)(z) = Geren{Az L b;, Ab;, A%bj,..., A" b; | § = 1,2,...,k} (3.44)
oldugunu ifade eder. Ozel olarak

ToGz(0) = L(%)(0)
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oldugundan
L(Z)(0) = Geren{b;, Abj,...,A" 'b; | j = 1,2, ..., k} (3.46)

olup, sonug olarak ¥, IR™ iizerinde kontrol edilebilirdir & L(X)(0) = R" &
p(BAB...A*™1B) = n dir.

Yine L(X), gegislilik i¢in ve bu 6zel haldeki kontrol edilebilirlik igin tim bilgileri
verir.

Ozel bir hal :

IR? de u € U ile parametrelenmiy
T=y
(3.47)
j=u
geklindeki diferansiyel denklemlerin ailesini gozoniine alalun. Bu sistem ugulana-
bilir bir ¢ok problemin bir modelini olugturur (Brockett, 1972) (Kupka, 1987) ve

agagidaki gibi IR? {izerinde bir lineer kontrol sistemidir :
z 0 1\ (= 0
(5)-( 6)G)+ ()~ @9
Ozellikle (a,b) baglangi¢ kogulu ile v € U igin ¢oztim
t2
v (a,b) = (u; + bt + a,ut + b) (3.49)

dir. Eger a = b = 0 ise, o zaman ~v}(0,0) = (ufzi, ut), IR? nin her noktasinin sadece
u = 1 ve u = —1 sabit kontrollerinin kullanilmasiyle orjinden ulagilabilir oldugunu

belirtelim. Gergekten, bu sistem kontrol edilebilirdir. Cinkii

0 1
rank (1 0) =2 (3.50)

oldugundan sistem rank kogulunu saglar ve Kalmann Teoremi (1968) bu sistemin
(0,0) tizerinde kontrol edilebilir oldugunu gosterir.

Bundan bagka, genel lincer kontrol sistemleri igin

5%(0,0) = R" & Sx(z) = R",Vz € R*(Kalman,1968)
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elde edilir.
3) Bilineer kontrol sistemleri: Sistemlerin bu sinifi uygulamalar i¢in yine 6nemli-

dir, (Mohler, 1973); ve

L =(IR", D) (3.52)
geklinde tammli olup,
k
&= Az + Z ujAlz (3.53)
i=1

dinamigi ile belirlenir. Burada z € R™; 4, 47 € M,(R),j =1,2,....,k; u € U dur.
Bu sistemde eger u € U sabit alimirsa, o zaman D nin lineer diferansiyel denklem-
lerin bir ailesiyle verildigi goriilebilir. Oysa, bilineer kontrol sistemleri i¢cin Kalman
Teoremine benzer bir sonug bilinmiyor. Burada kontrol edilebilirlik problemi daha
zordur.

Lie gruplan ve Lie cebirleri teorisinden sistemlerin bu suufimin yoriingesi ve baz
hallerde pozitif yoriingesi hakkinda bir takim bilgiler clde etmek olanakhdir. Bu
iddiamin nasil ¢aligtigin gérmek icin ilk once Lie gruplan tizerinde kontrol sistem-
lerinin 6zel bir stmfini tanmimlayalim.

4) Invariant kontrol sistemleri : G, L(G) Lie cebiri ile bir Lie grubu olsun. Bir

¥ = (G, D) invariant kontrol sistemi, G iizerinde
k .
§=X(g)+ Y uY'(g) (3.54)
j=1

geklindeki diferansiyel denklemlerin ailesiyle belirlenir. Burada g € G; X,Y7 €
L(G), j =1,2,...,k dir. Yériinge Theoreminden dolay1 G iizerinde ¥ gegigli kabul
edilebilir. Yani

L(@) = L(Z)(e) = Gereng 4{X,Y},...,Y¥} (3.55)

dir. Bu durunda, kontrol edilebilirlik problemi, G ve D tizerinde hangi kogullar

altinda

Su(e) =G
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olmalidir? Gergekten, L(G), G tizerindeki sol-invariant vektér alanlan ile iiretilmig

G nin Lie cebiri oldugundan

Su(g) =g - Sxu(e) (3.57)

elde edilir. Boylece bir invariant ¥ kontrol sistemi ancak ve ancak e birim nokta-
sinda kontrol edilebilirse G iizerinde kontrol edilebilir olacaktir. Bu taktirde, soru
ne zaman Sy(e) = Gx(e) elde edilir? geklindedir.

Bu konu hakkinda farkh hallerde bir ¢ok sonug vardir. f)rncgin,

Bonnard,B., Jurdjevic,V., Kupka,l. and Sallet,G. , (Bonnard et al, 1982), bir kom-
pakt grup ve bir vektor uzaymin yari-direk ¢arpimi {izerinde, Brockett,R., (Bro-
cett, 1972), grup manifoldlar1 ve koset (egkiime) uzaylar iizerinde, Jurdjevic,V.
and Kupka,l. ,(Jurdjevic et al, 1981), yan-basit Lie gruplar ve onlarin homojen
uzaylar tizerinde, Jurdjevic,V. and Susmann,H. (Sussmann et al, 1972), kompakt
Lie gruplan iizerinde ve San Martin,L. and Crouch,P. , (San Martin, 1984), kom-
pakt grup yapisi ile esas lif demeti tizerinde ¢ahgmglardir.

Burada kompakt Lie gruplan tizerinde ispatsiz bir sonug verecegiz.

3.2.4. Onerme : £ = (G, D) baglantilh kompakt G Lie grubu iizerinde bir

invariant kontrol sistemi olsun. O taktirde,

%, G tizerinde kontrol edilebilirdir < ¥ geciglidir. ¢
Ote yandan, IR" fizerindeki
i) = Az
(3.58)
z(0) = z¢
seklinde bir lineer diferansiyel denklem GL,(IR) iizerinde
i) X=AX
(3.59)
X € GL,(IR)

geklinde bir diferansiyel denklem tanimlar. X(0) = Id baglangi¢ koguluyla (ii) nin
¢oziimii zo noktas: iizerindeki etkisiyle (i) nin ¢oziimiinii verir. Eger A € L(H) ola-
cak gekilde GL,(IR) nin her H altgrubu gozdniine alinirsa, yukaridaki dogrudur.
Bu taktirde her bilineer

k
E:a’c:A:z:—l—ZujAj:v

Jj=1
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kontrol sistemi

L(H) = Gereng 4. {4, A, ..., AF} (3.61)

Lie cebiri ile baglantih H Lie grubu iizerinde bir invariant

k
D:X=AX+) wAX (3.62)
j=1

kontrol sistemini tiretir ve her bir g € IR™ i¢in
Gx(xo) = Gx(Id) - xo (3.63)

ve

oldugu agiktir. Ozellikle invariant kontrol sistemlerin inccleninesi bilineer kontrol

sistemler hakkinda bilgiler verir.
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4.0. LIE GRUPLARI UZERINDE LINEER KONTROL SiSTEMLE-
RININ GECISLILIGI VE KONTROL EDILEBILIRLIGI

4.1. Girig

Bu béliimde, durum uzay: baglantili sonlu boyutlu bir G Lie grubu ve D

dinamigi v € U kontrolleri ile parametrelenmis G tizerindeki

m

#(t) = X(2(t)) + Y _ u¥(a(t)) (4.1)

Jj=1
diferansiyel denklemlerinin ailesi olmak iizere ¥ = (G, D) geklindeki sistemlerin
belirli bir simfi olan lineer kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirlik 6zcligi hakkin-
da bilgi veren cebirsel kogullar ele alinacaktir. Burada X, G nin sonsuz kiigiik bir

otomorfizmidir. Yani X vektor alam tarafindan turetilen
T={X;|teR} (4.2)

akisi G-otomorfizmlerinin bir 1-parametreli grubudur. Y7, j = 1,2,...,m, kontrol
vektorleri G nin L(G) Lie cebirine aittir. L{G) yi sol invariant vektor alanlarnin
kiimesi olarak gozoniine alacagiz. u = (uy,us,...,u,) girig fonksiyonlart pargal:

kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerin ¢ simfina aittir. Yani
u: [0,00) - R™ (4.3)

parcali sabit bir fonksiyondur.
D, % ile birlesmig vektor alanlarimin ailesidir. Yani
m .
D= {X+ZquJ | v e R™} (4.4)
i=1
dir. Sistemlerin bu simfi IR" tizerindeki lineer kontrol sistemlerini genellestirir.
Gergekten, eger L, IR™ tizerinde kisitlanmmayan zaman-invariant bir lineer kontrol
sistemi ise, o taktirde L,

z = Az + Bu
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dinamigi ile belirlidir. Burada, z € IR", u € U ve A ve B uygun boyutlu sabit

matrislerdir. B nin stitunlarm b, b, ... by, ile gosterelim. O zaman, L yi
&= Az + ZUjbj (4.6)
Jj=1
ile tamimlayacagiz. Burada, b; sabit vektoriintin IR" tizerinde
Yi(z) =b;, z€&IR" (4.7)

geklinde verilen bir sol invariant Y7 vektor alanim tammladigs bilinmektedir. Ay-

rica, Markus (1980) tarafindan belirtildigi gibi,
Ar=e, teR (4.8)

ile verilen A lineer vektor alanin akis: ttim IR™-otomorfizmlerinin Lie grubu olan
GL,(IR) ye aittir. Boylece, L = (G, D) dir. Burada G, IR™ degigmeli Lie grubu

olup,

D={A+§:quj |u € R™} (4.9)

J=1

dir. L i¢in rank kogulunun anlami :
boyut.geren{by,... bm,Aby ..., Abp,..., A" by,..., A" b} =n (4.10)

dir. Agagida, L nin kontrol edilebilirligi igin temel olan teoremni veriyoruz.

4.1.1. Teorem : (Kalman et al, 1962).

L, R" tizerinde bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde, asagidaki ifadeler
denktir :

a) L, R" {izerinde kontrol edilebilirdir,

b) L, rank kogulunu saglar. &
(Markus, 1980) de, GL,(IR) n altgrubu olan bir ¢- boyutlu G matris Lie grubu
tizerinde ve dinamigi

. n . N 51;
P=(XP—-PX)+» uY’P (411)

r=1

.b-.i““m“ﬂsy ity
'fk?“'“.* :}m’_:?
« e
[T
S
! .
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geklin G lzerindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesi ile tanumlanan ¥ lineer
kontrol sistemi kavrami verilmigtir. Burada, X drift vektor alam tiim n x n reel
matrislerin M, (IR) Lie cebirine aittir ve her bir j = 1,2,...,m i¢in Y7 sol garpma

ile tammlamr. Yani G nin Lie cebirindcki elemanlardir. Bu durumnda
X(P)=XP-PX (4.12)
vektor alani tarafindan tretilen
Xi(P) = e X Pe X (4.13)

akigi belirli sonsuz kiiciik bir otomorfizmdir. Bu tip sistemler i¢in yazar agagidaki
sonuglar: elde ediyor :

4.1.2. Teorem (Markus, 1980): G nin e birim elemanmmin Y-ulagilabilir (-
reachable) kiimelerinin G' de kapamglar: vardir :

a) Her bir to > 0 igin, Up<,<q, G C SE(c) dir,

b) Up<: Gt C Sz(e) dir.

Burada
Gy = e Gpe ¥ (4.14)
olup,
L(G,) = gereng.a {e " XV7e' X | j =1,2,...,m} (4.15)
Lie cebirli bir Lie grubudur. ¢

Lineer kontrol sistemlerinin bu simifi i¢in Lie cebiri rank kogulunun anlams :

boyut.gerene 4 {Y?,ad(X)(Y7),... ,adqz_l(X)(Yj) |7 =1,...,m} = boyut(G)
(4.16)
dar.
4.1.3. Teorem (Markus, 1980): Eger X, G iizerinde kontrol edilebilir ise, o
taktirde 3 Lic cebiri rank kogulunu saglar. &
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4.2. On Bilgiler

Bu kisimda, Lie gruplar tizerindeki dinamik sistemleri ele aliyoruz. Vektor
alanlarmin iki farkli sinift olan sonsuz kiigiik otomorfizmleri ve sol invariant vektor
alanlarim gozoniine alacagiz. G recl baglantili sonlu boyutlu bir Lie grubu olmak
uzere,

[X,Y]= XY -YX, X,YeX(G) (4.18)

olagan parantez ile G iizerinde global olarak tammli tiim diiz vektor alanlarmmn
X(G) Lie cebirini yine gozoniine alalim. G baglantih bir Lie grubu oldugundan,
G-otomorfizmlerinin grubu olan Aut(G) nin bir Lie grubu yapisina sahip oldugu
(Chevally, 1951), sonucu ctkar. Gergekten, Aut(G) yi L(G)-otomorfizmlerinin li-
neer grubunun kapali bir altgrubu ile 6zdeglemek olanaklidir. Eger X tarafindan
iiretilmig

T={X;|teR} (4.19)
akigi G-otomorfizmlerinin bir 1-parametreli altgrubu ise, tammdan dolay1 X, G
nin bir sonsuz kiigiik otomorfizmidir. Aut(L(G)) nin Lic cebiri L(G) tizerinde tii-
revlerin cebiri oldugundan (Varadarajan, 1974), T nin L(T') Lic cebiri L(G) nin
tlirevlerinin (L(G)) Lie cebirrinin nin bir altcebiri olarak goriilebilir. Bu 6zdes-

leme altinda, her bir Y, Z € L(G) igin
w([Y, Z]) = [w(Y), Z] + [Y,w(2)] (4.20)

olacak gekilde her bir w € L(T) dir. Ote yandan, her bir Y € L(G) eleman Y (e)
ile belirlidir. Gergekten

Y(9)=(LyhYe, g€G (4.21)

dir. Burada, L;, G lizerinde g-sol 6teleme doniigtimiinii gosteriyor ve * simgesi
tiirev anlamindadir.
G izerinde bir A dagilimmn her ¢ durumu igin T,G teget uzaymn bir

altuzay1 oldugunu belirtelim. Bir Z € X(G) vektor alani, cger

Z(g) € Ag), Vg€G (4.22)
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ise, A ya aittir. Bir A dagihmma, cger boyut.A(g) g den bagimsiz ise, dizenli
dir(regiler) denir. Eger X € X(G) vei =0,1,2,... isc, agagidaki lineer d6niigiim-

leri tiimevarimla tammlayacagiz :
ad'(X) : X(G) - X(G) (4.23)

ad®(X)=1Id ve i>1 icin ad'(X)=[X,ad (X)) (2.24)

dir.
Jacobi 6zdesligi, ad(X) in O(X(G)) ye ait oldugunu gosterir.
Bir A dagilimina,
a) Eger
ad(X)(A)C A (4.25)

ise, X-invariant (ad(X)-invariant) tir,

b) Eger A her X € A igin X-invariant ise, involutiv dir, denir.

Eger A diizenli ve involutiv ise, Frobenius Teoreminden (Warner, 1971),
integrallenebilir oldugu sonucu gikar. Ina(g) simgesi ile G de ¢ noktasindan gegen

A nin maksimal integral manifoldunu gosterelim. Yani Ina(g)
TrIna(g) = A(R), Vh € Ina(g) (4.26)

olacak gekilde G nin en biiyiik baglantih daldirilmig (immersed) altmanifoldudur.
A, G tzerinde X-invariant integrallenebilir bir dagilim olsun. X € X(G) vektor
alam tarafindan tiretilmig (X, )iem akiginin integral manifoldlan integral manifold-

lar i¢ine tagidigi, yani g € G igin
X(Ina(g)) = Ina(X(g)), VteR ,(Isidori,1989), (4.27)

oldugu sonucunu gikaracagiz. Son olarak, G' nin baglantili Lie altgruplan ve L(G)
nin Lie altcebirleri arasinda bir eglemenin var oldugunu belirtelim. Bu egleme al-
tinda, normal altgruplar idealler ile birlegmigtir (Varadarajan, 1974). Eger H, G
nin baglantili bir Lie altgrubu ise, o taktirde her bir h € H, exp(tZ) seklind

P ﬁ‘% e )
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elemanlarin bir sonlu ¢arpimidir. Burada Z, H min L(H) Lie cebirini bir elemam

ve t € IR dir (Sussmann et al, 1972).

4.3. Kontrol Edilebilirlik

Y. nin kontrol vektorleri tarafindan iiretilmis olan L(G) nin Lie altcebirini

H ile gosterecegiz. Yani
H =gerenc 2 {Y?,..., Y™} (4.28)
dir. L(G) nin her bir V altuzay 6tcleme dontgiimii vasitasiyla
Av(g) =(Ly)«V, g€G (4.29)

geklinde tanimh bir sol invariant Ay dagilimim tiretir. Agagidaki temel sonucu
verelim :

4.3.1. Yardimci Teorem : X bir sonsuz kiigliik otomorfizm ise, o taktirde L(G)
her bir 7 > 0 igin adi(X )-invariantir.

Ispat : Yardimc: Teoremi i = 1 igin ispatlamak yeterlidir. ¥ € L(G) alalim. O

zaman
- - d
[A,Y](C) = ~y:"X = _T Xc:cp(sY) (4.30)
ds|,_o
dir. Ote yandan,
d
[X,Y)(9) = 5| X-:(¥x,() (4.31)
t=0
d d
=% t=03; 3=0X—t oY 0 X¢(g) (4.32)
d d
Tl gl o O F ) (8.3
d
= —_‘; (Lg)*Xezp(aY) (4-34)
8=0
= (Lg)«[X,Y](e) (4.35)

dir. Boylece, [X,Y] X(G) de sol invariant bir vektor alamdir. Sonug olarak,
VY € L(G) i¢in [X,Y] € L(G) dir.
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H yi kapsayan L(G) nin en kiigiik ad(X)-invariant alt cebirini (X | H) simgesi
ile ve, sirasiyle H ve (X|H) Lic cebirli G nin baglantihi Lie altgruplarim da H ve
(X|H) simgeleri ile gosterecegiz. A = A(x3) mn bir involutiv ve diizenli dagihm
oldugu agiktir. Frobenius Teoreminden dolay: (Warner, 1971), A integrallene-
bilirdir. Eger Ina(g) G deki ¢ durumundan gecen A nin integral manifoldunu
gosteriyorsa, o taktirde A mn ad(X )-invarianthg:

Xi(Ina(g)) =Ina(Xe(g)), VteR (Isidori,1989), (4.36)
olmasim gerektirir. A sol invariant bir dagilun oldugundan
Ina(g) = g(X|H), VYgeG (4.37)
dir. Ozellikle, her bir reel ¢ sayis icin
Xi(g(X|H)) = Xo(g)(X|H) (4.38)
dir. Ote yandan, G nin e birim elemam T nin bir sabit noktasidir. Buna gore,
X((X|H)) =(X|H), VteR (4.39)

dir. Boylece, agagidaki 6nerme verilebilir :
4.3.2. Onerme : ¥ = (G, D), X bir sonsuz kii¢iik otomorfizm olacak gekilde bir

lineer kontrol sistemi olsun. Q taktirde
X: € Aut((X|H)), VteR (4.40)

dir. &

Ounerme 4.3.2, (X|H) Lie grubunun T-invariant oldugunu gosterir. Yani
T I Aut((X|H)) (4.41)

kanonik tasviri ve

(X|H) xT C G x Aut(G)
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Lie gruplar: garpimu gézoniine alinabilir. 7 nin bir
(X|H) x T — (X|H) (4.43)

(9,X1) = Xu(9) (4.44)

analitik etkiyi iirettigi sonucu qikar. Eger ¢1,92 € (X|H) ve X, , Xy, € T ise,

(91, X1, g2, Xt,) = (X1, (92)91, Xty +1,) (4.45)

¢arpimumn ¢arpim manifoldu iizerinde bir Lie grubu yapis: tammladig: goriilebilir.

Gergekten,
(91, X2,), (92, X2,)) = (91 - Xt —1,(92°")) (4.46)

uygulamas: analitiktir. Bu yap: ile (X|H) X T ye « ye gore (X|H) ile T nin
yari-direkt ¢arpim denir (Varadarajan, 1974), ve bu grubu
S=(X|H)®T (4.47)

ile gosterecegiz.

(91, Xe)(92, Id)(91, Xe) ™" = (91 - Xi(g2) - 97, Id) (4.48)

formiilii (X|H) nn S nin kapal normal bir altgrubu oldugunu gésterir. Ote yan-

dan,
(ximy
exp | | exp (4.49)
(X |H) =5 (X|H)
degigmeli gemas:

T — Aut((X|H)) (4.50)

uygulamasim tiretir ve p ile gosterilen onun tirevi (X|H) de T nin L(T') Lie cebi-

rinin bir gosterilisidir. Yani
L(T) £ End({(X|H)),

p(L(T)) C 3((X|H))
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olacak gekilde Lie cebirlerinin bir homomorfizmidir. Gergekten, her bir w € L(T)
igin

pw)(Y) = [w,Y], VY € (XIH) (4.53)

dir. p, (X|H) x L(T') Lie cebirlerin ¢arpium tizerinde bir Lie cebiri yapisim kurmaya
olanak saglar. Gergekten, eger Y7,Ys € (X|H) ve wi,ws € L(T) ise,

(Y1, w1), (Y2, w2)] = ([¥1, Ya] + p(w1 )(Y2) — p(w2)(¥1), [y, w2]) (4.54)

parantezi iyi tanumhidir ve bu garpium, p ya gore (X|H) mn L(T) ile yart-direkt
carpimu ad verilen bir Lie cebirine dontugtiiriir (Varadarajan, 1974). Bu Lie cebi-
rini

s = (X|H) ® L(T) (4.55)

ile gosterelim. Agagida bir lineer kontrol sisteminin Lie cebiri karakterize ediliyor.
4.3.3. Teorem : ¥ = (G, D), X sonsuz kiiglik bir otomorfizm olacak gekilde bir

lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde
L(Z) = (X|H) @ L(T) (4.56)

dir.
Ispat : L(T) bir Abelien cebir oldugundan,

[s,s] C (X[H) (4.57)
elde edilir. ¥ nin X drift vektor alaminin

wx, = (Lx, Ww (4.58)
ile L(T) nin w dogurayun (generator) iirettigini belirtelim. Burada

w=3 X L (4.59)
dt|,_y

L(S) - (X[H) ® L(T) av
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kanonik tasvirinin Lie cebirlerin bir izomorfizmi oldugunu gergeklestirmek igin, D
tizerindeki elemanlan alarak parantezi hesaplayalim. Bunun igin L(X) mn dogu-
raylarini, yani
m .
L(Z) = gerenc.a{X + Y u;Y'|j =1,...,m}, (4.61)
i=1
ve X +Y*, X +Y7 geklindeki iki elemam gozoniine almak yeterlidir. X(G) de

parantezin bilinecr 6zcligi
X +YL,X+Y] =YL Y]+ X, Y]+ [V X] (4.62)

oldugunu gosterir. Bundan ve s igin parantez tanmimindan Teoremin dogru oldugu

gikar. ¢
Lie gruplarinin yari-direkt garpimimin Lie cebirinin, gruplarmm Lie cebirle-

rinin yari-direkt ¢arpimi ile izomorfik oldugu bilinmektedir (Varadarajan, 1974).

Bagka bir deyigle, bu 6zcl hal igin agagidaki sonucu verelim :

4.3.4. Sonug : ¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde

L(D) = L((X|H) ® T) (4.63)

dir. &
¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun ve tiimevarim yoluyla ad(X)(H)-
dizisini agagidaki sekilde tanimlayalm :

Ho=H (4.64)
Hi = Hi—y +ad*(X)(H), ie€N, (4.65)

burada
ad'(X)(H) = {[X,ed (X)X )Y € H} (4.66)

dir. Her bir ¢ i¢in Ay, dagilum diizenlidir. Gergekten, Yardunc: Teorem 4.3.1., H;
nin L(G) nin bir alt uzay1 oldugunu gsterir. Ozellikle, sonlu boyutlu Lie grupla-
rim1 gozoniine aldigimizdan ve H # 0 oldugundan, ad(X )(H)-dizisi p de stabilize
olacak gekilde, yani

Hp =Hpiq, VgEN
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olacak gekilde en kiiglik bir p 0 < p < boyut(G) tamsayis:1 vardir.

4.3.5. Teorem : ¥ = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. Eger X gecigli ise,
o taktirde ¥ Lie cebiri rank kogulunu saglar.

ispat : Eger ¥ gecigli ise, o taktirde Uyarilar 3.2.3 den dolayz,

Gx(e) = (X|H) =G (4.68)

dir. Gergekten, ¥ bir analitik kontrol sistemi oldugundan, ¢ € G noktasindan
gegen L(X) nin integral manifoldu g nin yoriingesi ile gakigir. Yani Inpxp)(e) =
(X|H) dir. Ciinkii, X, = 0 olup ve Oncrme 4.3.2, her bir g € (X|H) i¢in

X(9)e (X |H), VteR (4.69)

oldugunu gosterir. Ozellikle,

G| X0 e T,(x1m) (4.70)
dir. Sonug olarak

X, € (Ly)w(X|H) (4.1)

yani
Xy € Aixmy(g), Vg € (X|H) (4.72)

dir.
boyut.gereng a {Y?,ad' (X)(YHN0<i<p1<j<m}=n (4.73)
sonucu derhal gikar. Boylece, ¥ rank kogulunu saglar. ¢

4.3.6. Uyar: : Teorem 4.3.5 Lie cebiri rank kogulunun ¥ nin kontrol edilebilirligi
igin gerekli oldugunu gosterir. Gergekten, Sy:(e) C Gx(e) dir.

Agagida, G nin ¢ birim clemanimn ¥-ulagilabilir kiimesinin kapamsg: hak-
kinda (Ayala et al, 1994) den bir tcorem verecegiz.
4.3.7. Teorem : X = (G, D), baglantili G Lic grubu tizerinde bir lineer kontrol

sistemi olsun. O taktirde

>0

T S
L X«(#) c S(e) 474y s



dir.

Ancak, Lie cebiri rank kogulu lineer koutrol sistemleri igin kontrol edile-
bilirlik 6zeligini karakterize ctmez. Bir sonraki kisunda, bunu sifir giiglii basit
baglantili bir Lie grubu olan Heisenberg grubu tizerinde bir ornekle gosteriyoruz
(bakimz Ornek 4.4.3.).

Kontrol edilebilirlige bir yeter kogul elde etmek igin agagida yeni bir cebir-
sel nesneyi kullanacagz. Hp, H yi i¢eren L(G) nin ad(X)-invariant bir altuzay:
oldugundan,

H; C (XH), Vi=1,2,... (4.75)

sonucu derhal gikar. Ozel olarak,
Hyp_1 + ad?(X)(H) C (X|H) (4.76)
elde edilir.
V =geren{Y?,ad(X)(Y?)|i=0,1,....,p, j=1,..,m} (4.77)

geklinde tamimh L(G) nin bir V altuzayim gbzoniine alalim. Bu durumda eger
boyut(V') = boyut(G) ise, X rank (ad-rank) kogulunu saghyor diyecegiz.

Asagida, A.A. Agrachev et al., (Agrachev et al, 1989), a ait bir teorem
verecegiz.
4.3.8. Teorem : G baglantih bir Lie grubu ve ¥ = (G, D) bir lineer kontrol
sistemi olsun. Eger ¥ rank kogulunu saghyorsa, o taktirde ¥ kontrol edilebilirdir.
ispat : g(t,u) ile, u € U C Loo([0,t],IR¥) kontrolii ve e baglangic kogulu ile

belirlenmig

§=X(g)+ ) uY'(g) (2.78)

=1
difcransiyel denkleminin ¢6éztuniini gosterclim. Her bir ¢ > 0 igin Ei(u) = g(¢,u)
ile tamimbh

Ei:U -G
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ug nokta tasvirini gézoniine alalim. Bu tasvir diizdiir ve 0 daki (Fy)o tiirevi u = 0

sabit kontroliiniin bir B komgulugunda tanimhidir ve

t m
(Fo(u()) = [ =903 u (¥ r (4.80)
0 =
ile verilir.
(w, (Fi)o(u(-))) =0, Vu(-)eD (4.81)
olacak gekilde T.G teget uzayimin TyG dual uzayinda bir w vektoriniin varoldu-
gunu kabul edecegiz. Ozellikle,

[ St 0wy (ryar = 0 (482)

=1
dir. Son ifade, her bir pargali sabit

u:[0,t] - R* (4.83)

fonksiyonu i¢in dogru oldugundan,

(w, ety =g, Vrelo,] (4.84)
clde edilir. Tiretmeden dolayl, her birz > 0ve 3y =1,...,m i¢in
(w,ad' (X)Y7) =0 (4.85)

elde edilir. Bu da, bizim rank kogulu kabuliimiize aykiridir. Dolayisiyla, (Fy)o li-
neer doniiglimii izerinedir. Kapali Fonksiyon Teoreminden dolay: (Warner,1971),
F, tasvirinin G deki e birim elemanmimn bir U komsulugu tizerinde, tizerine oldugu

sonucuna varilir. Oysa, G baglantilh bir Lie grubu olup,

Jvr=¢ (4.86)

m

Sx(e) =G
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oldugu sonucu derhal gikar. Sonug olarak ¥ kontrol edilebilirdir. ¢
4.3.9. Sonug : G Abelien baglantili bir Lie grubu ve ¥ = (G, D) bir lineer kontrol

sistemi olsun. O taktirde
Y. kontrol edilebilirdir <> ¥ rank kosulunu saglar. (4.88)
Ispat : Kabulden dolay1, G nin L(G) Lie cebiri Abelien’dir.
0= {Y,ad'(X)(Y)1<i<p, 1<j<m} (4.89)
L(G) nin bir altkiimesi oldugundan,
gereng 4.(©) = geren(©) ‘ (4.90)

oldugu sonucu gikar. Teorem 4.3.5. ve Tcorem 4.3.8. den dolayi, istenen sonug
elde edilir. o
4.3.10. Uyar: :

i) Sonug 4.3.9. dan dolayi, her bir

G=T"xR™, nmelN (4.91)

Lie grubu i¢in rank kogulu ile kontrol cdilebilirlik 6zeligi kesinlegtirilebilir. Burada,
T"=S8'x...x S, (n-—tane), bir Tor’dur.

ii) ¥ vasitasiyla e € G nin yoriingesinin (X | H) ile verildigini biliyoruz.

iii) Birim elemanin pozitif yoriingesi H yi igeren G nin en kiigiikk T-invariant

altgrubunda kapsanir. Dolayisiyla, eger
geren(0) = (X | H) (4.92)

ise,

Ss(e) = (X | H) (4.93)

elde edilir.

iv) Eger G Abelien baglantili bir Lie grubu ise, daima X, yortingeleri lizerinde

kontrol edilebilir olacaktir.

w‘_”"'q.
o Ty

L
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T = (G, D) bir lineer kontrol sistemi olsun. Sistemin bu simfi genellegir :
1. IR" iizerinde lineer kontrol sistemleri.

Y = (IR", D), IR {izerinde bir lincer kontrol sisteini olsun. Burada
D= {A+Bu|ue€R"} (4.94)

dir. Sonug 4.3.9. dan dolayi, agagidaki teorcmi verclim :
4.3.11. Teorem (Kalman et al , 1962):

Y kontrol cdilcbhilirdir ¢ rank(B AB A*B ...A"7'B)=un. (4.95)

¢
Gergekten, basit bir hesaplama her bir 7,7 = 1,2,. .. igin,
i, ] = 0 (4.96)
ve
ad'(A)(b;) = (—1)' Ab; (4.97)

oldugunu gosterir.

L kontrol edilebilirdir &
boyut.geren{by,..., by, Aby, ..., Aby, ..., A" by,..., A" b} =n.  (4.98)

¢

2. Bir matris Lie grubu iizerinde lineer kontrol sistemi.
(Markus,1980) de, GL,(IR) nin bir ¢g%-boyutlu G matris Lie altgrubu iize-

rinde ve
m

P=X*P)+) uY’P (4.99)
j=1
geklindeki G {izerinde diferansiyel denkleinlerin bir ailesi ile tanunlammg bir dina-

mik ile ¥ lineer kontrol sistemi kavrami veriliyor. Burada, X*(P) = AP — PA ile

tamml X* drift vektor alanina, tiim n X n reel matrislerin M, (IR) Lie cebirind

A
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bir A elemam ile iiretiliyor ve her bir j = 1,2,...,m igin, Y7 sol ¢arpma ile ta-
mmlanir ve aym zamanda M, (IR) min clemanlandir. Bu durumda, her bir t € IR
igin,

X}(P)=¢ePe™t, WteR (4.100)

akigt G nin bir otomorfizmidir. Sistemin bu siifi i¢in yazar agagidaki sonuglar:
elde ediyor :

4.3.12. Teorem (Markus, 1980): G nin e birim elemanimn X-ulagilabilir kii-
mesi G de kapamga sahiptir :

| G c Sx(e) (4.101)
0<¢
Burada
Gi = e Goe™, (4.102)
olup,
L(Gy) = gereng_4 {e7"4Y 7! =1,2,...,m} (4.103)
Lie cebirli bir Lie grubudur. ¢

Bu sonug, Teorem 4.3.7. den cikar.
4.3.13. Teorem (Markus, 1980): Eger X, G iizerinde kontrol edilebilir ise, o
taktirde ¥ Lie cebiri rank kogulunu saglar. &

Bu sonug, Teorem 4.3.5. den elde edilir.

4.4. Ornekler

Bu kisimda bazi 6rnekler veriyoruz. Kontrol edilebilirligi incelemek igin Lie cebiri
rank kogulu (Teorem 4.3.5.) ve rank kogulu (Tcorem 4.3.8.) sonuglarini kullamyo-

ruz.

4.4.1.) G, 3-boyutlu Heisenberg grubu olsun. Yani

1 ry I3
G = 0 1 Iy
0 0 1

Tyi,Ty,T3 c IR,}
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0

0 0}, Y?*= . (4.105)
0

0 1

0 0} dir.

0 0

{X +uY?lu e R} (4.106)

ve Lie cebiri

L(G) = gereng 4. { (

Bu durumda, [Y!,Y?] = Y3 =

fon B e B e
[ -
(oo R == B e}
[en I = B ]
S = O

/——\
S oo

ile ¥ = (G, D) lineer kontrol sistemini gdzoniine alalim. Burada, X sonsuz kiigitk

otomorfizmi

1 Iry T3
t={0 1 =z ) €G icin X(z)=mzY? (4.107)
0 0 1

ile tammhdir. Hesaplanirsa

(X|H) = gerens 4 {Y?, Y3} = geren{Y?,Y3} (4.108)

gikar. O zaman, ¥ gegigli degildir. Gergekten,

1 0 T3
GZ}(C) = 0 1 Ty
0 0 1

dir. Teorem 4.3.8., birim elemanin yoriingesi {izerinde ¥ vasitasiyla tiretilmig ¥y =

T2,T3 &€ ]R,} (4109)

(Gx(e), D) lineer kontrol sisteminin kontrol edilebilir oldugunu gosterir.
4.4.2.) G = SLy(R), elemanlan determinant: 1 olan matrislerden olugan
GLz(IR) 1n Lie altgrubu olsun. G nin sly(IR) Lie cebiri

01
L(G) = gereng. . {Y1 = (_01 (1)) Y2 = (0 0) } (4.110)

ile verilir. Burada, [Y!,Y?] = Y? = ((1) _°1> dir.
A= ((1) (1)) € M,(IR) matrisini ve A tarafindan iiretilmig G nin (X;) otomor-

fizmlerinin 1-parametreli grubunu, yani

Xi(g) =elge™*4, teR, gcG




yi gozonune alalum.

D = {X +uY?ju € R} (4.112)
dinamikli ¥ = (G, D) linecr kontrol sistemi igin
ad(X)(Y?) =Y® ve ad*(X)(Y?)=Y! (4.113)

elde edilir.
V = (X|H) = slz2(IR) (4.114)

oldugundan, o zaman Teorem 4.3.8 den dolayi, ¥ kontrol edilebilirdir. Yani

Sxu(e) = SLy(IR) (4.115)
dir.
4.4.3.) IR? {izerinde, u € U kisitlanmayan pargah sabit kontrollerle parametre-
lenmig
T =u (4.116)
Ty = 23 (4.117)

diferansiyel denklemlerin ailesi ile tamumnh M non-lineer kontrol sistemini gézoniine
alalim. Kugkusuz, A nin orijinden pozitif yoriingesi IR? degildir. Dolayisiyla, N
kontrol edilemez.

Ote yandan, bu denklemler

(z1,23) = (p+ ug)(z1,22), uel (4.118)

geklinde tanimlanabilir. Burada, p ve ¢

0 0

_ 2
p=z;
ile tanimli IR? tizerindeki vektor alanlandir.

0
[p,q] = —21/.:1:15‘; (4.120)
g O

Oz

[q7 [p7 q]] = —2u




elde edilir. Ozellikle,

gerenc.a{q, [, ql} (4.122)
3-boyutlu safir giiglii bir Lie cebiridir. Bu cebir,

010 0
wex-(000) m-r=(o01)  wm
000 0

geklinde tamuml gosterilig ile M3(IR) nin bir L(G) altcebiri olarak gergeklestirile-

oo o
o = O

bilir. Boylece, L(G) ile birlegmig G grubu baglantili ve basit baglantili Heisenberg
Lic grubudur.

g=ad(X*)g)+uY(g), g€G, ucl (4.124)

geklinde verilen dinamige sahip bir ¥ = (G, D) lincer kontrol sistemi elde edilir.
Gergekten, ad(X™*), G nin bir sonsuz kii¢iik otomorfizmidir.

¥ nin Lic cebiri rank kogulunu sagladig: sonucu ¢ikar. Gergekten,

rlp,q] = ( ) (4.125)

dir. Fakat, ¥ kontrol edilemez. Aksi taktirde,
Ss(e) =G (4.126)

[en B e I o]
oC o
OO =

elde edilir. Boylece, gosterilig vasitasiyla verilen IR? tizerinde G' nin non-lineer
etkisinden dolay,
S5(0,0) = Sxr(0,0) = R? (4.127)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.
Burada, ¥ min rank kogulunu saglamadig: goriiliir. Gergekten,

[, [p,qll =0 (4.128)

dur.
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5.0. X(G) DE L(G) LIE CEBIRININ NORMALiZORU

5.1. Normalizor

Y = (G, D) bir lineer kontrol sistem olsun. Tamim geregi ¥ min X drift
vektor alam, G tizerindeki tiim C'°° (diiz yada analitik) vektor alanlarimn X'(G)
Lie cebirinde, L(G) nin normalizériinin bir elemanidir. Bu kisimda dinamigin bu
turuntn bir karakterizasyonunu veriyoruz. Buradaki vektor alanlart da G tizerinde
lineer vektér alanlar: adim alacak. IR™ {izerindeki bir X vektor alanina, eger her
p € IR i¢in X, = A(p) + u ise lineerdir denir. Burada A, IR® — IR™ nin bir lineer
tasviridir ve u, IR™ nin bir sabit vektoriidiir. Burada bu kavramin herhangi bir G
Lie grubuna nasil genellegtirildigini verecegiz.

IR™ tzerinde lineer vektor alanlar agagidaki gekilde karakterize edilebilir:
IR™ uzerindeki bir C* X vektor alani ancak ve ancak IR" tizerindeki her U sabit
vektor alam icin [X, U] sabit bir vektor alam ise lineerdir (bkz. Sonug 5.1.9.).
Bundan dolay: IR™ {izerindeki tiim lineer vektor alanlarimin kiimesi IR" tizerindeki
tim C*° vektor alanlarinin X'(IR") Lie cebirindeki IR™ nin Lie cebirinin normali-
zorudiir.

Eger G bir Lic grubu ise G nin L(G) Lic cebiri G nin ¢ birim elemanimdaki
T.G teget uzay: ile 6zdeslenecektir. Ayrica herhangi Y € L(G) igin Y € X(G),
Y. = Y olacak gekilde G iizerindeki sol-invariant vektér alanim gosterecektir.

G tizerindeki vektor alanlanni G nin L(G) igine fonksiyonlar: ile 6zdeglemeyi
uygun buluyoruz: F: G — L(G),

F(z) = (dL:)™" (X2)
yi saglayan bir tasvir olacak gekilde

By = dL,(F(z)) = F(z),, z€G
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geklinde tanimli
~:C® — X(G)
F F
bir tasvir olsun.
5.1.1. Onerme: F — F tasviri C*°(G, L(G)) mn X(G) fizerine bir linear izo-
morfizmidir.
ispat: dL, in dL, ' = dL,-1 tersi ile bir izomorfizm oludugunu belirtelim.

Lineerlik: F, H € C*(G, L(G)) olsun. a, f reel sayilan igin
(aF + BH), = dL,(aF + BH)(z) = dLa(aF(z) + BH(x)) = oF; + BH,

elde edilir. Ozel olarak, a = 8 = 1 almrsa (FTH ), = F, + H, oldugu gozlenir.
Bire-birlik: F, = H, olsun. O taktirde F, = dL,(F(z)) = dL,(H(z)) = H; her
z € G igin F(z) = H(z) oldugunu gerektirir ve F' = H i¢in dL, bire-birdir.

Uzerinelik: X € X(G) igin F(z) = (dL,)”"(X.) olacak gekilde bir F' tammlaya-
lim. Boylece, F = X bulunur. O
5.1.2. Uyari: Her z € G i¢in F(z) = Y € G sabit fonksiyonu sol-invariant
Y € X(G) N L(G) vektor alanma kargihk gelir. Bundan bagka C*°(G, L(G)) deki

sabit fonksiyonlann ~ altindaki goriintiisii L(G) dir.
normy ) (L(G)) = {X € X(G) | [X,Y] € L(G),VY € L(G)icin}

olsun.
5.1.3. Tanim: normy)(L(G)) deki elemanlar G iizerindeki lineer vektor alan-
lar1 adim alir. ¢
5.1.4. Yardimci Teorem : Y € L(G) ve F € C*(G, L(G)) verilsin ve H €
C>(G, L(G)) igin

H(z) =Y, (F)+[Y,F(z)], z€G (5.1)

seklinde tamimh olsun. O taktirde, H = [V, F] dir.
ispat: ispata gecmeden once bir kag noktayr agikhga kavugturahm. f € C*(G)

olsun.
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(a) Eger F(z) € L(G) ise 0 zaman F(r). f = (4 )t=0(foy)(t) dir. Buraday(0) =e
ve ¥(0) = F(z) dir. Eger y(t) = exptF(z) alnirsa

F(z).f = (3 )emo f(exptF(z) (5.2)

yazilir.

(b) Y € L(G) (a) ya uygulamrsa
. = (3 )emof(expt¥) (53)

ve

(- F)@) = ToF = (D)o F(zexpt)) (5.4)

elde edilir. Agkca Y. F € L(G) ve Y.F € C®(G,L(G)) dir. Benzer gekilde
[Y,F(-)] € C~(G,L(G)) dir. Bu durumda Y,F + [Y,F(-)] € L(G) ve H €
C (G, L(G)) oldugu sonucu ¢ikar.

(c)
d — ’ d —~
(E) v (F(zexptY)f)(zexptY) = (E)mo (F(zexptY)f)(z) 65)
+(3) _ (F@)) @ expty)
dir.
(d) - ]
= (VF)(z) = (E)tﬂp(x% t¥))
olup,
g d —_—
= (FH@))E) = (5) _ Feapty)f)@) (5.6)
(L) (Fofaerty) =V(FR) = FEDNE 61

esitlikleri elde edilir. Burada ispata gegebiliriz. Lie parantezinin tamimindan

(V. F1)(=) = (F(F)@) - (BFFN)@) feC™@) (8



yazilir.
(Y (F)) (@) = Y=(Ff)

(%) EDEetr) = (3) _ (Fapis)

) Flaexpt?), oo f)

-) _ (Fexpt¥)f)(zexpty)

) _ (F(:cexptl/)f)(a:)-l—( ) _ (F@f) cexpty)

(FF)(@)f)(@) + (F(F@)f))(@) (5.6)ve(5.7)den

Il

| &

I
/'\ TN N N

*<e &IR&I&

dt (5.9)

elde edilir. Ayrica

(F(¥f))(z) = Eo(Vf) = F@):(Vf) = (F@)(¥ )) (=) (5.10)
bulunur. (5.9) ve (5.10) esitlikleri (5.8) bagintisinda yerlerine konulursa,

(17, FIf) () = (FF)(2)f) @) + (Y (F@)S)) () - F(2) (¥ F)(2)
= (VF)(2)f) () + (¥, F(z)]f) (=)
= (YF)(@)f)(z) + (Y, F(2)]f) (=)

bulunur. Boylece,
[V, Fl, = V2(F), + [¥, F(@)], = (Ya(F) + [, F(2)]), = H.

elde edilir. &
5.1.5. Teorem: F € C®(G,L(G)) olsun. O taktirde ancak ve ancak her ¥ €
L(G) icin

—adY

F(zexpY) = (e ) F(z) + (1

—dY—) Y(F)+[Y,F(e)]) (5.11)

ise F € normyg)y(L(G)) dir. Ozellikle norm yg)(L(G)) deki tiim vektdr alanlar
analitikdir.
Ispat: Bir B : L(G) — L(G) tasviri B(Y) = Y(F) + [Y, F(e¢)] scklinde tammh

olsun. Eger H bir 6nceki yardima teoremdeki gibi alimirsa, o zaman her Y € %(@“)" G
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i¢gin B(Y') = H(e) dir. Bu durumda her z € G ve her Y € L(G) i¢in

F € normX(G)(L(G)) = [}A”, F] € L(G)
& H(z) = V.(F) + [¥, F(z)] = B(Y)

& Y(F) = -[Y, F(z)] + B(Y) (5.12)
& (%)t=0F(m exptY) = —[Y, F(z)] + B(Y)
& ” = —[Y, F(zexptY)] + B(Y)

dir. f(t) = F(zexptY’) olsun. O taktirde (5.12) den

F(8) = ( dt) (;) F(zexptY)
—[Y,F(zexptY )|+ B(Y) Vz,t

= —ad(Y)(f(¢))+ B(Y) Vz,t
elde edilir. ad(Y) bir lineer operator oldugundan ve B(Y") ¢ ye bagh olmadigindan,
f'(#) = —ad(Y)(f'(t)) = —ad(Y)(—ad(Y)(f(¥)) + B(Y))
= (—ad(Y)*(f(t)) + (—ad(Y))(B(Y))

bulunur. Her n € IN igin
FM(8) = (—ad(V))*(f(8) + (—ad(¥)" ' (B(Y)) (5.13)

yazilir. Bu bagintmin n = 1 igin saglandig: acik olup, n i¢in saglandigini kabul

edelim ve n + 1 i¢in saglandigini gosterelim:

f(”'H)(t) = (%)tf(n)(t)
= (). ((2d(¥)1 (5) + (~ad(¥ )" (B(Y)))

= (~ad(Y))" " (f(t)) + (—ad(Y))"(B(Y))

olup, sonug dogrudur. f(t), t = 0 da analitik oldugundan

(n)
=30 f (0) N

oy,
n>0 j‘w T ™
L "S}f FELRN
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seklinde Taylor serisiyle yazlabilir. Burada f(0) = F(z) dir. Bu durumda f°(0) =
£(0) = F(z) ve n > 1igin f(0) = (-ad(Y))"(F(2)) + (—ad(Y))" 7 (B(Y)) ol-

dugundan

5 (), | 5 (o0 HBW),,

ft) = i o
n>0 n>1
_tad(Y)F(m)+Z( ad(Y))n I(B(Y))t”
n>1
—ta.d Y)

e—tad(Y )F(.r) + (___d_(Y—)—_)(B(Y))

elde edilir. ¢ = 1 alinarak f(1) = F(zexpY’) ve boylece

e—adY

F(zexpY) = (e™Y)F(z) + (L%F) B(Y)

bulunur. ¢
5.1.6. Uyar::

B(Y) =Y(F) +[Y, F(e)] = Ye(F) + [Y, F(e)] = dFe(Y) + [Y, F(e)]

dir.

5.1.7. Sonug : Eger G baglantili bir Lie grubu ise bir F' € normy(g)(L(G))
eleman1 (F(e), dF.) ikilisiyle karakterize edilir.

Ispat: U = exp(L(G)) = {z € G : z = expY,Y € L(G)} olsun. n iizerinden tii-
mevarim alinarak F' fonksiyonunun U™ iizerinde (F(e), dF,) ikilisiyle belirlendigini
ispatlayacagz.

Ur=U"U={2syecG:zcU",yecU}

olup, G = |J, U™ (clinkii G baglantihidir) oldugundan sonucun dogru oldugu go-

riilebilir. Gercekten (5.11) de expY € U igin = = e alhnarak

e—adY

FlexpY) = (™) () + (“ogg— ) (@R.(¥) + [V, F(e))

elde edilir. Bu da F in U tizerinde belirlendigini gosterir. F in n > 1 igin U™

{izerinde belirlendigini kabul edelim ve bir z € U” alahm. O zaman

—adY

F(zexpY) = (e'adY)F(.'c) + (1 —¢

T) (dF(Y) +[Y, F(e)]) S
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bulunur. Burada zexp Y € U™U = U"*! dir. Béylece F, U™t {izerinde belirlidir.
¢
5.1.8. Uyari: Eger G baglantih bir Lie Grubu ise o zaman

tEGo r=expt1Y; -exptyYs---expt,Y,

olacak sekilde #1,%s,...,tn € R ve ¥1,Y3,..., Y, € L(G) vardir.

5.1.9. Sonug: G = IR olmak iizere her p € R" igin X € normyg)(L(G)) &
X, = A(p) + u dur. Burada A, R™ — IR™ nin bir lineer tasviridir ve u € IR" dir.
Ispat: IR® nin T,R" teget uzay: ile olagan Gzdeglemesi altinda F vektor alam
F € C=(IR",IR") fonksiyonuyla aym olur. Boylece eger (5.11) de z ile 0 ve Y ile
p yerdegistirirse F(0 + p) = Id.dFy(p) + Id.F(0) yada F, = dFo(p) + F(0) elde
edilir. &
5.1.10. Teorem: Eger F € normy g)(L(G)) ise, o taktirde herbir X,Y € L(G)

igin
adY __ 1

adY

€

e dF, (e X) = X, )dF.(Y)| + dF.(X)

dir.
ispat: (5.11) de, £ = exp(—Y ) exp(tX) alinarak
e*Y Fexp(—Y)exptX expY) = F(exp(—Y)exp tX)

ea.d‘i/ _
+(S57) ) +Iv Fe)

elde edilir. Ote yandan,

dF.(e7YX) =

F(exp t(Ad(exp(—Y)(X)))) ((2.82)den)

t=0

F (exp(tAd(exp(-Y)(X))))

=0

F(exp(—Y)exp(tX)exp(Y)) ((2.83)den)

t=0

N Nt N N’ N’
-

o~
il

Sl Sl & S &

l
TN TN TN TN N

0

(e724Y) F(exp(—Y) exp(tX)) ((5.11)den) ﬂ‘jt.amfﬂ .
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olup, bu taktirde

Y dF, (e 7Y X) ) F(exp(—Y)exp(tX))

(%
(£) _ () Pexp(~¥))
(1 _ e—tad)&)

1

X(F)+[X,F(e)])) (5.11) den

= —adX F(exp(-Y)) + X(F) + [X, F(e)]
—tad X

= —adX (e*!Y F(e) + (—l:jafi—f——)(X(F) +[X, F(e)])
+ X(F) + [X,F(e)] (5.11)den

ea.dY
= —[X, (2 F(e)] + [X, (———)Y(F)]

eadY

~ [%, (oY F(] + X(F) + (X, F(e)

bulunur. Eger
1-— a.d Y

(v

oldugu goézoniine alinirsa

)adY (F(e)) = F(e) — (e**V) F(e)

Y dF, (Y X) = - [X, (Y F(e)] + [X, ( ig}—jl)Y(F)]

— [X,F(e) - (e“dY)F(e)] + X(F) + [X, F(e)]

ea.dY
= [X( Y (F)] + X(F)
eadY
= [X, (—————)dF (V)] + dF.(X)
elde edilir. O
5.1.11. Teorem: Herhangi bir A : L(G) — L(G) lineer tasviri i¢in agagidaki
kogullar egdegerdir:
)

adY
Y A X) = [X, (S5 AW)] +AX) (XY € L(6))

(ii) A, L(G) nin bir tirevidir.

Ipsat: (i)=(ii) Burada 4 : L(G) — L(G) lineer tasvirinin her X,Y € L(G) igin
A[X,Y] = [AX,Y] + [X, AY] kogulunu sagladifin1 gostereccgiz. (i) de Y ile f¥e==ca,

. e
o~ 3
(R
EA A
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yerdegistirse ve t = 0 da ¢ ye gore tiirevi alimirsa

Y A(e4Y X) = [A (im:—y‘l) A(Y)] + A(X) (5.14)

bulunur. Bu ifadenin heriki yaminin ¢ = 0 da ¢ ye gore tiirevi alimirsa, yani

() (5 A7) e 73 o
+ " A(-adV e X) =0 (5.15)
= adY (A(e)) + A(—adY (X))

ve A(X) t den bagimsiz oldugundan

() [0 (Far)200] = () oo (o

= [X7 A(Y)]

tadY __

1
—ar AM) (5.16)

olup, boylece
AX, Y] = [A(X), Y]+ [X, A(Y)]

elde edilir.
(ii)=(i) 4, L(G) nin bir tiirevi olsun ve ¢(t) = A(e?®*?¥ X) alahm. Bu taktirde

‘Z‘f = A(adY eV X) = A([Y,e”4Y X]) = [A(Y), ™Y X] + [V, 6(2)]

ta.dY_l

bulunur. Ote yandan ¢(t) = e®2dY [X , (e )A(Y)] + ef2dY A(X) olsun. O

Zaman
d. —tadY __

= adr e X, () )]

+ etadY [X e—-tadYA(Y)] + adYetadYA(X)

e—ta.dY _
= adve ([x, (Wl)A(Y)] +A(X))
= adY (¥(t)) + [A(Y), ™Y X]
= [V, 9(t)] + [A(Y), Y X]

elde edilir. Bu durumda ¢ ve ¥ fonksiyonlar

¢(0) = A(X) = 4(0)
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baglangig deger koguluyla aym

35 [A(Y), eV X] + [V, (] (5.18)

diferansiyel denklemini saglar. Diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden
¢ = 1 dir. Boylece t = —1 alimrsa (i) elde edilir. &
5.1.12. Yardimci Teorem: Verilen bir D € L(G) i¢in adD yi L(G) iizerinde
(adD)x = [D, X] geklinde tamimli bir vektér alami olarak gézoniine alahm. Ay-
m zamanda D yi Dx = D geklinde tamimh sabit vektor alam ile 6zdegleyelim.
D,E € L(G) olsun. O zaman
(i) [E,adD] = [D, E],
(ii) [adE,adD]=ad[D, E] dir.
Ispat: {z;}2,, L(G) de koordinatlann bir lineer sistemi ve f € C°(L(G)) olsun.
O taktirde

(adDf)(X) = (%)t=0 F(X +4[D, X)), (5.19)

(E(adDf))(X) = (%) _ (adDf)(X +sE)
= Bsot

—Za -(X)E; DX]+Z ,\’ )[D, El;

f(X + sE +t[D, X] + ts[D, E])(0,0) (5.20)

(E£)(X) = (§) _ X +1E) (5.21)
ve d
(adDEN)(X) = () _ (BFIX + 5D, X))
aazat f(X + s[D, X] + tE)(0,0) (5.22)

_y %1 .
= ; 50, XD XL B

bulunur. Boylece

(IB,2dD]f)(X) =) g—i(X )[D, E]; = ([D, E]f)(X) (5-23). ...
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elde edilir. Bu da (i) yi ispatlar. (ii) yi isatlamak icin

(adE(adDf))(X) = (%) _ (adDf)(X + (B, X))

= 6(22615 F(X + s[E, X] + t[D, X] + ts[D[E, X]])(0,0)
-Ya f -(X)[E, X1,{D, X] +Z gf (X)[D, [E, X]l;

gt

olup, bu durumda
(14, 2dDIf)(X) = 3 2L (XD, B, X]): - [, (D, XT)).

bulunur. Béylece
[a'dEva'dD]X = [D, [E,X]] - [E,[D, X]| = [[D7E]7X] (5'24)

elde edilir. &
5.1.13. Yardimc: Teorem: Eger F € normy(g)(L(G)) ise o zaman her Y €

L(G) i¢in
dF,(Y;) = [V, F(e) — F(z)] + dFe(Y)
dir.
Ispat: (5.11) bagintisinda Y yerine tY konur ve ¢ ye gore t = 0 da tiirevi ahmrsa,

istenilen sonuca varilir. &
5.1.14. Teorem: ¢ € (L(G)), L(G) nin bir tirevi ve E € L(G) olsun. O
taktirde G x L(G) de

Aex)={(Ya [V, E-X]+4(Y)) : Y € L(G)} (5.25)

seklinde tammli A dagilim, C*°, n = boyut(L(G)) boyutlu ve involutivdir.
Ispat: Bir D : L(G) — L(G) tasviri

D(-) =[Y,E] —adY(-) + ¢(Y)
seklinde tammlansin. Bu taktirde

A(:r:,X) = {(fft,D(X)) Y e L(G)}
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yazilabilir. Dagilim, uzaym her elemamm o elemandaki teget uzayinmn bir alt
vektor uzayina gotiiren bir tasvir olduguna gore
A:G x L(G) - T(G x L(G)) 2 TG x TL(G)
(2,X) = Az, X) < T,G x Tx L(G)
dir. Yani A(z, X), T(z,x)(G x L(G)) = T, G x Tx L(G) nin bir altuzayidir. TG x
Tx L(G) deki (X,Y) ve (X!,Y?) elemanlan igin

(X, ), (X, Y] = (X, X', [y, Y])

geklinde Lie parantezi tanimlansin:
(i) A y geren elemanlar C* oldugundan A, C*° dir.
(ii) (5.25) in ilk bileseni L(G) nin = deki bir etkisidir. Yani T,G dir ve ¥; igin
[Y, E — X] + ¢(Y) tekdir. Dolaysiyle boyutA=boyutL(G) dir.
(iii) ((¥1)z, D1(-)) € A(z,-) olsun. Bu durumda

[((F1)z, D1()), {(¥2)z, D2()] = ([(F1)s, (¥2)c], [D1 (), D2()]) (5.26)
= (((2), ()], [D1 (), Da()) |

bulunur.
[Ds(-), D2(-)] = [[¥1, E] — adYi(-) + $(Y1), [¥2, E] — ad¥a(") + 6(Y2)]
= [[V1, E] + (Y1), [Y2, E] + ¢(Y2)] + [[V1, E], —adYa(-)]
+ [~adYi(-), [Yz, E]] + [-adYi(-), —ad¥a(-)]
+ [~adYi(-), $(¥a)] + [$(Y1), —adYa(")]
olup, yardime teorem (5.12) den
[Di(-), D2 ()] = [V, E] + $(¥1), [Y2, E] + $(¥2)] — [[¥2, [V1, E]]
= [[¥4, [Y2, E]] + ad[¥3, V1] + [Y1, 6(Y3)] — [Y2, $(¥1)]

elde edilir. Burada [[Y1, E] + ¢(Y1), [Y2, E] + #(¥2)] = 0 dir. Gergekten [Y;, E] +
#(Y1) ve [Yz, E] + ¢(Y>) sabit vektor alanlar olduklarindan, onlarin Lie parantezi

sifirdir. Jacobi 6zdesligi kullmlanarak

[D\(), Da(+)] = [[Y1, Y2, E] — ad[¥1, Y3](+) + [¢(}1), Ya] + [Yl,fﬁ(l’i)]ﬁfw "
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elde edilir. ¢ nin tiirev olmasindan
[D1(), D2()] = [, Yal, E] — ad[Y3, Yal(-) + ¢[11, Y2l (5.27)

yazilir. Bu son ifade (5.26) da yerine konulursa,

[((F2)2, 1), (F2)e, D2 () = (1), (V) (%3, Ya), E]

— ad[Y3, Y2(-) + [¢(Y1), Ya] + [V1, 6(Y2)] € A(z, )
sonucu ¢ikar. ¢
5.1.15. Yardimc: Teorem: Fj € normyg)(L(G)), j = 1,2 verilsin ve bir
F € C>*(G,L(G))

F(z) = —[Fi(z), Fa(z)] + Fi(2)(F2) — Fa(z)(F1)
+ [Fi(z), Fa(e)] — [Fa(2), Fi(e)]

(5.28)

seklinde tamiml olsun. O taktirde [F}, F5] = F' dir.
ispat:

(IF1, B3] f)(2) = (B (Faf)) (=) — (F2(Fif))(z), fe€C™(G)

olup, burada

(B (B)@) = () _ (B eexp sFi(2))
= (%) _ (BleexpsFi(@)f) (@ exp sFr(z))
- (;?g) _ (BepsR@)f)@)
+ () _ (F@)f)(zexpsFi(2))

dir. (5.11) den

d d

(£) pemarion = () (=i

1— e—-sa.d Fi(z)

+H(Famm ) E@E) IR, P))
= ~[F\(2), B(@)] + Fu(@)(F2) + [Fa(e), Fa(ebe ",
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bulunur. Bu nedenle

(B (F2f))(@) = —([Fi(2), Fa(2)]F)(2) + (Fr(2)(F2)f) (z)
+ ([Fi(2), Ba(e))f) () + ([Fi(z) (Fa(z)f) ) ()

olup, dolayisiyla

(I, B2)f) (@) = ~ (1B (), Ba(@)lf) (=) + ((R@)(B) - BEF))F) (@)
+ ((F(2), ()] - [Fa(@), Fi(e)) f) ()
elde edilir. &
5.1.16. Teorem: ® : normy ) (L(G)) — L(G)® gl(L(G)), &(F) = (F(e),—dF,)
seklinde tamimlh bir lineer tasvir olsun. O taktirde
(i) @, normy(c)(L(G)) den L(G) ® O(L(G)) yan-direk carpimu igine bir Lie cebiri
homomorfizmidir.
(ii) Eger G baglantil ise o zaman @ : normy(g)(L(G)) — L(G) ® (L(G)) bir
bire-bir homomorfizmdir.
(iii) Eger G baglantili ve basit baglantili ise o zaman ® : normy(c)(L(G)) —
L(G) ® OL(G) bir uzerine izomorfizmdir.
ispat: (i) ®(aF + BF2) = a®(F1) + BB(F,) ve &[F1, Fy] = [8(F), ®(F)] oldu-
gunu gosterecegiz. Gergekten,
(afy + BFr) = aFy + AF,)

= ((aF1 + BF2)(e), d(aFy + BF)e)

= (aFi(e) + BFa(e), —ad(F})e — Bd(F2).)

= (aFi(e), ~ad(Fi).) + (BFa(e), —Bd(F2).)

= a(Fi(e), —d(Fy)e) + B(Fa(e), —Bd(F2).)

— a8(F}) + pa( )

ve yaridirek ¢arpimin tamumindan (Warner, 1971)

[8(F),8(F2)] = [(Fi(e), —(dF1)e), (Fa(e), d(F2).)]
= ([Fi(e), Fa(e)] — d(Fi)e(Fa(e)) + (d(Fa)e(Fi(e))), [~ d(F1)e, —d(fg)x]”)jjff“"".’uv-.ﬂ=_ )
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elde edilir. ¢; = —(dF}). ve E; = Fj(e)j = 1,2 olsun. O zaman
[B(F1), ®(Fy)] = ([E1, E2] + 1(E2) — 2(Er), [61, ¢2]) (5.29)
olur. F(z), (5.28) deki gibi tamimlansin. O taktirde yardime: teorem 5.15 den
®([F1, o)) = ¢(F) = (F(e), —dF.)

bulunur. Burada
F(e) = —[Fi(e), Fx(e)] + Fi(e)(F2) — Fa(e)(F1) + [Fi(e), Fa(e)] — [Fa(e), Fa(e)]
= Fi(e)(F2) — Fa(e)(F1) — [Fa(e), F1(e)]
= (dF2)e(Fi(e)) — (dF1)e(F3(e)) + [Fe), Fa(e)]
= —¢2(E1) + ¢1(E») + [Er, Es]

dFe(Y) = —[(dF1)e(Y), F3(e)] — [Fi(e), (dF2)e(Y)] + (dF1)e(Y)(F2)
— (dF2) (Y )(F1) + [(dF1)e(Y), Fa(e)] — [(dF2)e(Y), Fi(e)]
= (dF1)e(Y)(F2) — (dF2)e (Y )(F1)
= (dF2)e(dF1)e(Y) — (dF1)e(dF2)e(Y)
= —[(dFi)e, (dF2)e](Y)
= —[¢1, 2] (Y)

dir. Boylece
Q([Fl’ F2]) = (F(e)’ —dFe) = ([Ela E2] + ¢1(E2) - ¢2(E1), [éla ¢2])7

olup, bu da (5.29) ile birlikte (i) yi ispatlar.
(i) ®(F1) = ®(Fy) = Fy = F oldufunu gdsterecegiz.
®(F1) = 9(F3) = (Fi(e), ~(dFt)e) = (Fa(e), —(dFy)e)
= Fl(e) = Fg(e)ve(dFl)e = (sz)e.

(5.30)

Sonug 5.1.7. den Fy, (Fi(e), (dF}).) ikilisi ve Fy, (Fy(e), (dF}).) ikilisiyle belirlen-
diginden (5.30) bagmtilan da kullamlarak Fy = F} elde edilir.
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(iii) Her (E,¢) € L(G) x d(L(R)) icin (E, ¢) = &(F) olacak sekilde bir F' €
normy(g)(L(G)) nin var oldugunu gosterecegiz. (E, ¢) € L(G) x 0(L(G)) olsun.

1— e—ta.dY

B() = (™)X + ( ) (6(¥) + [, E])

seklinde tammh bir ¢ : R — L(G) tasvirini gozoniine alahm. Bu taktirde
$(0) = X ve
§/(t) = (~ad¥e ™) X + ¢4 (§(Y) + [, E))
= (~adVe™™Y) X + adY (ad ™'Y (7Y (4(Y) + [¥; E])) )
+adY (ad 'Y (§(Y) + Y, E])) —adY (ad_lY(gé(Y) LY, E’]))
— ady (—e-tadYX + (ad ™'Y (=AY (4(Y) + [V, E]))))

+2dY (ad 'Y (§(Y) + [Y, E])) +adY (—ad ™'Y (4(Y) + [V, E]))
—tadY

¢(Y) + Y, E]

——(6(¥)+ ¥, E])|
[ Yy ¢(Y) + Y, E]]
adY

) (4(V) + [V, E])|

e —tadY __ 1

(Y)+ [Y, E]

_W“( =6 + v, )

+adY (ad 'Y (¢(Y) + [V, E]))
=¥, %] + ¢(Y) + (1, E)
=Y, E—-9¢()] +¢(¥)

[ A E)
[Y .~ g (
+ [ S
= [v-

dir. Boylece
P'(0)=[Y,E— X]+¢(Y)

bulunur.
Dz =[Y,E—-Z]+ ¢ ) yada D. =[Y,E — -]+ ¢(Y)

geklinde bir D € X(L(G)) tamumlayalim. O zaman ¢(¢), X € X(L(G)) nokta-
sindan gegen D € X(G) nin integral egrisidir (¢(0) = X,¢'(0) = Dx).
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v(t) : R — G x L(G), 7(t) = (zexp(tY'),¢¥(t)) seklinde tamimlanirsa o zaman
7(0) = (z,X) and v'(t) = (Vz exp(ey)- ¢'(£)) olup,

7'(0) = (Y3, Dx) = (¥, [V, E — X] + ¢(Y))

bulunur. Béylece 7(t), (z, X) noktasindan gegen (¥, D)z = (Y., Dz) seklinde
tanimh (¥, D) € X(G x L(®)) nin integral egrisidir. A Teorem 5.1.14 de tamm-
landig gibi G x L(G) tizerinde bir involutiv dagihm ve ¢ : M, x) — G x L(G),
(z,X) noktasindan gegen A min maksimal baglantili bir integral altmanifoldu ol-

sun. Burada ¢ bir kapsama tasviri olup, ¢ |, x) Ozdegliktir ve o zaman
de |(z,x): Te, x)M(z,x) — T2, x)(G X L(G)) = T4, x)(G x L(G))
dir. (M(; x),¢t), G x L(G) lizerinde A nim bir integral altmanifoldu oldugundan
di |(z,x) Tz, x)M(z,x) = Az, X)) = Az, X)

elde edilir (de(, x) bir izomorfizmdir). (¥,D) € A ve ¥(t), (z,X) noktasindan
gecen (Y, D) € X(G x L(G)) nin bir integral egrisi oldugundan her ¢ igin 4(t) €
M, xy dir. O halde her Y € L(G) igin

7(1) = (zexp Y, (1))

_ ,—adY
= (zexp?, (e_adY)X + (1 °

——) (#(¥) + IV, E]) € M, x,

bulunur.

7 G X L(G) — G
(z,Y)r— =z
izdligimiini g6ézoniine alalim ve p = @3 0 ¢ olsun:
M(z,X) AN G x L(G)
P\ < T
G.
Bu taktirde

dp |(z.x) Ver Dx) = dp(z x)(Yer [V, E — X] + ¢(Y)) = ¥,
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olup, 6zel olarak (e, E) noktasi i¢in
dp e,y (Yo, D) =Y. =Y
elde edilir. Bu da p : M — G nin bir diizenli tasvir oldugunu gosterir. Bundan
bagka p nin bir 6rtii tasviri oldugunu ispatlayacagiz. V ve U exp : V — U bir

difeomorfizm olacak gekilde sirasiyle L(G) de 0 in ve G de e nin simetrik acik
komsguluklar: olsun. Verilen bir (z,X) € M igin s : zU — M tasviri

_ p—adY
lﬁ—) (6(Y)+[Y, ED) € Mg, x),Y eV

geklinde tamimlansin. O zaman s,zU tzerinde (z,X) den gegen p : M — G nin

s(zexpY) = (:c expY, (e"adY)X-l- (

bir yerel kismudir. Burada p(M) = G oldugunu gosterecegiz. Eger z € p(M) ise
ozaman s tasviri, zU C p(M) oldugunu gerektirir. Bu taktirde n {izerinden tii-
mevarimla U™ C p(M) oldugu sonucu ¢ikar. G baglantil oldugundan p(M) = G
bulunur.

Bir z € G igin p~}(z) = {Xa}aea ve (z,X4) den gecen zU iizerindeki yerel kisim
8o olsun. O zaman

p Y zU) = U sa(zl)

a€A
dir. Gergekten eger (zexpY,Z) € M,Y € Vise(zexpY, Z) den gecen (zexp Y )U
tizerinde tammlanmig yerel kisim o olsun. O zaman, eger (z,Xq) = o(z) ise
(zexpY,Z) = so(zexp YY) bulunur.

Ote yandan, eger a # g ise o taktirde sa(zU) ve sg(zU) aynktir. Gergekten
sa(zexpY) = sp(zexp Z) (Y,Z € V), Y = Z ve (e72Y) X, = (e7*4¥) X; oldu-
gunu gerektirir. Bu X, # X3 olmasiyle geligir. p : sq(zU) — zU bir difeomorfizm
oldugundan, p : M — @ bir orti tasviridir.

G basit baglantih oldugundan p : M — G bir difeomorfizmdir.

73 :G x L(G) — L(G)

(z,Y)r—Y
olsun. O zaman -
M x) ‘—} G
T2\ / mgop™!

L(G)
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diagram elde edilir. X = m3(p~1(z)), z € G olsun. O taktirde
dp~ .
Tz, xyM(z,x) 7 T.G
dmz |(z,x)\ S d(ma 0p7!) |o=dmz |(z,x) dp7 |2
Tx L(G)

bulunur. Boylece
dp~' |z (V) = (Y2, Dx) = (Yo, [V, E — X] + 6(Y))

elde edilir. F = 73 0 p~! olsun. O taktirde F(z) = m3(p~!(z)) olup, 6zel olarak
z = e alimrsa

F(e) = ma(p™(e) = ma(e, B) = E
bulunur. Agikca F : G — L(G) iyi tammhdir ve
dF,(¥) = dms |z %) dp™" |+ (¥s) = dmz | (2, X) (=, Dx)
= Dx = [V,[E~ X] + §(¥) = [¥, F(e) - F(z)] + $(¥)

olup, ozellikle
dF.(V.) = dF.(Y) = [Y,0] + §(Y) = §(V) = dF. = §

elde edilir. A(t) = F(zexptY) olsun ve t(t) yukaridaki gibi tanimlansin. O
taktirde

1— e-—tadY
¥(t) = (™) F(a) + (———) (Y(F) + [V, F(e)])

olup ve bu durumda

N(t) =Y, F(e) - A®)] + 6(Y)
Y'(t) = [Y, Fle) — %(t)] + 4(Y)

bulunur. A(0) = F(z) = ¥(0) oldugundan A(¢) = 9(¢) oldugu sonucu gikar. Boy-

lece
1-— e-—adY

F(zexpY) = (¢™Y)F(z) + (_;1‘}7—-

)X (F) + Y, Fe))

olup teorem 5.1.5. den

&(F) = (F(e),—dF.) = (E,—¢) € L(G) x ¥ L(G))
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olacak gekilde F € normy(g)(L(G)) elde edilir. O
5.1.17. Teorem: 7 : Gi — G, baglantih Lie gruplarimn bir értdi homomor-
fizmi ve K = kerw olsun. O taktirde Fi € normy(g,)(L(G)) bir F € X(G)
ye ancak ve ancak her k € K igin Fi(k) = Fi(e) ise n-baghdir. Bu durumda
F € normy)(L(G)) ve ®(F) = &(F) dir.
ispat: e ve €' sirasiyle Gy ve G ye kargilik gelen birim elemanlar ve z € G; olsun.
Once Fy € X(G;) ve F € X(G) ancak ve ancak F} = F o7 ise 7-bagh oldugunu
ispatlayacagz:
Fl';r-'F(:}Fl =Fom.

Tamm geregince Fy ~ F & dr (F}), = ~,,(x) dir. Buradan

dr.(F), = dr.(dL; | (Fi(z))) = (drs 0 dL; |)(Fi())
ve Fr(z) = dLx(z) | (F(n5)) olup,

dﬂ';(ﬁ’]) = (dﬂ'z o sz le)(Fl(x)) = dLﬂ'(I) le’ (F(ﬂ-z))

r

elde edilir. dry 0 dL, |e=d(7; 0 L) | esitligi kullamlarak

d(7z 0 Lz) le (F1(z)) = dLx(z) | (F(x(z)) (5.31)
bulunur. Asagidaki diagrami gézoniine alahm:

T.¢, ¥ T.C
st |€ l lde(z) |e’
T.G: & TG

Bu durumda
d(rz 0 L) le (Fu(@))e = dLagey b (dmeFi(2))e) = dLage) ler (Fu(2))e
bulunur. Béylece (5.31) bagntisindan
dLn(z) ler (F1(2))er = dLa(z) ler (F(7(2))),,

ve dLy(z) |er bir izomorfizm oldugundan her z € G igin Fi(z) = F(n(z)) elde

" T,

edilir. Yani F} = F o r dir. R
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Burada her k € K i¢in F} = F o7 & Fi(k) = Fi(e) oldugunu ispatlayacagiz.
(=): k € K olsun. O zaman Fi(k) = F(n(k)) = F(e) olup k keyfi oldugundan

Fi(k)=F(e),Vke K

bulunur. Ote yandan Fi(e) = F(n(e)) = F(e) oldugundan Vk € K igin Fi (k) =
Fi(e) elde edilir.
(«): k € K ve kexpY € G igin (5.11) den

1— e—-a.dY

adY
1 — e-——a.dY

= (e—a'dY)Fl(e) + (T) (Y(Fl) + [Y7 Fl(e)])
= Fl(exp Y)

Fy(kexp) = (™) Fi(k) + ) (Y (F) + Y, Fi(e))

bulunur. Dlayisiyle F 11(1:) ve Fi, e € Gy in bir komgulugunda cakigir ve her ikiside
analitik olup, her yerde ¢akigirlar. Boylece eger z,y € Gy ve n(z) = =(y) ise o
zaman bir £ € K igin y = kz dir. Bu durumda Fi(y) = Fi(z) olur ve bu da
Fy = F o 7 olacak sekilde F € C*°(G) nin varhgim gerektirir.

Bu son iddia Teorem 5.1.5 den yada aym X € L(G) vasitasiyla iiretilmig
X; € X(G1) ve X € X(G) sol-invariant vektor alanlarmn 7-bagh olmas: gercegi-
nin bir sonucu olarak gikar. o

G baglantih ve basit baglantih bir Lie grubu olsun. O taktirde é(¢) =
(de)e seklinde tammh é : Aut(G) — Aut(L(G)) tasviri bir tizerine izomorfizm-
dir. Aut(L(G)), GL(L(G)) nin kapal: bir altgrubu oldugundan kendisi GL(L(G))
nin bir tek topolojik altgrubu yapisina sahiptir, (Beardon, 1985). Ayrica onun
Lie cebiri 0(L(G)) dir, (Conlon, 1993). Boylece Aut(G), é§ y1 ve Lie gruplarmin
izomorfizmlerini iireten bir tek Lie grup yapisi kazamr. Aut(G) nin Lie cebiri-
ni (dd). vasitasiyla O(L(G)) ile 6zdegleyecegiz ve karsihk gelen istel tasviri de
Exp : O(L(G)) — Aut(G) ile gosterecegiz. 7 : G; — G baglantili bir G Lie gru-
bunun evrensel ortii homomorfizmi ve K = ker# olsun. O taktirde G nin tiim

Lie otomorfizmlerinin Aut(G) grubu {¢ € Aut(G,) : ¢(K) C K} ile dzdeglene-.

bilir. Bu yolla Aut(G) onun Aut(G1) in tek topolojik Lie altgrubu yapistylefénu™ -
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{p € Aut(G1) : ¢(K) C K} ya izomorf yapan bir Lie yapis: kazamr. Aut(G) nin
aut(G) Lie cebirini d(L(G)) nin bir Lie altcebiri ile 6zdegleyecegiz ve kargiik gelen
listel tasviride Exp : aut(G) — Aut(G) ile gosterecegiz. Bu durumda

aut(G) —  I(L(G))

Exp | le
Aut(G) «— Aut(L(G))

degismeli diagramm yazabiliriz. Burada e, 9(L(G)) ve Aut(L(G)) arasmdaki iistel
tasviri gostermektedir. Herhangi ¢ € aut(G) ve X € L(G) igin

(6 0 Exp)d = (e o (db)e)d = e(d) = e?

olup,
(6 0 Exp)¢ = (dExpg). = ? (5.32)
elde edilir. Ote yandan Exp¢ € Aut(G) ve X € L(G) icin
o) =2 pe)

exp | Lexp
Yy =y

diagramindan
(Expg)(exp X) = exp((dExpg)c X) = exp(e®(X)) (5.33)

bulunur.
5.1.18. Teorem: G nin L(G) Lie cebiri ile baglantili bir Lie grubu oldugu-
nu varsayahm. Eger X € L(G) ve ¢ € aut(G) ise o zaman ®(X) = (X,0) ve
®(F) = (0, —¢) olacak sekide X Fe normyc)(L(G)) vektor alanlar: vardir. O
taktirde karsilik gelen G nin difeomorfizmlerinin bir parametreli X, F} gruplar:
her zr € G vet € R icin

Xi(z) =zrexptX

Fy(z) = (Exptg)(z),

geklinde verilir.
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ispat: Rexptx ve Exptd, G (yada Gi) nin difeomorfizmlerinin bir parametreli
gruplar oldugundan onlarla birlegmis vektor alanlarim hesaplamak yeterlidir. Ik
once z(t) = zexptX alalm. O zaman &(0) = dL.(X) dir. X(z) = X sabit
fonksiyonu (5.11) bagintisim saglar. Gergekten

—adY

MY X 4 (L‘iy__) (Y(X)+[Y,X(e)]) =
—adY

—a 1—e , »
=YY 4 (——aT) (dXe(y )+ a,dY(X))
=e VY +ad 'V (adY(X) - e"ad"adY(X))

=X+ X — eV X =X = X(2)

bulunur. Béylece Teorem 5.1.5 den X € normy(g)y(L(G)) olup,
&(X) = (X(e), ~dX.) = (X,0)

elde edilir. Buradan X, = dL,(X) nmn X, = X ve #(0) = X, olacak gekilde
sol-invariant vektdr alani oldugu sonucu gikar. Bu da ilk iddiay: ispatlar.

Expté ye kargihk gelen H; € X(G1) ve H € X(G) vektdr alanlanm gozo-
niine alalm. z; € G; olsun ve r; = exp X igin z1(¢) = (Expté)(z1) oldugunu
diigiinelim. O taktirde (5.33) bagintis1 ve (Helgason, 1962) nin Teorem 1.7 si
kullamlarak:

210 = (2) _ @xpte)en) = () _, (Expto)exp X))

(), o0le ) = dexpx(60)

— (L) (i) (9

elde edilir. Bu taktirde H; vektdr alamina karsihk gelen H; € C°(G;) analitik
fonksiyonu

—adX

H(exp X) = Hy(z1) = (1 =

——)(#(X), X € L(G)

bagintistm saglar ((H;)z, = 1(0)). o
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F, = ®-1(0,—4) ye karsihk gelen F; analitik fonksiyonu (5.11) esitligni

saglar. Yani,
_ e—adY

Fi(exp X) = e Fy(e) + (l—a}ﬁ—) (Y(Fy) + Y, Fi(e)])
dir. Burada Fi(e) = 0 ve (dF1). = ¢ dir. Ciinkii ®(F}) = &(®~1(0,—¢)) =
(Fi(e), —(dF1)e) = (0, —¢) = (Fi(e), —(dF1).). Bu durumda F; aym zamanda

_ e—a.dX e-—a.dX

Fifew X) = (*i— ) (@F)(X) = (Fo— ) (6(X)), X € L(G)

bagintisim saglar. Bu nedenle her z; € G igin Fi(z1) = H(z;) olup, bu da her
71 =exp X € G igin (F})s, = (H1)s, oldugunu gerektirir. Oysa

dra(F)o) = (5) _, (on)®)

olup, burada 7(0) = z; ve 4(0) = (F})., dir. Dolayisiyle v(t) = (Expté)(z1) dir.
Boylece

dra, (Fi)ar) = (5) 7 (Boptolen)) = (), (Bvtoln(c)))  (539)

bulunur. Teorem 5.1.17. den F} ya x-bagh bir F' € normy(g)(L(G)) vardir ve
®(F)) = ®(F) = (0,—¢) dir. Ayrica (5.34) den Expté nin, F ile birlesmig G nin
difeomorfizmlerinin bir parametreli grubu oldugu sonucu gikar. &

¢ : normygy(L(G)) — normy(g,)(L(G)) tasviri «(F) = F o7 geklinde ta-
mmlansin. O taktirde Teorem 5.1.16. dan ¢ min Lie cebirlerinin bir bire-bir homo-

morfizmi oldugu ve

normX(GIT)(L(G)) — L(G)%QéL(G))
normy()(L(G)) — L(G) ® AL(G))

diagraminin degigmeli oldugu sonucu gikar.

5.1.19. Teorem: 7 : G; — G baglantih bir G Lie grubunun bir evrensel ortii
homomorfizmi olsun. O taktirde ®, normy(g)(L(G)) yi L(G) @ aut(G) tizerine
izomorfik olarak tasvir eder. Ayrica eger ¢ : L(G) ® aut(G) — L(G) ® (L(G))
kapsama tasvirini gosterirse o zaman agagidaki degigmeli diagram elde edilir:

normX(GlT)(L(G)) — L(G)®TQ(L(G))

normao) (L) —  L(G) @ aut(G) -
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Ispat: Yukandaki agiklamadan aut(G) = 8(L(G)) olup, teorem 5.1.16. dan
normy () (L(G)) — L(G) ® O(L(G)) nin bir bire-bir izomorfizm oldugu gori-
lir. Dolayisiyle normy(q)(L(G)) — L(G) ® aut(G) de bir bire-bir izomorfizmdir.

Boylece geriye sadece
®(normy()(L(G))) C L(G) ® aut(G)
oldugunu gostermek kahiyor. Burada
®(normy () (L(G))) = {(X, 8) | (X, ¢) = ®(F), F € normy(c)(L(G)))

dir. F' € normy(g)(L(G)) ve &(F) = (E, ¢) olsun. O zaman L(G) ® aut(G) C
$(normy(g)(L(G))) dir. Gergekten (X,¢) € L(G) ® aut(G) olsun. O taktirde
&(X) = (X,0) ve (S) = (0,—¢) olacak sekilde X,S € normy()(L(G)) vardir
(Teorem 5.1.18.). Boylece

&(X + §) = @(X) + 2(5) = (X, —¢) € ®(norm(c)(L(G)))

elde edilir. Yani L(G) ® aut(G) C ®(normy(g)(L(G))) dir. Dolayisiyle ®(F) =
(0, —¢) oldugu kabul edilebilir. Fy = u(F) = For olsun. Verilen bir k € K =
kerr icin yine Teorem 5.1.18. den z;(t) = (Expt¢)(k) nin k noktasindan gegen B
in bir integral egrisi oldugu biliniyor. Yani,

®(F1) = B((F) = id(2(F)) = 2(F) = (0,9)

dir. Oysa (F}) = (dL)eFi1(k) = (dLk)eFi(e) = 0 dir. Bu nedenle her ¢ € R icin
z1(t) = k dir. Boylece

e = n(z1()) = n((Expte)(k), VteR

dir. Yani her t € IR i¢in Expté)(k) € K dir. Bagka bir deyigle her ¢ € IR igin
Exp(t¢) € Aut(G) dir. Bu taktirde ¢ € aut(G) dir. Boylece ®(F) = (0,8)...

YA L
bulunur. f;ff%, Oﬂwg‘:‘*"'
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Dif(G), G nin tiim difeomorfizmlerinin grubunu géstersin. a(z,I') = R;-0
I geklinde tamimh o : GR Aut(G) — Dif(G) tasvirini gézoniine alalim ve agagida-
ki diagramin degigmeliligi geregi tamml tasvir Exp : normyq)(L(G)) — Dif(G)

olsun:
normy(g)(L(G)) = L(G) ® aut(G)
Exp | | Exp
Dif(G) —  G®Aut(G)

Teorem 5.1.20. (i) a : G @ Aut(G) — Dif(G) tasviri bir bire-bir grup homo-
morfizmidir.
(i1) Fe normy(g)(L(G)) ile birlesmis G nin difeomorfizmlerinin bir parametreli
F; grubu

Fy = Exp(—tF)

seklinde verilir. Burada normy(g)(L(G)) deki tim vektor alanlar: tamdar. o
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6.0. KOMPAKT, BAGLANTILI, ABELIEN OLMAYAN BiR LIE
GRUBU UZERINDE NORMALIZORLU LINEER KONTROL SiS-
TEMLERININ KONTROL EDILEBILIRLIGI

6.1. Homomorfizmler, Otomorfizmler ve Turevler

6.1.1. Tanmumlar: G ve H iki Lie grubu olmak tizere © : G — H tasvirine, eger
©, C* ve her a,b € G igin O(ab) = O(a) - O(b) ise bir Lie grubu homomorfizmi
adi verilir. G ve H nin Lie cebirlerini sirasiyle L(G) ve L(H) ile gosterelim. Bu
taktirde © homomorfizmi L(G) den L(H) ye bir C*° X, egrisi igin

X = (Z%X‘)t:o € L(G) = dOX = (gd;d@Xt)t:O € L(H) (6.1)

olacak sekilde bir d© lineer tasvirni iiretir. Bu dO lineer tasvirine dO[X,Y] =
[d6X,dOY] ile birlikte bir Lie cebiri homomorfizmi denir. Lie gruplan ve Lie

cebirleri tizerinde izomorfizm ve otomorfizm kavramlar bilinen yollarla elde edilir.

¢
6.1.2. Tamim: Bir ©; € AutL(G) egrisi i¢in ©¢ = e olacak gekilde eger
d
Q=(Z6) (6.2)
ise  ya L(G) nin bir sonsuz kiigiik otomorfizmi denir. &

Bu tanimin simgesiyle ©:[X, Y] = [0.X, ©,Y] yazilir. Boylece ¢t = 0 da diferansiyel
ahnarak
Q[X7 Y]=[QX,Y]+ [X?QY]

elde edilir. Agikca € lineerdir.
6.1.3. Tanum: Bir Q : L{G) — L(G) lineer tasvirine, eger

Q[X,Y] =[QX,Y] + [X, QY] (6.3)

ise L(G) nin bir tiirevi ad1 verilir. i T
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6.1.4. Onerme: Bir L(G) Lie cebirinin tiirev ve sonsuz kiigiik otomorfizm kav-
ramlan cakigir. Eger Q bir tirev ise, o zaman exp2 bir otomorfizmdir.

Ispat: Q, L(G) nin bir tiirevi olsun. Z; = [(exptQ)X, (exptQ)Y] alahm. Bu
taktirde

%z, = [Q(expt) X, (exptQ)Y] + [(exptQ) X, Q(exptQ)Y]
= Q(exptQ) X, (exptQ)Y] (6.4)
=07
elde edilir.
%zt =0Z,, Z=[X,Y] (6.5)

diferansiyel denklemi tek
2, = (exptQ)[X, Y] (6.6)

¢Ozitmiini kabul eder. Bu da exptQ € AutL(G) oldugunu ispatlar.

(%exptﬂ) =Q (6.7)

t=0

oldugundan, Q bir sonsuz kiigitk otomorfizmdir. ¢

6.1.5 Onerme: Bir L(G) Lie cebirinin tiirevleri lineer bir Lie cebiri olugturur.
ispat: Bu tiirevlerin lineer bir uzay olusturduklan agiktir. Q4,Qs, L(G) nin iki

tiurevi olsun. Bu taktirde

Qlﬂg[x, Y] = [Qlex, Y] + [le, QzY]-l—

(6.8)
+ [2X, 0 Y] + [X, Q:Q:Y]
olup
[, 0][X, Y] = QX Y] - 00X, Y]
= [(Q1Q; — Q2,0 X, Y] + [X, (21922 — Q2,02 Y] (6.9)
= [[Q1, Q2] X, Y] + [X, [Q1, Q2]Y]
clde edilir. Bu da [, ;] nin yine L(G) nin bir tiirevi oldugunu ispatlar. O

f“‘* Rl PV
PR R
e e e
Y
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6.2. Kontrol Edilebilirlik

G kompakt, baglantili, Abelien olmayan bir Lie grubu ve L(G) de onun Lie

cebiri olsun. ¥ = (G, D) sistemini gézoniine alahm. D dinamigi

&= X(z)+ i u;Y(x) (6.10)
Jj=1

seklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olugur. Burada z € G, X ise G
tizerindeki tiim diiz vektor alanlarmm X(G) Lie cebiri i¢inde L(G) Lie cebirinin
normalizoriiniin bir elemani ve § = 1,...,k igin Y7 € L(G) dir. L(G) Lie cebirini
yine sol invariant vektor alanlarmin kiimesi olarak aliyoruz. Kisitlanmayan ka-
bul edilebilir (admissible) kontrollerin U siifi tiim pargal sabit u : [0,00) — RF
fonksiyonlann kiimesidir. D, ¥ ile birlesmig vektor alanlarimin ailesidir. Yani

k
D={X+ Z u; Y7 | X € normyg)(L(G)),Y? € L(G)veu; € U} (6.11)
i=1
dir. X e G nin sonsuz kiiciik otomorfizmi diyecegiz ve X vasitasiyla tretilmig
{X: |t € R} akist Aut(G) nin 1-parametreli bir altgrubudur.
¥ sisteminin D dinamiginin elemanlar G tizerindeki global difeomorfizmle-
rin

Gs = {3}, 09, o ...... ot | ¢! € D,t; € R,v € N} (6.12)

grubunu ve
S = {p1, 09}, 0 0y, | 7 € Dyt; >,v € N} (6.13)

yar1 grubunu tretir.

6.2.1 Tammm: ¥ = (G, D) lineer kontrol sistemine

a) eger Vz € G igin Sy, = G ise kontrol edilebilirdir,

b) eger Yz € G i¢in Gy = G ise gegiglidir denir. 9
Rank kogulunun saglanmas: demek ¥ nin gegigli olmasi demektir. Yani, Gy grubu

G tzerinde gegigli olarak etkir.
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6.2.2 Tamm: Bir w dlglimiine G Lie grubu {izerinde integre edilebilir her f fonk-

siyonu igin eger
[ stahyo = [ sy (6.14)

ise sol invarianttir denir. Burada g,h € G dir. Benzer gekilde w ol¢limiine eger

[ rthgra = [ sty (6.15)

ise sag invarianttir denir. &
Herhangi bir yerel kompakt Lie grubu tizerinde tek-tarafli invariant 6l¢iim
vardir (Haar Olgiim) ve eger Lie grubu kompakt ise iki-tarafl invariant 6l¢tim var-
dir, [Hausner et al, 1968].
6.2.3. Tamum: G bir Lie grubu olsun: Bir X vektor alami, eger G tizerindeki
dogal Slglim onunla birlegtirilmig dinamik sistemin etkisi altinda invariant ise bir
konservativ vektor alam adim alir. &
6.2.4. Teorem: G kompakt, baglantih bir Lie grubu ve ¥ = (G, D) normalizérli
bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde D dinamigi ile birlesmis vektor alanlar:
konservativdir.

Ispat: ¥ normalizorlii bir lineer kontrol sistemi oldugundan, D dinamigi
k .
&= X(z)+ Y u;¥(z) (6.16)

geklindeki diferansiyel denklemlerin bir ailesinden olugur. Burada X, L(G) nin
normy(g)(L(G)) normalizériiniin bir elemam ve j = 1,2...,k igin Y7 € L(G) dir.
Teorem 5.1.16. geregi X € normy ) (L(G)) yerine (W,Y°) € 0(L(G)) ® L(G)

elemanini alabiliriz. Bu durumda u; = 1 sabit kontrolii i¢in D dinamigi

k
D={W+)> Y |WedL@R)Y € LG)} (6.17)
j=0
formuna indirgenir. D nin sag tarafinin toplam kismi sol invariant vektor alanlarin-
dan olugtugundan, kendisi de sol invarianttir. G kompakt oldugundan, yuka,ndaklv

aciklamadan dolay: bu toplam sol dl¢iim invarianttir. W, tanim 6.1.3. ile verxlen"'
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L(G) den kendisi igine sol invarianthg: koruyan bir lineer tasvir oldugundan, sol
ol¢iim invarianthida korur. Béylece D dinamigi konservativ vektor alanlarindan
olugur. Q¢
Asagidaki iyi bilinen teorem, teorem 6.2.6. nin ispatinda temel olacaktar.
6.2.5. Teorem (Poincare): Bir konservativ vektor alam vasitasiyla iiretilmig
bir dinamik sistemin Poisson sabit (Poisson stable) noktalar: yogundur. o

Bir z noktasimin ancak ve ancak z in her N, komsulugu ve her pozitif ¢
sayst icin Xy, (z) ve X, (), N, iginde olacak gekilde ¢ den biiyiik ¢; ve 3 varsa
Poisson sabit oldugunu hatirlatahm.
6.2.6. Teorem: G Abelien olmayan, baglantili, kompakt bir Lie grubu olmak
iizere ¥ = (G, D) normalizérlii bir lineer kontrol sistemi olsun. O taktirde X
geciglidir < X kontrol edilebilirdir.
ispat:
(<=:) X kontrol edilebilir ise tammmdan dolay: sistemin gegigliligi agikardir.
(=:) z,y € G i¢in

Y=} 0..0 <p{j o..p5 () (6.18)

olacak sekilde ¢ € IN, t; € IR* sayilarinin var oldugunu gosterecegiz. Sistem gegisli
ise G deki her z noktas: icin S5 () pozitif yoriingesinin i¢ noktalar pozitif yoriin-
ge icinde yogundur teoremi (Lobry, 1972), eger S5 (z) S5 (z) ile yer degistirirse
yine dogrudur. §, S5 (y) nin bir ig noktasi ve Ny C S5 (y) olacak sekilde § nin bir
komgulugu olsun. Sistem gecisli oldugundan

g=¢f 0.0 (pﬁj 0...¢05 () (6.19)
olacak sekilde s; € R, ¢ € IN vardir. Kolay olmas1 amaciyle
_ 2 1
y - (p32 Y (losl(x) (6°20)

olsun. Burada s, pozitif ve s; de negatifdir. g = ¢} () olsun. O taktirde

-89
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kiimesi g nin bir komgulugudur ve Sd(z) ile arakesiti bog degildir. Boylece Ny,
¢? icin Poisson sabit olan bir z noktas: igerir. N, C N, N Sit(z) olacak sekilde 2
nin bir komgulugu olsun. Poisson sabit noktanin tanimindan ¢? noktas1 N, ye ait
olacak gekilde | sz | den daha biiyiik bir s reel sayis1 vardir. O zaman

(1) s + sz sayis1 pozitifdir,

(i) p2,,,(2) noktast N ye aittir.

y noktast Sy (y) de herhangi bir noktanin pozitif y6riingesi igindedir. Boylece y,

Sl 15,(7) ye aittir. Bu da teoremin gereklilik kistnini ispatlar. &
6.2.7. Ornek: IR3 iizerinde
S0(3)={A€0(3) | detA =1} (6.22)
dénel Lie grubunu gbzéniine alahm. Burada O(3) her z,y € IR? igin
< Az, Ay >=< z,y > (6.23)
olacak sekilde tiim A : IR®* — IR? tasvirlerinden olugan yada buna egdeger olarak
0(3)={A€GL;(R) | A'A =1} (6.24)

seklinde tanimh ortogonal gruptur. SO(3) de determinanti 1 olan

1 0 0 cost 0 —sint
#1(t) = | 0 cost —sint |, ¢at) = 0 1 0 ,
0 sint cost sint 0 cost
cost —sint 0
ve  ¢3(t) = (sint cost 0)
0 0 1

ortogonal déniigiimlerini g6z oniine alalim. Agkca her ¢t € R igin SO(3) de bir
nokta vardir ve o taktirde ¢1(t), d2(t), #3(2)

1 0 , 00 0
$1(0) = (0 0) =€, ¢1(0) = (0 -1) =Y! € T.(SO(3))
0 1 0 0

(=]

o - O O -~ O
b

100 . 00 -1
$2(0) = (o 0f=e d0)={0 0 0 ) =Y? € T.(SO(3))
00 1 10 0
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ve

100 _ 0 -1 0
¢3(0)=(0 1 0)=e, ¢3(0)=(1 0 0)=Y3€Te(SO(3))
0 01 0 0 0

olacak sekilde SO(3) fizerinde egrilerdir. Burada
0 0 O 0 0 -1 0 -1 0
7,(503) =2 Lso@3) =40 0 -1],{o 0 o },[1 0 0
01 0 1 0 O 0 0 0O
0 —a -0
= 2] 0 =7 IO‘MB)'YGIR
g v O

[¥1,Y?=-Y? Y'Y =Y? ve[Y?, Y] = -Y* (6.26)

(6.25
olup,

oldugundan

L(S0(3)) = geren a{Y",Y?} = gerenp 4 {Y', Y} = gereny 4 {Y?, Y3}
(6.27)
elde edilir.

; 0 10 0 0 0
5: X=(-100]X+u|l0 0 1}X, XeSO@) (6.28)
0 00 0 -1 0

seklinde tammh ¥ kontrol sistemini gozoniine alalm. ¥ kompakt SO(3) Lie gru-
bu iizerinde bir onceki teoremin kogullarim saglayan bir kontrol sistemidir. Bu

durumda

Sx(Id) = Gg(Id) = SO(3) (6.29)

elde edilir. Yani sistem kontrol edilebilirdir.

et i,
RESEN




SONUG¢

Bu tez cahigmasinda matematiksel bakig acisindan sistemlerin 6zel bir simifi
icin bir kontrol edilebilirlik sonucu olan kompakt, baglantih ve Abelien olmayan
bir Lie grubu iizerinde normalizérli lineer kontrol sistemlerin kontroledilebilirlik
problemini ¢6zmeye gahigtik.

Beg bolumden olugan bu ¢alismada ilk boliimde Lie gruplar ve Lie cebirlert
teorisi ele alinmig olup, ikinci boliimde kontrol teori hakkinda genel bilgiler veril-
mistir. Ugiincii boliimde Lie gruplari tizerinde lineer kontrol sistemlerin gecigliligi
ve kontrol edilebilirligi incelenmigtir. Dérdiineii béliimde bir G Lie grubu tizerin-
deki tiim diz vektér alanlarmin X(G) Lie cebirindeki G nin L(G) Lie cebirinin
normalizérini gozden geciriyoruz (Ayala et al, 1994). Son boliimde de yukanida
sozii edilen problemin ¢6zlimiini gosterdik.

Sonug olarak bir Lie grubu iizerinde bir kontrol sisteminin kontrol edilebi-
lirligi G (Lie grubu), ¢ € G ve D (sistemin dinamigi) tizerine konulan kogullara
baghdir. Burada kontrol edilebilirlik, G nin kompakt, baglantih ve Abelien ol-
mayan bir Lie grubu olarak ahnmasiyle ve D dinamiginin de konservativ vektor
alanlan vasitasiyla iretilmis olamsiyla elde edilmistir. Son boliimde elde ettigimiz
sonuglar orijinal olup, kontrol teoriye yaptig: katkiyr olugturmaktadir.




93

KAYNAKLAR

Ayala, V., 1994. "Controlability of Nilpotent Systems”, Banach Center Publi-

cation.

Ayala, V., and Tirao, J., 1994. " Controllability of Linear Vector Fields on Lie
Groups”. Pre-print No IC/94/310, International Centre for Theoretical Physics.

Agrachev, A., A., Gamkrelidze, R., V., and Sarychev, A., V., 1989.
”Local Invariants of Smooth Control Systems”, Acta Applicandae Mathematicae
14 , 191-237.

Beardon, A., 1985. ”"Geometry of Discrete Groups”, Springer Verlag.

Bonnard, B., Jurdjevic, V., Kupka, I., and Sallet, G., 1982. "Control-
labilite sur le produit semi-direct d'un groupe compact par un E.V. reel”, Trans.

Am. Math. Soc.

Brockett, R., 1972. ” Systems theory on group manifolds and cosets spaces”,
Siam Journel Control 10, pp. 265-284.

Chevalley, C., 1951. "Theorie des groupes de Lie”, Paris, Hermann, 55.
Conlon, L., 1993. ”Differantiable Manifolds: A first course”, Birkhauser Pub.

Hausner, M., and Schwartz, J.,T., 1968. "Lie Groups, Lie Algebras”, New

York, London, Paris.

Hacibekiroglu, A., K., 1994. ” A controllability Theorem for Invariant Systems
on Lie Groups”, ICTP.

Helgason, S., 1962. "Differential Geometry and Symmetric Spaces”, Academic

Press. yf%“’ M@ ,: -




94

Isidori, A., 1989. "Nonlinear Control Systems”, Sringer Verlag.

Jurdjevic, V. and Kupka, I., 1981. ” Control systems on semi-simple Lie

groups and their homogeneous spaces”, Ann. Inst. Fourier, Grenoble 31, 4, pp.

151-179.

Kalman, R., Ho, Y., Narendra, K., 1963. ”Controllability of linear dynam-
ical systems”, Contrib. to Diff. Equations 1 (2), pp. 189-213.

Kalman, R., 1968. "Lectures on Controllability and Observability”, Lecture
Notes CIME.

Kupka, 1., 1987. "Introduction to The Theory of Systems”, 16 coloquio Brasi-

leiro de Matematica.

Lobry, C., 1972. ”Quelques aspects qualitatifs de la theorie de la commande”,
These Sciencess Math., Grenoble.

Markus, L., 1980. ”Controllability of multi-trajectories on Lie groups” Proceed-
ings of Dynamical Systems and Turbulence, Warwick, Lecture Notes in Mathema-

tics 898, pp. 250-265.

Molher, 1973. "Bilinear Control Processes”, Mathematics in Science and Engi-

neering, Vol. 106, Ac. Press New York and London,

San Martin, L., and Crouch, P., 1984. "Controllability on Principle fibre
bundle with compact structure group”, Systems and Control letters 5, pp. 35-40.

Sussmann, H., and Jurdevic, V., 1972. "Control Systems on Lie Groups”,

Journal of Differential Equations 12, pp. 313-329.

o Spmy
ST P




95

Varadarajan, V., 1974. "Lie groups, Lie algebras and their Representations”,
Prentice Hall, Inc.

Warner, F., 1971. ”Foundations of differentiable Manifolds on Lie groups”,

Scott Foreman and Company, Glenview Illinois.




OZGECMIS

Ad: Soyadi
Dogum Tarihi
Dogum Yeri
Ik Ogretim
Orta Ogretim
Lise Ogretimi

Lisans Ogretimi

Yiiksek Lisans Ogretimi
ICTP Diploma Kursu Programm

Goreve Baglama

Doktora 6§retimi

: Erdal Giil
: 20.09.1969

: Kelkit

: 1975-1980 Obalar Ilk Okulu

: 1980-1983 Ulalar Orta Okulu

: 1983-1986 Sariyer V. K. V. Lisesi

: 1986-1990 Yildiz Teknik Universitesi,

Fen- Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Bolumii

: 1990-1992 Y. T. U.,

Fen Bilimleri Enstitiisi

: 1994-1995 Uluslararas: Teorik Fizik

Merkezi, Trieste-Italya

: 1991 Y. T. U., Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Bolimi
Topoloji Anabilim Dalinda

Aragtirma Gorevlisi

:1992Y. T. U, Fen Bilimleri Enstitiisti




