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OZET

H aynlabilir uzay olsun. H; = Ly(a,b;H) (—c0o<a<z<b<f o) ile (a,b)

aralifinda tamimlannmg Bochner anlaminda 8lgiilebilir ve

b
[ 1@z < oo

kogulunu saglayan f(z) fonksiyonlar kiimesini gosterelim. Eger f(z),g(x) € Hy
elemanlan igin i¢ ¢arpim b
(Fion = [ (o)ude

ile tammlamrsa H; bir ayrlabilir Hilbert uzay: olugturur. Iki boliimden olugan bu

tez galigmasimin birinci bolimiinde Ly (0, co; H) uzaymda
~4"+Q(z)y , 0Sz<

diferansiyel ifadesi ve
¥(0) - hy(0) =0

sinir kogulu ile olugturulan operatoriin Green fonksiyonu incelenmig ve Green fonksi-
yonunun Hilbert-Schmidt tipli integral operatdr olugturdugu gosterilmigtir. Burada
Q(z), z in [0, 00) dan ahinmig herbir degerinde tersi kompakt olan normal operator,
h ise kompleks sayidir.

ikinci boliimde L;(0, 7; H) uzaymnda

diferansiyel ifadesi ve
y'(0) — hiy(0) = 0
y'(7) + hay(x) =0
siur kogullar ile olugturulan operatoriin spektrumu incelenmig ve 6zdegerler sayisinin

asimtotik ifadesi elde edilmigtir. Burada Q(z), z in [0, 7] den alinnug herbir degerinde

kendine eg operatordiir. Elde edilen sonuglar 6zel problemlere uygulanmigtir.

II



ABSTRACT

Let H be a seperable space. Let us denote by the set of functions by
Hy = Ly(a,b;H) (—o0 £ a < z < b £ 00) which is defined in the interval (a,bd),

Bachner measurable and satisfying the condition

b
[ 15@lyds < oo

If the inner product for the elements f(x), g(z) € H; is defined by

b
(fvg)l =/ (fag)de

then H; forms a seperable Hilbert space.
In the first chapter of this thesis which contains two chapters, Green function of

operator which is formed by the differantial expression
-y +Q(x)y , 0<z<oo

in L3(0, co; H) space and the boundary condition y'(0) — hy(0) = 0 has been studied,
and it has been proved that Green function forms integral operator in the type of
Hilbert-Schmidt, where Q(z) is normal operator whose inverse is compact at each
value of z in [0,00) and h is complex number.

In the second chapter, spectrum of operator which is formed by the differential ex-

pression

~y"+Qx)y , 0<z<~m
in Ly(0,7; H) space and the boundary conditions
y'(0) — h1y(0) = 0
y'(m) + hay(x) = 0,
has been studied and asymptotic expression of number of eigenvalues have been ob-

tained. Here, Q(x) is self adjoint operator at each value of z in [0,7]. The results

which were obtained have been applied to specific problems.

III



1.0 GIRIS

Kendine eg adi diferansiyel denklemlerin spektral analizine ait ¢ok sayida makale ve
kitaplar yazilmigtir. Ornegin Titchmarsh, E.C. nin [Titchmarsh, E.C., 1962], Cod-
dincton ve Levinson, N. un [Coddincton, E.A.,ve Levinson, N.,1955], Naimark, M.A.
i [Naimark M.A., 1969], Levitan, B.M., ve Sargsyan, LS., in [Levitan, B.M., ve
Sargsyan, L.S., 1991] kitaplarin1 ve son ga,hgma.la,rda,n Fulton, T.C., ve Pruess, S.A.,
[Fulton, T.C., ve Pruess, S.A., 1994] caligmasini ve buradaki kaynaklar1 gosterebiliriz.
Son otuz seneden beri sinrsiz operator katsayih diferansiyel denklemlerin spektral
ozellikleri incelenmektedir.

Matematiksel fizigin ¢ok sayida denklemlerini, kismi tiirevli diferansiyel denklemleri,
integro diferansiyel denklemleri, sonsuz sayida adi diferansiyel denklemler sistemini
operator katsayil adi diferansiyel denklem geklinde yazilabildiginden dolayr bu tir
denklemlerin spektral ozelliklerinin incelenmesi 6nemlidir.

Simirsiz operator katsayih Sturm-Liouville denkleminin spektral analizi ilk olarak 1967
yilinda Kostiyuchenko, A.G., ve Levitan, B.M. tarafindan verilmigtir.

H aynlabilir Hilbert uzay olsun. (@,5) (—o0 < a < b < o0) arahginda tammlanmig
degerleri H - ya ait kuvvetli olgiilebilir ve

| 1s@de < oo

kogulunu saglayan f(z) fonksiyonlar kiimesini H; = Ly(a,b;H) ile gosterelim.

Eger H, e ait iki f(z) ve g(x) fonksiyonlarimn i¢ carpimm

b
(fron =/a‘ (f,9)udz

formiilii ile tanimlarsak H; ayrilabilir Hilbert uzay: olugturur. Bazen biz ||.|z ve

(., )u y1 kisa olarak |.|| ve (.,.) ile gosterecegiz.

Yukarida sozii edilen Kostyuchenko, A.G., ve Levitan, B.N., in ¢caligmasinda
Ly(—00,00; H) uzayinda

—y" + Q(z)y

diferansiyel ifadesi ile olugturulan operatoriin spektrumunun ayrik oldugu gosterilmig .

ve dzdegerler sayisimn asimtotik ifadesi bulunmugtur. Burada Q(z), z in (—o0,0)
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lan alinmmg herbir degerinde H da kendine eg alttan simirh, tersi tam siirekli olan ope-
atordiir. Bu tiir operatoriin Green fonksiyonu 1968 yilinda Levitan, B.M., [Levitan,
3.M., 1968] tarafindan incelenmigtir. Not edelim ki diferansiyel operatorlerin Green
onksiyonunun incelenmesine ait ¢ok sayida makale ve kitaplar vardir. [Stakgold, I.,
979,Roach, G.F., 1982], [Fulton, T.C., Pruess, S.A., 1994] 1971 y:ilinda 2n mertebe—‘

ien

2n
(-1)"y®™ 4 Z Qi(x)y®*~? | —co<z <00
=2

eklinde diferansiyel ifadenin Green fonksiyonunun bulunmas: ve 6zdegerlerin asim-
otik ifadesi Bayramoglu, M., nun (Bayramoglu, M., 1971) ¢ahgmasinda verilmistir.
>urada Q;j(z) operator fonksiyonlardir. Daha sonra bu konuya ait ¢ok sayida maka-
sler yayimnlanmgtir.[Aslanov, G.I., 1976, 1994, Baymatov, K., 1973, Kasimov, E.A.,
980, Kleyman E.G., 1974, Mignayevsky, G.A., 1976, Oer, Z., 1997, Otelbayev, M.,
973, Saito, J., 1975, Tamura, H., 1974, Solomyak, M.Z., 1986] Bu konuyla ilgili 1990
nlina kadar gahgmalarin referansi Otelbayev, M., in [Otebayev, M., 1990] kitabinda
rerilmigtir.

ki boliimden olugan bu tez ¢alhigmasin birinci bélimiinde Ly(0,00; H) uzayinda
rerilmig

-y +Q)y+py , 0Lz<oo (1.1)

iiferansiyel ifadesi ve

y'(0) — hy(0) =0 (1.2)

mnir kosulu ile olugan simr deger probleminin Green fonksiyonu incelenmistir. Bura-
‘a Q(z), zin [0,00) dan almmmg herbir degerinde H Hilbert uzaymnda dontgiium
apan tersi tam stirekli olan normal operator, b ise herhangi kompleks sayidir.

kinci boliimde ise Ly({0,x]; H) uzayinda

~y" + Q(a)y (1.3)

iferansiyel ifadesi ve

y'(0) = hyy(0) = 0

y'(r) + hay(m) =0
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siir kogullar ile olugan operatorin rezolventi ve 6zdegerler sayisin asimtotik ifadesi
bulunmugtur.

Burada Q(z), z in [0,7] dan alinmug herbir degerinde H da doniigiim yapan kendine
eg, alttan simrh ve tersi tam siirekli olan operatordiir, hy , hy herhangi nonnegatif
sayilardur.

Not edelim ki (1.1) - (1.2) probleminin Green fonksiyonu ozel halde, Q(z) kendine
eg operator oldugunda, Oer, Z., in tez caligmasinda incelenmigtir.

(1.3) - (1.5) probleminin rezolventi ise hy = hy = 0 oldugunda Dugdurov, M.,
(Dugdurov, M., 1981) tarafindan incelenmigtir.
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2.0 SONLU VE SONSUZ ARALIKLARDA VERILMIS
STURM-LIOUVILLE OPERATOR DENKLEMININ
BAZI SPEKTRAL OZELLIKLERIi

2.1. ON BILGILER

H herhangi aynlabilir Hilbert uzay olsun. A ile H uzayinda doéniigiim yapan ve
tamim kiimesi D(4) (D(A) = H, burada D(A) D(A) nin H da kepamgidir.) olan
simetrik operatorii gosterelim. Eger f € D(A) iken

(Af,H) 225 f) » ((Aff) < B(f.1)

olacak gekilde vy (B) sayis1 varsa, ozaman A alttan(iistten) simirhdir denir. Eger
v >0 (8 <0) ise ozaman A pozitif (negatif) tanimli operatérdiir denir.

v =0(8 = 0) oldugunda A operatoriine nonnegatif (nonpozitif) operatér denir.
Pozitif (negatif) tanimli operatériin tersi tam siirekli ise operatériin spektrumu ay-

riktir denir.

TT* =TT

ozelligine sahip H da yogun kiimede tammlanmig kapah T operatoriine normal ope-
rator denir. Burada T™ operatorii, T' operatoriniin H da eglenigini gosterir. Son
egitlikten D(T*) = D(T) oldugu bellidir [Kato, T, 1980]. Not edelim ki, kendine eg
operator normal operatoriin 6zel halidir. Herhangi T normal operatorii i¢in spekt-
ral agihm formiilii vardir. T kompakt (tam siirekli) normal operator oldugunda T'
nin spektrumu ayriktir ve 6zvektorleri tam ortanormal sistem olugturur. o sayisimn
kompakt normal T operatoriintin 6zdegeri olmadifini varsayalim. Bu taktirde T nin
spektrumu S(T') sadece

ML= Pl 2> Pal 2

kogulunu saglayan Aj,Az,...,An,..., (limn..*oo An = 0) Ozdegerlerinden ibarettir.

Bu 6zdegerlere kargihk gelen ortanormal 6zvektorler sistemini

61,62,...,6,,,,...
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ile gosterelim. Bu gekildeki T' operatoriiniin spektral agihimi

[ o]
z= Z(:c, ex)ek
k=1

(e o} o0
Tz = Z(Tx, ex)er = z Az, exr)ex
k=1 k=1

formiilleri ile ifade edilir.

Son formiiller sembolik olarak sirasiyla

I=) (,ex)ex

k=1

(e o]

T =Y Ml ex)ex
k=

1
geklinde yazilir, Burada

Ter = ek

oldugu gozoniine alinmugtir. Eger f, S(T') yi iceren herhangi bolgede tamimlanmg

fonksiyon ise o zaman T operatoriinin f(T') fonksiyonu
FT) = FOR)en)ex
k=1

formiilii ile tamimlamr. f(T') operatoriiniin normu

IF(TI = sup  [f(Ae)l
ALES(T)

€

dir. Ozel olarak f(T) =T ise o zaman

IT|| = sup |
T)

k€

dir. f(T) nin eglenigi f*(T)

FAT) =Y FOw)( er)ex
k=1

oo oo
seklinde yazilir. Ornegin e = Y e**(,,ex)er seklinde tammlamr.
k=1

le]] = max [e**| = max eFer
k k




olur.
Buradan T normal operatér iken f(7°) nin normal operator oldugu goriiliir. T herhan-
gi kompakt operator olsun. T*T nin kendine es nonnegatif operator oldugu agiktir.

T*T nin sifirdan farkh 6zdegerlerini
S2>82>...>82>...

ile gosterelim. Sy,S53,S53,...,8n,... sayillarina T operatoriiniin S sayilar: denir [Kato,
T.). Tamimdan gorildiugi gibi T nonnegatif kompakt operator ise T' - nin S sayilan
T nin 6zdegerleridir.

Eger § St (p = 1) serisi yakinsak ise o zaman T operatorii o, smuifina aittir
[Kato, ,'ci‘-ﬂ] denir. o, kiimesi operatorlerin toplami ve skalerle ¢arpma iglemine gore
lineer uzay olugturur.

Eger T - nin 0, de normu
= 1
17, = (3 50
E=1

formiilii ile tammlanirsa o zaman o, Banach uzay: olugturur. Ozel olarak o; smifina
cekirdek, oy sinifina ise Hilbert-Schmidt (kisaca H-S) sinifi denir. Bu uzaylarda T -

nin normu sirasi ile

oo
Tl =) Sk
k=1

T2 =Y Sk
k=1

formiilleri ile tanimlanir,
H da doniigiim yapan kompakt operatorler kiimesi oo, ile gosterilir. A, H da donii-
giim yapan herhangi simirh operatér ve T' € g1 olsun. O zaman TA ve AT € oy

ve

AT < AT 5 ITAll < 1Tl Al

dir. Eger T € o ise o zaman

AT € oy s TA € oy

ﬂ‘r”"“ -'ﬂ;i‘h‘*l-»-,_?‘,"v’“

ve

ATz < JANTY2 »  ITAll: < IT]20lAl
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dir. Bunlarn ispat1 [Kato, T., 1980] da vardur.

(a,b) arahginda tanimlanmig degerleri H ya ait (H da déniigiim yapan operatoér) olan
f(t) fonksiyonuna (operatériine) vektor (operator) degerli fonksiyon denir. Bu tiir
fonksiyonlar i¢in limit, siireklilik, tiirev, integral, v.s. kavramlan matematik analizde

oldugu gibi verilir. Ornegin vektér (operator) fonksiyonu

lim || (= + k) — f(z)]| =0

kogulunu sagliyorsa o zaman bu fonksiyon z noktasinda kuvvetli siireklidir denir.
Eger f'(z) € H iken

fim [A=E5=E2 - p] <o
ise f vektor fonksiyonu z noktasinda kuvvetli tiireve sahiptir ve f'(z) elemanina f
in z noktasinda kuvvetli tlirevi denir. Kullanacagimiz diger terimler yeri geldiginde
verilecek veya kaynak gosterilecek. Caligmamizda kullanacagimz uzaylari tanimla-
yahm;

Xy Uzayr : A(z,s), H da tammlanmg (0 € 2,3 < 00) operator fonksiyon olmak

/o°° dx{ /0°° ”A(f‘:s)llzds} <00

oo oo
llAllx,=\/ | a [ 1A opeas
geklinde tanmimlamr.

X3 Uzays : A(z,s), H de tammlanmig (0 € 2,8 < 00) H — S operator degerli
fonksiyon olmak tizere

tizere

olsun. Norm

/o°° dw{ /0°° ”A(w’s)llgdS} < 00
lAllx, = \/ /0 " da /0 ~ Az, o)|2ds g

olsun. Norm

geklinde tanimlanir.
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X§”) (p 2 1) Uzays :  A(x,s), H da doniiglim yapan operatér degerli fonksiyon

olmak tizere, normu

co » 1 112
14l = { sop_ [ 4Gz, s)IPds)

geklinde tanimlanir.
A(z,s), H da doniigiim yapan operator fonksiyon olmak iizere Xl(p ) , Xép ) ve X ip )
(p < 0;p > 0) uzaylarinda norm agagidaki gibi tammlamr:

4, My = [ de{ [ 4G )@ (las)
4, Mg = [ dsf [ 1A, 9)Q7(s)1s)
14 Nxgr = s [ 4G, 9@ (s )lds

Bu uzaylar Levitan, B.M., [Levitan, B.M., 1967] tarafindan verilmig ve bunlarin Ba-

nach uzay: olugturdugu gosterilmistir.




9

2.2. OPERATOR KATSAYILI STURM-LIOUVILLE
OPERATORUNUN GREEN FONKSIYONUNUN
INCELENMESI

Bu béliimde L3(0, co; H) uzaymnda
-y +Qz)y+py , 0<z<o0 (2.1)

y'(0) — hy(0) =0 (2.2)

(2.1) Sturm-Liouville diferansiyel ifadesi ve (2.2) siur kogulu ile olugturulan smir de-
ger probleminin Green fonksiyonunu inceleyecegiz. Burada h komplex say1, p > 0
reel say1, Q(z) z in [0, 00) dan alinmig herbir degerinde ayrilabilir H Hilbert uzayinda
doniigiim yapan normal operatordiir.

Bu problemi ¢ozmek icin @Q(z) operator degerli fonksiyon tizerine bazi kogullar ekle-
yecegiz.

(2.1) , (2.2) probleminin Green fonksiyonu G(z,; i),  ve £ nin [0,00) arahgindan
alinmig herbir degerinde H da doniigiim yapan lineer simirh ve agagidaki 6zelliklere

sahip operator fonksiyona denir.

1-) G(z, &) , (z,8) (0<z , €< o0) nin siirekli operator fonksiyonudur.
2-) Qﬁ%éﬁﬂil ¢ # z oldugunda (z, £) nin siirekli fonksiyonudur ve

0G(z,z +0;4) 9G(z,z -0;p)
ot o€ B

I

dir. Burada I, H da birim operatérdiir.
3-) = # £ oldugunda

2
—%g— + QEG(2, & ) + uG(a, € ) = 0

4-) 26C08) _ hG(z,0,4) =0
Q(z) operator fonksiyonunun z in [0,00) dan alinmig herbir degerinde normal opera-

tor oldugunu ve agagidaki ozellikleri sagladigini varsayacagz.

1-) Q(z) in tamum kiimesi D(Q(z)) =D = - den bagimsz ve D = H olsun. Burafda

D kiimesi D nin kapanmasidir.
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2-) Herbir z € [0,00) igin @(z) in regular noktalar kiimesi
A={largh — 7| <eo, 0<ep<m — sabitsayrdir}

bolgesine ait olsun.

3-) z in herbir degerinde Q~!(z) H - da tam siirekli operator olsun.

4-) |z — €] £1 oldugunda

HQ(z) — QIR (z)|| <clt—¢€ , 0<ea< g , ¢ = sabit

olsun.

5-) |z — £| > 1 oldugunda
1Q€)e31==¢19* @ < B | B = sabit

olsun.

6-) ii W serisi yakinsak olsun ve serinin toplam F(z) € L1(0,00) , yani
I F(z)dz < oo olsun.

Burada

lai(z)] < |az(z)] < -« < |an(z)| < --- z in herbir degerinde Q(z) in H da ozdeger-
leridir. Genelligi bozmadan

lai(z)] 2 1 oldugunu varsayacagiz. Biz gerektiginde Q(z) lizerine bagka kogullar da

ekleyecegiz. Parametrik yontemine gore G(z,&; 1) operator fonksiyonunu

Gz, 1) = 9(z, € 1) — / " 9@ mIQs) - Q@G5 Emds  (2.3)

integral denkleminin ¢6ziimi geklinde arayacagiz. Burada

o, ) = X1 [emXe=8] _ (h = x)(h )1 XEH]
x = (Q(z) + uI)'/?

x ve x nin diger fonksiyonlar Q(z) operatér fonksiyonunun spektral agilim ile ta-

mmlamr. Biz (2.3) integral denkleminin tek ¢6ziime sahip oldugunu ve bu ¢dziimiin

(2.1) - (2.2) probleminin Green fonksiyonu oldugunu gésterecegiz. Green fonksiyonu :

i¢in (2.3) denkleminin formal olarak elde edilmesi [Z.Oer] gosterilmigtir. Biz (2.3)
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denklemini ¢egitli uzaylarda inceleyecegiz. (2.3) ifadesindeki integral operatorii N ile

gosterelim. '
NA(z,y) = / 9(2, 5 1)[Q(s) — Q)] A(s,7)ds (24)

Burada A(z,7) , £ ve n mmn [0, 00)-a ait herbir degerinde H da doniigiim yapan
lineer simrh operatordiir. ¢ > 0 biiyiik degerlerinde N operatoriiniin gozoniine ah-
nan uzaylarda biizen operator oldugunu ve g(z,&; #) niin de bu uzaya ait oldugunu
gosterirsek (2.3) denkleminin sabit nokta prensibine gore tek ¢oziime sahip oldugunu
gostermig oluruz.

Once agagidaki lemmay: ispatlayalim.

Lemma 2.1 : Eger Q(z) operator fonksiyonu 1)-6) kogullarim saghyor ise o zaman
p > 0 biiyiik degerlerinde N operatorii X; ve X3 uzaylarinin her birinde biizen ope-
ratordiir. (X; ve X; uzaylarmin tanim girigte verilmistir.) ve g(z, ¢; 1) bu uzaylara

aittir.

Ispat: g(z,& p) € X, yani

fo fo lo(z, & w)|l;dzdt < oo

oldugunu gosterelim.
g(x,&; 1) nin ifadesinden goriildiigii gibi z,£ ve p niin herbir degerinde normal

operatordiir.
g(z, & p) yii
g(z,&p) = g1(2, & 1) + g2(z, €5 1)

geklinde yazalim. Burada
x~! x1
(=, & p) = *2—6“""“' » 92(2, &) = “5~(h = x)(h + x) " tex(z+8)
dir. Bu taktirde
Nudzn) = - [ (e, 01Q() - QOIAE n)E P
N2 A(z,n) = — /0 g2(z, & w)[Q(x) — Q(E))A(E, n)dE i
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olmak 1izere
NA(z,n) = N1A(z,n) + N2 A(x,n)

seklinde yazihir.
Biz p > 0 niin biiyiik degerlerinde N; ve N, operatorlerinin normunun istenildigi ka-
dar kiigiik oldugunu gosterirsek N nin de biizen oldugunu géstermis oluruz. g(z, £, i)

niin ifadesinden

o), < e, + o™= )(h 40715

yazabiliriz. g(z,&; u) € X3 oldugunu gosterelim. Bunun igin

[ i [T et <o |
0 0

o0 oo
/ dx f X7 (h = x)(h + x)~ e X024 < oo
0 0
sagladigim1 gostermemiz yeterlidir. Bu simirlandirmalardan birincisini gosterelim.
Q(z) normal operatoriiniin (z sabit tutuldugunda) spektral agihmim kullanirsak,

X = 3 (o) ) VI )y (25)

=1

seklinde yazilir. (/a;(z) + p kokinin Req/aj(z) + p > 0 oldugunu kabul edecegiz.
p > 0 ve a;(z) ler A mn diginda oldugundan dolay: (2.5) den

laj(z) + ] ve Rey/aj(z)+ p yi stmrlandiralim.

CL

‘T("Eo

aj(z) € A ve p > 0 keyfi say: iken
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laj(z) + p| = (A ile —p arasindaki uzaklik) > AM = pSine' > pSineg dir. Burada
AM | OM dir. Boylece |aj(z) + p| > pSineo dir.

—m+ &0 < arg(aj(z) + p) < T —¢gg

~5+ % <arg/Joi(z) Fp < 5 — % olmak {izere

arg+/aj(z) + 1 = ¢ olsun. Ohalde -7+ 8 <p<I-%

Vai(@) + 1 = flai(@) + e’ = fla;(@) + ul(Cosp + iSinp)

Reyfaj(z) + 1 = y/lay(z) + ulCosp

olur. p < 2 -9 (0 <& < ) oldugundan Cosp > Sin<t ve buna gore

2
. €
Reyfaj(z) + p > (/laj(z) + ,ulSzn—é(l ve

e~ 2Rev/aj(z)+p|z—¢| < 6—2\/|a,- (z)+plsin g |z—€|

olur. Bu egitsizlikleri gézoniine alarak agagidaki iglemleri yapabiliriz.

XX = 3 ) 4 e TR
Jj=1
o112 < 3 g (a) + 12 TR ple

Jj=1
[o o]
e, = [ de [ 5 layte) + uiten V@RS S et
2 0 0

i=1

= /°° dx Z {/3 IaJ(:p) + ﬂ|—16—2 la,-(z)-i-uISin%o"(z"f)dE_l_
0 j=1 0

+/°° laj(z) + p|le™? |aj(z)+#|3ini20-(€_m)d£}
z

= /oo dz Z {Ia](:r) + ]ll—le_z |aj(1:)+lt|Sin°_20.z /t 62‘ / Ia,'(z)+u|5in129-fd£+
0 =1 0

+ Iaj(w) + ”I-—-l 62\/|a,' (2)+p|Sin<2z * 6—2\/|aj(z)+ﬂ|Sin%°-€d§}

4
s . m z
= /oo dxi {Iaj(w) + p|"le™? loj (z)+p|Sin 2z 2V lai(z)+p|SinL e N
=/ j=1 2y/laj(z) + plSinp

oo

—e~2V/Ta; (2 FalSin e
2y/[0;(2) + AlSing |,

+ |aj(z) + p|"te?VIei () +plSin Gz

}
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</wdxi{ 1 6—2‘/|aj(z)+u|5in53°-z N
= 2\ 20a;(0) T uPPSing  2as(z) + pPRSInG

1
* ey T S )
oo ot 1 e~2 laj(z)+p]|Sinfz
B ..
A Iaj(w)+ul/5m-21 2laz(@) + WPASIng

j=1
<e da:{ } veya
/ 2 la,(x) T upr Y
—lgmxlz—8l) . < / d { } 2.5'
Ix" e x, <e A z Z la](z) +l‘|3/2 (2.5")

la)_(z)h_ o < Iai(:)l"” ( herbir g > 0 degerinde ) oldugunu gozoniine alarak 6)

kogulundan

Z lo3(2) + PE € £(0,00)  olur.

j=1
Son ifade ve (2.5') den

e =y, <e

oldugu elde edilir. Ikinci toplam benzer gekilde simirlandinilir. Boylece
g(z, & 1) € X, oldugu gosterildi.

NA=-— /0 ” {91(2, & w)[Q(2) — QO] + g2(2, & w)[Q(=) — Q(E)]} A€, m)dE

operatoriiniin X; uzaymda biizen operator oldugunu gésterelim.

NA = N1 A+ N3 A olmak tzere N1 A y1 simrlandirahim.

NMid=- [ (e, 601Q0) - QOIAE n)dE
—- [ aE&nRE-oUEnE- [ a@Enee - qeAEnE-

lz—§[<1 |[z—&|>1
=a;+b
N1 4]z < flaalz + llballz ,  (IN1AlIZ < 2(llaa 7 + [1B]2) £

ozelligini ve (H — S) operatoriinlin normu igin agagidaki teoremi hﬂlmacaéiz,
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Teorem : A sirh, B (H — S) tipli operatér ise o zaman AB ve BA (H — S)
tipli operator olur ve

IABllz < |ANBllz , ||BAll2 < ||Bll2{lAll

egitsizlikleri saglamr.

lasll? = | / 91(2, & m)[Q(z) — QOIAE n)de]2

lz—¢l<1

<( [ laGsnae - eeiAehe) o

jz—¢I<1

llg1(2,& @) — QO < llga(=z, & 1)@ (@INQ™*(2)Q(=) — QNI

oldugu kolayca gériiliir. Kogul 4) den

< clz —£lllga(=, & #)Q% ()| dir.

Boylece (2.6) mn sag tarafi

([ la@eneeE - @iae i)’

lz—¢l<1

([ lo- oG snQ@IAE i)

l=—¢l<1
olur. gi(z,&; p) niin ifadesini gozoniine alarak son integral;

[ o= €@ @ & mliAcnlhde

|z—-¢|<1

1 —e a -2— —-xlz—
T2 / |z — &' *¢lz — E75NQ(=)x T *Mllix'+ee~X== ||| A(¢, )| 6
lz—¢I<1

geklinde yazalim.
Simdi ||Q*(z)x~27¢|| y1 simurlandiralim. Spektral agihm formiiliinden

1Q°@)(@(a) + )9 = sup aj(@)las(z) + ¥ -2-2)
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yazilir. g > 0 iken

laj(@)] < elaj(@)+pl (G =12,--)
oldugu kolayca goriilir.
Burada c*, j ve z den bagimsiz sabittir.

sup |af(z)(a;(z) + ) ™' %| < csup|aj(z) + pl®laj(z) + p| 7172
! i

a—1—£ = ile gosterelim. 0 < a < 3 oldugunu gdzoniine alarak ¢ > 0 sayisi
¢ < 0 olacak gekilde segelim.
O zaman
sup |aj(2)(ej(z) + 1)1 #] < csupaj() + ul¢ < ep
j j

elde edilir. Boylece

1°(@)( Q) + W9 < et (¢ <0) (27)
oldugu ispatland.
||lz — £t +ext+eexI==¢l|| y1 siurlandirahim .
|z — £t Feytteexlz—¢l z,&, 1 > 01n herbir degerinde H da tam siirekli normal

operator oldugundan
lo = gf+ex+e™4=¢l]| = sup|lo — £["*<ay(a) + p H+IemVIosEHullz=el
yazabiliriz.
< sup“a: _ §II+E|O¢j($) + 'ul-;—(1+e)e—2Re\/a,~(z)+u|z-—£|l <
J

< sup |o — €[1*+¥|ay(z) + | A0+ 2V IRl —elsinst
J

<c (2.8)

Son egitsizlikte § > 0, ¢ > 0 iken biitiin ¢ > 0 icin t*¢ 7 < ¢ oldugu gozoniine ahnda.
(2.6), (2.7), (2.8) den

faaly < ([ fo - €A mIade)®

[z—¢|<1
= [ lo-glA@midg [ e - €1 IAE IRdE

lz—¢l<1 lz—¢'|<1 T

* ¢ ile farkli sabitler gosterecegiz.
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Bu egitsizligin [0,00) aralifinda z-e gore integralini alalim;

[ oide <42 [0 [ el lde [ o e1-epae, madei

l=—¢|<1 lz~¢|<1

Burada { ~z=u , ¢ —z =o' doniigiimii yapilirsa

=¥ / dz / lul =1l A(u + 2, 1)l du / w17 A" + 2", )lladu’
0

fuiss <1
= [ i [ a7 1Al A+ nlads
ju]<1 Juj<1 0
0o 1/2 oo 1/2
it [ itan [ (7 A e i) |14 + 2, m)las)
[uj<1 [u']<1 0
oo 1/2 , fo° 1/2
e [ pirsda [ wieanr( [T 1awmigw) ([ acmiza)
uj<1 [wl<1 ¢ *
2 ' ' % 2, \/? y ' 2, 1\ /2
< [ uae [ e ([ 1) " 146 myizav)
ju|<1 <1 0
o0
([ a7 A, i < e [ 14, miza
ju]<1 Y

olur. Boylece
el < ¢ / 4G, n)lda

veya

”al ”X2 < CPC"A(:Z’ 7’)")\'2

bulunur.

Simdi b; toplamim simirlandirahm.

by = — / 01(2, & 1)[Q(2) — Q(E)A(E, n)de

lz~€]>1
=- [ aG&meEaE i+ [ s@ene©dene T
lz—€1>1 lz—¢|>1

= b] + b}
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diyelim ve
BE=1 [ a&ne@aende;
[z—§I>1

<o(l [ aeene@acnal+] [ aeenewaene;)

jz—€|>1 |Jz—£[>1
= c(d% + dg)

geklinde yazalim.
d? yi simirlandiralim.

&=| [ a@ene@aendl;

|z—¢€|>1

<( [ lo@&neENIAE )

lz—¢|>1

g1(z, &; p) niin ifadesini g6zoniine alirsak
1 - - 1/2(,_
lg1(z, & )@@ = SH(Q(=) + 1) 1/2~(Q)+m)' *le~€l o )|
= (@) + p) M2 AQEHM et ()= 1AW et
2
< 3 1(Q(a) + p)y/2e™12Q e~ tig(g)e 1/ el
< e(Q(z) + p)~2e=1/2@E+W Hlz—gl)
= csup |a;(z) + p|‘1/25‘%Re(lai(z)+ﬂ])z—€|
J
< csuplaj(z) + ”|‘1/2e-%\/Iai(z)+ullz—EISinf§
J
< ce"%\/l_‘lz"els"n%q'

olur. Buradan ve d? i¢in elde edilen son egitsizlikten

g <( [ e imeeia mlade)

le—§[>1
. -1 z— -1 Vihlz—-¢'| ' '
=a( [ ermtjagnig)( [ A AE )
le—&|>1 je—&'|>1

olur. Bu egitsizligi z degigkenine gore [0,00) aralifinda integrali alinirsa

B < 2 [ ~§ Azl Rl (g
[iagese 7] [ evmtiagnie [ e tReeijagnihald,
0 0 s ; \"}’i :”‘mt ‘ B : “‘\!";:

s

lz—~€1>1 lz-¢'|>1
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bulunur. { —z =u, ¢’ — z = u' dersek, son ifadeden

[ 1aBde < [Taa [ e bmaur ey [ e BYAG 42l
0 0

luj>1 u|{>1

_ & / o~ 3Vl gy / e~ VIl gy / Az + 2, )N A + 2, n)|[2dz
0

fu]>1 ju'|>1
' oo 1/2 b 1/2
=@ [ vl [ v ([ aw i) ([ 16 nig)
luj>1 lu]>1 * *
' ot 1/2 oo 1/2
< / e~ $VElul gy / e~ 3Vl ( ] A, m)lI3dv) " ( / A, m) 3’
jul>1 [#1>1
1 2 oo
=( [ evmia) [Tl < 2 [ Gl
0 0
Jui>1

veya

I}l x, < cuéllA(e, m)llx,
bulunur. d? de benzer gekilde simrlandirlirsa
I6tllx, < cullAlz,)llx,

elde edilir. Buradan 5 icin de 5) kogulu gozoniine ahnarak [Kleyman, 1977] de oldugu gibi
benzer iglemler yapildiginda sonugta

ioallx, < cuéllA(z,n)lx,
bulunur. Boylece y > 0 biiyiik degerlerinde
IN2llx, Seu® (<0

olacak gekilde segebiliriz. Buna gore N operatoriintin g > 0 1 biiyiik degerlerinde
X, uzaymnda biizen operator oldugunu ispatladik. g(z,&; #) € X2 oldugundan (2.3)
denkleminin g > 0 1n biiyiik degerlerinde X, uzayinda ¢6zimiin varhgin ve tekligini

gosterdik. Benzer gekilde (2.3) denkleminin X; uzayinda da ¢oziimiinin va.x;kﬁ xfg‘a g

b,
g #.s, R
5,

tekligi gosterilebilir. Simdi agagidaki lemmay: ispatlayalim.
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Lemma 2.2 : Q(z) operator fonksiyonu 1) , 2) , 3) kogullarim saglasm ve ek olarak
|z — €] <1 iken

IR 2(2)@ () <

olsun. Bu taktirde g(z,¢; 1) operator fonksiyonu X ill 2 uzayina ait, yani

sup [ llo(e & w)@V2(E)]1dE < oo

0<z<o0 J O

olur.

ispat :

[) " llo(e, & W@ (€)l1de = [ @ &mar©lae + / lo(a, & )QV2(E)l1deé

lz—¢l<1 |=—¢1>1
= a(z) + b(z)

seklinde yazahm |z — £| < 1 iken
lo(z,&mQ 2Ol = ]| [ e 8 4 X1 (h — )b + )7 e X=+0] Q12|
< [re 1 @) @@ o) || +
+ {1 = )b + ) XEHOQUR)Q A (2)Q A 2|

lemmanin kogulundan

<

olur. Spektral agihm formiiliine gore

x e Xl==¢lQl/ 2(“”)H + “X‘l(h —x)(h + x) e XEHOQY2(z) l”

< csup (jas(@)+pl 7 |V 0 ()| b+ aj(@)+4] T VAR 0 (2)| )
7

220, £>0 iken z + € > |z — €| oldugundan

< csup []aj(m)r% Sin;—oe-\/Iaj(z)+#llz—€|Sin5§-Iaj(w)l%_l_
j

Hloj(2)| 3 (1) Sin )~ HemVIn @ ulle=dlsin g, 4 5]
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olur. ¢Sin%p = c;(p) dersek

<ec(p)e” [oj(z)+p]|z—€]|Sin g

veya

"g(xag;ﬂ)Qllz(ﬁ)“ < cl(p)e“\/ laj (z)+pllz—€|Sin R

olur. Buradan

sup lo(e: & QU ENE < ca(s) sup [ e VeiETdsin g < o
0<z<o0 J]z—¢l<1 jemel<1 .
Boylece

sup a(z) < oo

0<z <00
bulunur.

|z — €| > 1 iken 5) kogulundan

)= [ lote,&m@ e
lz—¢€1>1
ot & Q2O = 5| x84 X1 (b (b + )X+ Qo)
< [tex==tQia) | + x 1k — )b + 00T HHOQ G|
=ay + a2

ar = |xlem i@ e b=t (£)Q(0)|
= ” 1Q(z) + p|~ 26~ 1VIQEFrllz—-€lSin St gy~ §V/Q)Hulla—¢lSinp Q—1/2(§)“

< c“IQ(w) +pl|” -1/2 ,~5/1Q(2)+ullz~¢|Sin"f Q—1/2(£)“

= csup |a;(z) + p|” 1/2 =~ 3/laj (z)+ul lt—flSin-f-Q—l/z(e)
J

< cla '($)l—1/25in§2|aj(a:)|_1/2e‘%\/175in%9-!z—fl

< e 2]::—-5[8:7:,39-\/"

olur. Buradan

o0
sup b(z) <e¢; sup j e‘%'”‘fl‘/‘TS‘”%o'dﬁ <¢ sup / e~ EVRlz—Elsin e o o
0<z <0 0<z<o0 J|z—-¢|21 0<z<o0 JO

e A

sup b(z) < o0 e R
0< z<o0 - .
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olur.

Boylece lemma ispatlanmg olur.

Lemma 2.3 : Q(z) operator fonksiyonu 1) ve 3) kogullarimi saglasin ve ek olarak
[z — 3| < 1iken

1Q'2(2)Q@?(s)ll < ¢ (2.9)

olsun. O taktirde
d*g(z, s; -
-—————-—g(;; #) € X4 » x :;é 8

yani

sup / ” Q_llz(s)”ds < 00

0<z<©

olur. Burada

geklinde tanmlanir.

ispat:
2 [ I5e ol

[Gea 7] < | e = xth =00 2071 e @5
< [xexe-rigirr @@ @@ o)+
+]|h =00 + )7 xeXEHIQTA@)Q A @)™ )|

(2.9) dan

< e(|lxe™==1Q7 2 (@) + [I(h — x)(h + ) xe XEHIQA ()]
< e(|lxe==1Q 3z + [xe X+ IQ (@)

Spektral agilima gore

(xe ™=@ 2(@)f , f) = f (A )t /2e= Ok Ple=elx=1/2(d R, f, f)

o
l( A+ p)1/2 =) 2z '\-I/ZI < ce—(Rev/A+m)|z—s| < ce—VIAFul(Sin3)|z—s| e

|(xeX==1Q 2 2(a)f , £)| < cemVIPHHlla=dlsing (£ )
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Buradan

”xe—xlz—SIQ—I/Z(m)” < ce~ VI tellz—s|Sing
ve

0o oo .
/ llxe"X|z-—s|Q—1/2($)“d8 Sc/ e—\/|z\+lt||$—-s|5in—§-d8 < cl(ll)
0 0

b ofus o <

elde edilir. Benzer gekilde ikinci toplam da simirlandirihir. Bununla lemma ispatlandi.
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2.3. GREEN FONKSIiYONUNUN BIiRINCi TOREVI

(2.3) denkleminin ¢ degigkenine gore formal olarak tiirevini ahrsak

3G(ag§£;ﬂ) _ 69(5365; ~) _/o°° o(z, 5 1)[Q(s) — Qa )]3G(s &k

olur. Simdi X$? (p > 1) Banach uzayinda asagdaki denklemi gézoniine alalim

(X{P) uzaymn tanim daha Snce verilmistir).

K(a6) = LI 7 gle,00Q() - QK (s s (210)

Bu denklemde integral ifadenin g niin biiyiik degerlerinde X. :Sp ) de biizen operator
oldugu daha once gosterilmisgtir. Eger

1| dg(=, & 1) ||P

69(m 67“) € X(P) yani , sup a{

df < o0
66 0<Lz<c0 JO 6

oldugunu gosterirsek (2.10) denkleminin Xg” ) uzayinda tek ¢oziime sahip oldugunu
gostermig oluruz.

Bizim igin

?A%'fiﬂ € X} = X; oldugunu gostermemiz yeterlidir.

9—’(—325-49- € X; oldugunu gosterelim. g(z,¢; 1) nin ifadesinden

9g(z, &) _ {—%e‘X(f'”) +i(h+x)Mh—x)e X+ | gt

2.11
¢ %e—x(z—t) + ;}(h + %)Yk~ x)e-x(z+£) , x>¢ ( )

olur. £ > z olsun. [k terimi simrlandirahm. Yani

o0 o0
e / |- 2eX€D|de < sup lle=*¢==)jjd¢ < o0
0<z<o0 Jz 2 0<z<o0 Jz

oldugunu gosterelim. Spektral acihm formilinden
le™x¢=2)|| = ||e—\/Q(z)+u(€—z)|| = ” /e"\/*'*“(f")dEA“

Burada Ex(z), Q(z) operatoriiniin spektral fonksiyonudur. Rey/A+ 4 > 0 oldugu

gbzonlne alimrsa, son egitligin sag tarafi

< max |e-V HEE-D| = may e~ ReVATHE—) <e—\/us'n€o(€—z) ;’

A€a(A) A€o(A)

S st
S e
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Boylece [[e™X(€-2)|| < e~V #Sineo(é=2) Byradan

/oo ”e—x(ﬁ—-Z)”dg < /oo e—\/pSineo(f—z)ds — e\/uSineoz /oo e-—\/uSineofdﬁ —
z z z

—_ _e\/uSineom eV uSineof 100 1
VuSineg |z \/ugz f

Boylece sup, [° |le~x(¢=2)ld¢ < % < 0o dir. Diger terimler benzer gekilde surlan-
dirilarak sonucta ¢ > 0 biiyuk degerlermde € X3 bulunur. Buradan K(z,¢; ) de
X3 uzaymn ve bundan dolay: Xap ) (p 2 1) uzayinn da elemanidar.

€ < z oldugunu varsayarak (¢ > = benzer gekilde incelenir). (2.10) denkleminin oo
dan £ e kadar integralini alalim;

¢ oo 4
/ K(z, & p)dt = g(z, & 1) - / o(z, 5 1)[Q(s) — Q)] / K(s,& p)dsde (2.12)

(2.3) denklemi ile (2.12) denklemi aymdir. (2.3) denklemi tek ¢oziime sahip oldugun-

dan £
| K& = 6z, i)
dur.
€ # z igin K(z,€; p) operator fonksiyonu siirekli yani, » — 0 iken

| K (z,€ + h; p) — K(2,&p)|| — 0

oldugunu gosterelim.

Bu nedenle (2.10) denklemini agagidaki gekilde yazalim;

Kot L5EE) = — [7 o(a,51Q06) - QN 2L5EL)

- [ tot@ 5 1Q06) - QEIHEK o110 - "—”(—%f—”‘—’}ds (2.13)

L(w"f;ﬂ) = K(:c,{;p) - @_ﬁ%g_vﬁ_)_

o) = - [ o(a,silQs) - Q@) L5 as
diyelim. Bu taktirde (2.13) denklemi

69(8 6, 9g(s,&ip1) ;.

Lz, & p) = Uz, &5 ) ~ /‘; N g(z, 3; p)[Q(s) — Q)| L(3,&; p)ds
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geklinde yazilir.
AL(z, & p) = L(z,€ + h; p) — L(z, & )

Al(z,&; p) = Uz, € + h; p) — Uz, &; p)
dersek (2.14) den
AL = Al ~ N(AL) (2.15)

denklemini elde ederiz. (2.15) denklemini X5 uzayinda inceleyelim. X5 uzayimmn
tanimim bir daha hatirlatalm. Bu uzay elemanlann H da doniigim yapan A(z,§)

operator fonksiyonlan (0 < z , € < oo) olmak iizere, normlar

IIA($7E)|IX5= Sup sup "A(ms§)||H
0<z <00 0<{< 00

seklinde tanimlanan Banach uzay:dir.

Lemma 2.1. de oldugu gibi NV operatorii g > 0 biiyiik degerlerinde X5 uzayinda da
bilizen operator oldugu gosterilir.

Buna gore (I + N)~! var ve X5 de siirhdir.

(I + N) Y|x, = A diyelim. Bu taktirde

IAL||x, < AllALl|x, (2.16)

bulunur.

Lemma 2.4 : Keyfi ¢ > 0 igin dyle 6§ > 0 vardir ki |h| < § iken

Nz, €+ hi ) = Lz, & w)llxs <€ (2.17)

olur.

Ispat : Sabit § > 0 icin ¢ > & secelim ve

39(3 6,#)

§—-¢
Az, &) = / o(z, 5 1)[Qs) — Q) 20 E ) gy

39(8 6, ) g

&+
¥ /‘E T g5 mIQUs) — QN L oy

39(8 6, )

+ [ ool - Qe 2X5E e — o baatdy "
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geklinde yazahm.
le1]| x; 1 simrlandiralm. o) igin s < é~( dir. Yani 6 —s> ¢, £ —s+h>(+hve
buradan |h| < 6§ oldugundan é —s+h>(+h>(~6 , (=6 < h < §)olur.

Buna gore ¢ ve s nin bu degerlerinde

Bg(s 5, 1) / d%g(s, £ +t, 1) g

dogrudur. Buradan
||Aag(s,5,n)“ -| /"" 62.0(8 £+t n)“ dt < / " “329(3 £+t,u)“dt

olur. Son ifadeyi simmirlandiralim. ‘3—;& tirevinin bir terimini alarak simirlandirmay:
yapahm (diger terimler benzer gekilde sinirlandinlir).

&l 1 52 + ¢ 1 [IM
/ ” 9(s, €+t p) ” dt = _f llxe~XE+ =) ydt <
A H 2 Jo

o¢?

|R]
0 J

bu egitligi (£ + ¢t — 3) ile garpip bolelim;

LN 4 3 1
< d ) 3 t—s)e~lai@)+ul2@tt=s) ___ = n
< [ Feupleste) + ube+t-o)e e
t > 0 olmak iizere te™* < 1 oldugundan
121 1 co  dt LA
< Sin— < = <
"/0 2‘/_ Y §+t-—s_co E+t—s ™~
LA )
<e = hl <
 T=s T <3

bulunur. Boylece, flailly, < Zﬁ_é-g olur. Benzer iglemler |laz}|,, ve llas]lx, icin de
yapildiginda sonugcta,

NAL(s,&; p)|| < € bulunur.

Boylece K(z,&; p) — Q%ﬂ‘l operator fonksiyonunun £-e gore siirekli oldugunu gos-
terdik.

K(z,&p) = 2G50 ¢4 2 de siireklidir. faﬁf*‘ »

g% , & # z iken € ye gore siirekli oldugunu gosterelim:
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Og(z,&p) _ { =3¢ XD 4 Jh+ )T R - x)eXEFO p <t
ot - %e—x(z—e) + %(h +x)"Y(h - x)e~xG=H) - g > ¢
¢ < z olsun. Bu halde

Og(z, &) 1 ey, 1 -1 —x(z+€)

dir. ¢ — € =t diyelim. h kiiglik say1 olsun. A — 0 iken
Hag(w £+ R ) 6g(a: 6, #) ”

oldugunu gosterelim.Spektral acilim formiliinden

lle—x(t~h)_e—xtl = sup
H nfu-

i (/ I & oy t|) dExf P+

n / |e_‘ [A+pu(t—-k) _ e A'H"tl d(EAf, f)
oeNK}

=L+1

/ TVAHID — o VAYAEL, P)| <

yazabiliriz.

Burada Kpg merkezi orjinde yaricapt R olan ¢ember, K7 ise gemberin digidir.

€ > 0 herhangi pozitif say1 olsun. |h| < ¢t varsayahm. R sayisim Gyle biiyiik segelim
ki |A+ p| > R iken

e—,/a+p(t-h) — e~ VA+ut| %

olsun. Bu taktirde,

€
I bt
2<2

olur, Simdi R I, deki say1 olsun. § > 0 sayisim Oyle kiigiik segelim ki, |h| < &
oldugunda |A + p| < R iken

'e_ /At p(t—h) e /,\+,,tl — le_‘/'\*"“t(e‘/)\"'“h _ 1) < %
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olsun. Bu taktirde,

€
I]<§

olur.

Boylece oyle 6 > 0 sayisi1 var ki |h| < 6 iken
eXCH) — Xy < e

olur. £ > z hali benzer gekilde incelenir.

z = ¢ noktasinda %95— sicrayiga sahip oldugunu gosterelim.

(2.11) ifadesinde oldugu gibi ikinci terimler £-ye gore siireklidir. Bundan dolay: ilk

terimleri inceleyelim.

h > 0 varsayalm.
99
73

dg
g

=_le—hx , Q?_
E=z+h 66

+ 313 = =5 = Dx? ~ate )

é=z—h

E=z+h
diyelim.

1 1

/a______ [e-—h Mu _ 1] d(E,\f,f)]

”O‘(xafah)”H = sup 2N+ 4

lfil=1
<m |
Ifll=1/e

= sup/
Ifll=1JenKgr

[V 1) Bt

_r
At p

At p

[e—h e _ 1] i d(Exf, F)+

=L+

I, igin : ¢ > 0 keyfi say1 olsun. R yi dyle biiyiik segebiliriz ki A € o N K} iken

Al Ai i < % olsun. Bu taktirde I < 3 olacak.

I igin : R-yi I, deki gibi segelim. § > 0 saysim Jyle kiigiik segelim ki h < 6 iken
A € N Kp iken ,\_}_—”(e'h Atk _1)| < £ olsun. Bu taktirde I; < § olur. 4B

g My,
2 o

Boylece burada Ve > 0 igin 6yle § > 0 var ki, h < § iken 4
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lo(z, &, p)l|a < € olur.

Boylece
“[69(m & 1) _ ll]x—z“ _ ko

¢=z+h 2 -—0

oldugu gosterildi. Benzer gekilde

” [69(365;#) + lI]X—zl A 0
t¢=z—h 2 H
gosterilir. Buradan
” [ag(w &5 1) _ 69(2,66; ~) + I]X—'z” _
¢=z+h E=z—h H
B “ [ag(ac — |E—:c+h - 2I] T [_ ay(ﬂgsﬁ;#) ¢=z—h + %I] x—zllH S
0 _ &5 _ h—o
- ”[. g(w 5 #) é=z+h B 5 ] 2“H + ”[— ag(%g ﬂ) E=z~h + %I]X zl H ———0

dir. & 5¢ nin geri kalan terimlerinin ¢-ye gore stirekli oldugunu gozoniine alirsak sonugta

L R et

gikar. aG 5% operator fonksiyonu § = z noktasinda da siirekli oldugundan £ 3 G ile 5%

==z nokta,smda aym sigrayiga sahiptir. Boylece

elde edilir.

f € D = D(Q(z)) olsun. f elemammn (Q(z) + pI) operatdriiniin tanim kiimesine ait
oldugu agiktir.

(Q(z) + pI) operatoriine f fonksiyonunu uygulayahm ve

(Q(z) + pI)f = g diyelim. Buradan '

f=x"%g olur. (2.18) den, h mn kiigiik degerlerinde

“ [%§ e=z+h 6§ E-—:c—-h ]f“ = “[66 e=z+h 6& E=z—h + ]x"znﬂllg(:v)llg <
= eng(z)“H ; *ﬁ:;“‘i%‘«
elde edilir. LTy

(- . . gt
2. R A A ¥
““% Sl iF

v e
e
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Buradan £ = z noktasinda
[ 2(-’3,33 + 01”) - G’s(.’t,:l,' - O,M)]f =—f

olur.
Bununla G(z,¢; ) operatér fonksiyonunun € = z noktasinda sigrayiga sahip ve sig-

rayigin —I ya egit oldugunu, yani

Ge(z,x +0,p) — Ge(z,z — O, p) = -1
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2.4. GREEN FONKSIYONUNUN IiKINCI TUREVI

0G(z,&p) _ Og(z, & p) BG(s 6, 8 g

stt) = HEE % g(a,s00Q00) - @) Tgeitas 219)
ifadesini

0G % _ _ [% s a5 &51) s,u)

-2 = [T st simiae) - ey 2

- [ {smsmiaw - Q(m)]}[aa "—’i]d (2.20)
geklinde yazalim.
ﬁ(waf;#)=%?'—g% ve
ag(s C,u)

o) == [ olasi)Qs) - Q) X5EE
olsun. Bu taktirde (2.20) denklemi

L(z, & 1) = Uz, & 1) — / " 4o, 5 Q) — Q@)L(s, & w)ds

seklinde yazilir. Bu denklemin her iki yanim formal olarak ¢ ye gore turetelim.

L) L HEED ™ g(a, 5 1a06) - Q) s
Buradan
O0g(z,z + 0; 1) 3 O0g(z,z — 0; p) 7
o ot
ifadesini kullanirsak ve
£—0 s,
o == [ s@smlQe) - Q@1 2L5E
- [ s smiae) - @tz )1"’-"(s Sk g,
£+0
seklinde yazarak
§—0 s,
== [ smsmiew - 1Tt a-
- oo, — 0;]Q(0) - Qo) EZR L.
% e e — (e I E )
., o6 mmlQe) - Q=L ast
9g(£ +0,& 1)

+ya€ + 00 - QN Lo
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veya

> 2g9(s,&; 1
gg=-—/é 9(z, 5 1)[Q(s) — Q= )]a g%{f,/)d +
9g(£+0,6p)  99(€— 0,£;u)}
o¢ ot

S =& Q@I - [ sl simlale) - QN L,

+9(z,& wIQE) - Q)

g—g = £1(z,&; p) elde edilir. Lemma 2.1. e benzer gekilde agagidaki lemma ispatlana-
bilir.

Lemma 2.5 : Q(z) operator fonksiyonu Lemma 2.1. kogullarim saghyorsa o zaman
p > 0 biiyiik degerlerinde N operatorii X fs) , X;") , X i’) uzaylarinin herbirinde biizen
operatordiir.

£y-in X i_%) uzayna ait oldugunu gosterirsek Lemma 2.5. e gore agagidaki denkle-
min tek ¢6ziimii var ve ¢ozim X i—%) uzayina ait olur. Asagidaki denklemi gozoniine

alalim,
M(z,& p) = ba(z, & ) — /Ooo 9(z, 3; 1)[Q(3) — Q)M (s, &; p)ds (2.21)

bi(z, & p) € Xi_%) oldugunu gosterelim. Bu nedenle £;(z,&; 1) yii agagidaki gekilde

yvazalim.

b6 =100 - Q@ - [ 410~ QNG Sdo-

[s—gl<1

- / g1Q(s) - Q(x)]ggds—bl+bz+b3
js—¢€|>1

by € Xi—%) oldugunu gosterelim.
lorlon = swp_ [ llote,6mIQEE) - Q@IQ (@) lde
< s [ o EmIQE - QEIQTlde+

0<z <00
lz—¢l<1

+osup lo(z, & Q) ~ QENQ™2(E)dE = as +az
T et
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diyelim ve a; , az nin sonlu say1 oldugunu gosterelim. a; in ifadesinde g = g; + ¢

oldugunu g6zoniine alarak, iglemleri ¢;(z, ¢; 1) toplami igin yapahm.

|z~ € < 1+ floa(e, & WIQE) — Q=)Q2(E)]
< (Q(z) + p)~V/2e~ VR HI=—8l[Q(¢) — Q=)@ /2 (¢)||
< (Q(z) + p)~12e~ VA Hl=—elQ1/2(g)) |4
+ (Q(z) + )™ 26~ VADHrl~tlQ(z) Q1 /2 (¢)|
< |le=VR@+r==8l||1(Q(z) + u) 2@/ (O)l|+

+ [le™ VAT [(Q(2) + 1) Q=)@

lz—€] <1 iken [|QY*(z)QY/?*(¢)|| <c¢ kosulundan
< ce~Vim@llz—¢l < ¢

elde edilir. Ikinci toplammn da simirh oldugu benzer gekilde gosterilir. Boylece a; < oo
oldugu gosterildi.

5) kogulu kullanilarak a; < oo oldugu ispatlanir.

Somugta [l (-, < oo dar. Yani by € x$5% olur.

8:Q~%(¢)|| yi simrlandirahm.

2
QO =1 [ 91Q0) - QN ZHQ (€l

[s—¢|<1

2
< [ 1w - Q@IgEe A @)lds
[s—€l<1
= [l snQe) - Qe e -
|s—¢|<1

= F(h 307 (h = x)eXHO)Q712(¢)]|ds

< j 19[Q(s) — Q(a)lxeXE=IQ~1/2(E) ds+

ls—£1<1

+ [ 191Q(s) ~ QYk(h + 207 (b= 0eXTOQIE)ds
ls—§l<1 '
=Ji+ 2
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[[J2]| yi sinirlandiralim.
2l = / lg[@(s) — Q(@)x(h + x) ™' (h — x)e XC+OQ1/2(£))1ds
Js—¢l<1

<o / 191Q(s) — Qe)xe™X+OQ=1/2(g)]ds

|s—€l<1

<c [ 1010) - Q@) - D) /e @D 0Q gy s

ls—§l<1

|s — €| < 1 oldugunda ||QY/2(s)Q~/2(£)|| < ¢; kogulu kullamlarak

<e / l91Q(s) — Q(z)]e~(@+D 2(+0) 4
ls—¢|<1

bulunur.
- s 1/2(,
l9[Q(s) — Q(z)]e™ (@ +1D A =
-1 /2] i /21 g g] = 1/2
= 19[Q(s) — Q(z)]e F(Qe)+nD)!*ls~E] 1(Qe)+nI) *loe=tlg=(Qa)+uD e+ |

< 19[Q(5) — Q(x)]e~ 3 (@@+uD Zla=€lj 103 (@) +rD)Y *ls—tlg—(@e)+uD /2 (a40) |

< |lglQ(s) — Q(a)]e HQAW+uDla—ely
oldugunu gozoniine alirsak
Ialsa [ 160 - Qe H@OI g (22)
ls—€[<1
elde edilir.

Ji igin de (2.22) geklinde simirlandirma yapihir.
lbsQ~1/2(€)|| 31 suurlandiralim.

@Ol =1 [ 90 - AN GIQ A E)ds)

js—€]>1

< [ lel@w - QEIZEQ @ lds

ja—€[>1
- f lglQ(s) — Q(w)](Q(£)+uI)"2 -"-f"‘*“”"”"’Q*‘/?(s)uds
|s—€&l>1 ﬂ “r',?‘h,,bm

l9[Q(s) — Q@)(Q(E) + pI)M/2e~1e=8l@W+sD 2 g=1/3 (¢
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= [19[Q(s) — Q()[(Q(E) + puI)/?e=}lo=E@@+uD' = L1e—tlQ+rDM* =1/2 ¢y
< 91Q(s) ~ QN(Q(E) + pl)' /2™ He—ENROTDTG112 g [l she~e@OHRDT)
< ol|glQ(s) — Q(a)]e™ 3l ENQO+AD™2y (2.23)

bulunur. (2.22) ve (2.23) den

(52 +52)Q2(E)]lm < ¢ /:, 191Q(s) — Q()]e™ 31— EN@@+uDY) g

dir. Bu integralin simrli olmasi: lemma 2.3. de oldugu gibi gosterilir. Boylece
b € Xi—%) bulunur.
f € D{Q(z)} = D oldugunda

oc
a_g(f) =M(f) (s#&)

denklemini sagladigam gosterelim.

J € D{Q(z)} = D olsun. O taktirde (2.21) denklemi

M(f) = tu(f) ~ /0 ~ 91Q(s) — Q)M (s, €, w)(f)ds

geklini alir. Bu ifadenin &, dan £ ye kadar integralini alalim.

[ wacrrde = [ eisrde - [ stae) - @( [ Menemiside)s

[L(z,& 1) — L(z,&0; )] =[l(z,&; 1) — U=, E0; )] F~

- / " glQ(s) — QN [L(s, & 1) — £(s, £0i )] fds
0 (2.24)

bulunur. ¢
/e G(2, & p)(F)dE = [€(z, & 1) — Uz, Eo5 )] f

oldugu gosterilirse (2.24) denkleminin ¢oziimiiniin tekliginden

¢
A M(z, & p)dE = [L(z, & p) — L(=z,€0; )] (F)

yani,

Mo, )(5) = 3601
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bulunur.

9G(z, &; z,¢&;
C(z, 6 ) = G(z{& p) _ 9g( 2 56 #)

-1
oldugundan (2.25) ve lemma 2.3. den s # ¢ de £ 79_67 nin varhig ve Xi 2) uzayina ait

oldugu gikar. Béylece geriye (2.25) in ispati kalir.

Z(a:,&; u) = -—-/(; g(m s; “)[Q(s) Q( )]6g(3 6’ #)

dir.

(0,¢) arahginda keyfi £ segelim. O zaman Q~1(€)Q(€) de H da simrh operatordiir.
Gergekten ¢ > £ olsun. Bu taktirde £ = £ + k+r (k tamsay1 , 0 < r < 1) geklinde
yazabiliriz.

|z — €} < 1iken ||Q(z)Q71(¢)]| < ¢ oldugunu kabul edelim.

QTHHAE) = Q7THORE-1)QTI(E-1)--- QT E+ Q)

oldugu agiktir. Buradan

1RTHORON < IR7HORE - DI (E - 1)QE - 2] --- 1@ €+ Q&) < ¢

yani, @~1(€)Q(£) simrh operatdrdiir.
£ yi f-e uygulayalim.

]59(3 &5

Uz, & w)(f) = / " g, 5 w)[Qs) - Q2) £ (f)ds

= [ smsmiae - Qe )1"’9(3 S8 (s
jlz—s|<1
+ [ s smiae - QoI EE (s = o +

jz—s|>1

a1(z, &, p) iki halde inceleyelim.
1) |z — €| > 2 olmas: halinde :
ls =&l 2|z —&l—|z—s|>1

integral altindaki fonksiyon ve £ ye gére tiirevi simrh operatordiir.

2) |z — €] < 2 olmas: halinde :
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F=Q (&), h € H alahm.
Bu durumda integral altindaki ifadenin kendisi ve £ ye gore tiirevinin simirh operator
oldugu gorulir.

az(z, &; p) yi inceleyelim.,

9g(s,

a@m&= [ o5 - LG ”"(f)d

ls—¢1>1
Burada g(z,£; ) carpam ve 5) kogulundan dolay: integral altindaki fonksiyon sinirh
operator fonksiyondur. Ek olarak ay(z, €; 1) yi simirh operatorde oldugu gibi integral
igareti altinda tiirevi alinabilir.
Bu integral € ye gore tiiretildiginde de simrh operatordiir.
Gergekten [s — €] > v > 0 oldugunda da agikardir. 8 — £ nin sifira yakin degerlerinde
f elemamint f = Q~1(s)[Q(s)Q 1 (E)]Q(&)f seklinde yazalim.
Buradan sinirhi operatorlerde olduéu gibi integral alt1 operator fonksiyonu ¢ ye gore
tliretilebilir. Bununla (2.21) yam 1gm once yazdigimz formal tiirev dogrudur.
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z # £ oldugunda G(z,¢; 1) Green fonksiyonunun agagidaki denklemi sagla-

digin1 gosterelim :

T = Gle, Q) + )

oldugunu gostermek igin

0G _ 0g(z,§; p)

Te = Wb _ ™ g(asimiate) - 12 a

denkleminin her iki yanini formal olarak ¢ ye gore tiiretelim;

*G 99 0K

55 = B (2.26)
Burada
K= [ o5 miaw) - T ey
dir. G(z,z +0; p) — Gi(z,z — 0; ) = —I kullamlarak
0K _ [t 3G (s,E:p) , aG
5 = | s mmiew - a5 ds +o(z.61)(0) - @) 5 +
. P 4, _ o e mi© — 01 %S
+ [ ol l0) - Q)T s - o610 - QN g

= ~{o(Q©O - QNI + [ o(arsimIQ(s) - QN T s

oldugu goriiliir. Bu ifadeyi (2.26) da yazarsak

P - 3= 1@~ 0@~ [ sesimie) - @)L s (2o

bulunur. ¢(z,&; ¢) denklemi sagladigindan yani,

dg
-Gt +ullg=0, ¢#a
oldugundan
&g
56 = [@(z) + pl]g
olur. (2.27) de yerine yazilirsa W“
*G th’

e — [@(=) + pIlg = [9(Q(€) — Q(=))] - /0 g9(z, s; p)[Q(s) — Q(:::)]—a-z—g-ds

ST e .
Mo PR
e N . " =
%‘4‘}, T N
o T s

A S



40
bulunur. Buradan

92G ° P?G(s,¢&;
e =@ +utl - [ g(asimia(e) - QN =5
dir.

f €D (burada D, @(z) operatorlerinin tanim kiimesidir ) iken

°G % 3?G(s,¢;
=9+l - [ ot simla) - QIS (s (229

olur.

[Q(€) + pIl(f) = a diyelim. Buna goére (2.28) ifadesi
2 oo 2
@Ol a = g(z. o= [ 9(z,51)Q)-Q)) 357 QO +ull ads (229)
o€ 0 23
geklini alir. (2.29) denklemini (2.3) denklemi ile kargilagtiralim.

(2.3) denkleminin tek ¢oziime sahip oldugunu gézoniine alirsak

2G -1
510 + I a = Gz & )a (2:30)
oldugunu buluruz. [Q(¢) + pl] 'la = f ve a = [Q(¢)+ plI]f oldugunu gozoniine
alirsak (2.30) ifadesi

G

9e? =55 [ = G(z, & p)[Q(E) + pllf
geklinde yazlir.
Burada herbir £ > 0 icin f elemanlar kiimesi H da yogun oldugundan ( D = H

oldugu gozéniine alinir )
62G
~oe TO@LEMIQO +ul] =0 ((#2)
bulunur.
Not edelimki, en bagta Green fonksiyonunun 3) 6zelligine sahip olmasi anlami, f € D

iken
02 G
8{ 2

denkleminin saglanmas: anlamina gelir. SO S

=55+ G 6w)[Q) +pIlf =0
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2.5. SINIR KOSULUNUN SAGLANMASI

G(z,§; p) niin

BG(:D Ev”)l hG(iL‘,ﬁ;ﬂ) - = (231)

simir kogulunu sagladigim gosterelim.

Gz, & ) = 9(a, & ) — j o(z, 5 1)Q(5) — Q(@)]G(s,&; pw)ds
denkleminin ¢ = 0 noktasindaki tirevi

3G(8 E,n) ds

&=0
(2.32)

6G(x & p)l - 6g(x & n)l /0 ” oz, 5 w)[Qs) — Q(2) G 0L #)

£=0

olur.

hG(z, &; u)| emo = IBEHR— /0 g(z, 3 p)[Q(s) — Q(w)]G(s,ﬁ;u)l cohds (238)
(2.32) ve (2.33) ifadelerini (2.31) de yerine yazalim.

BG(w £ ﬂ)l _ 9g(=, &u)l

~hG(a, & 4)|_,
- [ s@smiaw - @5
~ s, + [ 9(e,0)1Q0) = QNG € mle___ods

=0

9G(s, £,u)|

£=0

Jg

O le=0 hg|e=o =0

oldugundan denklem

%?leﬂ _ ’*GL:(, - / g(z, 5 m)[Q(s) — Q)] —2=H2

+ [ ste. 10 —Q(m)th(s’f;fOL:o s

9G(s, &u)l

geklini alir. Boylece

[%Cg 6], =~ /om 9(z, 5 w)[Q(s) ~ Q)] [?‘G'%f;—@ — hG(s,&; ”)L:ods
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N bilizen operator oldugundan elde edilen homojen denklemin sadece sifir ¢o6ziimi

vardir. Yani,
0G(z,&; ) ] _
2% — hG(z,&; p) 0 = 0

olur. Eger biz elde ettigimiz Green fonksiyonunun yardim ile H; de

4%f=/G@£mH@M£, w0
0

integral operatoriinii olugturursak, ispatladigimiz

[ [ 166 widsde < oo
0 0

ozelliginden A, niin H; de Hilbert-Schmidt tipli operator oldugu elde edilir. Boy-
lece A, (2.1) - (2.2) siur deger probleminin olugturdugu operatdriin ters operatorii
(rezolvent operator) oldugu goriiliir. Eger Q(z) = Q*(z) ve h reel say: ise o zaman
Lemma 2.2 yi kullanarak G(z,§; ¢) nun simetrik oldugu gosterilebilir.

Ornek 2.1 : Kuantum mekaniginde rastlanan [Dolph, 1961]

_AU + K(X, X"\U(X")dX' = AU (2.34)
/1]

Ul,=0 (2.35)

Uk (0,z2,23) — hU(0,z2,23) =0 (2.36)

sur deger problemini g6zoniine alahm. Burada X = (1, 22,23), X' = (z!,z},z}),
D silindirik bolge:
(z2,23) €, 0<z; < oo, diizlemin sonlu bolgesi, v, D silindirinin smiridir.

h kompleks sayidir. (2.34) deki integral operatériin gekirdegi K(X,X') = K(X', X)

/ f f IK(X, X)2dXdX' < oo
D

kogulunu saglayan ve K(X,X') = K;(X — X') + K2(X + X') geklinde gosterilebilen
fonksiyondur. z; in [0,00) dan ahnmg herbir degerinde L2(2) uzaymnda doniigiim
yapan Q(z;) operatoriinii

U o
Qo) =~z - %é—’ + / / / K(X, X" U(X")dX'
D

iy,
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formiilii ile tammlayalim. Bu taktirde (2.34) - (2.36) sinir deger problemi bu boliimde
inceledigmiz

U

U'(0) — hU(0) = 0

problemi geklinde yazilir. Bununla (2.34) - (2.36) probleminin Green fonksiyonu 6zel-
likleri incelenebilir.

Ornek 2.2: 0<z< o0 , —oo<y<oo bdlgesinde
02U 62U
—35 T P@(- 57 +v'U) = f(z,y) (2.37)
Uz(os y) - hU(Oa y) =0 (238)

simir deger problemini gozoniine alahm. Burada P(z), |P(z)| 2 1 kogulunu saglayan
kompleks degerli fonksiyon, h kompleks sayidir. (2.37) - (2.38) problemini operator
ka,tsaylh sinir deger problemi geklinde yazahm. B ile
B = dy2 + y? Hermit operatoriinit. H = Ly(~o00,00) uzayinda agagidaki gekilde
tammmlayalim. B nin tanim kiimesi
D(B) = {V(y) € Ly(—o00,00) : V'(y) (—o00,00) araligimn herbir sonlu alt araliginda
mutlak siirekli ve —V" + 42V € Ly(—00,00)} geklinde V(y) € D(B) elemanina
etkisi
BV = V" +4*V
ifadesi ile tamumlanirsa, boyle tanimlanmg B nin kendine eg operator oldugu agiktir
[Titchmarsh, E.C., 1962). @(z) = P(z)B diyelim. B = B* oldugundan z € [0, 00)
in herbir degerinde
Q(z)* = (P(z)B)* = B*P(z) = P(z)B

Q(2)@"(2) = P(«)BPR)B = PR)BP(2)B = @"(2)Q()
dir. Yani Q(z), H da normal operatordiir. (2.37) - (2.38) problemini
H, = Ly([0,00), H) uzaynda

d2

I+ QEU=fz) , f) € Lu((0,00), )
U'(O) — hU(0) =0

operator katsayili denklem geklinde yazabiliriz. Boylece (2.37) - (2.38) proble;pihiin SE

g
o
i

Green fonksiyonu incelenebilir.
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3.0 SONLU ARALIKTA STURM-LIOUVILLE OPERATOR
DENKLEMININ SPEKTRUMUNUN INCELENMESI

3.1. L OPERATORUNUN REZOLVENTI
Bu boliimde Ly([0, 7], H) uzayinda

-y"+Q(z)y , 0<z<nw (3.1)

diferansiyel ifadesi ve
y'(0) — hay(0) = 0 (32)
y' () + hay(r) = 0 (3.3)

sinir kogullar: ile olugturulan L operatoriiniin rezolventini (Green fonksiyonunu) in-
celeyecegiz ve ozdegerler sayisimin asimtotik ifadesini bulacagiz.

(3.1) - (3.3) ifadelerinde Q(z) , z in [0, 7] den alinmg herbir degerinde H uzayinda
doniigim yapan, kendine eg, alttan 1 ile sinirh ve tersi tam stirekli olan operator, hy
ve hy negatif olmayan herhangi reel sayilardir. Ek olarak Q(z) in agagidaki kogullar:
da sagladigim varsayalim:

1-) Q(z) lerin tanim kiimesi D(Q(z)) = D z den bagmmsiz, D = H ( burada D
kiimesi D nin kapamgidir ), f € D iken Q(z)f in [0, 7] de siirekli oldugunu varsayalim.

2-) Q(z) operatériiniin 6zdegerlerini
a1(z) Saz(z) <...<au(z) L...

ile gosterelim. i a; 3/ ?(z) serisinin yakinsak oldugunu ve serinin toplam F(z) in
Ly (0, 7r) ye ait, zy=a.lm Jo F(z)dz < 0o oldugunu varsayalim.

D' ile E fror(z) seklinde toplamlan gosterelim. Burada i(z)[0, 7] de tanimlanmg
ikinci turev1 stirekli ve (3.2) , (3.3) kogullarim saglayan fonksiyonlar, fi lar ise D nin
keyfi elemanlaridir. D’ nin Ly([0,7],H) wuzaymnda yogun oldugu kolayca goriiliir.

L' ile tamim kiimesi D' ve y € D' iken

L'y =—y" + Q(z)y

formiilii ile tamimlanan operatérii gosterelim. Boyle tanimlanmg L' operatériiniin -~ ™

L,([0, 7], H) uzayinda simetrik, alttan 1 ile sinirh oldugu kolayca g6sterilebih§. r
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simetrik oldugundan dolay: kapamsa sahiptir. Yukarida sozii edilen L operatorii L'

nin kapamgi olarak tanimlanir. Yani,
L'=1L

dir. Basitlik i¢in L operatdriiniin Ly([0, 7], H) uzayinda kendine eg oldugunu varsaya-
cagiz. Aksitaktirde, yani L # L* ise o zaman biz L nin Friedrichs anlamda kendine eg
genigletilmesi ile ugragmamz gerekecekti. Boyle tammlanmig L operatoriiniin spekt-
rumu saf ayriktir. Yani spektrum sadece 6zdegerlerden ibarettir. [Levitan B.M., and

Suvorgenkova G.A., 1968] L nin 6zdegerleri

olsun. Biz 6zdegerlerden olugan

k=1 o
serisinin yakinsakhgini, yani L operatoriiniin rezolventinin Hilbert - Schmidt
(H — S) tipli operator oldugunu ve L nin g (g > 0) sayisim1 agmayan 6zdegerlerinin

sayis1

Npy= > 1

Ba<p
fonksiyonunun g — oo iken asimtotik ifadesini bulacagiz. L simirsiz operator oldu-
gundan n — oo iken p, — oo dir.
U(¢), [0,7] de tanimh operator fonksiyon ve &€ # = degerlerinde U() ikinci tiireve
sahip olsun ve

Uz +0)~U'(z —0) = I

{
kogulunu saglasin. Boyle fonksiyonun varhg kolayca gosterilir. V(€) de ikinci tiirevi '
stirekli operator degerli veya vektor degerli fonksiyon olsun.

L nin rezolventinin H ~ S tipli oldugunun gosterilmesi agagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 3.1 : 1-) - 2-) kogullart saglamyorsa E e serisi yakinsaktir.

nes . T
L operatorii pozitif oldugundan p > 0 iken (L + uI )~! operatorii vardir ve smlrhdlr.'- !

Teoremi ispatlayalim.
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Sabit tutulmug keyfi z € [0, 7] igin

G(é, ;) = —x ~lemxl=—¢l

olsun. Burada x = (Q(z) + ul)'/? dir ve Q(z) in spektral agilimi ile tanimlanir.
Kismi integrasyon yardimiyla

z—0

[%wwwo—W%w«meafwwwur4wowma+

0

+ [wev©-vreven

40
= —V(-:) +[UE@V'(&) - U'()V(©)]; (34)
elde edilir. ¢n(z) L nin pn— e kargihk Szvektorii olsun. Bu taktirde
—¥n(2) + Q(2)¢n(2) = pnthn(z)
%'(0) — h19(0) = 0
P'(7) + hatp(m) = 0

olur.

U(ﬁ) = G(E, 22‘/1) = %X—le—XIt—ﬂ

V(£) = ¢n(§)
alalim. { # z olsun. ¢ > z iken

1 o1 e
U(§) = 5x7 e x(¢=2)

ve
U'(¢) = ——x Iye €=l = _yp(¢)
U(¢) = “xxemﬂ—fwo
dir.
€ < z iken
U@) = —x“le"“ z)
ve

1
U’(f) = _X_IXGXIf'—l‘I = XU(E) it
) ‘&
% e ” s

U"(€) = 5x~"x*e ™77 = x2U (¢)
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olur.

¢ = z olsun. Bu taktirde

1 1
' = I 1E) = —= lim e—X(6—%) = —
U(w+0)_¢h.ﬂU(€)— 2%1:33e 2I
>z &z
Uz —-0) = lim U'(€) = % lim eX(6—2) = —-;-I
U'(z+0)-U'(z-0)=1

bulunur.

(3.4) esitliginden

[ wevt©-vrevenu = [ 1662100 ~ unlionte)-
— [Q(z) + pIIG(E, z; n)pn(€) }dE
= ~pu() +(G¥, — G'u)|]

elde edilir. ,
Pn(0) — h1tp(0) =0

Ya(®) + hatpn(m) =0

sinir kogullarindan

[ {65 11RO ~ inlnl©) = @(2) + uIIGE, 230 ©)) =
= —tn(2) + G(7, z; p)r, (7) — G'(7, 25 p)Pa(7) — G(0, &; p)hy, (0)+
+ G'(0, x; p)ha (0)
= —t¢n(z) — G(7, z; p)hatpu(7) — G' (7, 2; p)ba(T) — G(0, z; p)h194(0)+
+ G'(0, z; p)1pa(0)
= ~n(z) + £(z, )

olur. Boylece

/0 " GE, 23 1) (=t — WYn(E)E = —tpu(e) + Uz, 1)

dir. Buradan

~(pn + 1) /0 " 6, @ Wb (E)dE = —pu(c) + Ea, 1)



48

Yn(z )
Pn + 1
geklinde yazalim. Burada

an + bn

/ G(E, 7 pn(E)dt + 22 +";

" . _ Yz, p)
o= [ G mmaOt b= 22

dir. Boylece

Pn(2)
—_— =g, + bn 3.5
Pn + p (35)
(3.5) in i¢ ¢arpimim yazalm.
Yu(z)  ¥n(2) ) 2 2 ¢l
) = an+bn,an+bn = ||a +2avn,bn + b =
(Beted, 203 ) = lonl” + 2(an;b0) + fonl? = L2

N keyfi dogal say1 olmak tizere

el &
Sn(z) = Z 2 =Y (llanll? + 2(an, ba) + 115al)

n=1 (” tu ) ? n=1
olsun. ¥, (z), (3.1) probleminin p, 6zdegerlerine karsihik gelen ortanormal 6zvektor-

leri oldugundan

N 4 N
" _ o 1$n(@)Pdz _ 1
/o Sntr)de = ?;1 0 (Ba+p)? nz;l (#n + 1)?

dir.
{e;} H da herhangi ortanormal baz olsun. Bu taktirde Bessel esitsizligine gore

N
3 lame =3 | [ Geznmmerie, eof

n=1 n"'l

= 3| [ a(®), 66 smene]

n=1

< / 1G(E, 23 wye) | de

o N
Y e e < / Z“G(g,m weil2de
i=1 n=1 s
/ Z ZIG(& ’“)e”eﬂ)l] d
=1 j=1 N «j
=L Z Igij(gaw;ﬂ)lzdﬁ | (36) o,

i,j=1
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Burada g;; = (G(¢,z;n)ei , e;), G(€,z; ) operatériiniin {e;} ortanormal bazinda

matris elemanlaridir. Boylece

53 Kam e < I > Joute,) e

n=1 i=1 i,j=1
veya,
Z”annz / Z lng(gam I‘)I 3
£,j=1
dir.

Q(z) tam siirekli kendine eg operatdr oldugundan H nin baz olarak Q(z)-in orta-
normal 6zvektorleri H da baz olarak kabul edilirse G(&, z; #) nin matrisi

G = {50.%55—!6 z‘Ix}

seklinde olur.

Burada é;; Kroneker semboliidiir ve x; = (ai(z) + p)!/? dir. Bu sembollerle (3.6)

dan

Zuanw ] Z— ~2le=zlx g (3.7)
elde edilir. Burada

1 1
Z )2 4 ; ai(z) + p

i=1

dir. (3.7) de integral ve toplam sembollerinin yeri degigtirilirse
/ 3 lanlds < Z 5| / e 2H=eIx: d¢ | da (3.8)
n=1

elde edilir.
Simdi igteki integrali hesaplayahm.

/1r e 21==lx; gg — /z e 2lé-=lxige 4 /" e 216—=lx; g¢
0 0 E4

= _.1_._6—2I€—z|x.- r — __l__c—2l5—zlx.
2x; 2x; z
1

1
= —(2 — —2zxi _ —2(1r—z)xl. < -
2x; ( ) ° ) X
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oldugunu gozéniine alirsak (3.8) deki simirlandirmadan

N 2 o x 1 1 1
Y llanll? < ) 4x.3 4 Z:l (ai(2) + pp/?

=1

n=1

elde ederiz.

||bn || simrlandiralim:

b, = A8 _

Un + M
- —G(7yz; pYhea(m) — G' (7, z; ) Yu(r) — G(0, z; 1)k, (0) + G'(0, z; 1)¢n(0)
Hn +p
_ ~G(mhatpn(r) — Ge(m)ha(r) — G(0)h1¥a(0) + G(0)$n(0)
Ha + [
oldugundan
(ba]] < JE(Mh2¥n(m)] IGe(mn (Ml | IGO0 (@) , [1Ge(0)n(0)
n/— Pn + Hn + p Un + B /,Ln”+u
l[#n(m)ll [n (Ol o oyt 2. 12O (Ol v
< o Loy 4 Ly g 4 LoD g L0 "G‘(O()Q)

¢ =mazx{l,hy, he} dir. f: [¥nl?dz = 1 ve a1(z) > 1 oldugundan p > 0 sayisumn

biiylik degerlerinde
(ar+p)~/®
lbnli?ds < 1 (3.10)
0
olur.
wp =0 [[n(@)|? 2 €[0,(ar +u)7? (3.11)
olsun. O taktirde (3.10) dan
(3.12)

Gl + )P <1 g, <(a+p)f
olur. (3.11) den limy o &, , = |[#n(0)||* dir. Boylece Ve > 0 igin AN > 0 var ki,

p> N iken ||9a(0)|* —~€ < &, , olur.

”’ﬁ’n(o)“2 ~e<(on + H)lls Fo L ;"‘m
7 Hdeog
4 X T, t
i & B T

”"pn(o)"2 < (a1 + ”)1/3 +€ § %ﬁ; §5 513)
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olur. Benzer gekilde

I#a(m)? —€ < &, ,

n(ml? < &n,u+€

[n(m)? < (1 + p)/® + ¢ (3.14)
olur. (3.9) ifadesinin her iki yanimin karesini alalim.

”b “2 ”’(L’n(ﬂ’)llz ”G( )”2 ”¢n(7r)”2 "G ( )”2 ||¢n(0)l|2 ”G(O)”2+

(hn + 7 (hn + 2 G + 7
+ WOy gy 4 21 i+
+ 22Oy 5 0y + 2 LN 5 0+
+ 2 Lol Ol gy o + 22O s oz o+
+ 2PN 6 iy o

(3.15)
(3.15) i, z e gore [0, 7] lizerinde integre eder ve 1 den N ye kadar toplamim ahrsak
ve (3.13) , (3.14) gozoniine alirsak

S [t 3 [ e+ 4 el (1O + G

n=1 n=1

+IGOI? + GO + GG +2AGONIGO) ]+
+2G@IIGO)] +2AGTIGHO)] +2AGO GO+
+2|G(mGE O] (3.16)

elde ederiz. G(¢,x;p) niin ifadesinden

1 ~1/2 ~ /
”G(O)” = 5(0{1 +”) 1/2e (a1+p)t %2

1 - ~(ay 2o
HG(m)|| = §(a1 + ) 1/2 g~(ar+p) ¥ (m—2)
G40 = .;.e—(aw)mx

1 _ 120 et
IGe(m)l = gemtortw s

oldugu goriliir.
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Simdi agaéldaki integralleri hesaplayalim.

/ IG’ (0)"2 Z /" 1 e-2(011+ﬂ»)1/2zd
(pn + u)2 ? (kn + p)?

—_ Z 1 l 1 6*2(ﬂ1+#)1/2
“ (o + 1) 8 (o1 + p)'/2

1 (1= e Heatw)!/*m)
Z ‘(pn+u)?  8(ar +p)/2

N
T G(0)][2 1 . 1/2
/ ';2(4-)2)2 Z(u +u)"’/ gloa b )T IO e
0 -1 \Hn

= Z 1 1 —2(a1+;¢)1/21 0
(n + p)? 4 (a1 + ) 2 + p) 2 ° m

1 (1— e Heatw)'/n)
- z (o + 0 8(ay + p)*/?

n=1

/ les(W)ll2 _ i 1 / "1 a(atwt A (n—s) g
un+#)2 ‘(tn +p)? Jo 4
1 e—2(e1+p)?(x—2) |2
4 Z (un +p2d 2as +p)
(1- 6—2(a1+u)”’7r)
B Z (un +u) 8(an +p)/?

"L |l6@)|? 1 ™1 e
= A dr = __._______/ ~(a1 + p —16—2(a1+[$) (ﬂ'-—x)dx
/o 2 G 0P ;mnw)z , aeat
1 (1= e Hoatm!/®m)

n=1

0

(3.16) nin sag tarafindaki integralleri sirasiile ¢; , ¢z, ¢3, ca, €5, Cg, C7, Ca, €9, C1o
ile gosterirsek

N 1/3
o < 1 ((aq + p)1/? +¢)

; — 1
T (matp) 8(ar +p)'/? (

- 1/2
— e~ 2a1+n) ‘ﬂ’)

N
g — oo iken ¢; = 0( > o 4 GoEmE ) elde edilir. Benzer gekilde
n=1

1 ((o1 + p)'/® + €) —2(artp) /2
< 1— ar+p) ' r

n=1
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p — oo iken

oldugu bulunur. (3.16) y1 gézoniine alirsak

N P ) B N 1

> [t =0( 3 )
x N ) N 1

]0 3 linlPde =) 32 (i

olur. Buradan p — oo iken t;(pu) — 0 dir. Simdi agagidaki ifadeyi simirlandiralim.

da:</ Zl(an, ba)|dz < Z/ ||an||2da: Z/ [16n ||2d:v
<3 ([ Z(a,w) 3124z) " (;m) "t

n=1

yani

/ |Z(an, ba)

dz < tz(”)( Z f e #)2)1/2

dir.

Daha onceki biitiin egitsizlikleri g6zoniine alirsak

Z (bn +u)2 - i‘[i@%*“[éﬁﬁ* (i:,(w—i#)—z)m]

n=1

sonucu elde edilir. Burada u — co iken t(y) — 0 dir. Buradan

N
1
Z(u 7 <1 / Z(a )3/2"’”””("),;(#,1+u)2

n=1

0 N
> Iy e 3/2(z)dz serisi yakinsak oldugundan dolay: T(u) 3 (pn + p)~2 ifadesi
t=1 n=1

oo
N nin herbir degerinde pu ye gore sonsuz kiigiillendir. Bundan dolayr ) G;—}I_—ﬁy
n=1

serisi yakinsaktir. Boylece agagidaki teorem ispatlanmsg oldu.

Teorem 3.2 : L operatoriiniin rezolventi Hilbert-Schmidt tipli operatiirdﬁr’.;_
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3.2. L OPERATORUNUN OZDEGERLER SAYISININ
ASIMTOTIK iFADESI

Bu bolimde Q(z) operator fonksiyonunun 1-) - 2-) kogullarina ek olarak
3-) |z — €| <1iken

II(Q(z) - Q(ﬁ))Q_“(m)” <cz-¢ , 0<e< g) , c = sabit > 0

kogullarini sagladigimi varsayalim. Bu taktirde [[ba]|? ve [(an,bn)|? degerlen-
dirmelerini [Titchmarsh, E.C., 1962] kitabinda (Bo6liim XVII , §17-11) oldugu gibi
yapilabilir. Sadece biitiin iglemlerde modiil yerine norm (operatér veya vektoriin)
yazmammz gerekir. Bu taktirde sonugta g — oo iken agagidaki asimtotik ifade elde
edilir.

; (pn + HZA J—Zx /o )"‘/2 (s T (3.17)
Burada g — oo iken o(1) — 0 dur.

Simdi g > 0 herhangi reel say1, N(p) ise L operatoriiniin g yii agmayan ozdegerler

sayisi, yani

Npy= )1

o <p
olsun;

[Titchmarsh, E.C., 1958] gosterildigi gibi
© dN(\) 0 *® N(})

nz._:l(l‘n'}‘#)z: o A+p2 7S, (,\+”)3d’\
Buradan (3.17) ifadesi
N(A)
/ (A+p)? Orup / (a,(a:) + ”)3/2 y B0 (3.18)

]—1
veya Titchmarsh, E.C. in [Titchmarsh, E.C., 1958] Touber tipli teoremini kullanalim.
Bunun i¢in [Titchmarsh, E.C., 1958] deki (22.34.3) kogulunu [Kostyuchenko, A.G. and
Levitan, B.M., 1967] ¢aligmasinda oldugu gibi agagidaki kogulla degigtirelim:

(“)yle c1 ve ¢y sabitleri var ki,

’fﬂ“’iﬁt\

tslzz _/ dt<Z / 3/2(3) < t§§2 : / dt ('319)

a.(z)<t oi(z) >t : ai(z)<t
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kogullar saglaniyor.
Bu kogullar altinda (3.18) formiiliinden s6zi edilen Titchmarsh’in Tauber tipli teo-

remini kullamirsak g — oo iken

N(A) ~ "}{ Z / (A - ai(2))/2dz (3.20)

' oo (z)<A
asimtotik ifadesi elde edilir.

Boylece agagidaki teorem ispatlandi.

Teorem 3.3 : Q(z) operator fonksiyonu 1-) - 3-) kogullarim ve (3.19) egitsizlikleri
saglaniyorsa o zaman N(A) fonksiyonunun A — oo iken asimtotik davrang (3.20)
formiilii ile elde edilir.

Not 1. Eger H = R™ yani, n boyutlu uzay ise o zaman (3.1) - (3.3) proble-
mi n tane denklemden ibaret sistem olur ve bu taktirde A\ mn biiyik degerlerinde

{z:aj(z) <A} =[0,7], j=1,2,...,n olur. (3.20) formiilinden A — oo iken

OINED 3 ICERENCT NS SILCY I

i=1 j=1

veya N(X) ~ nAl/2 elde edilir. Boylece Sturm-Liouville ( » = 1 hali) problemi igin
belli, N(A) ~ A2 | X — oo (3.21) sonucu gikar. Eger (3.1) - (3.3) Sturm-
Liouville probleminin K. 6zdegerini px ile gosterirsek (3.21) asimtotik ifadesinden
N(pg) ~ ui/z ve N(pr) =k oldugu gozonine alinirsa k ~ uilz
belli ug ~ k* (k — oo) formiilii elde edilir.

Not 2. Sonlu sistem igin (3.19) kogulunu eklemeden N{)) mmn asimtotik ifadesi

(A — oo iken) direkt olarak (3.18) esitliginden elde edilir. Bu taktirde (3.17) den,

veya buradan

@ — oo iken

*® N()) / 1 /' dz _ nm
/o Ot~ 8Z (a,(w)+u)-*/2 sg o WO &l

veya

*® N() nm
/o Oaup A garm o KO (3}&)%
(3.22) asimtotik ifadesinden Hardy, Littlewoold’un Tauber tipli (Tltchma,rsh E C
1958, bolim XXII, § 22.30) agagidaki teoremini kullamlalim. i o
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Teorem 3.4 : f(y) azalmayan nonnegatif fonksiyon ve z — oo iken

*  fly) £
o @ty

ise, burada a>1 , 0< A <oo dir. O zaman

z) ~ CF(O!) a—ﬂ-—l
@)~ fa = pyres)”

dur.

Bu teoreme gore (3.22) ifadesinden yazabiliriz:

nw T'(3) 2

el § e R
Boylece A — 0o iken N(A) ~nA'/2 dir.
Ornek 3.1: 0 <z<7r, —oo<y<oo geritinde
6—2%-(:—@ + P(z )(——(?%%:’—y—) +y*U(z,y)) = A\U(z,y) (3.23)
Uz(0,y) — MU(0,y) =0 (3.24)
Uy(m,y) + hoU(m,y) =0 (3.25)

stmur deger problemini gozoniine alahm. Burada P(z) > 1 kogulunu saglayan
(—o00,00) araliginda siirekli herhangi bir fonksiyon, Ay >0, hy > 0 reel sayilardir.
H ile Ly(—o00,00) uzaym gosterelim. H = Ly(—o00,00) (3.23) - (3.25) problemini
H, = Ly(0,7; H) uzaymnda operator katsayil sinir deger problemi geklinde yazalim.

LU = :i:g +Qz)U , 0<z<n~w (3.26)
U'(0)— hU@0)=0 (3.27)
U'(m) + hU(7) =0 (3.28)

Burada U(z), z in [0,7] den alinmig herbir degerinde H mnin elemam, Q(z)

ise H uzayinda 5 //%«Q\
QEU() = P@)( = 5oz +5)U PO

ifadesi ile tanimlanmig operatordiir.
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Q(z) = P(z)B diyelim. Burada B Boéliim 1 érnek 2 deki operatordiir.

B = B* oldugundan Q(z), zin [0,7] den alinmsg herbir degerinde H da kendine
eg olacaktir.

B nin spektrumunun sadece f; = 2k+1, k =0,1,2,... dzdegerlerinden [Titchmarsh,
E.C.,1962] ibarettir. Buradan Q(z) operatdriiniin  in herbir degerinde spektru-

munun sadece

ai(z) = P(z)Bx k=0,1,2,..

ozdegerlerinden ibaret oldugu agiktir. Buradan Q(z) in 1-) - 3-) kogullarin1 sagladig
kolayca goriiliir. Ornegin, 2-) kogulun saglandigini gésterelim:

1 1
. e L PR = P = s @
= CPT/];Z;_). = F(m) € Ll(O,ﬂ')

Boylece (3.23) - (3.25) veya (3.26) - (3.28) probleminin rezolventi H — § tipli

operatordiir.

s
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Bu tez ¢aligmasinin birinci boliimiinde L(0, co; H) uzayinda
"'y"'l'Q(x)y , 0<z< o

diferansiyel ifadesi ve

y'(0) — hy(0) =0

sinir kogulu ile olugturulan operatériin Green fonksiyonu incelenmig ve Green fonksi-
yonunun Hilbert-Schmidt tipli integral operator olugturdugu gosterilmigtir,

Burada Q(z), z in [0,00) dan alinmg herbir degerinde tersi kompakt olan normal
operator, h ise kompleks sayidir.

Ikinci béliimde ise Ly(0, 7; H) uzayinda
¥ +Q)y , 0<z<n
diferansiyel ifadesi ve
y'(0) — hay(0) = 0
y' () + hay(m) =0

sir kogullan ile olugturulan operatériin spektrumu incelenmis ve 6zdegerlerin say:-
simin asimtotik ifadesi elde edilmigtir. Burada Q(z), z in [0, 7] den alinmig herbir

degerinde kendine eg operatordiir.
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