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0ZET

Bu tezde, Orgli grubuyla ilgili bazi yeni cebirsel ya-
pilari inceledik. Bu yapilardan ilki, Artin &rgl grubunun,
elemanlari bir * -cebrine ait olan matrislerle temsilidir.
Bu temsil Burau temsiline benzer, fakat deg§igmeli olmayan
matris elemanlari, drgl grubu badintisinin saglanmasi ig¢in,
belli bir takim deJisme tipi bagintilari gercgeklemelidirler.
Bu elemanlarin ait oldudu * -cebrinin bir Hilbert uzayi lize-
rinde Lineer operatdrler olarak temsilini bulduk. Bu ¢dziime
olanak saglayan kabul, 8rgli grubunun lireteglerinin temsil -
lerinin k&segen olmayan elemanlarinin genellestirilmig bir
osilatdr cebrinin yaratma ve yoketme operatdrleriyle Szdeg-

legtirilmesidir.

Inceledigimiz ikinci yeni cebirsel yapi,
SUq(n+m)/SUq(n) X SUq(m) X U(l) Grassmann manifoldudur.
Orgli grubu badintisinin ve Hecke cebri yapisinin bu Kuantum
grup kosetiyle yakindan ilgili oldudunu g&sterdik ve bu ko-
setin, elemanlari m.n g-osilatdrli cinsinden verilen opera -

t8rler olan ag¢ik matris temsillerini bulduk.
Son olarak, lUniter kuantum gruplariyla ve kuantum

Grassmann manifoldlariyla ilgili drglli, dliglim ve halkalari
inceledik.

1T




ALGEBRAIC STRUCTURES ASSOCIATED WITH THE
BRAID GROUP AND THEIR REPRESENTATIONS

SUMMARY

In this thesis some new algebraic structures associated
with the braid group are investigated. One of these structu-
res is the representation of the Artin braid group in terms
of matrices with matrix elements belonging to a *-algebra.
This representation is similar to the Burau representation
except the fact that the noncommuting matrix elements have
to satisfy commutation-like relations so that the braid
group relation is satisfied. We find a representation of
this *-algebra as linear operators on a Hilbert space. The
main point of our ausatz which gives rise to this soclution
is the identification of the nondiagonal elements of the
representations of braid group, generators with the creation

and annihilation overators of an oscillator algebra.

The second new algebraic structure we investigate is
the quantum Grassmannian manifold SUq(n+m)/SUq(n) X SUq(m)x
U(l). We show that the braid group relation and Hecke algebra
structure are intimately related to this quantum group coset
and we find explicit matrix representations of this coset in
‘terms of matrices whose elements are operators given in
terms of m.n g-oscillators. Finally we investigate the
braids, knots and links associated with the unitary quantum

groups and quantum Grassmannian manifolds.

III




BOLOM - 1

GIRTIS

Son senelerde diglimler i¢in cebirsel metodlar kullani-
larak bulunan Jones polinomu [l1], Homefly [2] ve Kauffman
polinomu [3] diglimlerle yakindan ilgili olan Orglilerin olus-
turdugu &rgli grubu ile ilgili cebirsel yapilarin Snemini
g8stermistir. Ote yandan kuantum gruplari konusunda olan
gelisme [4] ve bunlarain 8rgli gruplari ile ilgisi de [5] ol-
dukg¢a ilgi cgekmistir.

Tarihsel olarak &rgli grubu derinlemesine Artin [6] ta-
rafindan incelenmistir. Orgli grubuyla ilgili olan kullana -
cadimiz 6zellikleri Kisim 2.1 de verecediz. Kisim 2.2 de
ise Grglilerin kapanmasiyla elde edilen diiglimler ve halkala-
r1 inceleyece§iz. Orgli grubu lizerine tanaimlama Markov iz
alma iglemi, kapaninca ayni diglim ve halkaya yol agan OSrgl
grubu elemanlarinin ayni izi vermesini sadlar. Kisim 2.3 de
inceleyece§imiz Hecke cebirinin jeneratdrlerinin sagladik -
lari bagintiya ek olarak bagka bir badinti daha saglarlar.
Hecke cebirinin Jones polinomuyla yakin bir iligkisi vardir.
Kisim 2.4 te ise n tane sicimin olusturdudu 8rgli grubunun
elemanlarinin nxn reel veva kompleks matrislerle temsilini

verecediz. Bu temsil Burau temsili [7] adiyla anilair.

Uclincti bdliimde &rgll grubuyla ilgili yeni cebirsel yapi-
lari inceleyecediz. Bununla ilgili olarak Kisim 3.1 de Burau
temsiline benzer bir gekilde Orgli grubunun her elemaninin
nxn bir matrisle temsil edilebilecedini g&sterdik ve bu mat-
risin elemanlarini komlitatif olmayan bir cebirin elemanlari
olarak aldik. Bu elemanlarin saglamasi gereken bagintplary ..

ve bu bagintilari sadlayan ve sonsuz boyutlu bir lineer’uzayifn




lizerine etkiyen operatdrler bulduk. Kisim 3.2 de Uniter
kuantum gruplari, koset uzaylari ve Osilatdrler ile ilgili
tanimlari verdik. Kisim 3.3 de SU_(n) Uniter kuantum grup-
larinin g-osilatdrleri [8] ile iliskisini, Kisim 3.4 te

ise SUq(n)/Uq(n—l) kuantum kosetlerinin g-osilatdrleri
ile iligkisini g®zden geg¢irdik [9] . Bu bilgileri Kisim

3.5 te kuantum Grassmann manifoldlarinin SUq(n+m)/SUq(n)x
SUq(m) X U(l) seklindeki koset uzaylarini insa etmekte kul-
landik. Kisim 3.6 da da Grassmann kuantum manifoldlar adiy-
la anilan bu koset uzaylarinin bir singliler Hecke cebirinin
elemanlari oldudunu gbrdik. Kisim 3.7 de SU _(n) kuantum
gruplarinin ve SUé(n)/Uq(n-l) kosetlerinin ve SUq(n+m)/
SUq(n) b4 SUq(m) x U(l) seklindeki koset uzaylarinin temsil-
lerinin hem Orglilerle hem de diigimler ve halkalarla iligki-

sini inceledik.




BOLOM 2
ORGOLERIN MATEMATIKSEL YAPISI

2.1. ORGULERIN OLUSUMU VE ARTIN ORGU GRUBU

Orgli gruplari, n tane sicimin sirayla birbiri lizerinden
gecerek olusturduklari 8rglilerin egdegerlik siniflaridir.

Orgli gruplarini B ile g¥sterecegiz.

Orglilerin yapisindan bahsedelim:

Orgliler, bir yatay dlizlem lzerindeki n noktanin diger
vatay dlzlem Uzerindeki n noktaya direkt olarak n sicimle
baglandiklari zaman ortaya g¢ikan gekillerdir. Bir sicim bo-
yunca her noktada ileri dodru hareket edilir, geriye dbénme-
ye misaade edilmez. Dlizlem lizerindeki n nokta belli bir ge-
kilde siralanarak bir dodru lzerine dizilebilir. Bu dizilis
Bn 8rgli grubunun Bn+l O8rgli grubu ic¢ine tercihli bir yerlesg-
tirilmesini gerektirir. Bu durumda Sekil.l de oldufu gibi

01+05 =+ee0p 1 jeneratdrlerinin bulundudu kabul edilebilir

[71].




Orglilerin yapisini geometrik olarak anlatalim:

Euclid uzayinda iki kargit kenara alblanbn olan bir

dikddrtgen alalim. Bu kenarlarin herbiri esit olarak n tane
noktaya sahip olsun. Bu iki kargit kenardaki n noktaya

alaz...an ve ble"'bn denilsin. a lar ve b ler ai lerden

bc' lere dogru g¢izilen birbirini kesmeyen n tane sicimle

i
birlegtirilsin. (Burada cy ler ¢ i=1,2,...,n nin

CheesC
bir permiitasyonudur) Bu n tane sicimdennolu$an edrilere My
denilsin. Dikddrtgen diizlem {izerinde u; ejrilerinin ortogo-
nal izdislmi vy olsun. Eger vy eJrileri sonlu sayida tekrar-
lanan g¢iftler halinde birbirini kesiyorsa ve monotonik ise

Hi

monotoniklik, her vy nin a;a, ve blbn arasindakil her paralel

¢izgiyi tam bir noktada kesmesi demektir.

sicimlerinin diizenlenmis sekline bir Orgli denilir. Burada

Eger iki &rgli, biri diferine hig¢bir sicimi kesmeksizin
slirekli olarak doéniistlirlilebilirse iki &rglinlin esit oldudu
2...bn nokta -
larinin sonraki 8 a,...a, noktalariyla uyusacak gsekilde iki

kabul edilir. 1ki &rglinlin birlesimi &nceki blb

dikdortgenin lst liste konulmasiyla elde edilir (Sekil 2).

\
: A z
T\

NA .

Sekil . 2

bn

a 'e yatay ¢izgi denildiginde genel olarak sicimlerin

a
1l™n
dik oldudu, fakat iki komsu sicimin bazi yerlerde biri dide-
rinin lstlinden gapraz gegerek birbirleriyle yerdeJistirdigi

kabul edilebilir.

s ' . PR S oo s2. | s% P
Sekil 3'deki gibi ai+lbi Siciminin Oniinden aibifl‘slc;

minin gapraz gegmesi oy ile gbsterilir. Eger sonraki‘sidiﬁ‘




dncekinin listlinden ¢apraz gecgerse ozl ile g8sterilir. Boyle-
likle bir &rgi o4 lerin kuvvetlerinin carpimiyla tam olarak

belirlenir.

i Pie1 Py Bis1
N Y
0. ‘ 0. =

a. \ . .
3341 i i+l

Sekil. 3

0404 Ve 040, drgiilerinin [i-j| >1 ig¢in egit oldugu gdrii-

lir. Ve 040 Ve 0., ,0.0. Orglileri aynidir (Sekil.4)

LS
R

i i+l i+2

. 20,
i+l i

71+191%3+1
Sekil. 4

Gergekte, ancak (n sicimle gekillenen) farkli &rgliler,

8rgli grubunun elemanlarini temsil ederler.

Orgl grubu,

o l<ign-2 (2.1.1)

o g.= 0, 0,0,
i“i+l7 1 i+17i i+l

Gioj: 9494 i<j=-2 (2.1.2)

ile tanimlanan sonsuz gruptur. Bu sekilde tanimlanan bir

temsile Artin 8rgli grubu denilir.




(2.1.2) bagintisindan o, ve Oj nin komiitatif oldudunu

sGyleyebiliriz. Bu bagintida bazen

o, > 0. (2.1.3)
kisaltilmig formunda yazilir.

Orgli grubu gergekten,

8 Z090,...0,_1 (2.1.4)
(2.1.5)

iki elemaniyla liretilebilir. a ve o cinsinden Bn Orgli grubu

o; = al_lo a-(i—l) (2.1.6)

seklinde ifade edilir.

Ornedin B, grubu

a = 0102
ve

07 =101

ile Uretilir. Ve Tor (2.1.6) ya gbre yazilirsa

bulunur. B, 6rgll grubu igin
a =0,0,0

17273

01=1971




U R -1 -1 -1

02 = cla = 0102030163 02 Gl
_ -1 -1 -1
= 0102010303 02 Ol
- —lU—l = 0
= 0291929, 97 = 9

o - a20 52 = 0,0A0A0,0A~A0 A0 O-lO-lG_lO—lG—lO_l

3 = 13 = 9192939192939193 9 93 93 93 93
_ -1 -1 ~1
= 0102030203 02 Ol
= 0,0.,0,0 U—lG—lG—l - O
= 9193929393 93 91 = 93
bulunur.

Bn orgli grubu igin (2.1.6) ifadesinin dogru oldugu ka-

bul edilerek ¢ nin her dederi igin

o - ac.at
i+l ~ i

olduunu g&stermeliyiz.

a = 6102 ..'.Jn_l

ve

o = Ol

olmak lizere

Q
=
I

lcll

= 04CAC0 G—lJ—l
129192 91

_ -l -1 -1
9192939193 %93 91

Q
N
l

Q
W
|




-1 -1 -1 -1
Oi"‘l = 0102...Oi0i+l...0n_lo'i0'n_lo‘n_2 ...0‘2 Ol
= o g.o o o g -1 _lo_l -1
= 0192-°:93%3+1%i"°*%n-1%n-1 """%i 1°1 "1
_ , "l -1 -1
= 0102 0101+i01+l.-. lo'i . .Ol

olur.

Bu iki jeneratdre bagli olarak soyut tanim

a = (ao)n—l

o < 3% ¥ 2ks % (2.1.7)

ile verilir.

Bn 6rgll grubu n=2 oldudu zaman a=(o=ol) ile liretilen

C, gruptur. Chow n > 2 oldudu zaman 6rgii grubunun merkezi-

nin a” ile dretilen C, oldugunu belirtmigtir.

n = 3 oldugu zaman

010,01 = 0,040, (2.1.8)
grubu,

a = 970,

b = ao:alczcl (2.1.9)
olmak iUzere

-1 -1

g = a b ve 95 = ba (2.1.10)
cinsinden {retilir. Ve (2.1.7) kisa tanimi

a3=b2

(2,1,11)

formuna indirgenir [12]




2.2. DUGUMLER VE HALKALAR

Bir aeBn Orgli verildidi zaman agadidaki sekildeki gibi
Srgliniin alt ve lst serbest ug¢larinin n tane farkli yay ile
birlegtirilmesiyle olusan gekiller, diigimleri meydana geti-

rirler. Bu kapali 8rgii & ile gdsterilir [7 ].

R

aeB 8= a nin kapanisgi

3

Sekil: 5

Halkalar da diigimlerin ydnlendirilmesiyle olugurlar.
Ejer BeB, ise bu sekilde kapatilarak elde edilen halka L,
ile gdsterilir. Bu halkanin y&nlendirmesi g dzerindeki yo&n-

lendirmeyle belirlenir [13].

Alexander her y&nlendirilmis halkanin bir 8rgliniin kapa-
nigsina egdeder oldudunu .ifade eder . Fakat dliiglimleri incele-
mek i¢in Orglilerden yararlanma tegebbiisleri Snemli bir prob-
lemi ortaya ¢ikarir. Bu problem, kapali bir 8rgli clarak bir

L halkasinin temsilinin genellikle tek olmamasidir.

A. Markov esdefer kapanislara sahip aan ve BeBm Orgi-~
leri i¢in cebirsel gerek ve yeter gartlari bulmugtur. Bun -
lar Markov haréketleri denilen asagidaki doénilisimlerdir.
Birinci tipteki bir Markov hareketi
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8 «—a8a ¥ a,BcB

veya

o +~+Ba8—

seklindedir. Ikinci tipteki bir Markov hareketi ise

+1
B <———>Bon
veya
1
o <0
n
ile
Bn anl

déniislimleridir [ 7 1,[13].

Markov teoremini ifade edelim:
Efer aeBn ve BeBm Orglileri esdeder kapanislara sahip-
se o zaman o yerine B alinarak birinci ve ikinci tipteki

Markov hareketlerinin sonlu bir dizisi olusturulur.

Markov teoremini direkt olarak uygulamak kolay degil-
dir. Clnkli hareketlerin dizisi uzun olabilir ve birkag

farkli Orgli grubu iginde gegebilir.

Orgllerden halkalari elde etmenin birbaska yolu plat
metodudur. Bir plat kapali bir sekildir. Bir aeBzm 6rglisid
Sekil 6 ya gdre kapatildidi zaman gekillenen ydnlendirilme-

mis bir & halkasidir.

\ / M\
N A —~

/ -— —
asBG o plati
Sekil: 6
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Her ydnlendirilmemis halka bazi (a,m), «cB, igin 1

formundadir. Birman, Markov teoreminin bir benzerini asadi-

daki teoremle gbstermisgtir.
Birman Teoremi: Her m icgin Cm' XUYUZ klimesiyle lretilen B2m

6rgl grubunun alt grubu olsun. Burada

X = {oy;.1 » d=1,2,...,m}

Y = {054954-1924+1%24 ) i=1,2,...,m-1}
- -1 ,

Z = {OZiOZi-lOZi'*'lUZi ’ l:l,z,.-o,m—l}

dir. Ayni zamanda Sk : B2k > B2k+2 doniisimi

Sk(a) = a0,

ile tanimlansin. O zaman

(b) o -~ xay, x,yecm ve g+ Sm(a), aeBzm

hareketleriyle olugturulan UmBZm Uzerindeki esdederlik ba -
gintisi platlarin esdederliligiyle verilen egdegerlik bagin-

tisiyla aynidir [ 7 ].
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2.3. HECKE CEBIRI

H(g,n) Hecke cebiri 9195951 jeneratdrleri igin

2

g, = (q—l)gi +q , i=1,2,...,n-1 (2.3.1)
9:935+191%94+19i93+1" i=l,2,..,n=-2 (2.3.2)
9;95= 9593 , Ji=3] =22 (2.3.3)

sartlarini sadlayan bir temsil ile olusur. Bu cebire A1
tipinde H(q,n) Hecke cebiri denilir. Burada g bir paramet-
redir. Ve g parametresi her dederi alabilen bir kompleks
say1l olarak diislinliliir. Bu nedenle her g #Z 0 ig¢in B, Orgi
grubu, 04 leri g lere gdndermek suretiyle elde edilen

H(g,n) deki bir temsile sahiptir.

Orgl gruplarinin oy jeneratdrlerinin timil egleniktir.
Ve Orgilli gruplarinin l-boyutlu temsillerinin tlmi sifir olma-
van skalarlar yardimiyla siniflandirailmigtir. Iki boyutlu
temsiller elde edilebilir. Fakat o, ler engok iki &zdegere
sahip oldugunda B, nin tlim temsilleri tanimlanarak zengin
bir yapi olusturur. BSyle bir temsil altinda oy nin imaji

igin 95 yazarak
2 4 ag, *b =0 (2.3.4)
93 9; = » 3.

formunda bir denklem elde edilir. Burada a ve b skalardir.
tki sabitin karmasa yaratmasindan dolayi 93 belirli bir sa-
bit ile modifiye edilmek suretiyle sabitlerden biri yok edi-
lebilir ve (2.3.4) bagintisi

2
g;" = (@-1) g5 * q (2.3.5)

. formuna getirilir. Bdyle bir temsil quadratik olarak isim -
lendirilir.
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g; ler en az iki 6zdedere sahip oldudunda &rgld gruplari-
nin temsilleriyle H(q,n) Hecke cebrinin temsillerini igeren

bilgiler aynidir.

Eger (2.3.5) bagintisinda g=1 konulursa H(l,n) cebri
elde edilir. Bu cebir yari-basit CSn grup cebridir. Yari
basitlik ag¢ik bir koguldur. Bdylece g, 1 baglangig¢ dederin-
den azalarak dedisirse H(g,n) yari-basit kalacaktir. Ayni
zamanda H(g,n) ve H(g,n) = H(g,n*l) kapsamalari da bu de -
formasyon altinda hic¢ olmazsa n, g¢ok daha blyidk olmadigi
ve g, 1 den c¢ok uzak olmadidi zaman ayni kalmalidir. Bunun-

la ilgili bir teoremi ifade edelim:
Teorem l: l'e yakin g igin basit H(g,n) modilleri (ya da Bn
nin quadratik indirgenemez temsilleri) Young diagramlari ile

birebir eslenir.

S, simetrik grubu §1S9s-++15, 4 jeneratdrleri igin

s.2= 1
1
51554153 = 5447 535547
5,85 =545, li-j[>2

temsilleri ile tanimlanir. g5 ler ve Si ler cinsinden yazil-
migs bir kelimeyi minimal uzunluda indirgemek istedigimizi
diglinelim. Bu ama¢ igcin (2.3.1) badintisi (2.3.6) bagintisi
kadar ise yarar. BOylece Sn ig¢in S; ler cinsinden indirgen-
mis kelimeler sistemi basit olarak S; icin 95 yazmak sure -
tiyle H(49/D) ig¢in bir baz saglayacaktir. Bdyle uygun bir

baz

(ql gl—l s 0009

s —_ )(g' g‘ -—""g' - )c-o(g' go_ PP
LoiT i, kl i,°1, 1 i, k2 lp i-1

P

---qip_kp) lsil<i2<...<ipsn—l (2.3.9)
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dir. H(g,n) nin boyutu n! dir. H(g,n) daima (2.3.9) yardi -

miyla H(g,ntl) icine g&milli olarak g&zdniline alinabilir.

Hecke cebirlerinde halkalar ile bagintilari veren O6r-
glilerin geometrik sekli lineer fonksiyoneller ile baglanti-

lidir. flk olarak Ocneanu tarafindan trace (iz)

tr(ab) = tr(ba)
tr (1) =1
tr(xgn)= ztr(x), xeH(qg,n)

seklinde tanimlandi. Ve H(g,n) cebri 9y lerin tanimlanma -
siyla H(qg,ntl) cebri igine gémiildii. Burada =z parametresi g
dan badimsiz baska bir kompleks sayidir. Trace (iz), birbi-
rinden bagimsiz olarak Lickorish ve Millet, Freyd ve Yetter,
Ocneanu ve Hoste [2] tarafindan kesfedilen ydnlii halkalarin
iki degiskenli bir polinom invaryantidir. Bunlarin 8zel bir

hali klasik Alexander polinomudur. [11]

Diger bir fonksiyonel, iginde
9393+19:+9393+1 + 93.4193+95+93.1+1= 0

bagintisinin saglandidi Hecke cebirinin bir bolimli lizerinde
bulunur. Bu lineer fonksiyonel, platlar teorisiyle y&nlen -
dirilmemis halkalara karsi gelir. B8yle tanimlanan invaryant
trace (iz) den gelen bir O6zellegstirmedir. Ve ilk&nce Jones

tarafindan y®nlendirilmis halkalarin bir invaryanti olarak

kesfedilmigtir. Bu ikinci lineer fonksiyonel istatistik-me-
kanikte buz-tipi modelleri ve Potts maddelerindeki partisyon

fonksiyonu olarak ortaya ¢ikar.

Bu invaryantlarin topolojik bir yorumu su an ig¢in mev-
cut dedgildir. Bu y®nde H(q,n) gruplarinin temsillerini ve
6zellikle g ve z parametrelerinin manasini daha iyi‘éhiéﬁak;

6nemli g6zikmektedir.




2.4. BURAU TEMSILt

t si1fir olmayan kompleks bir say:r olmak lizere nxn bo -

yutlu bir Bi l<i<n-1 matrisi

8. = i-t t (2.4.1)

olsun. Burada 1l-t, i-nci elemandir. Bu matrisin

1810181 = 8341848547 R 2!
ve

BiBy = ByByy |i-3]>2 (2.4.3)

bagintilarini yani 6rgli grubunu tanimlayan Ba§1nt11ar1 sag-
ladig1 gbsterilebilir. 8y leri oy lere gdndermek suretiyle
Bn Orgli grubunun bir Burau temsilini (indirgenmemis) tanim-
lariz. Bu temsil ag¢ik olarak bilesenleri sifira toplayan

tim vektdrlerin c® alt uzayinl invaryant birakir. Uzayin bu
alt uzay ile bdlimiinden agsagidaki indergenmis (n-1) x (n-1)

temsili elde edilir.

17| | (2.4.4)

e ———
o
’o
’_J
. .
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1
9
l‘
b _ = 1 -t (2.4.5)
0 0 -t
[
1.
-t 2<i<n-2 (2.4.6)
b.= -t
1
-1 1
1)

Burada k&segen lzerindeki -t elemani i-nci elemandir.

Ornedin 3-boyutta indirgenmemis$ Burau temsili agagidaki gibi-

dir.
[ 1-t £ 0
Bl: 1 0 0]
0 0 1
L
;
1 0 0
82= 0 1-t t
0 1 oj

Bu temsiller icin M™% B; M = b, benzerlik ddnistimi

kullanilarak indirgenmis temsilleri elde ederiz. Bunlar
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1 -t 0
by =1 o -t 0
0 0o 1

dir. Burada M matrisi

[ —£(1+t) £2 1
M = 1 £2 1
1 ~(1+t) 1

L J

seklindedir.

Bunlar 6rgli gruplarinin asikar olmayan ¢ok basit fakat
¢ok Snemli temsilleridir. n=2 ya da n=3 oldugu zaman harig,
t=2 ic¢cin bile bu temsillerin diirlist olup olmadigi bilinmez-
di. Burau kendi temsilinin kapali Orglilerle bagdlantili oldu-
Jgunu ve aeBn 8rglisii ve ¢ indirgenmis Burau temsiliyse o za -
man det (l-y(a)) nin bir & halkasinin Alexander polinomunun

kati oldudunu farketti.

Pozitif Srgiiler igin Burau temsilinin mekanik bir agik-
lamasi mevcuttur. Orgliyll diizleme yaptirip n yollu bir bowling
yolu haline getirelim ve yollari Orgliye gdre birbiri lizerin-
den gegirelim. Bir yol boyunca giden bir topun her caprazla-
mada asagidaki yola diiglip yoluna burada devam etme ihtimali
1-t olsun. Indirgenmemis Burau matrisin (i,j) nci elemani,
i-nci yolda yola bagslayan bir topun j-nci yolda yolu bitir-

mesi ihtimalidir.

1 2

Orglisl ig¢in indirgenmig Burau matrisi
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1-t t
oy = (2.4.7)
1 0
dir. 9,9, Orglisi igin
1 2 3
k/\‘
™™ \\
1 2 3
indirgenmis Burau matrisi
- ]
t (1-t)t (1-t) (L-t)
010,= 1 0 0 (2.4.8)
0 1 0
L

dir.

B&ylece pozitif bir Srglinin, Burau matrisinin t cinsin-
den (polinom olan) elemanlari Oc<t<l igin negatif degildir

sonucu elde edilir [ 7].



BOLOM 3

MATRIS PSUDOGRUPLARI VE ORGULER

3.1. ORGU GRUBU ILE ILGILI YENIl BIR CEBIRIN BIR TEMSILI
Orgli grubunu

04044195 = 9541949447 (3.1.1)

°195 = 95%1 , |i-j] £ 1 (3.1.2)

seklinde tanimladik. Bu grubun bir temsilinin Burau matris-
leriyle verildigini g&sterdik. Bu matrisleri yukaridaki

ikinci 86zelligi (indirgenmemis temsilinde) blok kdgsegen se-
¢ilmeleriyle salarlar. Gergekte de A, 2x2 bir matris olmak

Uzere su sekilde bir temsildir:

{ a b 0....1
Gl-+Al = c d 0....
0 0 1
. . 1
[ 1 0 0.... |
02 —>A2 = 0 a b
0] c d
: 1,
L j
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0
1.3
L 1 (3.1.3)

-

Burada o4 deki a elemani, kOgegen lizerinde i-nci ele-

mandixr.

a,b,c,d yi kompleks sayilar olarak kabul edip, (3.1.1)
bagintisini kullanirsak a,b,c,d igin Burau matrislerinin

verdigi deferler bulunur.

Simdi (3.1.3) deki matrislerin a,b,c,d elemanlarini

bir kompleks #*-cebrinin elemanlari olarak segelim:

a b
c d

matrisini tanimlayalim. Kompleks % —cebrinin tanimindan do-

layi (ab)* = b*a* dir.

Tanim: Bir kompleks * -cebri #* :A + A eglenik, lineer,
carpmaya gdre tersi alinabilir ve encok iki periyoda sahip

bir tasvir ile tanimlanan yanig

* * %
1) (%x+y) = x+y
* -k N
(Ax) = AX Y x,veA, AeC
* * *
2 ) (xy) =Yy x Y\ X,yeA
* %

3) X =x , Y xeA

dzelliklerini sadlayan bir cebirdir. [15]

(3.1.3) deki Ay matrisleri drgli grubunun ikinci bagin-
tisini a,b,c,d lizerine higbir kosul getirmeksizin sa@la;iar; .

Orgli grubunun birinci badintisinin saglanmasi ig¢in isezA._ S
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matrisinin

ARy By = A RA

(3.1.4)

bagintisini saglamasi gerekir. Ai matrisini bu badintida

yerlerine yazarsak 3-boyutta bu badinti

a b 0 1 0
Al = c d 0 ’ A2 = 0 a
0 0 1 0 c

= L

0
ol
o
o
f
o
Q
oy
e
I
o
)
o
Q

2 2

a“+bac ab+bad b a ba
ca+dac cb+dad db = ac ada+bc
c? cd a c®  cda+dc

bulunur. Matrislerin esitliginden de

a2+bac = a

d= cdb+d?®
ab+bad = ba

db=adb+bd

(3.1.5)

adb+bd

cdb+d2

(3.1.6)
(3.1.7)
(3.1.8)

(3.1.9)
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ca+dac = ac (3.1.10)
cd=cda+dc (3.1.11)
cb+dad=ada+bc (3.1.12)

bagintilarini elde ederiz.

Once bu bajintilarda a,b,c,d lerin birbirleriyle ko -

mitatif oldugunu kabul edelim:

a(atbec-1l) =0

d(d+be-1) = 0

bad = 0

dac = 0

adb = 0

cda = 0

2 2
ad”™ = da” ya da ad(d-a) = 0

bagintilarindan ya a=0 ya da d=0 veya b=c=0 olacaktir.
d=0 kabul edersek a,b,c Z 0 olur. Ve
atbc = 1

den

a=l-bc (3.1.13)

bulunur. O zaman A matrisinin elemanlari yerine yazilirsa

1-bc b

olur. Burau temsilleri gdzdniine alinarak ya211d1§1nda;bc:t';m

alirsak
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(3.1.14)

matrisi elde edilir. Bu matris benzerlik doéniiglimi (M~lAM)

kullanilarak
1
1-t Et 1 0 1-t t 1 0
= : ) 1 (3.1.15)
c 0 0 o] 1 0 0 P

seklinde yazilir.

Dolayisiyla a,b,c,d komiitatif olduklari zaman (3.1.6-
12) bagintilarini saglayan dederlerin basit bir benzerlik

donliglimliyle Burau temsili oldudunu gdsterdik.

Simdi (3.1.6-12) bagintilarindaki a,b,c,d lerin komii -
tatif olmadiklarini kabul edelim. Bunun i¢in c-yaratma ve

b-yoketme operatdrlerini kullanarak

a b

A=
c d

matrisinin elemanlarinin bir |n> vektdrleri lizerine etkisi-

nin
bln > = b_|n-1>
n
cln > = cn[n+l>
aln > = a_[n > (3.1.16)
din > = d_|n >
n

bagintilariyla verildigini kabul edelim. Burada |[n> vektdr-
leri, Nin> = n|n> n=....,1,2,3,4,... olmak lizere &zdeJerle-
ri tamsayilar olan bir N operatdriiniin Szvektdrleridir :n>

vektdrleri cb operatériinin de Szvektdrleri olup, n'nih”foﬁk—H

siyonlari olan 6zdederleri [n] ile gd&stererek
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[n]llns> = [N]/n> = ¢cb|n> = cbn[n—l> = bnc[n—l >
=bc__|n> (3.1.17)
ve
[n+1]|n> =[N+1]|n> = bc|n> = bc |n+l> = cnb|n+l >
= cnbn+l|n > (3.1.18)

yvazabiliriz. Simdi bu operatdrleri kullanarak (3.1.6-12)
bagintilarinin tek tek sadlandidini kontrol edelim.
(3.1.6) dan bac|n > = (a—a2]n>

cnba[n+l> = (an—anz)[n >
yazilarak 2
a -a,
c_b = - (3.1.19)
n n+l a i1

(3.1.7) den cdb|n > = (d-a%|n >

2
[l - =
boedin-1> = (4 -d ) [n>

vazilarak 2
dn_dn
bncn—l = T (3.1.20)
n-1

(3.1.8) den bad|n> = ba|n> - ab|n>

d baln> = a_b|n> - b_al|n-1>

n n n
yazilarak

a dn =a, -a _; (3.1.21)
(3.1.9) dan adbin> = db|n> - bd|n>

b ad|n-1> = bnd)n—l > —dnb|n>
yazilarak

d 1 8,1 = ¢ 7 ~ dn (3.1.22)

(3.1.10) dan dac|n> = ac|n> - cal|n>

c_dain*l> = c_a|n+*l>- a_ cln>
n n n




vazilarak

dn+l an+l = a - a (3.1.23)

(3.1.11) den cda|n> = cd|n >~ dc|n>
a cdin> = d cln> - c dln+l>

yvazilarak
(3.1.24)

(3.1.12) den bc|n> - cb|n> = dad|n> -ada|n>
cnb[n+l> - bncln—l> = dnda|n> - anad[n>

yazilarak

b c_-c b = dnandn - andnan (3.1.25)

n*l "n n-1Tn

elde edilir.

(3.1.19), (3.1.20) ve (3.1.25) bagintilarindan

a-a2
[n+1] = 22— (3.1.26)
an+l 5
a -d
[n] = -E?r;—lh— (3.1.27)
n-1 .
[n+1] ~ [n] = a 4 (d,-a ) (3.1.28)

egitliklerini elde ederiz. (3.1.22) ve (3.1.23) bagintila -

rini kullanarak

(l_dn—l)(l-an-l) (l-dn)(l—an) (3.1.29)
bajintisini buluruz. Dolayisiyla (l—dn)(l-an) = d alinarak

(l—dn)(l—an) n'den bajimsizdir.

g
a, =1 - == (3.1.30)

yvazabiliriz. Bu degeri (3.1.23) bagintisinda yerine Yézarak“




53:— =1+ (3.1.31)
n n-1

elde edilir. Burada Un = gi— denilirse
n

U, = l+qUn_l (3.1.32)

elde edilir. Bu seriyi agarak

Ul = l+qUO
U, = 1+ +q2U
2 - ara Y,
2. 3
{;13 = l+g+g~+gq UO
H
Un = l+q+q2+q3+ ...+qn_l+anO

yazabiliriz. Buradan

n
_ 1-g n
Un = 10g +q Us (3.1.33)

olur. Burada A=—1+Uo—qUO denilirse

v = LrAg® (3.1.34)
n - 1-g "
bulunur. Un = —%- oldugundan
n
a_ = --L%— (3.1.35)
l+Aqg
ve
n
a_ = éq(—rll-q)— (3.1.36)
gtAq

deferleri elde edilir. Buldufumuz bu deferleri (3.1.26),
(3.1.27) esitliklerini kullanarak (3.1.28) badintisinin ger-

gerlenip, gercgeklenmedigini gbsterelim:

[n+1] - [n] = andn(dn—an)
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esitliginin birinci tarafi icgin

2
1-g _ | _1-g ag® (1-q) _|@ag®@-q) |2
1+aq” | 1+ag” q+aq™ g+aq”
l1-gq Aqn—l(l-q)
l+Aqn+l q+Aqn—
+ + -
_ (gtag™) a+ag™™h) _ q(g*ad®™h) (grag™™h (3.1.37)
-— 2 - .
(1+Aq™) (q+Aq™) 2
ve esitligin ikinci tarafi igin ise
1-q  Aqt(l-q)) [agt(d-q) _ _1-g \
1+aq” gtaq” q+ag” 1+aq" ;
3..n 2 2n
_ (1-a)7ag” (a%g q) (3.1.38)

(l+Aqn)2(q+Aqn)2

elde edilir. Buradan (3.1.37) ve (3.1.38) ifadelerinin birbi-
rine egit clup olmadifina bakmaliyiz. Paydalarin esit oldudu
gbriilir. O halde

2 2n

(l-q)3Aqn(A q 3

—q) = (Agh+q) 3 (1+ag™'T) -g? (ag™+1)

n-1

(Ag +q)

ifadesi ig¢in iglemler yapilarak heriki tarafin

A3 3n Aqn+l)

(l—3q+3q2-q ) (
ifadesine egit oldudu gd8riilir.

Ve buradan

+
_ lg+ag™) (1+ag™™h)
C b, = e (3.1.39)
(L+ag™)
n+l n-1 3 BN
bc _, = Hahd ) (grhg (3.1.40)

(q+Aqn) 2
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elde edilir. Dolayisiyla bn ler sifirdan farkli serbest sa-

vilar olmak Ulzere

1 q(l+Aqn—l)(l+Ag?+l)
C, = § : ) (3.1.41)
n n+l (L+Ag™)
an ve dn ise
a o l-a 4 _ Aql(l-q)
= , =
n l+Aqn n q+Aqn

denklemleriyle verilirse (3.1.6-12) badintilarinin tlimi sag-
lanir. BOylece Orgl grubunun sonsuz boyutlu bir lineer uzay
izerinde bir temsilini elde ederiz. g ve A reel parametreler

olarak alinirsa A matrisi hermisyen segilebilir. Yani;

a=a*, d=d¥ c=b* olur. Bu durumda Hilbert uzayindaki skaler
carpimin &zelliginden

<n=1 |b |n > = <n |b*|n-1> =z <n| c| n-1>
bn<n—lln—l> = c,_; <n[n > (3.1.42)
olur. (3.1.16) daki 6zvektdrlerin normalize oldudunu
<nin>=1) kabul edersek
c.=b (3.1.43)

n n+l

buluruz. Dolayisiyla (3.1.41l) bafintiszi o ler reel sayilar

olmak fizere

_ Jiag g (1+ag™ ™) (1+ag?th) (3.1.44)
1= .44

Cn:bn+ ——
(L+Ag)
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seklini alir.

Boylece a,b,c,d operatdrlerinin bir Hilbert uzayinda

bir temsilini bulmus olduk.

Simdi (3.1.6-12) bagintilarini asadirdaki sekilde yaza-

lim:
pac = a-a’ (3.1.45)
cdb = d-@* (3.1.46)
ab = ba(1-d) (3.1.47)
ca = (l-d)ac (4.1.48)
bd = (l-a)db (3.1.49)
dc = cd(l-a) (3.1.50)
bc-cb =dad-ada (3.1.51)

Ve bu bagintilari kullanarak A matrisinin tersini elde etme-
ye ¢alisalim.
a b

A =
o] d

matrisinin elemanlarindan a ve d den en az birinin tersinin
alinabilir (invertinil) oldudunu kabul edelim. Diyelim ki

-1
a var olsun. O zaman

2

a-a“ = bac
ve

ba=ab+bad
bagintailaraindan

a—azzbac=(ab+bad)c=abc+badc

olur. Buradan dc=cd(l-a) yazilarak
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a(l-a)=abctbacd(l-a)

a(l-a)=abcta(l-a)d(l-a)
olur. Bu baginti soldan a © ile carpilarak
be=(1-a)-(l-a)d(l-a) (3.1.52)
elde edilir. bc yi (3.1.51) de yerine koyarak
cb=(1-d)-(1-d)a(1l-4) (3.1.53)
bulunur.

Simdi A—l'matrisini, elemanlari komiitatif bir matrisin

tersine benzer sekilde yazarak

a b aa, Tt -pa,”t Ny
c d —cA3-l aA4“l ) 0 1 (3154
den
adAl_'l - bcA3_l =1
~aba, T+ban, Tt = 0
cdd, 'l-ch;l =0
--chz_l*'daAq:—l =1
-1 -1 -1

esitlikleri bulunur. Burada Al ’ A2 R A3 ve A4-l degex-

lerini elde etmek ig¢in (3.1.47), (3.1.50), (3.1.52) ve
(3.1.53) bagintilari kullanilarak ve (l-a) ve(l-d)nin tersi
alinabilir kabul edilerek

-1
(1-d)a,

'S
i

1

ju
i

A -
(l—a) 3
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-1

-1
A4

——(1-a) "t (1-a)

bulunur ve bu bagintilardan da

-1 -1
Al =-(1-4d)
byt == [-@ - 1)
St BN b
87" == (1-a) 7t

bulunur. Bu dederler A“l matrisinde yerlerine yazilirsa

1

~

~a (1-ayt b(1-a) L(1-a)7t

-1 (3.1.55)

] c(l—a)"l(l—d)-l -a(l—a)—l |

elde edilir.
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3.2. UNITER KUANTUM GRUPLARI VE OSILATORLER ILE ILGILI
TANIMLAR

Genel Lineer Grup:

A nxn matris, aijec olmak lizere determinanti sifirdan
farkli tlim elemanlari invertibl (tersi alinabilir) olan
gruptur. Ve Gl(n,C) ile g&sterilir. Yani;

GL(n,C) = {A | A nxn matris, aijeg , detA # 0}

Ozel Lineer Grup:

GL(n,C) grubundaki determinanti 1 olan matrislerin

grubuna denir. Ve SL(n,C) ile g&sterilir. Yanij;
SL(n,C) = {AeGL(n,C), detA =1}

Uniter Matris ve Uniter Grup:

s + * + k. T
AsGL(n,C). olmak lizere AA = I = A A, A = (A )" sgartini

sajlayan matrislere liniter matris denir.

initer (invertibl) matrislerin grubuna lniter grup de-

nir. Ve U(n) ile gdsterilir.

U(n) = {A | A nxn matris, aijeC , A" =Pfl}

Ozel Uniter Grup:

U(n) lniter grubundaki determinanti 1 olan matrisler,
bir alt grup formunda olup, bu gruba &zel ilniter grup denir.

Ve SU(n) 1ile g®sterilir.

SU(n) = {AeU(n), detA = 1}
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GLg(2,C) Grubu:

a,b,c,de C* olmak lzere

a b

c a

matrisi sabit g-parametresi ile

ab = gba

ac = gca

bd = gdb (3.2.1)
cd = gdc

bc = cb

ad-gbc =da—§lbc (=a)
g-komiitasyon badintilarini saglayan ve quantum determinanti
A sifirdan farkli olan bitiin A matrislerinin olusturdugu
quantum grubuna GLq(2,C) grubu denir.

A matrisine de g-parametreli gquantum matrisi denir.

OsilatO6rler Cebri:

a ve a* bir C* cebrinin elemanlari olmak lzere
aa*- a*a = 1 (3.2.2)

baélntiSL saglayan operatdrlere bir osilatdriin sirasiyla

yoketme ve yaratma operatdrleri denir.

Bu operatdrlerin Hilbert uzayindaki temsilleri H=a*a

ve Hx=lx 6zdefer denklemi kullanilarak
* —
(a a)xn = an (3.2.3)

seklinde bulunur. Buradan
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a*a = N (3.2.4)

elde edilir. Burada N, &zdederleri 0,1L,2,... olan sayi opera-

tOriidiir. Ve N=N* dair.
(3.2.1) bagintisindan
aa* = N+1 (3.2.5)

bulunur.

Sonug olarak a, a* ve N operatdrleri arasindaki komiitas-
yon bagintilari (3.2.2),(3.2.4) ve (3.2.5) kullanilarak

aN - Na = a (3.2.6)

a*N-Na* =-a* (3.2.7)
seklinde bulunur [8].
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3.3. UNITER KUANTUM GRUPLARI VE 9-0SILATORLER1

SU_(2) lniter guantum grubu g&zdniine alindidinda
*
AeSUq(Z) ise A AT = I ve DetA = 1 bagintilari saglanacak

sekilde

a1 ) 1
A = ’ A*:
aj a, a3* a4*
matrisleri
a* = @ah)~t
badgintisiyla
r -
a, -q la
A* = 3
(3.3.1)
a1 22
A= (3.3.2)
< * *
i qa, ay
gseklini alirlar. Dolayisiyla AsSUq(Z) igin
(ab)* = b*a*
ve geR olmak lizere
aya, = gaja;
a1a2*= qaz*al
a2a2*: ‘az*az
2 .
* K- - * *
alal +g a2a2 =1 = al al+a2 a, (3,3,3{L

komiitasyon badintilari yazilair. Bdylece
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aja *- q’a;*a; = 1-g (3.3.4)

elde edilir. Buna gb&re

* — - *
a2 a2 =1 al al

32 (1-a. a, *) (3.3.5)

121
elde edilir.

N 6zdegerleri 0,1,2,... olan sayi operatdrlli olmak Uzere

* _ 1_-2N
a;*a; = 1-gq (3.3.6)

dir. Buna g8re (3.3.3) bagintisindan

a * = 1-g® (NFD) (3.3.7)

bulunur.
a2a2* operatdriinlin durumu ig¢in
_2
* - l-a.* = - *
a, a, = 1 al a; = g (1 alal )

oldugundan ve (3.3.6) bagintisindan,

2N
a2a2* =g (3.3.8)
bulunur. Buna gdre o, u” =za 8zellidini saJlayan bir operatdr
ve 12 =-1 olmak lizere a, operatdri
a, = et (3.3.9)

seklinde yazilir. Buradan N* = N olmak Uzere
a,*= qN a_— (3.3.10)

elde edilir. BOylece (3.3.8) bagintisi ile
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elogN - gNel® (3.3.1la)

&N = g et (3.3.11b)
olur. Ayrica (3.3.6) bagintisindan
g = (1-a *at/? (3.3.1lc)

elde edilir. Buna gOre aja,=qa,a; bagintisi ve (3.3.1l1) ba-

gintilarindan da

bulunur. Benzer sekilde,

io % * iOL
e a - a e
1 - 71

-iq
e Ta,*= al*e

(3.3.12a)

(3.3.12b)

(3.3.12c)

(3.3.124)

elde edilir. Ayrica (3.3.1l2a) bagintisindan, a;a,=qa,a; ile

S S 5 R
19 =4 1

bulunur. Benzer sekilde,

a9 =9 &
ya da
%« N+1 _ N_ .
8174 =4d 8
bulunur.

Simdi <t negatif bir sayi olmak ilzere

g = e
alindiginda (3.3.13a) dan

(3.3.13a)

(3.3.13b)
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TN T(N+1)
a, e = e a

1 - 1

X . . A
yazilir ve e~ in Maclaurin serisi

ex = OZ? X
m=o m!
oldugundan
m
alezN: 3 ale
m=o0 m!

ve (3.3.13a) bagintisindan

oy ’Cm m
1 = b o (Nl Tay
m=0

e'Z(N+l)a

olur. Bu iki egitlikten,

m
® Z m @ T m
z N ) T (N+1) al

m=o0 m=o

esitligi yazilir. Bu toplamlar agilarak ve
larini Ozdeslestirerek

a,N = (N+1l)a

l l,oo..

elde edilir. Buradan

Na, = a.* (N+1)
1= 23

olur.

(3.3.14a)

(3.3.14Db)

(3.3.14c¢)

Glarin katsayi-

Sonu¢ olarak, SUq(2) initer quantum grubundaki matrisle-

rin matris elemanlarili g osilat8rleridir ve

aa*- qza*a = 1l-gq

2
aN-Na:a

a*N-Na* =-a*

komiitasyon badintilarini sadlarlar diyebiliriz[S],tgj;ﬁio]}.ﬂ7 g

vf )
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3.4. UNITER KUANTUM GRUBU KOSETLERI VE q-OSILATORLERI

Kisim 3.3 deki AeSUq(2) matrisini

M2y 2

i
"

gbézdntine alalim. Burada a, elemani igin
ia N

bagintisinda -

N

- (1-a * 1/2
g = (1 a; al)

yazilarak

- ei“(l—al*al)l/z (3.4.1)

)
ifadesi elde edilir. Ve
a2*= qN élOL

oldugundan A matrisinin yeni sekline M matrisi dersek

io 4 % 1/2
a; e (1 a; al)
M = (3.4.2)
_=ie . 1/2 *
qge™ (1 al*al) a;

olur. a; operatdri icgin

ia ia
a, = e a , a*= al*el

olup,

aa* = alal*

bulunur. Buna g&re M matrisi
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. . )
et %a e”‘(l—a?"a)]'/2
M = (3.4.3)
—qéﬂlﬂra*a)l/z e-iaa*
seklindedir. Burada
a’ = (l-a*a)l/? (3.4.4)
alinarak
a a’ eto 0
M = (3.4.5)
~ga ax 0 e ¢

elde edilir. 1lk matris SUq(Z)/U(l) kosetinin bir temsilci-
sidir. Ikinci matris ise SUq(Z) grubunun bir U(l):Uq(l) alt
grubunu olusturur. Koset elemanlari ile g-osilatdrleri ara-

sinda bire-bir bir tekabiil mevcuttur.
M matrisinin ilk matrisinin elemanlari arasinda
2

aa*- qza*a = l-g

osilatdr badintisi saglanir. Bu badinti yardimiyla koset

temsilleri
a (l-a*a)l/z
(3.4.6)
—(1-aa*)1/?  ax
seklindedir. Clinki g2 (l-a*a) =l-aa* dir.
O halde SUq(Z) quantum grubunun elemanlarini
M = A (3-4.7)

1X1
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a (l-—a*a)l/2
Al = (3.4.8)
* *
~(l-aa )1/2 a
eia 0
(3.4.9)
'X = s
1 0 ela

seklinde ifade edebiliriz. Ve
* 2 *
l-aa* = q“(1l-a*a)
badintisi gegerlidir. Xy matrisindeki o deferi a ve a* gq-o-
silatdr operatdrleriyle dedismeli olan bir reel fazdir. Al

matrisine g-osilatdr matrisi diyecediz.

M quantum matrisi

i . . 1/2
a; e” (- a; al)
M = (3.4.10)
_ASICeeY 1/2 *
ge” (1 a; al) al
*
M MT:I

bagintisini sadlar. Burada * M nin elemanlari iizerinde

Hermisyen eslenigi ve T de adi transpozeyl g&sterir.
* 2 *
l-aa* = g~ (l-a*a)

bagintisi kullanilarak M matrisinin elemanlarinin quantum

grubu komiitasyon badintilarini sagladigr gdsterilebilir [9].

Simdi SUq(3) grubunu g&zdniine alalim.

Bu grubun matris elemanlari
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Al 0 Xy 0
Big = X1p =
0 1 0 1
(3.4.11)
1 0 | 1 0
A3 = Xp3 =
0 Ald I 0 %1
olmak lizere SUq(3) iin bir elemani
seklinde ifade edilmisti [9],[10]. Burada her A, matrisi

2x2 diagonal bloku i,itl nci pozisyona karsi gelen (2x2)
g-o0silatdr matrisini ihtiva eder. Diagonal lizerindeki kalan
elemanlar 1 dir ve diger blitiin elemanlar sifirdir. Her

matrisi ise diagonaldir ve i-nci diagonal eleman ola-

Xii+1, :
1

rak et yi1 (i+l)nci diagonal eleman olarak e yi1 ve kalan

diagonal elemanlar 1'i ihtiva ederler.

(3.4.12) badintisindaki Aj,(e)xy,(e)) matrisi suq(2)
alt grubunun bir elemanidir, X23(a2) matrisi de U(l) alt
grubunu olusturur. Dolayisiyla Alz(c)xlz(al)xz3(a2) matrisi
SUq(3) quantum grubunun U_(2) = SUq(Z) x U(l) seklindeki

g
guantum alt grubunu olusturur.

O halde a ve b komiitatif g-osilatdrleri olmak lzere
Alz(a) A23(b) matrisi SUq(B)/Uq(Z) gquantum koset uzayinin

bir temsilcisidir.

SUq(B) Un bir elemani a,b ve ¢ osilatdrlerinin ve

2,3,y fazlarinin veniden tanimlanmasi ile

M= x53x12R12853R7 5 (3.4.13)



seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki x,,,; matrisleri [9] da
kullanilan metotlarla ve gsilatérlerin yeniden tanimlanma-

siyla istenilen yere yazilabilir.
M= Alz(a)A23(b)Alz(C)xlz(a)x23(B) (3.4.14)
[9] daki metotlar kullanilarak SUq(3)ﬁn bir elemani

M=A, 3A (3.4.15)

12223X32X23

seklinde de yazilabilir.

(3.4.12) ve (3.4.15) ifadeleri karsilastirilarak ve
X§ii+1 faz matrislerini yazmayarak bir esdeferlik badintisi
tanimliyabiliriz. Bu durumda

A12A23A12 ~ A23A12A23 (3.4.16)

O0rgll grubu badintisi elde edilir.
Bu egdederlik badintisi gercekte

seklinde bir badintiyi ifade eder. Benzer sekilde Ai’ Ai+l'
Xir Xji+1 ile lretilen SUq(3) grubunu ve A matrislerini kul-

lanarak

1Pie1Py =By AR (3.4.17)

Orgli grubu badintisini elde ederiz.

Genellegtirildiginde, [9] da bulunan temsillerden
SUq(n) nin bir elemani

n-1 n-=k n-1
M- @© 1 A, I ¥

(3/4.18)".
k=1 i=1 i=1l "




44

seklinde ifade edilebilir.

Ornegin SUq(4) igin bu formiil yardimiyla

3 4-k 3
M = 1 il A, I X s
k=1 i=1 SR +
3
= I AA,...A, . X7X9X
k-1 172 4-k A1%243
M = A_A,A.A,A,A (3,4.19)

18258381881 X1 X2 X3

olarak bulunur. Burada A1A2A1X1X2X3 matrisi SUq(4) grubunun
Uq(3) = SUq(3)xU(l) gseklindeki alt grubunun bir temsilcisi-

dir. Dolayisiyla

A1A2A3 (3.4.20)
matrisi SUq(4)/Uq(3) quantum kosetinin bir temsilcisi olarak

diistinlilebilir.

Bu sekilde devam edilerek SUq(nVUQ(n—l) kosetinin tem-
silleri

n-1
i=1

matrisiyle &zdeslestirilebilir [9],[10].
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3.5. KUANTUM GRASSMANN MANIFOLDLARI VE KOSETLERI
Once reel Grassmann manifoldlarinin tanimini verelim.

O(n+p), Vn+p lizerinde bir ortogonal grup olsun. G n
de VP'P deki ttim n-diizlemlerin kiimesi olsun. O zaman i
O(n+p) Gp,n nin permiitasyonlarinin bir transitiv Lie gru-
budur. O(n+p) Lie grubu prn tizerinde bir diferansiyel ya-
pi1 olugsturur. Bu yapi ile Gp,n bir Grassmann manifoldu
olarak adlandirilzir. pn sabitini igeren O{(n+p) alt grubu
O(n)x0(p) ile tanimlanabilir. Burada pneG n olmak lizere
pn nin VP deki ortogonal komplemani pp dir. Ve Q(n+p)/
O0(n)x0(p) diferansiyel yapisina sahiptir.[14].

Kompleks Grassmann manifoldlari, benzer sekilde komp-
leks lineer uzay lzerine U(n) grubunun etkisi g&zénline ali-

narak insa edilir.

Bu bollimde Kisim 3.4 de gdzden gegirdigimiz SUq(n)/
U _(n-1) koset uzaylarinin insasina benzer gekilde tilim komp-
leks quantum Grassmann manifoldlarini insa edecegiz. Once
kisalik agisindan (3.4.21) de Ai,i+l
matrisleri A; ve Xi i+1 ile tanimladidimiz matrisleri X4
4

olarak tanimladigimiz
ile g&sterecegiz.

Ornek olarak SUq(4)/SUq(2)xSUq(2)xU(l) guantum kose -

tini insa edelim.
SUq(4)ﬁn bir elemani (3.4.18) formlildi yardimiyla

M= A A A A A A (3.5.1)

172737121 X1 X2X 3
seklinde bulunur. Orgli grubu bagintisi (3.4.17) ve
AiAj: Ain, |i-j|# 1 bagintisi kullanilarak

AlA2A3AlA2Al = AlA2A1A3A2Al = A2A1A2A3A2Al '
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= A2A1A3A2A3Al = A2A3A1A2A1A3 (3.5.2)

seklinde yazilabilir. Bunu (3.5.1) de yerine koyarak

M= AAAA A A (3.5.3)

2738192 31 X2 X3

bulunur. SUq(4)/SUq(2)xSUq(2)xU(l) guantum kosetini tegkil
etmek demek (3.5.3) ifadesinin en sagindaki SUq(Z)xSUq(Z)x
U(l) e ait olan carpani elde etmek demektir. Bu ¢garpan da
AlA3X1X2X3 = Ay x183X3X) ifadesidir. Dolayisiyla SUq(4)/
SUq(Z)xSUq(Z)xU(l) kosetinin kanonik temsili

M= A2A3A1A2

dir. SUq(k) X SUq(n—k) x U(l) cgarpanini elde etmek ig¢in ge-
rekli diizenleme her zaman yapilabilir. Bunu bir lemma ile

verelim:

Lemma:

AkAk+l"AmAm+l Ak..Am = Ak+l°'Am+l '°AmAm+l

ispat:
A A Ao AR I By e By

= BBy BBy e B R Byt o - By

= B 1 AP s1 Bk 42 AP Prer B

= Ay 1 PPk 2Bk+1  BrPrel B

o~ Ak+lAkAk+2Ak+lAk+2'"AmAm+lAk+2?"Am

Pee1Pre2PiPrerPre2 s ArPueiPre2 Py

~

::Ak+lAk+2AkAk+lAk+2'°'AmAk+2Am+l'"Am
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= A B PPk a1 BnPr 2P 1 8m
= Ay 1 Bk 2P PR +1 Bk 2P L APt L

= A1 Ak 2P P 1 PR Pk 1 B +2 0 Bl

Ornedin

A3A4A5A3A4= A A4A ALA

3 37574

A4A3A4A5A4

ByhA3Bgh Ay

= A4A5A3A4A5

A3A4A5A6A3A4A5= A3A4A5A3A4A6A5
= A3A4A3A5A4A6A5= A4A3A4A5A4A6A5

A4A3A5A4A5A6A5: A4A5A3A4A6A5A6 = A

aBgRghsB AR,

olur.

Bu Lemma ve SUq(n) kuantum grubunun (3.4.18) ile veri-
len temsili kullanilarak SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(m)xU(l) komp -
leks Grassmann manifoldlarinin g-deformasyonunun kanonik
koset temsilleri

m=-1 n-1

M = I 1 A

S0 Pk (3.5.4)

formiiliyle verilir.

Ornedin SUq(4)/SUq(2)xSUq(2)xU(l) kanonik koset temsili

bu formiil ile

1l

H =
b
>
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gseklinde bulunur. Bu bizim daha Once buldugumuz ifadeyle
aynidir. Bir bagka Ornek olarak SUq(B)/SUq(3)xSUq(2)xU(l)

kuantum uzayinin kanonik kOset temsili

1 2
M= 1 I A _
=0 k=0 2+k=1
1
= I A,-2A,_ A,
4=0 2 3-274-3
= A2A3A4AlA2A3

olarak bulunur.
SUq(G)/SUq(3)xSUq(3)xU(l) kanonik koset temsili ise

M = A3A4A5A2A3A4A1A2A3

olarak bulunur.

Dolayisiyla (3.5.4) formiilli; quantum Grassmann ma-
nifoldlarin koordinatlarinin mxn tane g-osilat®r den ibaret
oldudunu gdsterir. Burada g-osilatdrlerin yaratma ve yoket-

me operatdrleri
l;aa* = qz(l-a*a)
komlitasyon badintisini saglar.
(3.4.18) ve (3.5.4) formlillerinde Ai matrislerine bag-

11 olan g-osilatdrleri badimsiz olarak alinabilir. Bu da 8r-

gi grubu bagintilarina

BjA; = RA, li-j] £ 1 (3.5.5)

= Biahihig
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ek olarak
A.2 = A. (3.5.6)

8zelliginin olmasini gerektirir. Bu Ozellik yazmadigimiz faz

matrisleri yerine konularak
Ai(a)Ai(b) = Ai(c)xi(k) (3.5.7)

seklinde yazilir. Burada a,b g-osilatdrleri igin ¢ g-osila-

t8rd ve A fazi belirlenmigtir.

(3.5.6) bagintisi, iki quantum matrisinin carpiminin
yine bir quantum matrisi oldudu gergeginden elde edilir.
Fakat bu dzellik igin iki quantum matrisinin elemanlari ba-
gimsiz (birbirleriyle dedismeli) alinmalidirlar.

Fakat (3.5.6) badintisi A;l in var olmasiyla yeniden yazi -
lirsa (3.5.5) ve (3.5.6) badintilari Orgl grubunu tanimlaya-
caktir. Bir quantum matrisi olarak A; matrisinin Allinversi
mevcuttur, fakat q_l parametresine sahiptir. Bundan bagka

Agle karsi gelen osilatdr, A; e karsi gelen osilatdr ile

aynidir.

Bununla birlikte, guantum Grassmann manifoldlarin
temsillerinde Ai matrislerine karsi gelen g-osilatdrleri ba-
Fimsiz (komiitatif) olmak zorundadir. Bundan dolay: A;l
(3.4.18) ve (3.5.4) formiillerinde g8zdniine aldidimiz matris-

lerin sinfina ait olamaz.
a* -c_I]'(].--a"'a)l/2

(3.5.8)
q(l—aa*)l/2 a

(3.4.18) ve (3.5.4) ifadeleri 6rgli grubunun iyi tanim-
lanmig elemanlarini verir, c¢linkll bu ifadeler Ai g-osilatdr
matrisinin inversini icermezler. Ve (3.4.18) ve (3.5.4) forrs
millerinin kullaniminda hig¢birzaman (3.5.6) baqlntls;ni=kul—fﬁ

lanmak zorunda kalmayiz.
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Bbylece bu formiilleri kullanarak her SUq(n) quantum
grubuna ve her SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(m)xU(l) quantum grup ko-
setlerine 6rgl grubunun iyi-tanimlanmig bir elemaninin kars:i

geldigini sOyleyebiliriz.
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3.6. KUANTUM GRASSMANN MANIFOLDLARIN HECKE CEBIRI ILE
trn.cist

Orgli grubu bagdintilar:

A,A.= A.A, , |i-j| # 1

i jUi
AR By = AinhiBin
ve
2
Ai = Al

bagintisi birlikte H(0,n) Singliler Hecke cebrini tanimlarlar.
B6liim 2 Kisim 2.3 den Hecke cebirinin tanimini hatirlamaya

¢aligalim: H(g,n) Hecke cebiri

g,% = (a-1)g;+q i=1,2,...,n-1

939;419:795419;91+1 i=l,2,...,n-2

gig'=gjgi ’ ]i—jlz 2

J
bafjintilarini sajlayan temsillerden olusuyordu. Bu baginti -
larin ilkinde g=0 alinmasiyla H(0O,n) Singliler Hecke cebri
elde edilir. Bu cebirin jeneratdrleri invertible degildir.
Bu tabiki

ax* --q_-l(l—a*a)l/2
A—l(a) =

q(l—aa*)l/z a

invers osilatdr matrislerinin var olmasiyla ilgilidir. Ve bu

matrisler ifadelerimizde hig¢birzaman bulunmazlar.
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3.7. KUANTUM GRUPLARININ VE KUANTUM GRUP KOSETLERININ
ORGULER, DUGUMLER VE HALKALARLA ILGIST

Once SUq(n) quantum gruplarinin olusturduklari drglile-

ri inceleyelim. Bu gruplari temsil eden elemanlar

n-1 n-k n-1
M = i it A if X
k=1 i=1 i=1

formiilliiyle elde edilmisti. Bu elde edilen elemanlar Srgilile-
ri olustururlar. Bunlarin u¢larinin birbirine baglanmasiyla
da kapali bir gsekil elde ederiz. Bu kapali gekiller d4diglim -
lerdir. Ve bu diiglimler lizerinde herhangi bir noktadan bag -
layarak yine ayni noktaya déndiglimliz zaman bir halka olug -
tugunu goriiriz. Bu halkalarin sayisi bir ve birden gok ola-

bilir.

Simdi &rneklerle bu Orglileri, diglimleri ve halkalari

elde etmeye caligalim.

SUq(Z) quantum grubunun bir elemani

M = Al2
idi. Bu Ay, matrisi bir &rgli olusturur. Bu Orgliyl ¢izelim:
{\\ 2
/
1 \2

Bu &rglinlin uglarini birbirine badlayarak diglimli elde ederiz.

@
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Bu diglim lzerinde bir noktadan baglayarak hareket et-

tigimiz de bir halkanin olustugunu gbririiz.

9-0-

SUq(3) in bir elemanini M=A12A23A12 olarak bulmustuk. Bu

A12A23A12 matrisleri bir &rgli olugsturur. Bu Srgliyli ¢izelim.

Q) @

Burada halka sayisi & = 2 dir.

SUq(4) in bir elemani M:A12A23A34A12A23A12 idi. Bunun

igin &rgliyli, digimi ve halkalari elde edelim:

Burada halka sayisi =2 dir.

Bu gekilde devam ederek SUq(n) ile ilgili 6rgﬁ3§gin‘
kapaniglarindan ¢ parcgali halkalari elde ederiz. Bﬁradé I

halka sayisi (n+l)/2 nin tam kismina egittir.
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Simdi de SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(m)xU(l) quantum grup ko-
setlerine kargi gelen Orgiileri inceleyelim: Bu kosetlerin

kanonik temsillieri

m-1 n-1
= 220 kEO k=g

formiliiyle elde edilmigti.
SUq(4)/SUq(2)xSUq(2)xU(l) kosetinin bir temsilcisi

M = Ry3hg Ry 5895

idi. Bu matrisler bir &rgi olusturur. Bu Orgliyi ¢izelim:

¥
%y
2 \l \\1

1

Bu 8rglinlin uglarini birbirine baglayarak diiglimli olustururuz.

)@

Bu dliglimlerin agik sekli halkalari olusturur. Burada halka

sayls1i =2 dir.

SUq(5)/SUq(3)xSUq(2)xU(l) kosetinin temsilcisi

M = ByqAq B, ghyRy3hgy
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idi. Bu matrislerin olusturdugu Orgiyli, diglimli ve halkalara

elde edelim.

SUq(6)/SUq(3)xSUq(3)xU(l) kosetinin temsilcisi

M = AqyyByghogghyyRy B 5By aBoshyy

dir. Bunlarin olusturdugu Orgiiyli, diglimi ve halkalari ¢ize-

\\\% S Lo

SUq(G)/SUq(4)xSUq(2)xU(l) in temsilcisi

lims:

M = By gR3By5hgehy Ry 3R By s

dir. Burada g= 2 halka bulunur.

Bu sekilde devam edilerek SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(meﬁ(fT
ile ilgili &rglilerin kapanislarindan % pargal:i halkalérlﬂeldek
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ederiz. Burada { halka sayisi m ve n nin en blylik ortak bo-
leni (E.B.O.B.) dir.

SUq(n)/Uq(n—l) koset temsilleri

n-1
I

i=1

Biivl

matrisleriyle verilmigti. Bunlarin olusturduklari Orgliler -
den tek bir halka elde edilir.

Ornedin SUq(3)/Uq(2) quantum kosetinin bir temsilcisi
dir. Bu Orgliyd ¢izelim

H-)-0r

SUq(4)/Uq(3) in bir temsilcisi M=A12A23A34 dir.




SONUC

Kisim 3.1 de verdigimiz, Srgli grubunun elemanlarinin
bir Hilbert uzayinda operatdrler olan matrislerle temsili
veni bir cebirsel yapi olusturmaktadir. Bu cebirsel yapi,
hem matematikte difer yapilarla iligkisi agisindan hem de
bir Hilbert uzayinda temsil edilebildidinden dolayi Fizikte
Kuantum mekaniksel bir sistem olusturmasi ag¢isindan son de-
rece ilgi cgekicidir. Ortaya attidimiz cebrin bir Hilbert
uzayl lizerinde baska temsillerinin varlidi ise arastirilma-

s1 gereken bir konudur.

Kisim 3.5 te verdigimiz ve 3.6 ve 3.7 de difer dzel -
liklerini inceledigimiz SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(m)xU(l) guantum
Grassmann manifoldlari son derece ilging¢ matematiksel bir
yvap1li olugturmaktadir. Bu koset uzayinin elemanlari n.m tane
g-osilatdrl cinsinden ifade edilebildidinden, bir anlamda
bu uzay n.m boyutlu bir g-osilatdr uzayi olarak dlislinlilebi-
lir. Halbuki g=1 hali igin SUq(n+m)/SUq(n)xSUq(m)xU(l)
Grassmann manifoldu ve n.m boyutlu adi osilatdr cebri tama-
miyle degigik cebirsel yapilardir. Bbylece g=l1 igin degisik
olan kavramlar g # 1 i¢in ayni kavramlar olarak birlesirler.
Bu agidan g #Z 1 hali, g=1 haline g&re hem daha elemanter
hem de daha Onemlidir.
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