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OZET

Bu calismada ylizeyleri, iizerindeki edriler vasi-
tas1 ile karakterize eden Meusnier Teoremi kullanilmak
suretiyle bir tasvir gelistirilmistir.

Meusnier teoremine gdre bir ylizeyin herhangi bir
adi noktasindaki duzlemsel kesitleri ile elde edilen eg-
rileri arasinda bazi bajintilar vardir. /

Bu ¢alismada, bu badintilardan yararlanmak sure-
tiyle, yiizeyden ayriimis, edriligi sabit olan veya ol-
mayan egriler kullanilarak, Meusnier Teoremi ile yapilan
tasvirde egriler arasinda ozel bir perspekt1f afinitenin
varligr bulunmustur.

Ani perspektif afinite olarak adlandirilan bu ozel-
1ik kullaniimak suretiyle ylizeylerin tesekkiilu ag¢iklanmis
bulunmaktadir.



SUMMARY

‘In this thesis, the theorem of Meusnier has been
used to devolope a mapping which characterize the surfaces
by means of their curves overall.

According to the theorem of Meusnier, there are so-
me rules between the curves which obtained p]ane sections
of the surface on any regular point.

It is found a special perspective afinity when the
mapping was made between the curves by the Meusnier Theorem.

Those curves we used were on the surface or seperated
from the surface.

The formation of surfaces has been illustrated by
using the special kind of perspective afinity which is
called instantaneous perspective afinity has different
directions from one point to another.



I.GIRLS

1.1. Yizeylerin birbiri lizerine tasviri (mapping)
deniidiéinde bir S3 ylzeyinin herhangi bir parcasinin
diger bir S, ylzeyinin belirli bir parcasini karsilamasi,
ve karsit olarak da, S, ylizeyinin, o belirli parcasinin
S; ylzeyinin ilk segilen pargasina tekabiil etmési anlasil-
maktadir.

Yéni iki ylizey par¢asi birbirine biiinivok olarak te-
kabiil ediyorsa, bu ylizeyler birbiri lizerine tasvir edilebi-
lir deniiir.

Bu sdylenilenleri analitik olarak da ifade etmek
mimkiindlr.

Soyleki 8; ve S, yilizeyleri

x1 = x3(u, v) X2 = xo(u, v)
(1) S1| y1 = y1(u, v) Sof y2 = yalu, v)
z1 = z1(u, v) zo = zo(u, v)

denklemleri ile verilsinler; S; yluzeyinin bir M(up, vp)
koordinatli noktasi S, ylzeyinin M,(uy, vp) noktasina
bilinivok olarak tekablil ettigi takdirde, yani bu iki nokta-

y1 birbirine belirli sartlarla tekabiil ettiren

(2) u; = f(uz, \Z’) )
( ety Y



fonksiyonlarini alallh. Bu fonksiyonlar B; ve B, tanim
béigeleri iginde slirekli ve tlrevi alinabilir olmak {zere,
ters fonksiyonlarin da ayni tanim bolgesi iginde, siirekli,
tiirevi alinabilir bir fonksiyon olmasi gerekli olmakla be-
raber, ‘ ’

D(uy, vy1)
(3)

D(up, vsp)

fonksiyonel determinanti da- yukaridaki sarti sagladigi tak-
dirde, S; ve Sy ylizeylerinin birbiri {izerine B; ve By
tanim bolgeleri i¢inde tasviri yapilmis olur, veya tasvir
edilebilir, denilir. i

Bu sBYlenilen;eri daha agikliga kavugturmak Uzere
goze hitap eden bir geometrik drnek lzerinde agikliyalim:
(Sekil: 1 a) da gdsterilen bir basit d&nel silindir parcgaszi,
birka¢ ana dogrusu gosterilmek slretiyle bu iki, eksene dik
paralel tabani arasindaki anadogrularin uzunlugunun esitli—
gi asikardair.

AB = AB = C(A)

"Sekil: 1 b de ise bu ddnel silindirin bir tabani
sabit tutulmak Uzere, diger tabaninin birinciye yaklastiril-
masi Srnegin, iki taban arasindaki anadogru pafgalarlnln
uzunluklarinin sabii kalmasi suretiyle, tabanin birini veyé
taban dairesini kendi etrafinda belirli bir ag¢i kadar déndiir-
mekle mimkindir.

0 halde (Sekil: 1 a) ve (Sekil:1 b) de verilen bu iki
S; ve S, ylizeyleri ayni taban ve ayni anadoéru uzunluguna

sahip, biri ddnel silindir ylzeyi parcasi, digeri bir dénel






hiperboloid.parcasidir. Bir ddnel silindir~yﬁ£eyi pargasi,
yani iki tabani ile sinirlanmis bir S; ylizeyi, ana dogru-
larainain 0klid uzunluk 6lglsi anlaminda, uzunluda sadik bir
tasviri yapildigi takdirde bir dénel hiperboloid ylizeyine
déniislir. , » ; ,

0 halde yukarada ag¢iklanan S; ve Sp yilizeyleri
biri 6zel sartlarla segilen bir ddnel silindir pargasi, di-
geri de yine 86zel sartlarla segilen bir ddnel hiperboloid
parcasidir.

Burada (2) denklemiyle verilen f ve g fonksiyon-
larida her iki ylizeyin anadogrularinin esit kalmasini sag-
liyan ddniigiim fonksiyonlaridir.

Bdylece:

a) Bu, uzunluga sadik kalmak {izere yapilan tasvirle-
re izometrik tasvirler denir. ;

b) Alinan S; ve S» vylzeyleri lizerinde baska geo-
metri,elemaniaflnln da sabit elmasi veya déniislim esnasinda
sabit kalmasi diglnllebilir. Ornegin ylizeylerin birbiri lze-
rinde tasvirinde ylizeylerden biri {zerindeki ¢ nokta ara-
sinda bulunan agi sabit kalmak lizere, diger ylizey lizerinde-
~ ki birbirine karsi gelen noktalar arasindaki agiya egit ka-
liyorsa, bdyle tasvirlere agi sadakati olan veya konform
tasvirler denilir [1]

Bu gibi tasvirler. bilhassa analizde blylik yer tuttu-
gu gibi pratikte de ¢ok rastlanan tasvir sekilleridir.

Ornegin yer kiiresi lizerindeki bir parcanin kagit lze-

rinde gdsterilmesi, bir kiire parcasinin bir diizlem lzerine



N

tasviri problemi olup, kiire ylizeyl {izerindeki mevkilerden
(noktalardan) birinden digerine gecis ydnleri, yani bu dog-
rultular arasindaki acilar dlizlem tGzerindeki tasviri olan
noktalar arasinda aynen bulunmalidir. Aksi halde biyilik kar-
gasaliklara sebep olur.

Bunlardan baska yapilan tasvirlerde iki ylzey arasin-
da bazi bagintilarin sabit kalmasi, bazi invaryantlarln'sap—
tanmasi suretiyle pek gok tasvir gekilleri verilebilir.

6rne§in§ )

¢) -iki yiizeyin bir egrisi boyunca olan egriliklerinin
sabit kalmasi suretiyle yapilan tasviri gibi, veya diger geo-
metrik, diferensiyel geometrik veya kinematik geometrik &zel-
liklerin sabit tutulmasi suretiyle, yani tasvirin invaryant-=-
larin: saptamak suretiyle, bir takim yeni tasvirlerin de ya-
pilabilmesi mimkdndiir.

Bu yoldan ylizeylerin bazi diferensiyel geometrik Szel-
likleri incelenerek bir takim yeni dzellikleri, tasvir invar-
yantlarindan yararlanarak elde edilebilir.

MADDE. 3 de Meusnier Teoreminin ylizeylerin herhangi
bir noktasaindaki egrileri hakkinda vermisg oldugu invaryantlik
kararindan yararlanmak suretiyle yeni bir tasvir gelistiril-
mis bulunmaktadair.

Bu nedenle MADDE 2 de Meusnier Teoremi ve ylzey invar-

yantlari hakkinda bilgi verilecektir.






2. MEUSNIER TEOREMI HAKKINDA GENEL BILGI
2.1 Yizey Seridi

{7(s), N(s)} yizeyinin bir M noktasindaki N nor-
mal birim vektdrinin verilmesiyle, ydnlenmis ylizey elemani
tespit edilmis olur.

Yizey elemanlarinin bir serid tegkil edebilmeleri
igin, ylizey elemaninan diizlemi, daima e egrisinin tefetin-
den gegmelidir, yani ¥- teget vektodri, % . N =0 olmak

> . e .
Uzere N normal vektdriine dik olmaladair.

>
Burada {r(s), ﬁ(s)} seridinin parametresi (s)

yay uzunlugu Qlarak secilmistir . (sekil: 2) .

> . . A5 —_
n ylzey elemanina ait birim vektori,

8¢

S
t+ =

o o o > .
as teget birim vektdrd ve N  vektdrd de,

yizey normal birim vektdri olarak alindiginda, bunlar ara-

sinda asagidaki bagaintilarin saglanacagi asik3rdar.

2=1 t.0=o0 nxN=-%
. > > >

| W@ =1 N . n=20 txn= N
>y > > > > >

nt =1 n.t=0 (t,n, N) = 1

-

"Bir M noktasi ile ondan gecen € dilizleminden meydana
gelen geometrik sgekle bir ylizey elemani denir.
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Bdylece ylizeyin e egrisi lizerinde M noktasinda,
{g, N, n} dan olusan Darboux {igyilizllisii denilen bir ig¢yiizld
elde ederiz. Yiizeyin ayni noktasina {?, K, B} " den ibaret
fremét Ugylzlislini de tekablil ettirebiliriz (Sekil:3 a).

Bu iki dgylizliide ¥ teget vektdrll ortaktir. Ayrica
k asal normal vektérii ile N ylizey normal birim vektdri
arasindaki aci1 @ ve dogal olarak E binormal vektdri ile

N ylizey normali arasindaki agida ,(—%— — ) dar.

> > > o . . e
{t, N, n} nin tlirev denklemlerini yazmadan iince,

o . . -»> > d . .
birim vektdrleri siarasiyla e;, ep, e3 olan herhangi bir

3

dik lgylizll alalaim.

e

,92

&

Bu ig¢ylizllide verilen bir parametreye gdre tﬁrev denk-
lemlerini hesaplarsak (%, N, o} Ugytizliisline de ayn1 tiirev
formiillerini uygulayabiliriz.

Herhangi bir ¢ylizli gekilde gdrildigli gibi bir sag

sistem teskil ediyorsa,



(5) &t =G =& =1

> > >
eze3 = eze =0

o+
Qv
!

(6)
> —
e X ey T e
-+ >
e X e T e

> ->
e X e — e3

¥

> > -+ -»> > ->
e;] T e(t) , ey = en(t) , ez = e3(t)
bir t parametresinin fonksiyonlari olsun.

dgl d_ég d_ég
at ° dt > dt

tlirevlerinin gdsterdigi

bu vektdrlerin t = to degerine karsi gelen yukariki {cyiiz-

liiye gore

aij (i, § =1, 2, 3)

bilegenlerini diislinlirsek

&>
. dej

r > > >
=ajje; tajzey tajzes
dt

des
(7

-»> > >
= azie; +azze; +azszes
dt )

d33

-> > -> e .
= a3je; t azser + azzes yazabiliriz.
dt

10



bulunur ve

(5) ve (6)
e + €1
dt dt
>
. der . de
(5") ey - + e
dt dt
N d;3 R dga
es3 + e3
dt dt
- ->
dey 5 de2
ez T e 4
dt dt
> >
dez » deg
(8") ez + ey =0
dt dt
- .->
des 5 dey
e; + ej =0
dt dt
(7) deki tlirevleri (5')

koyarsak

denklemlerinden tlirevleri alinarak

1

ve

=0

(8")

de yerine



> > > > > > > > > > o> > >
e1(ajie; + aizep + ajze3z) +ej(ajje; +ajzer +ajzes) =0

ajp tajp =0 aj] =0

> > > > > > > > > > > = > >
e2(azie; + agzey + azze3) + ex(aziey +agzep +azzes) =0

a2 taz; =0 a2 =0

> > > > > > > > > > > > > > '
ez(azie; + azzep + agzez) + ez(azje; + agger + azzez) =0
azs tazz =0 a3z =0

> > > > > > > > > > > > > >
"ez(ajie; +ajzex +ajses) *ej(aze; +azrey; +azzes) =0

aj2 taz; =0 ajp = -az; =c

> > > > > > > > > > > > > >
ez(azie; + agser + apze3) + ex(agje; + azze; +azze3) =0

azg tasx =0 a3 = -azx <~ a

> > > > > > > > > > > > > >
ej(azje; + azpey + azze3) + es(ajje; + ajze; +ajze3) =0

az) taj3 =0 az; = -aj3 = b

a, b, ¢ - katsayilari bulunur.
a, b, c katsayilarina gére (7) formiillerini tek--

rar diizenliyelim:

12



de, > 5 es e3
= cep - beg T
dt b c
d—) -> >
- dez > N e3 e}
7") = aez - ce} ¥
dt c a )
de -> > 31 .e)z
= be; - aeyz =
dt a b
- - > > >
e
dey . ez e3 -2 N
= = la b c =W x e
dt b c 1 0 0

a, b, ¢ katsayilarina lineer bagimli olan W Darbo-
ux vektdrd,
W =ae; + bep + cej esitligiyle verilir [ 2]

+> > >
de) dejp N des R

>
=Wxe , “=W=xe, =W X e3
dt dt dt

' s > > > » -
formilleri ile, e; , ez , e3 kartezyen baz vektdrlerinin

tlirevleri Darboux vektdrii cinsinden ifade edilir.

13



> > > . 23 23 23 V I3 - K .
{t, N,n} {gylizlisiinde tiirev formillerini (7') ye uygula-

yarak:

dt -+ >
t = ¢n - bN

ds

. .

dn > >
(8) . = -ct *+aN

ds

an >

-
= bt - an

ds bulunur.

'Burada {%, ﬁ, S} vektdrleri e egrisinin

s yay uzunlugunun fonksiyonlari olup, a, b, ¢ gelisi
gizel sayilar olmayip, ylzey ve {izerindeki egrinin veril-

mesiyle belirlenen Gzel sayilardir. Bunlar.

v

a=— Jeodezik burulma ('I‘g jedezik burulmna yaricapi)
T {
g
¢;=—l— Jeodezik egrilik (Rg jeodezik egrilik yarigapi)
R : , ‘
g

14



b==-%— Normal egrilik (Rn normal egrilik yaricapi)
n .

olarak adlandiralair.
Bu, a, b, ¢ katsayilari (8) denklemlerinin sira-
siyla ;, T, ve 1 vektdrleriyle skaler carpilmasi ile

elde edilirler.

; . Nt = -a
> >
(9) t.N =b
> >

NP —iC

a ve b miktarlari, {r(s), N(s)} fonksiyonlarinin, se-
cilen parametreye gdre birinci mertebeden tiirevlerine ve
¢ ise fonksiyonlarain ikinci mertebeden tiirevine bagli olmak-
tadairlar. ;

Bu baglilik yukarida sdylendifi gibi Fréndt {cyiizli-
- stindeki teéét, asal normal, binormal arasindaki bagintiya
benzer bir bagintidir.

#(s) nin egriliginin (9) denklemlerinden elde edi-
len gekline gobre,

> . .
2 =p + ifadesi bulunur.

Ayrica egrilerin egrilik yaricapa [ 3]

15



>
d2r > .
= pn2 oldugundan,

(10) 2= b? + c? sonucuna varilir.

2.2 Serid edrisinin Asal normal vektori

k(s) ~ P ;"(s) ifadesinden (8) ve (10) denk-

lemlerinin kullanilmasiyla k(s) icin,

> >
(1) ¥x=-&n-DbN , sonucuna varalir.
v+l
> ¥ - >,
k asal normal birim vektdrinin ¥ ve n ile teg-
kil ettigi ¢, ve &, acilari
(12) Cos ¢; = ._.:.b_._. ,  Cos 8y =
\/bz + c2 \/bz + CZ

ve (10) denklemi kullanilarak, p icin &; ve &, ile

olan asagidaki bagintilar elde edilir.
£ Cos ¢; = -b
P .
(13)

1
~— Cos & = ¢
Py 2

16
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Bunu geometrik olarak gdstermek igin ylizey {izerinde
bir M noktasindan gecen e egrisinin;

>
dt
ds

he v e e
= k. asal normal vektdrind,

T tegeti ve N normali dogrultusunda parc¢alara
ayiralim (Sekil: 3 b).

Bbylece 3

tﬂ yizeyin normal egrilik vektdril
(normal bileseni), ‘

k jeodezik egrilik vektdrl veya tegetsel egrilik
H. “vektéri, (teget bileseni) olmak lzere
(1) k= 1?“ + Kk esitligi yazilabilir.

.+ 3 . . . e ~ .
N, ylizeyin normal birim vektdrl olduguna gore

kﬂ = b . X

~¥

ve de ylizeyin teget dogrultusunda oldugundan,

b ye seridin normal egriligi

¢ ye de jeodezik eériliéi denir.

Sekil:4 a'da gdriilecegi gibi e egrisinin C egrilik
merkezinden k asal normaline cizdiéimiz dikmenin yiizey
normal dogrultusunu kestigi nokta Cy ve 3 vektdri ve-

ya uzantisinin kestigi nokta Cn ise burada

i

18



MC = p,-MCy = RN , MC_=R olup, Cy »

normal egrilik merkezi Cn ise jeodezik egrilik merkezi-

dir. .

2.3 lkinci Esas Form
Yizeylerin geometrisi iki kuadratik diferensiyel
forma dayanir. Bunlardan birinci esas form, yiizeyin invar-

yant kuadratik diferensiyel formudur.

ds®* =Edu® +2Fdudv+Gav® =T veya
(15)

3 > - .

T_ . =dr, .dr, =dr . dr =1 olup,

1=1 i’ i . .
burada,
(16) E=r2 , F=r .7 ,G=722 dir.

- Tu u v v
Daha dnce {;(s)’. N(s)} fonksiyonlarinin bir

ylizey seridi teskil ettiklerini sdylemistik.

(9) denkleminden, normal egriligi

o' L N'=b

dr an
ds ° ds

=b olmak {lizere veya



b=——— (d; . d-ﬁ) seklinde yazilarak

> > ’

r(t) = r [u(t), v(t)] ile verilen yiizey ic¢in

dr =p du + 1 dv ve
u v

> > L

4N = Nu . du + Nv dv -~ olmak ilizere ve ikisinin

¢arpimi da;
(17) ~(d# . dff) =L du2+ 2 Mdudv +Ndv2=11"

olarak II. Esas formu elde edilir.

Burada;
o= (2 > = (T > > - (>
(18) 'L = _(rLJl . Nu), 2M (rqu + r'vNu), N (rva)

oldugundan (17) denklemi yiizeyin yeni bir invaryant kuad-
ratik diferensiyel formudur. Buna lkinci esas form denilir.

Yukarida seridin b nermal egriligini

b=

+ > ‘ . ». . 3 »
(dr . aN) seklinde gdstermistik. Pa-
ds? ' :
rantezin icindeki 'dr . dN c¢arpimi II. ci esas form ve

ds? de I.nci esas forma esit oldugundan,

——————— - - T - — " = o = = = -

Maddenin basinda alinan N vektdri ile II. esas.
formdaki N katsayisi karistirilmamalidir. :

20
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’ I
(19) -b =-7;— sonucuna varilir.

~ Bu sonug ayni zamanda,

(19") —%}- = 111 ‘"

seklindé-de ifade edilebilir.

2.4 MEUSNIER TEOREM!

Ylizey {izerindeki herhangi bir M noktasi ve bu nok-
tadan gécen T teget diizlemi dﬁsﬁnﬁldﬁgﬁnde, teget diizlem,
yizeyin M noktasindan gegen, yiizey lizerindeki biitlin egri-
lerin tegetlerini iéinde tasir. Yizey normali bu tefet diliz-
leme dik olan dogrudur (Sekil:4 a).

Ylizey Uzerindeki herhangi bir e egrisinin M
noktasindaki t tegeti diglniildigiinde, M noktasindaki
teget, asal normal ve binormal bu noktadaki frén2t lcylizlii-
siinli belirler (g. k., 0.

‘ Yine yukaridaki madde dé elde edilen (19) denkle-
mi ile (10) ve (11) denklemleri gdzdnline alinarak N
ve X nin skaler carpimi ile

(20) N.k= --—:E.._.:._——_ bulunur.

o o o - -~ — - - o - - - - o - Y -

") Bibliyografyada [3] nolu eserin 50 5.128 ile kars.

22



b, bir seridin.normal egriligi olduguna gdre, (19) denk-
lemi de gbzdniline alinmak suretiyle tilireve bagli katsayilar

arasinda

-> >
N . k II _ Ldu?+2Mdudv+Nadv?
e I E du? +2 F du dv + G dv?

bagintisi elde edilir.

ile

du
dv

orantili, yani teget dogrultusuna baglidir. Yiizey lizerin-

Bu esitligin sag tarafi ayni zamanda

deki diger egrilerin egrilik merkezleri de oskiildtdr diiz-
lemi, yani teget ve asal normalin belirttigi diizlem igin-
de bulundugundan, bu C egrilik merkezleri, ylizeyin M
noktasindan gegen normali iizerindeki egrilik merkezinin
dik izdigimidir (sekil: 4 a).

Bu nedenle ylizey {izerindeki egrilerin egrilik mer-
kezleri, capi, ylzeyin Ry .egrilik yarigcapina esit olan
bir k kire yizeyi ilizerinde bulunurlar.

Diger efriler ayni Oskilatdr diizleme ve ayni tefe-
te sahip oldugundan bu agiklamanin tersi Meusnier Teoremi

olarak zikredilir.

MEUSNIER TEOREM! : ®viizeye ait ayn: noktadan gegen
ve ayni Oskiildtér dizlemi haiz olan biitiin yizey egrileri-

‘nin, edgrilikleri de birbirine esittir.”
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0 halde bir ylizey {izerindeki egrilerin egrilikleri- -
pin incelenmesi Meusnier Teoremi yardimiyla, ylzeyin diizlem-
sel kesitlerinin egriliklerinin arastirilmasina ddniisiir.

Bu Bzellik'Madde 3 de daha genis olarak ele ali-
nacaktar. '

Teoremin degisik sekillerde ifade edilmesi de mimkiin-
diir. Sdylekij;

' Bir ylizey tizerindeki herhangi bir eérinin‘tegetinden
gegcen, ylzeyin dizlemsel kesitleri, ylizey lizerindeki edri-
lerle ayni edrilide sahiptirler.
veya,

Cizgi elemanindan gegen biitiin diizlemsel kesitlerin
egrilik merkezleri bu sabit yarigapli kiire lzerinde bulunur-=
lar.

(Sekil: 4 a) dan gbrilecegi lizere T tegeti ve e
egrisinin M noktasindaki normal egrilik merkezi Cy ol-
duguna gére, bu Cy nin, Oskiildtdr diizlemi {zerindeki dik
izdiistimi C olup, bu nokta MC = RN capli daire lzerin-
dedir. (Sekil 4 b).

Buna Meusnier Dairesi denir.

Bu daire, Meusnier kiiresinin, M noktasina ait Oskii-
13tdr diizleminin kiire ile kesitidir.

Bu daire, Meusnier kiiresinin, M noktasina ait Oskiila-
tér dlizleminin kiire ile kesitidir.

Meusnier Teoremi su ydnden de aciklanabilir: Yiizeyin
héehangi bir M noktasindaki Oskiildtdr dlizlemi ile @ agisi
yapan M den ge;en dogrunun t tegetiyle birlikte belirt-

tigi dlizlem, rektifiyan dlizlem, RN capli Meusnier dairesini
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tasiyan dlizlemdir,

Bu da bizi asagidaki sonuca gdtiriir;
> >
k ve N vektdrlerinin skaler garpimi ile

> > ,
k . N=Cos 8
(20) denklemine gére

k. N

-b oldugundan

yukaridaki ifade

Cos 6

(21) = -b  sabit olarak elde edilir.

0
Bu b sabiti normal kesitte (yani dik kesitte)

6=0 oldugundan ﬁi— ye esittir.

Bu nedenlé§

(22) p = RN Cos ©
olarak MC uzunlugunun MC = p = RN Cos @

oldugu ispatlanmis olur.
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3 . MEUSNIER TEOREMI YARDIMIYLA YAPILAN BIiR YOZEY
TASVIRE

Sek. 4(a).daki M noktasinda gdsterilen Meusnier
kiiresinin gerekli diizlemlerle olan kesitlerini ayiralim.

Béylece M noktasindaki (1) teget dlizlemine dik
olan _ﬁE; ylizey normali ile diger normaller de ¥ asal
normalini tasiyan diizlem ile yani (v) normal diizleminin
kesiti olan daire Sek.4(b) de gdsterilmisti. Ayrica yi-
ne EEN Zﬁzey normali yani kiire gaplndan gegen ve (e)
egrisinin t tegeti ile birlikte meydana getirdigi (u)
rektifiyan dlzlemi ile olan daire kesitini de alarak, bir-
birine dik olan bu iki diizlemi S$ekil 5(a) da gdsterelim.

Birbirini dik olarak ﬁﬁﬁh dogrusu boyunca kesén
(v) normal dlzlemi ile (n) rektifyan dizlemi igindeki
daire kesitleri her iki diizlemde aksonometrik olarak gds-
terilsin.

. Bu iki daire —EEE ortak capli elipsler olarak gd-
riiliirler. Bu elipslerden (v) dlizlemi igindeki elipsin
ﬁEﬁ arakesitinin iistiinde kalan yarisiive (y) dlizlemi icin-
deki elkpsin ﬁEﬁ arakesit dogrusunun Snparcgasindaki yarisidir.
Sek:5a.Ayrica M noktasinda (@) Oskiilatér diizlemine dik
olan (}D dlizlemi ig¢indeki g binormal dogrultusu da ¢i-
zilmis bulunmaktadir. ;

Yiizeyin lizerindeki (e) egrisi daima oldugu gibi,
M noktasinda 4 tegetine degmek lzere (C) Oskilatdr

dtizleminin bir tarafindan gelip (v) normal diizlemini de-
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lerek v«j) nin diéer'taraflna_geger. A
0 halde (e) egrisi M noktasinda Bkiilatdr diizle-
~minin &n téraflndan‘ b .tééetine degmek suretiyle - Sek.5 a
da gdriildiigi Gzere (v) diizleminin difer tarafina gecmekte-
dir. Bu duruma gdre yiizey lizerindeki (e) egrilerinin C
egrilik merkezleri ﬁﬁﬁ capli Meusnier kiiresi izerinde bu-

lunurlar.

3.1

(G) Oskillatdr diizlemi ile (u) rektifiyan diizlemi-
nin arasindaki a¢1, i asal normali ile N ylizey normali
arasindaki @ angIdlr.(‘,(,) '

0 halde M noktasindaki (C) egrilik dairesinin
(C) egrilik merkezi‘ Ry ylizey egrilik yaricapindan Meus-
nier teoremi yardimiyla R = RN Cos @ olarak elde edilir.

Burada Meusnier teoremi yardimiyla bir kargilikli
tekabilil veya tasvir dlglnilebilir. ‘

S6yleki 13lettayin bir ylizeyin {izerindeki noktalarda,
ylizeye ait iki egri arasinda Meusnier teoremi yardimiyla bir
tasvir yapildig: takdirde yukaridaki agiklamalara gdre bu
iki egri arasinda birinin egrilik yaricapi digerinin, egri-
lerin normalleri arasindaki ag¢inin koslinlisi ile orantilidar.

Kaynaklar (1) dezikredilen eserin Chap.4. S$.66 ile kars.

(*) (™)

Normal diizlem rektifiyan ve Oskiilatdr diizleme dik oldu-
gundan bu dlizlemlerle olan arakesit dogrulari N ve k
dogrularidair.
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Bir uzunludun kosinis ile orantili olmasi iki uzunluk
arasinda bir dik izdigim alma prensibini ortaya koyar.

Bu diislince tarzi bizi herhangi bir yiizeyin Meusnier
teoremi yardimiyla kendi kendisi {izerinde yapilabilecek bir
tasvirinin bulundugu agikga géstermektedirﬁ*)

0 halde her ylizey, kendi kendisi {izerine, Meusnier

teoremi yardimiyla asagidaki sekillerde tasvir edilebilir.

Teorem 1. (Tanim Teoremi)

Yizey izerinde ayni OskiildtSr diizlemé sahip edriler-
den birine ait edrilik merkezi diJerine ait edrilik merkezinin
dik izdigimi olup, esas yiizey ile tasvir yiizeyi arasinda, yii-
zey normali ve asal normal tekabili vardir.

Ayrica edrilerin egrilik yarigaplar:i arasindaki oran,

normaller arasindaki ag¢inin kosiniisiine egittir.

3.2 Teorem 1 de tanimlanan Meusnier Teoremi yardimiy-
‘la- yapilan tasviri herhangi bir ylizeyin ldlettayin bir adi
noktasina tatbik edelim. Bu takdirde ylizey {izerindeki M nok-

P e . . L. > >
tasina ait (b, k, t) Fréndt elemanlarini ve bir de (b, k)

It

normal diizlemi icinde bulunan ylizey normalini alalim (Sek-

kil 5 3} . < (%, X, N) normal vektdérlerinin icinde
g . 3 0] o

bulundugu () normal diizlemi t tegetine dik olan bir diz-

> >
lemdir. N ve k dogrultulari arasinda kalan 6 agisi yuka-

e e e o e s B . e e o P B S 2 S e S o o e S e S T B S A P i W i S 0 0 O

(*)Bu aciklik ylizeyin {zerinde bulunan bilitlin noktalarina ailt
olmayabilir. (3) denklemiyle verilen fonksiyonel determi-
‘nantin sifirdan farkli olmasi ylizey Gzerindeki adi nokta
igin varoldugu takdirde, tasvir seklinin miitekabil noktasi
kosfinlis fonksiyonunun Szel degerleri (sifir ve bir) icgin-
sifir olabilir. Bu da ancak 6 agisinin &zel olan dggerleri
icin vardir. '
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ridaki agiklamalarda gosterilen aci olmak {izere (Sekil:6 a)
da 8 = 30° olarak alinsin. Bu takdirde birbirine dik izdi-
slim sisteminde TX diisey dlizlemi icindeki egrilik daire-
sinin gapr p %'ﬁé& olarak alinsin. Ylzey normali de T
dogrultusuna dik oldugundan ylizeye ait M noktasi x ek~
seni lizerinde M' = M"  olarak sec¢ildiginde, ylizeyin M
noktasindaki egrilik dairesinin yaricapi belirli bir p
degerindedir.

(Sekil: 6 a ve Sekil: 6 b) de p = 10 cm. olarak alin-
mak suretiyle (t, T diisey diizlemi icinde 0' = 0'' mer-
kezli p yaricapli d = d' dairesi alimmis ve @, ©
yatay diizlemi icinde bulunan X ile t nin belirttigi diz-
lem de ( 7) normal diizlemine yani yatay diizleme dik oldugun-
dan (t N) duzleml 1glndek1 dairenin (t k) diizlemine iz-
distirlilmesi ile 0/ = 0' merkezli df elipsi elde edilir.

Ayni durum o =10 cm ve 6 = 600 alinmak suretiyle
(Sekil: 6 b} de gdsterilmistir. i

t tegeti boyunca kesisen bu iki diizlem 1g1nde bulu-
nan daire ve dik izdiisiimii olan elips arasinda, izdlisim isin-
lari afinite isinlari dogrultusu ve iki diizlemin arakesit
dogrusu da afinite ekseni olmak ilizere bir perspektif afin
baginti oldugu asikardir. ") By sonug ile asagidaki teorem

saptanir.

[4] de zikredilen eserin madde 2.20 5.87 ile kars.
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Teorem : 2

Lilettayin bir yilizeyin herhangi bir noktasinda
Meusnier Teoremi yardimiyla yapilan tasvirde, ylizey lize-
rindeki noktadan gecen keyfi bir edrinin tegeti afinite ek-
seni, O noktadaki binérmal dogrultusu afinite 1gini dog-
rultusu olmak lizere, aralarinda bir dik perspektif afinite
vardir.

Burada hef ylzeyin yapisi, ylizey lzerindeki egri-
ler ag1 vasitasi ile ve bu.egrilerin diferensiyel geometrik
dzelliklerine gdre, tuUm ylzeyin kiigik parcasi icin elde edil-
mis bulunmaktadir. Bu kiglik ylzey parcalari igin elde edilen
Szellikler genisletilerek (tesmil edilerek), Gzellikler t{im
yizey icin gegerli hale getirilirler.

Bu perspektif afinitenin herhangi bir yilizey lzerin-
deki M noktasinda daha gorinisli bir resminin elde edilmesi
icin sirasiyla x, y, z aksonometrik eksenlerini Frénét
ligyliz1llisiinin E, K, % vektdrlerinin dogrultularina tekabiil
ettirelim. Bu takdirde x y dizlemi igin y ekseni ile
6 =300 1ik aca1 yapaﬁ N ldoérultusu alinmak ve Nt =Y Z
diizlemi igindeki p yaricapla daire aksonometrik yoldan
cizilir.'’ ‘

Sekil 5 a daki d; , dp daireleri ve Oskulatdr dliz-

lem ic¢indeki izdiislimii de bdylece belirtilmis olur (Sekil:6 c).

[5] de zikredilen eserin VIII Madde 2.2.2.5.122
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Burada x y z aksonometrik eksenleri sirasiyla
3 I‘? vektdrlerine tekablil ettirilmistir. O halde %'ﬁ
dﬁz;emi igindeki d; egrilik dairesi, Y Z diizleminin
déndiiriilmesi suretiyle ¢izilebilir. Bunun ig¢in BC .capli
daire ve uzaydaki M noktasi Y Z diizlemi ig¢inde ddndiiri-
lerek M noktasi elde edilir. MB =k, dogrultusu olup
0, merkezli ve p = 60 mm. yaricapli dg egrilik daire-
si Y 2 diizleminin ddmmiis izdiislimiinde ¢izilir. Bdylece kg
ve buna dik olan t; dogrultulari dairenin birbirine dik
caplar: olup, Mg ve Cg ile Iy ve IIy noktalarinin
BC etrafinda geriye ddndlrilmesi ile bir eslenik capi
MC, Ve digeri I, II dogrultularindan ibaret olan ve ug
noktalari ty dogrultusu ile belirtilen elips, eksenleri
bulummak suretiyle qizilir.(’

" Bdylece K Z dlizlemi igindeki d; dairesinin iz-
diisiimii olan d; elipsi ¢izilmis olur.

x y dizlemi i¢inde .y ekseni ve dolayisiyla k
dogrultusu ile € ‘acisini kapatan N dogrultusu AB et-
rafinda M noktasinin bu dizlem ig¢ine ddndiirilmesi ile
cizilebilir;

$Oyleki

AB capli yarim.daire. Mg noktasinda AB yi dik
agi altinda gérén nokta oldugundan, My noktasinda kg
dogrultusu ile o =30° lik ac1 kapatan Ng dogrultusu AB

donme eksenini III noktasinda keser.

([ 6]
(7] da gdsterilen eserin Madde 76-77
. S.25 wve S.146-148
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Béylece M III doérﬁltusu K dogrultusu ile 8
acisini kapatan dogrultu olarak aksonometrik resimde gds-
terilmis olur (Sékili 6 c).

-MEN capli dy dairesi dolayisi ile d; elipsi,

5 5 ,
b dogrultusunda t N dUzleml igine izdiisliriilmek suretiy-
‘le d; egrilik dairesi ile perspektif afin olan M nok-
tasindaki d; elipsi yine eslenik ¢aplari yardimiyla eksen-

leri bulunarak ¢izilir (Sekil: 6 c).

3.3
Madde .3 de elde edilen (19) ve (20) denklem-

leri gdzdniine alinarak,

> >
k . N _ II
= veya
P it
_ II . - .. .7
(23) Cos 8§ = —— p neticesi elde edilir.
’ I

(23) denklemi incelendikde I ve II formlarinin
ylizey sabitleri oldugu ve p egrilik yaricapinin da ylzey
iizerinde alinan egriye bagli oldugu hemen gdrilir. Bu neden-
le yukarida Teorem 1 1ile belirtilen Meusnier Teoremi yar-
dimiyla yapilan tasvirlerde, ylizey lizerinde secilen egrinin
p egrilik yaricapinin sabit veya degisén olmasi asikdrdir.

.Asagidaki bdliimlerde bu &zellikler ayri ayri incelene-

cektir.
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3.3.1 Egriligi sabit egriler

Yizey lizerinde segilen egrinin egriligini sabit ola-
rak alalim. Bu takdirde ilk akla gelen &rnek sabit egrilik-
1i bir uzay egrisi olan 8klid helisinin secimidir. Oklid
helisinin tasiyici ylizeyi, genel olarak bir ddénel silindir
olup, silindir ylzeyinin ylizey normali silindir ylizeyi lze~
rindeki noktadan silindir eksenine ¢izilen dik diizlem igin-
deki nokta ile eksen noktasini birlegtiren dogrudur. Ayni
zamanda bu dogru 0klid helisinin adi gecen noktadaki ;
‘asal normal dogrultusudur. Oklid helisi sabit egimli bir
egri olarak tanimlandigindan ayrica sabit egrilikli olmasi
nedeniyle p egrilik yaricapi Oklid helisine ait bltlin nok-

talarda

(2u4) p = dir.

Bunun bulunmasi, helisin disey dlizlem icindeki nok-
tasinda kurulan, bif yarim ekseni helis noktasinin eksenden
olan' r wuzakligir ve diger yarim ekseni de d helis para-
metresi olan elipsin, biylik ekseninin tepe noktasindaki eg-
rilik dairesidir ‘7' (Sekil:7 a). '

(*) .
[6] ve [7] de zikredilen eserlerin Madde 114 S.11 ve

Madde 71-5.138 ile karsgilastair.
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3.3.1.1

Helisin her noktasinda ayni p yarigapli olan bu
egrilik dairesi X asal normali izerinde merkez noktasina
sahip oldugundan, helisin yatay izdiisiim dairesinin r ya-
ricapindan p yu gikarmak suretiyle elde edilen (r-p) ya-
ricapli daire yatay izdisiimi olan (0) helisi, egrilik
merkezlerinin geometrik yeridir. ‘

Her 0klid helisi bir ddnel silindir ylizeyi {izerinde
bulundugundan, silindir yizeyinin N normali ile helisin
X asal normali ayni olup tegetin (Sekil:6 a daki) belirt-
mis oldugu teget - ylzey normali dizlemi ile teget -
asal normal diizlemin arasindaki 6 acisi bu konumda 0%dir.

» 0 halde Teorem l'e gbre Meusnier Teoremi yardimiyla
yapilan tasvirde iki ylizey ayni olup, Teorem 2'ye gare de-
gerlendirme yapildigi takdirde, silindir ylzeyl {izerindeki
helis efrisinin tegete ve eksene dik olan asal normali de
afinite a1sini dogrultusu olarak alinmak suretiylé, asal
. normal dogrultulari yatay dogrultular olurlar.

. ) Bﬁyiece, afinite i1sinlari, afinitenin .H cakisma
' diizlemine paralel oldugundan, perspektif afin olan iki ge-
kil, aralarinda kongruent olurlar. Buraddn asagidaki sonu-

ca varilar.

Teorem 3 ‘

"Bir dénel silindir ylizeyinin ilizerinde bulunan sabit
egrilikli bir egri (bir 6klid helisi) boyunca Meusnier Teere-
mine gére yapilan tasvir, ylizeyi kendi kendisine déniigtirir

(cakigtirir).
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3.3.1.2

Ayrica bir Oklid helisi boyunca alinan egrilik daire-
leri % ; diizlemi ig¢inde sabit p yaracapli dairelerden
ibaret olup bu dairelerin t; tegetlerine degdigi M. nok-
talar:i ve dolayisiyla dairelerin merkezi olan 0, noktalari
ile Mi lere merkez karsiti olan iCN noktalari da ayni asal
normal (yatay dogru) lizerinde bulunmaktadirlar.

Bu.{ic noktayi tasiyan yatay dogruya ait Mi noktasi
helisel hareketi yaptiginda diger noktalarda bu harekete is-
tirak ederler. Boylece egirilik dairesinin asal normali lze-
rindeki bu li¢ nokta aralarindaki uzakligi muhafaza ederek
miitekabilen Iy hg hs helislerini gizerler.

(Sekil:7 b) den gérililecegi ﬁzeré Mi’ Oi, iCN nokta-
lari e' noktasindan Oi noktasina gére ¥p yaricapli dai-
releri cizerler.

Bdylece bu daireler mitekabilen ~h1 h, h, helisleri-
nin hf h) h; yatay izdlisimleri e' merkezli konsantrik
dairelerden ibarettir. .

Bu ii¢ noktay1 taslyan dogrunun, hellslerln asal norma—

" 1i olmasi, bu helislerin ikiser ikiser Bertrand egri glftlnl
tanimlamasi ig¢in yeterlldlr.(.)

Ayrica (Sekil:7 c) de ?, k diizlemi igindeki egrilik
dairesinin bu helisel hareketle meydana getirdigi siklik yi-
zey diisiinlilmiis ve aksonometrik olarak (belirli) bir pargas:i
gbsterilmistir. ' _
) .

[3] de gdsterilen eserin Bertrand Erileri §.15 S.40 bak.
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Egrilik dairesinin M, O, Cy dlslnda kalan noktalari,
helis Oskiildtdr diizleminin egiminin sabit olmasi nedeniyle,
ayni parametreli helisel harekete igtirak ederler. O halde
bu harekette sabit egimli olan T . X ‘dﬁzlemi icindeki bir
dairenin ¢izdigi bir helisel yiizey elde edilir.

; " Bu helisel yiizey bir‘sefpantin yizeyi oldugundan ve
ayrica M, noktasinin yorlinge helisinin egrilik dairesi
oldugundan bu serpantin ylizeyi her noktada egriligi sabit
olan bir yilizeydir. ,

(Sekil:7 c) de teget asal normal diizlemi x, y dlz-
lemi alinmak suretiyle M, 0, ve iCN noktalarinin ydrin-
geleri olan My h; hy  helisleri ve egrilik dairesinin
x y dizlemi icindeki muhtelif konumlari alinmak suretiyle
ylizey parcasi ¢izilmistir ve seklin daha iyi bir goriinlimlinin
elde edilmesi igin,Asekil tasiyici silindir ylzeylerinin ar-
ka yarisi lizerinde olmak lizere g&sterilmistir.

Bu ylizeyin egrilik dairesi tarafindan dogurulmus ol-

masi ylzeyin her noktasinda sabit egimli olmasini ve M., 0;

iCN noktalari tarafindan ¢izilen h; h; hy helislerini
(*)

tasimasini saglar.

hy ve h, helisleri egrilik dairesinin noktalarinin y&-
riingesi oldugundan yiizey. lizerinde, O1 noktasi ise daire-

nin merkezi oldugundan ylizey lzerinde degildir.
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3.3.1.3

Ayrlca'silindir ylizeyi lizerinde bulunmiyan sabit
egrilikli egrilerin, ‘p egrilik yaraicaplari sabit oldu-
gundan, teéetie yizey normalinin ve tegetle asal normalin
tesgkil ettigi dlizlemler arasinda kalan 6 -agisi sabit ola-y
caktir. '

Bdylece ylizeyin her noktasindaki egrilik dairesi bir
afin transformasyona tabi tutulmak suretiyle, yizey izerin-
de bulunan sabit egrilikli bir egri boyunca Meusnier Teo-
remi vasitasiyla tasvir edilmis olur. Birinci egriye ait
egrilik dairelerinin merkezlerinin geometrik yeri her nok-
tadaki egri tegetinden gegen asal normalle meydana gelen
diizlem lizerinde binormal dogrultusunda izdlslirilmis olur.

Bu miildhazayi egrilik merkezlerinin geometrik yeri
bir 0klid helisi olan sabit yaricapli bir daireye uygular-
sak, daire kendi dizlemi ile sabit bir 6 agisi yapan bir
diizlem lizerinde eliptik bir izdiiglime sahip olacaktir (se-
kil: 7 b). ‘

0 ve M noktalarinin diisey eksen etrafinda d§nmesi
ve eksen dogrultusuna paralel diizgiin bir &telenme hareke-
ti yapmasiyla, M noktasinin ydriingesi de bir 0klid heli-
sinden ibaret olur. Bdylece M noktasindan gegen )
diizlemi iginde bulunan belirli yaricapli bu dairenin meydana

getirdigi ylizey, bir dairesel helis yilizeyidir.
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M noktdsinin yériingesi olan Iy helisi Mé konu-
munda yd&riingenin yatay izdlisimi ile h) dairesi ile siklik
ylizeyi méydana getiren O merkezli ve sabit egrilikli eg-
rinin, egrilik merkezidir. Bu EEE' = p capl: dairenin O'
merkezi de h; helisini cizer. Daire t k dizlemi icinde
bulundugundan CN noktasi da M noktasinin hareketine uy;
gun olan helisi c¢izer. Ancak Mi noktasinin ¢izdigi helis
ile dairenin hareketindeki M noktasinin ydriinge egrisi
birbirinden farkli helisler olup biitiin bu egriler dairesel
helis yﬁzéyi {izerinde bulunurlar.

Mo konumundaki dairenin Madde 3.2 de acgiklanan 6-
acisi altindaki izdlslmi, yatay diizlemle & agisi yapan
diizlem icersinde bir ekseni dairenin capi kadar diger ekse-
ni bu gapin Cos 6 ile carpimi kadar olan elipslerden iba-
rettir.

Bu elipsler daire diizlemi ile 6 acgisini kapattigin-
dan, yatay izdislimde ﬁgﬁg dogrultusunda alinan p = ﬁgﬁg
dogrultusu elipsin bliylik ekseni ve bu dogruya Oé noktasin-

dan ¢izilen dikme UGzerinde her iki tarafa dogru alinan

—Jlf%;iii— uzunluklar: da kiigiik ekseni olan elipslerden iba-
rettir.
Yatay izdlsilimde Mi s Oi ve Cﬁ noktalari daima

hi dairesinin caplari dogrultusundadir.
Béylece yatay izdislimde yukarida siralanan noktalarain
hepsi ayni merkezli dairelerin {izerinde bulunurlar. Ayrica

yatay izdlsilimi bu daireler olan helisler de vardir.
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Bunlardan Mi noktasinin ydringesi olan by helisi,
diisey -izdlstimde dairelerin yatay dogru parcalari olarak gé-
rlilmesi nedeniyle siklik ylizeyin, diisey ¢evresinin parcala-
rindan ibarettir.

Meusnier Teoremine gére hi egrisinin her noktadaki
egrilik dairesi, sabit capli olup Teorem 3 de zikredilen
tasvir yapilsin, bu takdirde M noktasinin ¢izdigi Iy
helisi, her iki ylizeyin ortak bir egrisidir. Oi merkezli
p ve PCos 0 eksenli elipslerin ¢izdigi serpantin ylizeyi,
dairesel helis ylizeyi ile, her Mi noktasindaki egrinin,
ts tegeti afinite ekseni ve h; helisinin b dogrultusu,

- afinite isinlari dogrultusu, olmak lizere aralarinda bir
perspektif afinite vardir.

Meusnier Teoremi ile yapilan bu tasvir, ayni zamanda
elde edilen bu iki yiizeyin her an degisen bir afinite ekseni
ve bu afinite eksenine bagli clarak degisen afinite 1ginla-
rina goére elde edilen tasvirleridir.

Bu dzelligi asagidaki Teoremle tespi’ edebiliriz.

Teoren: 4

Meusnier Teoremine gére birbiri lizerine tasvir edil-
mig iki siklik helis yilizeyinin sabit agi altinda iki diizlem-
le olan kesiti bir daire ve elips olsun. Bu kesit dairq‘ve
elipsleri arasinda, dﬁzlgmlerin arakesit dogrusu afinite
ekseni ve bu eksen iizerindeki daire ve elipsin ortak nokta-
'sinin ¢izdi§i helisin binormal dogrultusu afinite igini ol-

mak lizere her anda, bir ani perspektif afinite vardir.
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3.3.2 EGRILI&T SABIT OLMAYAN EGRILER

Egriligi sabit olmayan bir egri olarak, periyodik
degisen egrilikli bif egriyi yani sikloid helisini ala-
llm.(.) ) k

‘ Sikloid helisinin bir egik daire silindir ylizeyi
iizerinde bulunmasi dlslniilebilir ise de, bunu tasiyici
ylizeyinden ayirarak Teorem 1 ve Teorem 2 de verilen
tasvir &zelliklerini egriye tatbik etmek suretiyle kul-
lanalim.

Sekil:8 de g&sterilen M, noktasi (Mi, Mg)
yatay ve disey izdislmi ile verilen bir sikloid helisine
ait nokta olsun. Bu noktadaki sikloid helisinin tegeti,
sikloid helisinin ayni parametreli bir 0klid helisi ile
perspektif afin olmasi nedeniyle, sekilden gdrililecegi
{izere EZ ve Ez helis noktasindaki ?;h, ?g helis
tegetleri yardimiyla c¢izilir.

Mo 'nokta51ndaki ty tegetine dik olan (v) nor-
mal dliizlemi e; ey esas dogrulari yardimiyla gdsterilir
(Sekil:8).

e} dogrusu ayni zamanda Mi noktasindaki sikloid
helisinin k asal normali oldugundan bu noktadaki egrilik
yaricapr, e; dogrusunun yatay dlizleme paralel olmasi ne-
deniyle e] = dogrusu iizerine aynen tasinir. Bdylece elde
edilen Ki noktasi ve tanzim dogrusu ile bunu karsilayan

Kg noktasi e} doZrusu {izerinde bulunur.

("[8] de bildirilen galismalarla karsilastiriniz.
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M, no&tasindaki egrilik dairesi MK, yarigapli
daire olup t , k dlzlemi icindedir. Bu daipenin’gizilmesi
igin t; dogrusu {izerinde secilen 1 noktasinin ddndiirtil-
mesi ile{ bu diizlem icinde, ti ye paralel olan dogrultu-
larin ve dolayisi ile egrilik dairesinin t; ye paralel
olan capinin izdiisiimdeki gdriintilisli,dairenin e' ye dik gapinin

2 ,3,Noktalari yardimiyla 2' ve 3' elips tepeleri elde
edilir. (Sekil:8 de bu ddémme agisi tek ¢izgi ile isaret-
lenmistir.)

Boylece M. noktasindaki egrilik dairesi, eksenleri
Mi C wve 2' 3' olan elips bilinen yollardan g¢izilir.

(v) normal diizlemi icinde bulunan k asal normali,
N yizey normali ve %L binormali dogrultularini saptaya-
lim. Bunun icin e;,.ey esas dogrularinin belirttigi diiz-
lemini ej esas dogrusu etrafinda, e Uzerinde alinan 4
noktasini ddndiirelim (Sekil: 8).

Béylece t' = b' binormaline ait 5' noktasi dén-
diiriilmek suretiyle 5'(5) yilksekligi elde edilerek b"
digey izdisimi Mg 5" déérusu olarak elde edilif. (Sekil
8 de bu dénme acisi iki ¢izgi ile isaretlemmistir.)

Ayrica 6 noktasi yardimiyla, ylizey normali ile
asal normal arasinda © = 30° alinmak suretiyle EEEN
dogrultusu elde edilir. Bu dogrultu {zerinde Ki noktasi-
nin b dogrultusundaki izdislimi Ki noktasini verir. Mi

noktasina ait Ky merkezli egrilik dairesi ve dolayisiyla

N
ve bunun Oskiilatdér diizlem igindeki izdlUsiml olan Ki mer-

yatay ve dlisey izdlisimdeki MiC ve 2' 3' eksenli elips

kezli Miag eksenli elipsi 2' ve 3! noktalarinin
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—IZ; den gegen teget dogrultusu lzerine b' binormal dog-
rultusunda izdligliriilmesi ile elde edilir.

Eslenik caplar:i bulunah bu elips Rytz ¢izimi ile ek-
senleri elde edilerek tamamlanir.

AYnl dliiglince ile diisey izdliglimdeki Kg ve E¥ mer-
kezli elipsleri de elde edilir.

Bu suretle Mi noktasindaki Ki egrilik dairesi ve
Meusnier Teoremi yardimiyla yapilan tasvire ait Mi nokta-
sindaki egrilik dairesinin izdiislimi de elde edilmis olur.

Bu iki elipsin aralarinda perspektif afin olmasi ne-

deniyle asagidaki teorem saptanair.

Teorem 5

Herhangi bir ylizey ilizerinde sabit e§rilikli olmayan
bir egri boyunca Meusnier Teoremi yardimiyla yapilan yiizey
tasvirinde ylizeyin egrilik dairesi, Oskiilator dizlemi iginde
ejriye ayni noktada defen perspektif afin bir elipsten iba-
rettir.

Bu pérspektif afiniténin ekseni, e egrisinin ™
noktasindan gegen tegeti, ve afinite iginlari da yiizeyin bi-
normal dodrultularidir.

Bir (k) wuzay egrisini aksonometrik olarak gdstere-
lim. Bu (k) egrisi k 0©klid helisine X Y taban diizlemi
alinmak suretiyle perspektif afin olan bir sikloid helisidir.

Bu afinitenin cakisma diizlemi XY diizlemi ve afinite
1sinlar1 Y ekseni dogrultusundadir.

(k) helisinin M, noktasina ait bir egrilik daire-

sini ¢izelim.
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Bu daire. egrilik yaricap: defisen bir elips olarak
gérﬁlﬁr. ’

‘ Dairenin Mi noktasi k sikloid helisi boyunca
daireyi hareket ettirsin.

Bu egrilik dairesinin c¢izmis oldugu ylizey, belirli
diizlemlerle olan kesitleri yaricaplari degisen dairelerdir.
Buna karsit olarak degisen yaricapli dairelerin bir nokta-
s1 bir'sikloid helisi»ﬁzerinde hareket ettigi takdirde,
dairelerin zarf ylizeyi 6zel bir cins serpantin yiizeyi ¢iz-
mektedir (Sekil: 9) ’

Bu ylizeyin her noktasindaki degisen yaricapli daire
kesiti, adi gegen noktaya ait sabit olan egrilik yaricapi-
ni verir. ‘

Bu egrilik yaraigaplari dairenin her noktasinda, do-

- layisiyle yiizeyin diizlemsel kesitlerine ait noktalarinda
yani M. karsiti olan ,C. noktalarinda, sabit oiacééln—
danbu serpantin ylizeyi, ylizeyler arasinda &zel bir yer
alir. '

Yﬁzéyi teskil eden dairelerin birbirini karsilayan
noktalarinin yérilingeleri sikloid helisleridir.

Biitlin bu sikloid helisleri egrilik dairesinin yarai-
capi sifir uzunlukta olan daireyle baslar ve egrilik yari-
caplari bliyliyen dairelerin miitekabil noktalarini birlestir-
mek suretiyle bir sikloid helisleri demetinin meydana ge-
tirdigi ylizeyi teskil ederler ($ekil:9). Ornegin M, nokta-
sinin {izerinde hareket ettigi m- sikloid helisi ile Ki
merkez noktalarinin ve .C karsit noktalarinin ¢izdigi

i™N
sikloid helisleri gibi.
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Yine bu yizeyin tasviri hakkinda Teorem 5 kul-
lanilabilecegi gibi herhangi bir M noktasindan gegen
egrinin ty “tegetinden gegen iki diizlemsel kesit (bu
dlizlemsel kesitlerden biri M, noktasindan gegen diizlem
icindeki egrinin egrilik dairesi ve digeri bu daireye
‘noktadan gecen binormal dogrultusundaki afinite 1slnlari
altinda perspektif afin olan elips olmak lizere) aralarin-
da perspektif afinite vardair.

Bu durum her noktadaki tegetten gegen ylizeyin iki
diizlemsel kesiti olarak disiiniildiiginde, ylizeyin her nok-
tasinda Sekil: 5 b de belirtilen kiiglik silindir ylzey-
lerinin varligi diiginilebilir.

Bdylece her yilizey, bu kiiclik silindir parcalarindan
yapilmis ylizeylerin birlesimi gibi diisinilebilir.

Bu &6zelligi hareket geometrisindeki ani vidalanma
Szelligine benzetebiliriz.' k

S8yleki, her noktadaki ani vidalanma ekseni yerine
0 noktaya ait teget dogru, ani vidalanmanin &telenme dog-
rultusu olarak da alinan noktadaki binormal dogrultusu
karsilastairilmak suretiyle, ani vidalanma ile ani perspek-
tif afinite, ylizeyin Meusnier Teoremi yardimiyla tasvirin-
de birbirine karsit olan iki geometrik bag olurlar.

" Bdylece Meusnier Teoremi ile yapilan tasvirde, esas
yizey ile tasvir ylizeyi arasindaki tekabiilin, ani vidalan-
madaki ylzey parcalarinin sonsuz yakin iki konumu arasin-
daki tekablile karsit olmasi diisiiniilebilir.

*) . . .- ..
[ 9] da verilen eserin, ani vidalanma ekseninin bulunmasi
dzelligi ile kars. : '
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SONUCLAR

1- Y{izey kesitlerinden elde edilen. egrileren egrilikleri
arasindaki, Meusnier béélntlslnln bir dik izdlslm ile

ifade edilebildigi,

- 2- Meusnier Teoreminin kullanilmasiyla yapilan bir tasvirde
yizey lUzerindeki ayni Oskiilatdr diizleme sahip egrilerin
herhangi bir noktasindaki egrilik merkezlerinin, esas
ylizey ile tasvir ylizeyi arasindaki bir dik izdisiim ile

ifade edilebilecegi,

3- Ayni noktadaki egrilerin asal normal ve binormal tekdblili-

nln esas ylizey ile tasvir ylzeyi arasinda tersinir oldugu,

4- Herhangi bir ylizey lizerinde sabit egrilikli bir egri boyun-
ca Meusnier‘Tedremi yardimiyla yapilan ylizey tasvirinde
veya yluzeyler kendi kendisi lizerine tasvir edildiginde,
tasvir ylzeyi ile esas ylizey arasindaki geometrik bag sap-

tanmigtir.
5- Silindir ylzeyi lizerinde bulunan &zel bir egri olmak lzere

secilen Oklid helisinin Meusnier Teoremi yardimiyla yapi-

lan tasviri, ylzeyi kendi kendisine d3nlistlirdigd,
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10-

11-

Lalettayin bir ylzeyin herhangi bir noktasinda Meusni-~
er Teoremi ile yapilan tasvirde, ylizey lizerindeki nok-
tadan gecen keyfi bir egrinin tegeti afinite ekseni, o
noktadaki binormal dogrultusu, afinite 1sini dogrultu-
su olmak lizere esas ylizey ile tasvir ylizeyi arasinda bir

perspektif afinitenin varliga,

Perspektif afinitenin ylizey lizerindeki egrilerin, sabit
egrilikli olmasi ve olmamasina gdre ayril ayri incelen-

mesi,

Sabit yaracapli egrilikli dairelerinin helis hareketine
tdbi tutulmasiyla meydana gelen sabit egrilikli serpan-

tin ylzeylerinin olusturulmasi.

Yukaridaki egrilik dairelerinin degisen egrilik yara-
gaplar: ile téskil ettigi serpantin ylzeylerinin olus-
turulmasai, ‘

Helisel siklik ylizeylerinin bir egri boyunca birbiri
{izerine tasvirinde ani perspektif afinitenin tanimlan-

masi,

Ani perspektif afinitenin yiizey lzerinde alinan sabit
eéfilikli olmayan eérilerde, bu egri boyunca yapilan
tasvirin ani vidalanma ile karsilastirilmasi, yapilmak
suretiyle yukarida yazili sonuclar elde edilmis, bunla-
rin orijinal olanlari teoremler olarak ﬁetin icinde

ifade edilmisgtir.
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