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OZET

Nitel ve nicel degiskenlerin sozkonusu oldugu lineer modeller wzun willar gesitli
galigmalarla ele alinnug olup , giiniimiizde de bu galigmalar yogun bir bigimde devam etmekte ve
gesitli yorumlar,sonuglar clde edilmektedir Ozellikle nitel degiskenlerin szkonusu oldugu lineer
modeller dogada kargimiza ¢ok fazla qikmaktadir Nitel degigkenli lineer modellerin
incelenmesinde (analizinde) kullanilan yonteme kisaca “ Varyans Analizi “ denir . V.A
notasyonu ile gosterilir . Bu yontem kendi iginde ok farkli durumlann igerildigi bir yontemdir
Klasik anlamda 1-faktorli siuflandirmadan n-faktorli (4 faktorden sonra pek tzerinde
calisitmamis) simiflandirmaya genisletebilecegimiz durumlar oldugu gibi , fakidrlerin capraz . ic-
ige , gapraztig- ice oldugu durumlar ve verinin dengeli veri olup olmamas: durumlan ve
nihayet faktdrlerin etkilegimli (¢apraz modellerde) olup olmamalan durumlarinda varyans analizi
cebrinin de kullamimas: g¢agdas bir yaklasim olarak degerlendirildi . Ayrica matris cebrinin
kullamlmas: V. A ¢dziimlerinde bityiik kolayliklar getirmesi bakimindan da 6nemlidir .

Onemli sorun nitel degiskenli modellerde bir tek goziimiin olmayisidir . Ciinkii

Y=XB +¢
seklinde gosterilen lineer modelden elde edilen
(XX)B =X'Y

normal denklemlerinde X'X matrisinin rank: tam olmayip klasik anlamda tersi yoktur. Onceleri
cesitli kistlamalarla ya da uygun kogullar koymak sureti ile ¢ziim getirilebilmis olmakla birlikte
son zamanlarda ranki tam olmayan matrislerin tersini bulmak igin genellegtirilmis ters matris
kavranu ortaya atilmug ve “ genellegtirilmis ters matrislerle ¢oziim yontemi * kullamlarak ¢oziim
elde edilebilmigtir . Bu yontemle biraz 6nce stzii edilen kisitlamalardan ve benzeri kogullardan
kurtulmak miimkiin olmugtur . Bu ¢aliymadan amag su ana kadar soylediklerimizi baz alarak ig-
ice varyans analizi modelini daha onccki caligmalan da kullanarak incelemek ve daha
genigleterek buna ¢ok uygun olan verimize uygulamaktir.




Girigte varyans analizinin taninu ve mahiyetinden kisaca bahsedildikten sonra , rank: tam
ya da tam olmayan modeller ele alindi Basit bir siniflama yapilip bu siiflamann bir pargas: olan
ig-ice dilzenin V_A. igindeki yeri ve anlamindan sozedildi .

I . Boliimde 1-faktorlii simflandirmadan kisaca bahsedilipbaz tamm ve teoremler ile
ve varyans analizi tablolan bir Srnek tzerinde uygulannusgtar.

I1. Boliimde ig-ice modeller 1-fakiorlitye benzer sekilde incelenmis ve yine varyans analizi
tablolan yapilmugtir,

III. Bolimde ise ic-ige varyans modeli garpici bir Omek ile uygulanmugtir. Beklenen
sonuclar ile sayisal degerler arasinda sika bir bag oldugu agikca goritlmiistiir,
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SUMMARY

Linear models dealing with qualitative and quantitative variables have long been
analyzed and nowadays some work is still being done.

In nature , we encounter linear models with quantitative variables quite frequently . This
is why we call this method used in analyzing quantitative models “ Variance Analysis “ in
short . We say * in short * because variance analysis method deals with many different
situations . We apply variance analysis technique with success in situations where 1-factorial
classification is expanded into n-factorial ( not much work done beyond 4-factorial ) as well as
situations where factors are crossed , nested , crossed-nested and data are in balance and finally
factors are in interaction . It is also very important that it brings in simlicity as we can also use
matrix algebra in variance analysis method .

An important problem in quantitative variable methods is that there is no single
solution as in normal equations (X'X) 8 = X'Y derivedby Y = Xf + & .

XX matrix has not full rank and inverse . It was only possible to find the inverse of a
matrix without a full rank by some restrictions or by imposing appropriate conditions by means
of generalized inverse matrix method . This method doesn’t involve such restrictions and
conditions .

The purpose of my study is to analyze the variance analysis method with the help of
earlier studies and to apply it to my data . I define the variance analysis technique in the first
part and the later part models with full and not full ranks . A simple classification is made and
the position and meaning of this classification in variance analysis are done .

In the first section , I-factorial classification , some definitions and theories are
described . An example is given .

In the second section , nested models are analyzed and variance analysis tables are given

In the third section , nested model is shown with an example and the relation between
expected results and numerical values is shown .
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0.1. Varyans Analizinin Tanum ve Mahiyet:

t-testi A ve B gibi iki 6mmek ortalamasinin birbirinden yeterince farkh olup olmadiginu
belirleyen bir testtir . Ancak bu test yalmzca iki 6rnckle ilgilenildigi durumlaria simrh olup
Ornek sayisi antifinda yamlacak test sayisi da artacagindan bu gibi duromlar igin etkinligini

Varyans analizi kisaca ifade edilecek olursa , iki drnck kargilagirmasinun ikiden daha gok
birden gok faktdrtin etkisini de anlama olanag) verir . O halde varyans analizini yeniden sdyle
ifade edebiliriz Varyans analizi bir olayin nedenlerini ya da daha dogru bir deyigle kontrol
edilebilen ctkenleri (*) , olaym genel gizgisinden sapmalan bilegenlerine aywrmak suretiyle
inceleme olanag: sagladig gibi , karsibkh etkilerini de (interaction) inceleme olanag: saglar .
Ozellikle tanm sektdriindeki uygulamalar ile ortaya ¢ikan bu teknik daha sonralan 1923'lerde
yamsira sanayi ¢aligmalannda ve endiistride ¢ok fazla kullaniimaktadir .

V.A 'nde “ faktor “ ve “ diizey “ steciikleri gok sik gecer . Biz de bu kavramlan sik sik
kullacagymizdan 6rnek vererek agiklamayt uygun gordik .
ailelerin gelir diizeylerinin beyaz egya satiglan izerindeki etkisi aragtinlirsa , burada faktor gelir
dizeyidir . Eger i¢ farkh cffitim yOnteminin bir grup Ofrencinin bagans: Gzerindeki ctkisi

Faktorlerin kendi igindeki alt siiflan ise faktdrin dizeylerini olugturur . Omnegin
Universitelerimizde gesitli somestrelere baliinerck okutulan bir dersin kendisi faktor , kisimlan
ise bu faktoriin diweyleridir . Cebir dersini dagiinelim . Bu dersin egitli somestrelere dagilmig
Cebirl Cebir2 , Cebird olmak iizere {i¢ ditzeyi vardir . Ya da yeni bulunan bir ilacin hastalar
uzerindeki etkisi aragtinlryor olsun .

(*) Bir olay incelendiginde , olaya tek bagina yon verecek giigte olmayan birbirinden bagimsiz

pek gok mMm.WWMM&WﬁM“%‘f.:_" -
g T

edilebilen etkenler " denir .
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Uygulanan dozlar - 1mg , Smg , 10mg gibi - ilag faktdrtnin diizeylerini olusturur . Faktorler
nitel ve nicel olmak {izere ikiye ayrihir . Nicel faktore fiyat , yas , afirhik , boy uzunlugu gibi
ornekler verilebilir Nitel fakidre ise gitbre tirleri , farkh egitim yontemleri vb. 6rmek olarak
Yapilan aragtirmalarda faktor sayis: 6nemlidir . Tek faktor s6z konusu ise yapilan galigma
tek fakidrid caligma , birden ok faktor soz konusu ise gok faktorli caligmadir . Faktor sayis: ne
olursa olsun hepsinin etkisi eganh (simultane) olarak aragurlir.

0.2. Rank1 Tam ve Tam Olmayan Modeller

Genellikle bagimsiz degiskenlerin nitel oldufu modellere “ Ranki Tam Olmayan
Modeller * denir . Bu modellerde X matrisi (0,1) gbsterge dederlerinden olusur . Bagimsiz
degiskenlerin nicel oldugu modellere isc * Rank: Tam Olan Modeller * denir . Fiyat ile arz-talep ,
agwhkla yas vb. gibi degigkenler arasinda bir iligkinin var olup olmadif: aragtinlmak

Y, =B,+B,.X +¢ (i=1,...........,B)

Y=X8+¢

Normal denklemlerin  (X'X)f = XY  bigiminde yazldiim ve bu tiir modellerde
XX matrisinin determinant: sifirdan farkl: oldugundan (tekil olmacigindan) S  igin tek bir
cOziimilniin var oldugunu biliyoruz . Bu da

B =(XX)' XY

yontemlerinin grencilerin basansma vb. etkileri arastridiginda kurulacak olan model bir
birer faktordor . Model yine Y = Xf +& lincer modelidir . Ancak burada X matrisinin

rank: tam degildir . Dolayssiyla X'X  matrisinin tersi ahnamaz (klasik anlamda) ve f° n

tahmin etme sorunu mmmm.&mﬁmmmwb




a) Yeniden parametreleme
b) Genellestiriimiy ters matnislerle goziim
(1.2.)'de “ genellegtirilmis ters kavram: “ baghf) altinda genellegtirilmig ters matnisierie ¢ozim
genis olarak ele alinmstir .
Faktor sayisina gore basit bir simflama yapalirsa
I. Tek faktorld analiz
I1. Birden gok faktorii analiz
A) 2-faki6r
a) Capraz dilzen
b) ig-ige (hiyerarsik) dizen
B) 2-faktOrden daha cok
a) Capraz dizen
b) Ig-ice (hiyerargik) dizen
c) Capraz + ig-ige
Faktoran tesadifi olup olmayisina gore bir sumflama yapalirsa ©
I. Degigmez etkili model
I1. Degisir etkili model
Degismez etkili modelde degiskenler (faktorler) tesadufi degildirler = Degisir etkili modeide ise
degiskenler tesadifidir (rastlantisaldhr) = Aynca iki dorumun birlikte cldugu haide modele ~
karma model “ ad: verilir .

0.3. Varyans Analizi Modellerinden Ig-ige Ditzenin Anlam: ve V.A_ Igindeki Yen

analizi teknifini anlatan kaynaklarda . izerinde pek de fazla durulmammg olmass iz bu konuya
yomeltti . Bu teknifin uygulanacafy Omegin hazrlamgy | klasik yontemleric cle ahman
Orneklerden farkh olacaktir . Uygulamamez icin Once tekmifi tim aynmnisn ile aqkiams
gereksinimi duyduk . Ig-ige veya hiverarsik diizen bir faktdryel diizen olup , ierikien: nedentyle
faktoryel dizende (*) gibi faktorlerin birbirini etkilemesi soz konusu degildir |

(*) Gapraz Fakioryel Dizen : En az iki fakioria bir dencyde her fakioran denencosk siklanndan
ot o T O i b S e
geliyorsa qapraz fakioryel dizenden sdz cdilir - Varsa fakitrier ares ctkilesim (micraction) dé
aragtinlir Ve boylece daha kapsaml: sonular elde edilir




ih=

Ornegin iki faktor halinde capraz ditzendeki A ve B ctkisinden baska AB etkisi , hiyerarsik
faktoryel dilzende A etkisi ve A igi B etkisidir . Buradaki B etkisi capraz diizendeki B + AB
etkisinin karsihgidir

Farkh egitim yontemlerinin farkl okullarda wygulanmas: sonucunda 6grencinin bagansim
olgmek istersek , - faktdrierin nitelikleri dolaysiyla - capraz faktdryel dizen s6z konusu oldugu
halde béige , il , lise gibi faktorlerin dgrencinin bagansini etkileyen faktorler oldufu goz Sniine
alinip , bagan olgilmek istenirse - faktorlerin diziligi nedeniyle - ig-ige dilzen stz konusu olur .
Bu 6mekler gogaltilabilir . Dogalgaz kullammuinin yayginhs aragtinlacak olsa burada mahalle ,
Capraz faktoryel ditzen ile ig-ige dilzenin gema ile gosteriligi -

p
1 2 3 4
ab ab ab_ ab,
*II
wb
capraz faktoryel ditzen

a- faktoriiniin 3 , /3 - fakorinin 4 diizeyi olup , hiicre sayisi 3x4 yami 12" dir . (ab), , o-
faktorinin i. diizeyi ile /7 - faktSrim@in j. dizeyinin birlegimini (kombinasyonunu) gdsterir .

a 1 2 3 +
. i) t 1 T ig-ige dizen

B - faktort , o~ faktrinin iginde yuvalanmis yani faktorier ig-ige yer almuglardir . o' ya tist
faktor a igindeki £ * ya da alt fakior denilebilir .

Literatiirdeki durum : Ashnda i¢-ige dilzen tizerinde ok da fazia caligma yapiimug bir konu
olmamakla birlikie , asagda adlan gegen yazarlar bu konu fizerinde durmug ve caligmalanm
yaymlamiglardir . Caligmamuza da kaynakhk eden bu yaymlardan , yazarlann diigiincelerini birer
ciimle ile vermeye caligtik .

AW;“MM“::&“WM“MMWWE&;T
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C.C.Li ; Sz konusu simflamay: * majér grup iginde mindr grap olmak tizere “ bir simflama
JCRLI ; “ Cegitli faktorler stz konusu oldugunda bunlann mutlaka ¢apraz bilegim
meydana getirmeleri gerekmedigi “ ne ve * biri digeri i¢inde yuvalandifinda deneyin hiyerargik
diye adlandi@:” na igaret ediyor .
R.G.D.Steel ve JH Torrie , O.Dizgtimes , Searle , M.ipek , R Lowell-Wine , H.Scheffe ,
F Graybill gibi yazarlar bu konu (zerinde durmus ve eserler vermiglerdir .
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1.1. 1-Faktérli Smiflandirma
Kiitlenin , a~faktSriine gore gruplara ayninus k tane kiitleden olustugunu ve bir tek kiitle

yerine rastgele k tane kiitle oektigimizi diginelim . Amacimz o faktdriniin etkisini Glgmektir.

M, = p+a,

Her kiitle ortalamas: , genel ortalama ile o, etkisinin toplamu seklinde yazilir . Model
Yg=Hta;+& m

olur . Ornek tahminlerine gore model ise
Yy =y+a, +e, 2)

seklindedir . Burada 4 ana kitle ortalamas: , o, bir A fakioriniin j. dizeyinin etkisi , £,
hata ya da sapma ads verilen terimdir . (2) esitliginden y, - J farkum asagadaki gibi basit

Y= ¥=0,-9+0,-¥) (temel ozdeslik)
Ki bu basit bir 6zdesliktir  Ornek tahminlerine gore yazdifimiz modelle kargilagtinirsak .

Yy -jiza' +e,

-

4
denklemi elde edilir ki bu bize bir clemamn ortalamadan sapmasim . iki sapma bulegeminin Y




a,=y,~y , € =Yy -¥,
sinuflar aras: sapma sunif i1 sapma

Temel tzdesligin her iki yamimin karesi alimp , sonra k grup igin toplam yapalirsa |

$30,-7=530,- +2>:$u, X, -5+ Z 30, -5

#=1 =1 7=1 £=1 =1 =1 =1 =1

goes: oy
<222(y -, -¥,)= 22{ J_ﬂ+2§U'_F!)J=O>

=1 =1

sonug olarak

330,-9=330,- 7+ 220, -5

=1 =1 =1 =i =1 =

va da

=§"}G} _.F): +§.§0" "-.V-,-)z

elde edilir - Bu son denkleme V.A " nin genel denklemi veya daha Snce stvs oSiGl gity VA
ﬁlﬂﬂhﬂiﬁﬁr.“fﬂ{lﬂhﬁ““ﬂ“
sapmalanmn karclerinin toplam . KT, (karcler toplems ar) grep orlamsienss pened
ortalamadan sspmalarimn karclerinin toplamu . KT, (karcler woplany i) clemanians grap
Venlerden harcketle sapmalann karelen percalsnarsk sspmalant sedem srasuniy  Baves
varyans amalinne bu nedenle sapmalar amalin de demwr Rastgele Srackiemest devaman bo
istatistiki arastrmada KT, KT,__ KT, ‘den hichirinin sfir olmas bekiencmes

My = py === g, bileolsa . §, * lerin farkh olmalan normaldic - Omckieme hatssnden
tlen gelen sapmalar olacaktir = Farklar sondajis begdastiniamavacsk kadar bovekse . o zaman
M, " lenn farkhihd: digindler  Yami o etkeni sooucy etkalevecek kader tocmiidr VA &
o ctkemmin ethosimn var olup clmadif st ocibirken onc surmien omc \ITsevm fakaoror

¢, 01




Bunun diginda V.A. bakimundan gerekli ancak test edilmesi gerekmeyen varsayimlar da vardir .
Bunlar

1) Rassal droekleme

2) Alt kutle dagiliom normal

3) o * lerin egitligi

4) Modelde toplanabilirlik
Bunlann iginde normallik ve o” * lerin esitlii gibi varsayimlardan sapma , 77, * lerin esit
olmalan: ve aniambitk csiginin yuksek tutulmas: ile giderilir . Yani analiz sonucunu cok fazia
etkilemez .
Test

| S [ )
I 0,9 = 2,0, -3 + L0, -5,
H,:ﬂi:rh Seeensnsqanis =M=H

H,: En az iki ortalama farkh

1.1.1. ¢* Kestirimleri

o’ nin bitiin kitlelerde ayni oldugunu ileri siirdiigiimitze gore kiitle varyansuun nasil
tahmin edilecegi sorusu akla gelir . Bunu bir kag tiirlii tahmin etmek miimkindir . Adim adun

.'. Hﬂ miﬂ A =y1 eesamanuun o= pt :p

& X3(y-5) kK,

e T e

a) (genel kareler ortalamas: )

E(s') = 0 = 5" * nin ana kitle varyansinm yansiz bir tahmini oldugu anlamina gelir .

iU’g‘ _.P;)z
. R R

s . ~
! n -1 7T

A=




Yine burada E(sjl)=o’ dir . sf * lerin tartth ortalamas: s.d. daha bityik ve dolavisiyla
daha isabetli bir o tahmini olacaktir .

2
2 E(ﬂ s, )25 5 KT,

s, = - =KO,
i -1 N-k  N-k
=
E(s,’) =0
,_2n0,-9' KT,
D S k-1, k=) .
E(s,,’ ) =0’

1. H, dogru ise: En az iki ortalama farkli ve « , * lerin sabit oldugu model ( genelleme
ozel o, * ledle ilgili olur ) igin :

Yy=pta,+§;

2-"’# z(pﬂx +s,} nu+na ;a‘,

= _ =l
J B
J

o "y

f_‘ =Hta;+eE,

g gi. ﬁ(#+a,+ﬂ) kﬂ+Za, taj

”k“ k k

y=p+&
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k "2 -
z_J;l:d(y#_yj) _ZZ(‘E‘#_E‘;)Z

=T Nk = N-k

Fakioriin etkisi olsa dahi  E(s_*) =" olmaya devam eder .

i
o=

2 MB0, P nk(a,+5-5)
L SR =t k-1

2"k nX(-@)
- k-1 k-1

2

n aJ’
+o

k-1

E(s,,') =

M, * letin en az ikisinin farkl: olmas: duramunda gorildag gibi E(s,,”) = 0" olmaya
devam etmiyor . 0 * ye ek olarak bir kalint: soz konusu olmaktader .

@, * lerin bir o etken ciimlesinden gekilen tesadiifi etken gruplan oldufu model (genelleme
etken kitlesi hakkinda yapihr ) igin -

y’- = p+a1 +8¥
fj =ut+a; +é

V=pu+a+&

dir. 5, degigmeyeceginden E(s,’)=0" olur. A/n |

TR
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, 20D S e, )+ -8
oo J T k-1

_nlia,-a) nX(-#)
™ W

E(5’s0) =n0*, + 07

sonug olarak
Ho yanhgsa , E(S]w)}E(szw)

Hu dﬂﬁ“m ' E(szﬂ) = E(szif)
Test :

5 wa

(LLLL)
(L112.)

?ve ' mm S5 ' den anlamh olarak farkedip ctmedigini F anlamislik testini kullanarak
anlayabiliriz . Boylece farkin gergekten Omnek ¢ekiminden mi yoksa fakioriin m@ sonucu

KT, KI.. KL
E(N_1)=E(k_l)—E(N_k)--crz
yazhr .
E(x?) = s.d. tzelliginden .
KT, 3 E.e.-.._ ~ KT, e
E(OJ)'N_'I ’ E( o_z )"k 1 E(o':)'N k

2 n (7, -y’
s z(ﬁ%l 3 Z BN A(k-l)
zi"a/){: ZZU’Q "F;)%.Z(N_k)

Not: 7 dagihmundan (2.1.5.) de soz edilecek
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2

H, dogruyss = E(F)= 5 =1
a’+podr§fbtrmy:>_l
0.2

H, dogrudegilse => E(F)=

Yorum : V;, Vv, sd leri olmak izere

Wy 5N = H,red H, kabul

e B L

i) F,, <F,, , = Hkabul

(1) * nin yorumu , o egigine gore fark anlamh , fakidr sonucu etkilivor seklindedir . (ii) * nin
yorumu ise Srnekler ortalamalan esit kitlelerden ya da aym ana kiitleden gekilmiglerdir , fark

bigiminde olacaktr .

1.12. V.A tablosu

Degisim Kareler Kareler F degeri
Kaynags Toplams sd Ortalamas: (s° )
Sumflar
Arast Zn, G, -9 |*! 5.1 =KO,, = Zn,:?_jl— ¥
Sinflar _v ) | Nk o, -¥) ' KO
It 2 a5 se =KO, = ZZN:;; . Fotue :r.,’ ) ﬁf
N Z"J 57 'P)%—l
T _ =132 Nl ol [ i,
oplam | 3 X045 T30, -4
-":';'-;




B
KT, ,KT_,KT,, . hesaplarda kolaylikiardan yararlanarak ve matris de kullanlarak

ifade edilecek olursa :

2Z0, -9 = XLy -N =TTy, - =KT,

220,73 =22y - Ty =Xy - Iy,

2

=220, - 2n, (—)’ X2y, - =KT,

Y, w
an(yj "'F)i = Z”j : "_"iz ara

1

1.1.3. Omek

1 - faktorli ssuflandirmay: daha iyi anlamak icin bir 6rmek verelim . Ug cesit kauguk igin
gorildig gibi agirhiklar gozlem degeri olarak verilmigtir 27 * si normal , 15 i normale yakin
, 12 *si normalden uzak olmak @zere toplam 54 tanesi gdzlemlenmigtir . Tabloda yanhzca 3°0
normal , 2'si normale yakn , 1'i normalden uzak olanlar olmak @zere toplam 6 bitki igin
ile ilgilenecegrz . Bunun igin modeliouz

»= 4“"'“.! +8if

¥y +J tipin i bitkisinin agwhum gostermektedic ) =123 , i=12,....7, olmak azere m, ,
j. tipin gozlem sayiss o, . . tipim edkisicir




Veri Tablosu
Kauguk bitkisinin dizeyleri  Agrhklar(gozlem degerleri)

Normal 101 105 9% Y, =300 ¥, =100
(1. ditzey )
Normale yakin 84 88 - Y, =172 ¥, =86
(2. dizey )
Normalden uzak 32 - - Y,=32 v, =16
(3. ditzey )

Hy = py = py(0%a = 0)
H, En az ikisi farkh

my, +my, +n,y, 1003+286+132 504

Y
YSN"" n+n,+n, 34241 6 ¥

KT,, = 2.n,(7, - §)* = (100-84)" + 2(86—84)" +1(16-84)’
=768 + 8 + 4624 = 5400
KT, = 2. 2.(y, - 7,) = (101-100)" + (105~ 100)* +(94 - 100)" +(84-86)" +
+(88-86)" +(32-16)* = 1425+ 36+4+4+256=326
KT, = 2.2 (y, —7)° =(101-84)" +(105-84)" + (94 -84)" + (84 -84)" +
+88-84)* +(32-84)" =5726
veva

KT, =KT,, +KT, = 5400+326=5726
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V.A Tablosu (Tablol ‘in hesaplanmig degerleri ile veriligi )

Degisim Kaynag Kareler sd Kareler F degeri
Toplam: Ortalamasi (s”)
Simiflar = k-1=2 5400
arass | KT, = 5400 KO, =
2
s 2
S i KT, =326 N-k=3 326 | Fewwe =755
KO“' B e i
3
. SA00/2 _
Toplam KT, = 5726 N-1=5 237 326/3 |
=2485
a=0,05 alalim
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F,y, =2485 . Fyi00 =955 ve
24855955 oldugundan H,, red edilir .

Dolayisiyla H, kabul edilir . Sayfa 12 * de yapilan yoruma dayanarak faktoriin etkisinin var
oldugunu soyleyebiliriz . Yani bitki tiirtingn , bitkinin agirh@ izerinde etkisi onemsenecek
derecededir . Tek faktorli bu model igin verdigimiz 6rnefin ¢dziimiine gegmeden once kisaca
“genellestirilmig ters” kavram tizerinde durulacaktir .Ciinkii ¢oziim igin yani £ * mn tahmini
igin genellestirilmis ters matrislerden yararlanacagiz .

Bilindigi gibi faktorlerin nitel olmas: durumunda tek ¢ozim yoktur . Y = Xf +¢
seklindeki bir lineer denklem sisteminden elde edilen (X'X)# =X'Y normal denkleminde
dzel yapist olan XX matrisinin rank: tam olmayip klasik anlamda tersi yoktur . iste aradifimiz
bilinmeyen parametreler vektorid £ icin tek bir goziim olmadigindan . baz yazarlar pek gok
kisitlamalar koyarak gdziim aramaya gitmislerdir - Bu ise baz sakincalar dogurmustur

Yakin zamanlarda rank: tam olmayan modeller i¢in uygulanmakta olan “genellestirilmis
ters matrislerle goziim” yontemi bize kisitlamalara gerek kalmadan gozimi elde etme olanag
vermektedir . fste bu nedenle konu iizerinde durmak geregini duyduk

1.2. Genellestinlmig Ters Kavrami

Bu konuda yapilan ilk ciddi caligmalar 1920" lerdedir . 1955" de yayinlanan Penrose’ un
yapiti ile genellestirilmis ters matris tanimu yapilabilmigtir . Yapitinda bir A matrisi ne bigimde
olursa olsun (kare ya da dikdorigen) asafadaki dort kosulu sagliyorsa (Pratikte bu dort kosulun
saglanmas ¢ok zor oldugundan daha sonralan ilk kogulun saglanmas: yeterli sayilmistir ) A"
ile gosterecegimiz tek bir genellestirilmis ters matrise haizdir .

) AA'A=A

) AAA =4

3) (AA'y=AA"

4 (ATA)Y=A"A

Nm:Gmﬂhﬂiﬂhﬂmmwmmdlhﬁﬂnﬁlgi}iMlp&'M‘wm
Ters Matrisler ve Rank: Tam Olmayan Modellere Uygulama “ adh ¢ahsmasindan almak
miimkindiir




- e

A" | genellegtirilmig ters matrisi bilindigi gibi lineer denklem sistemlerinin ¢ozimiinde
kullanilmaktadir . Ancak yukandaki dort kosulu ayn: anda saglayan bir matrisin hesabr , boyut
bitytiditkge daha da zordur . Dolayisiyla Penrose * un bu dort kogulundan yanlzca 1. sini saglayan
herhangi bir matris AX = Y lineer denklem sistemine ¢ozim getireceginden biz bundan sonra
boyle bir matrisi arayacagiz . Bu matrisi G ile gosterip bu G matrisine “ A * mn bir
genellegtirilmiy ters matrisi “ (*) diyecegiz . Anlagilacag Gzere tek bir genellegtirilmiy ters
yoktur. Hangi genellestirilmig ters bulunursa bulunsun bazi sonuclar degigmez ( invaryant ) kalir

12.1. G* nin Ozellikleri
H=GA olsun , G=A" igin H=1 olacag agikur .

D r(H)=r(A)=r

2) r(G)zr(A)

3) H*=H

4) G,A ' mn herhangi bir g-tersi ise , G, A’ * nfin herhangi bir genellestirilmig
Bu 6zelliklerin oldukga kisa olan ispatlanm verelim

) r(H)=r(GA)<sr(A) v r(A)=r(AGA)=r(AH)<r(H)
Buradan
r(H)=r(A)=r
olur
2) r(A)=r(AGA)<r(G)

1) H' =HH=GAGA=GA=H . (H . kuvveti kendine cgit bir matristir)

(*) Bir A matnsimn genelicsuniaus ters xm goeth vasrdar dedigk notasyonlar kullamimistie
Omegin “gters” . * A" * . " A * gy smgelerie gostermiglerdir . Biz ise Scarle * @n ve
M lpek * in cabgmalanndan csinlonerek ve dada ankamb geldidt ign ~ G~ harfini kullanacagiz

i
W

[
L .



s
4 AGA = A csitliginin her iki yaninin transpozesi alinirsa ,
(AGA)'= A’ den A'G'A'=A’

clde edilirki bu Penrose * un 1. kosulunun saglandigim gosterir . G, A’ * niin genellegtirilmis
ters matrisidir .

1.2.2. Genellestirilmis Tersin Hesab:
1221 Genel Yontem

Herhangi bir matrisin kogegen (diagonal) formuna indirgenebilecegini biliyoruz . Bu formu A
ile gbsterirsek ,

rag-a> |
AQ= Ak bl

vazanz . P ve () satr ve situnlara iligkin elemanter iglemcilerin garpimlandir . PAQ * nun
mertebesi A * min mertebesi ile aymdir . ), r elemam sifirdan farkh olan bir késegen matris

n=qg=r iss A=D,
(D, ]

r=qin ise A=L0J

r=mg w A=|D, 0]

D
rig ve rin m~o 0.'




A™ il gosterecegimiz bir matrisi asagidaki gibi tanimlayalum -

of ]
0 0

G=0QA'P
seklinde tammlanan bir matris A matrisinin bir genellegtirilmis tersi olacaktir .

AAT=ATA (1221.1)

A'A=AATANT = A (1.2.2.1.2)

dir Yani AT, A'mn A, A'‘in genellegtirilmis ters matrisleridir . PAQ = A esitligine
dayanarak (P ile O clemanter iglemcilerin garpimlan oiduklanindan tekil degillerdir )

A=P'AQ" (122.13)
yazabiliriz .
AGA=(PAQ ' XOA'PYP'AQ ") =(P'AAAQ ) =P 'AQ " = A
(12212 vel22.13 den)
ozelligi gerceklenir . Bu gekilde bulunan genellegtirilmis tersin (G’ nin) iki Gzellifinden
bahsedelim -
i) GAG=G
Gergekien
GAG = (QA'PXP'AQ ' XQA'P)= QA'AA'P=QA'P=G
(12212 den)
yani bu sonug bize Pearose * un 2. kogulunun da gerek olmadids halde gerceklendigini gosterir.
ii) A, (ngq)boyutlu bir matris, H=GA olduguna gore (H-1) * oun ranks (g-n)
dir Yani
r(H-1)=q-r
dir . Gergekten
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H=GA esitliginde G=0QA'Pve A=P'AQ" deperlerini verine koyarsak ,
H=(QA'PYP'AQ™) = 0A'AQ™

elde edilir .

a"a:m-’:[l' 0]
0 0

£0z Oniine almirsa |

wodl

B

yaalr .
wi-of; Jujer
L= o o] L@

ifadesinde Q eclemanter iglemcilerin garpimi oldufundan sagidan ve soldan Q ve Q' ile
sarpimiar (H—-1_) * oun rankim degigtirmez . Dolayisiyla

r(H-1)=qg-r
elde edilir .

1.2.3. Bazi Teoremler

Teorem 1.2.3.1.: AX =Y denklem sisteminin bir gdzimi olmas: igin gerekli ve yeterli kogul ,
herhangi bir Gigin  AGY = Y olmasidir .

Teorem 1.2.3.2. : Ancak ve ancak AGA = A ise, mtarh AX =Y fonksiyonunun goziimii
X" =GY dir.

Teorem 1.233. : AGA=A H=GA ise AX=Y denklem sisteminin bir tziimi
X, =GY+(H-DZ dir. (Z,q.mericbeden herhangi bir vektdrdir )
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1.2.4. Genellestirilmis Tersin Bulunuguna Dair Bir Omek

(=T = _— 0 e

| T — (=T R =] 1

|

0
0

- 9

-1
2
1
=
=

s &
Il

-

S —~ o R -

0 0

00
1

-2

-1

- Qo O

2 3 210 2 0
1
4
0
4
0
1
0
0

1

3 4
1
I
0

1

- o e o - o o

Genellestirilmig tersin nasil bulunduguna dair sayisal bir Srnek igin agagidaki gibi bir A
11
01
01
P=
0=

matrisini gbz Oniine alalim :

0
-1 1

1

1 0 0]1
01 0]-2

:

l]:ﬂ 0 01-1

-1

5

-4

rTl
0|2 3 2
3 4
§ .3
1
0 0

0
1
-1 1
.

P
=

1
={-2
-1
G=QA'P

PA



Penrose * un birinci kogulu saglandigindan G ‘yi A ‘min bir genellegtirilmig tersi olarak alinz .

1.3. Normal Denklemler

Y=XB+¢

Burada

Y : (n, 1) boyutlu goziemler vektori

X : (n, q) boyutlu katsayilar matrisi

£ : (g, 1) boyutlu bilinmeyen parametreler vektori

€ : (n, 1)boyutlu gozlenemeyen hatalar vektoni
diir .
Yan kogullar :

i) E(s)=0,var(s) = E(ez")
ii) & ‘lerbagimsiz ve var(e)=o’l,
iii) D{&)=N(0,0"1,) , (normal dagihr)

Tiam model tam rankh regresyon modeli gibidir . Fark X matrisinin yapisindan ileri gelir . (iii)
koguluvarsa f parametre vektdriiniin tahmini igin “ en gok olabilirlik “ yontemine , bu kosul
yoksa * en kilgiik kareler * yontemine bagvarulur . Her iki yontem bizi

(XX)A = XY
normal denklemlerine gotitriir . Tam rankh regresyon modellerinde normal denklemierin tek bir
gtziimil vardir :

B =(XX)'XY

B . kestirilebilen bir parametredic Yani E(f)= f dr.
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Tam rankl olmayan modeller igin X matrisinin incelenmesi halinde elemanlarm (0,1)
gosterge deerlerinden olustugu gozlenir . Bu nedenle X matrisine “ gsterge matrisi * ads
verilir . (0,1) * lerin daahigt gozlemlerin ne bigimde smiflandiins ortaya koyar . o , * nin bir
denklemde bulunup bulunmadifn kolaylikia gortliir. Faktoriin ctiisi soz konusu deilse 4
(genel ortalama) her denklemde yer alir ve X matrisinin 1. situnu 1’ lerden olugur . Rankin
tam olmamas: nedeniyle 1. situn , her fakidre iligkin situnlann toplammna csittir Yine X
matrisi tam rankl olmayinca

r(X) = r(XX)

dir . Buradan X'X simetrik matrisi de tam rankh degildir . Dolayistyla klasik anlamda tersi
alinamaz .

(XX)f = XY

normal denklemlerini gergekleyen f3 vektort igin iki durum s6z konusudur :
1) Yukandaki denklemleri saglayan 3 vekiorleri yoktur
2) Yukandaki denklemleri saglayan sonsuz f§ vektorleri vardar

1.3.1. Normal Denkiemlerin Tutariig

(XX)# = X'Y sisteminin tutarh olmas: demek , X'X matrisinin satirlan arasindaki lineer
baglantinin X'Y vekioriindn sstirlan arasinds da bulunmes: demektir . Ancak XX matrisinin
satirlan arasinda var oldugu sdvienen bu iliski ile X'Y * nin satirlan arasindaki iligkinin aym
olmas: gerekir .

Tek fakiorld model olan Srnedimizde . 1 satir her fakidre iligkin satrlann (situnlarin)
toplamuna egittir . Aynca X'Y vekiord igin de aym kural gegerlidiv Yani XY 'de y,
degerlerinin toplamins veren ilk cleman , her faktdro iligkin diger elemaniann toplamuna esittir
Ohalde X'X * in satirlan arssinda var olan lincer baglants XY * nin satrlan arasinda da
vardir . Normal denklemierin tatark oldugu boviece anlaghr . Sonug olarsk AX =Y lincer
denklem sisteminin burden ok (0etma ancak futarhihk varsa mumkundur
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1.3.2. Genellestirilmiy Tersle Normal Denklemlenin Coztimt

Simdi Ornegimize kaldifimuz yerden devam edelim . Tek bir fakior oldugundan , 1-fakioris
modele uydurmamiz en dofru segim olur . Veri tablosundan gortlecegi Gzere |, kauguk bitkisi
Model

y' = p-l-al 'l*E'.

Yu=101= p+a, +¢,
Yn=105= p+a, +&,
Yu=%=p+a, +8&,
Y, =84=p+a, +5,
Vi =88= u+a, +&y
Yy =32=pu+a,+6&;,

Bu defa modeli (1,0) gosterge degerlerini kullanarak yazalim

¥y =101= p+a,()+a,(0)+a,(0)+s,
Y =105= p+a,()+a,(0)+a(0)+e,
Yy =9= p+a(l)+a,(0)+a,0)+¢,
Yp=84= pu+a0)+a,(l)+a,0)+e,
Vo =88 = pra(0)+a,(l)+a,(0)+&,
Vs = 32= pra(0)+a,(0)+al)+8,

Modedin matrissel formu

vl 1] (11 0 0 ™

vul 1008 [1 1 0 0|[n] |&

1 yu| |94 [V 1 0 0]|@| |4 .

Y |“ 1 01 0 a, 8,

val |88] 11 o1 o|le) |a -
L)'u-. .32 ) 0 0 1] # ] ./ff-\.




.25.

n on on onll6 3
n n 0 0 ’ 3
e n, 0 n 0|20
n, 0 0 n) 10

Yukanda goroldogi gibi XX matrisinin | satirs difier g satirn toplamima cgittir

101
N B O ',105 "504}
11100 0| 9 300
- ' -
X¥=1000110| 84 .mJ
0 00O0O0 1) 88| 32
.32

XY vekioriine bakildipinda , X'X matrisinin satirlan arasmdaki iligkinim synmm XY “nin
saurlan  arasinda var oldugu anlashr  Yami  X'Y velatieinde de birinci cleman difier i
clemanin toplamina cgittir  Sistem tutarbdir XX matrismm geneflestiriomg ers (7 olmak
grere f = GX'Y dir. Omekigin G * yi hesaplayabn

(G * v hesaplarken genel bir yontem venlmisti  Ancak katseviiar matrsumm smetrdk olman e
ban dzel durumlarda bas Gzel vOntemler wvgnlanabelic 4 matmwm Sewekw 0 marme)
smetrk ofsun A matnsimn r mertcheden ikl cdmavan v gaeeth ) b e
mnoran ters: (klasik anlamda) ve sonra devridi clugturuler A matrw onde orte omubor
Drger wermier sifir vapilir

"
8 O W W
S M o M
-



(1322)

0 0 0 0][504 [0
! ilo 2 o o]|300] 1600
P=GXY=%4 0 3 o||[172|" 5 |s16
000 6JL32 192
[0
{10
B= 86 (13.23)
a3

olarak elde edilmis oldn . Differ ¢dzimler igin H=GX'X ifadesi hesaplanarak
f =GXY +(H-1)Z tahmincileri (kestirimcileri) elde edilir

1.4, Simetrik X’X Matrisinin Genellegtiritmig Tersinin Ozellikleri
1 Ozellik : G, XX  matrisinin bir gencllestirilmig tersi ise G de XX matrisinin bir

genellestirilmis tersidir . Gergekten
X'XGX'X = XX

gy~
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csitliginin her iki yamunin transpozesini alirsak |
(XXGXX) = (X'X)
XXGXX=XX
elde edilir ki bu bize G’ matrisinin X"X matrisinin bir genellegtirilmis tersi oldugunu gosterir

2. Ozellik : GX', X matrisinin bir genellegtirilmig tersi isc XG' de X’ matrisinin bir
W‘m’ i Iﬂm‘-.mm

Hipotezden XGX'X =X  oldugunu biliyoruz . Bu egitliin her iki yamimin transpozesini
alirsak ,

(XGXX) =X = XXGX'=X'
yazilir , Bubize XG' matrisinin , X' * niin bir genellegtirilmis tersi oldugunu gosterir .

3, Ozellik - XGX’, G ne olursa olsun degismeadir .

Gergekten K bagka bir genellestirilmis ters olsun .
XGXX=X (2. teellikten )
XEKXX=X (2. deellikten )
vazlir . Buradan
XGX'= XKX'
dilr |
4. Orellik : G , simetrik olsun olmasin XGX' simetriktir .
Gergekten
(XGX'Y = XG'X' = XGX' ( 3. ozellikien )

XGX' transpozesi kendine egit bir matris oldugundan simetriktir .

5.Omlik : (XGX')? = XGX'

Gergekten ’;f
XGXXGX' = XGX' ( 2. dezellikten )
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XGX' kuvveti kendisine esit olan bir matris oldugundan idempotent matristir

6. Ozellik : (I-XGX')* = (I- XGX")

Gergekten

(I-XGX)! = (1- XGX'XI - XGX") =1- XGX' - XGX' + XGX'XGX'
=I-XGX'- XGX'+ XGX' (5 ozellikten)
=1-XGX'

1.5. Indirgeme

Bu baglik altinda nce E(Y)® nin tahminine bakahm :

=

E(y)=y=Xp = XGX'Y

Y goziemler vektor olup , hangi genellegtirilmis ters segilirse segilsin bagumsizdir
Kareler toplaminin kalintilardan ( rezidiiel ) dogan hatasi (SSE) :

SSE = (Y- Y)(Y - V) =(Y - XB)(Y - Xf)

={Y-X[GXY +(H- l)z]}'[v- X[GXY +(H-1Z]}

=[Y-XGXY] [Y - XGX"Y]

= [(1- XGX)Y] [(1- XGX")Y]

= Y{I- XGX'(I - XGX)Y = Y(I- XGX)Y

= (Y- YXGX)Y - XGX'Y)

= Y'Y - YXGX'Y - YXGX'Y + YXGX'XGX'Y

=YY-YXGXY=YY-YXS =YY-BXY
olarak elde edilir .Burada

SST=Y'Y ve SSR=Y'XGXY =YXf = fXY

dir .
SST = SSR + SSE  egitliginde SST gozlem degerierinin karelerinin toplamm , SSE
kalintilann kareleri toplamum ve SSR modelden dolay: karelerin toplamims gosterir . SSR 'yi
kullanacagimiz modele gore ifade ederiz . Boylece aym veri grubuna gore farkh modelleri
kargilagtirabiliriz WW#WMM.&W&S‘T&HR ‘de

e —
e -

.
MU&\" o '
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indirgeme kavramuna gotiriir . Bu yeni kavramlan matris notasyonunu da kullanarak agagidaki
tabloda gosterdik .

Kareler Toplamumin Parcalamisi

SSM = Ny?
SSR = Y'XGX'Y SSR, = BX'Y - Ny

SSE = Y(I- XGX)Y SSE = Y(I- XGX")Y

SST=Y'Y SST, = Y'Y - Ny

Burada SSM | N goziem sayisin gostermek fizere ortalamalarin karelerinin toplamim gosterir |
R() semboli :
1-faktorlii modelden daha karmagik modellerin disiniilmesi bize aym 6rnek data fizerinde farkh
SSE = SST — SSR ozdesligindeki SSR terimi igin , segilen herhangi bir modele uygunluk
Aym zamanda SSR* ye soz konusu model igin hesaplanmuig v degerlerinin sapmalariun bir
dicasidiir de denir . Farkh modellerin birbirine uygunlupu icin tammilanmits olan SSR  farkh
dilgiinerek ve Ingilizcedeki “ reduction * sbzciifiiniin ilk harfi ile gostermek @izere , R( )
notasyonu kullanitacaktir . Omnegtin , verimize  y, = pt+@, +¢, modeli uyduralmug olsun
Burada karcler toplamindaki indirgeme R(u,@)’ dir . Aynca 4 ve « modelin
parametreleridir . Benzer gekilde y,, = 4+, + f, +e, modeline uygunluk igin karcler
toplamindaki indirgeme R(u,a,f) ve bu ig-ice (nested) modele uyguniuk igin olan SSR
yani kareler toplamundaki indirgeme R(u,a,f @) dr. fia semboli, ff -faktdriniin «-
faktorlt iginde yuvalandifim gosterir . Model daha karmagiklastifinda yine R( ) notasyonu
kareler toplaminda indirgeme anlaminda kullanihr .

¥, = g+e, modelinin normal denklemleri Ny =y ‘dir . Bunun icin kareler
toplaminda indirgeme kisa notasyonla R(x) ., Ny’ * dir . Aym zamanda Ny’ batan
modellerde SSM olarak ifade edildiginden

R(u)= Ny* = SSM
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Yy = Hta, te, |-fakiorld simflandirma modeli igin kareler toplamindan indirgeme yani
R(p,a) .

SSR=BXY =25y,
gz Oniine ahnarak |,

y,?
m=R(#.a)=Z-,;'—
olarak elde edilir . '
SSR, =SSR SSM = R(u,a) - R(u)
seklinde ifade edilen bu farkin terimlerinin biri yalnwzca 4 * yi, diferi g * yo ve -
faktorimd igerir . R(u,@)— R(u) farks modele o mn eklenmesi sonucu uygunluk igin

kareler toplamindaki indirgemeyi gosterir . Farki gostermek izere R(a/ u) semboli
kullamlacaktir . Yam ,

R(a /! p)= R(u,a)- R( )
dilr . Bu notasyon kolayca genigletilebilir . Ornegin |
Rla/p,B)=R(pu,a,B)-R(u,B)

modele ¢4 ve f *dansonra o ‘ mm katilmas: sonucu modelde uygunluk saglamak amacryla
kareler toplaminda yapilan indirgemeyi gosterir .

Tablo 1a) Y =Xpf +¢& Denkleminin Diizeltilmis Modeli Igin Varyans Analizi Tablosu

Degisim Kareler F
| Kaynah sd Kareler Toplanu Ortalamas
SSM MSM
Genel Ortalama 1| $SM=Ny? R e |
[Hﬂh]’ r-1 alt -.SER-
Model SSR, = B XY - Ny* T =1 MSR,
FR)=sE
Kalint: Hatalan Nt | SSE=Y'Y- XY _SSE
N-r
Toplam N SST=Y'Y

A=heee =




", T

Omnegimiz igin normal denklemler ( 1.3.2, ) ‘de verilmigtir. X'X icin bir genellegtirilmis ters
(G) ve H asagudaki gibi idi .

0 0 0 0 0 0 0 0
oY o o0 1100
@ =15 o B= 19 1o
}éo
0 0 0 1 1001
0
e L 100 ‘
B'= % (1323.° den)
32
[ 504
- 300
SSR=f XY=[0 100 8 32| 172 | = 4816
32
1100 )
11000
Yy "f-¢1'°°m>-{1m 100 100 86 86 32
Xy=8r=1, o 1 ol s6 ]
101 0[32
1 0 0 1]

101

SST=2.y' =YY =[101 105 94 84 88 32| = 45886

SERERZ

SSM = Ny* = 6(84)" = 42336
SSR,, = SSR ~ SSM = 45816 - 42336 = 3480

SST. = SST - SSM = 45886 - 42336 = 3550
SSE = SST - 55K = 45886 - 45816 = 70




Tablo 1b)
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Degisim Kareler F
| Kaynajn sd Kareler Toplam: Ortalamasi
8 SSR
Model  [r=x(x) |SSR=pAXY MSR=—=" MSR
r
F{Kys —
Y SSE MSE
Kalnt: Hatas: Nt | SSE=YTY- XY =
el
Toplam N ST=YY
Tablo 1¢)
Degisim Kareler F
Kaynag: s.d Kareler Toplam Ortalamasi
. SSR
»” -N* | MSR, =—=
Model r-1 SSK, =P XX Ny r—1
F(R) =
_ SSE MSE
Kahati Hatan Ne | SSE=YY- XY o i
Toplam N SST, =Y'Y- Ny’

I ‘h\;\

e
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Hesaplar yapldiktan sonra tablolann bir arada gosteriligi -

la)

e .
Kaynafs | sd | Kareler Toplam Ortalamas
Ortalama | 1 | SSM =42336 4
= 2336 F(M)=42316=18]4,4
1 23,3
Model 2
3480
= 3480 e 1740
SSR, =3 2y = 1740 F(R)=—==T743
233
Kot o | 3 SSE=70 |MSE=70/3=233
Toplam 6 SST = 45886
ib)
Degigim Kareler F
Kaynafa | sd | Kareler Toplam Ortalamas)
3 -
Model SSR = 45816 _4s816_ .,
3
Kalint: Hatasi 3 SSE =70 70 b F(R}r-—m-ﬁ.ﬂ.s
MEE=—3-=23,3
Toplam 6 SST = 45886
Ic)
- A L T MSR_-—?’?=1740
Kabnt Haasi | 3 | SSE = 70 " -
MSE =170/3=237 | F(R.)=—por =743
Toplam | 5 | SS7, =3550

Tablo 1b) * d¢ F(R) anlamb gkarsa E(Y)= Xf modeli veriler ile gelismer
sonucuna vanhr  Hipowez H, XA =0 geklindedis . Bu sonug modelin en uygun bir model
oldugunu gostermez  Bagka fakiorler ok baglansa ya da birlikie cle almdiklannda Y * deki

deigimi daha iyi agiklayabiliier . Aynca lineer olmayan modeller de 562 konusu olabilir

Ancak bu gibi durumbas

F
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bozmaz .
Tablo 1a) ‘ da F(M) testinin anlam ortalamamn Y ' deki dogisime etkisi olup olmadigin
araghrmaktachr . Buna u =0 ftesti gozityle bakilabilir. FR, ) yine £(Y) = X8 modelinin
testidir. Ama ortalamanin zerinde bir testtir . Yani ¥, = g + £, modeline fakiorii katmakla
Y’ deki defisim daha fazla agiklanabilir . F(R_ ) anlamliysa , faktor Y deki degigimi
acikliyor ya da tiimi olmasa da en az bir « sifirdan farkh yorumu yaplabilir . Once F(M)
sonra da F(R,_ ) anlamh bulmmugsa ortalamadan bagka faktorinde Y ' deki degisime katkis:
var sonucuna vanhr ve y, = u+a, +&, modeli sz konusu olur . F(M) anlamsiz grkmugsa
F(R,) anlambysa ortalamamn sfir oldugu ama modelin gerisinin Y’ deki degisimi
agikladi®s sonucuna vanl . F(R, ) anlamsiz F(M) anlambi ise y, = u + &, gegerlidir.
Tablo 1c) * de sadece fakidriin etkisine bakalir .

Yorum : Tablo1a) ‘da

F 00sM)=1013<18144 v F,,,,.(R)=955<743
oldugundan H, red edilir Bunun anlam: ortalamadan bagka faktorin de Y deki degisime
katkis: var geklinde olacaktir . Tablo 1b) ‘de

F,3000(R) = 9,28 < 654,51
oldugundan H, rededilir. Yani E(Y)=X/F modeli veriler ile geligmez sonucuna varhr .
Tablo Ic) 'de

Fl.a.ﬂ.os(R.) =9,55<743

oldugundan fakiorin etiisine bakalir .

1.6. Tahmin Edilebilir (Kestirilebilir) Fonksiyonlar

Varyans analizinde ok Onemli bir yeri olan konulardan biri de kestirilebilir
fonksiyonardir . Rank: tam olmayan modellerden elde edilen normal denklemierden § * am
bilinmeyen parametreleri istenilen gekilde tahmin edilemez . Yani f , f ‘min sapmaswz
(yansz) tahmin edicisi degildir . Bunuala birlikte S * mn kendisi olmasa da baz: linecr
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Tamm 1 : Parametrelerin bir lincer fonksiyonu ( /"f ) , gozlem degerleri vektorit Y’ nin
beklenen degerinin baz lineer fonksiyonlanna [k’E(Y)] tedes olarak esit yapilabiliyorsa bu
lincer fonksiyona kestirilebilir fonksiyon denir . Yani ,

I'B =kEY)=1Ip
Teorem 1 : I'f , [ * mn bir fonksiyonu olsun . Ancak ve ancak /' = kX egitligini saglayan
bir k' vekiori varsa /' tahmin edilebilir bir fonksiyondur .

I =kXP=KE(Y)  (ammdan)

Teorem 2 : I', (1,9) boyutlu bir sabit vektor olmak fizere § ‘mn I’ ile gosterecegimiz

1) I=k’X olacak sekilde bir k' varsa,

2) r(XXD)=r(XX)=r ise,

3) X'Xp=1I' esidligini saglayan bir p qdziim vekidrii varsa

4§ rXDN=r(X)=r ise,

5) PGXX=IGXX=IH="I iscyada X'XG'1=XXGI=1

Ban kestirilebilir fonksiyonar :
a) E(y, ) kestirilebilirdir.
b) E(y,)= p+a, kestrilebilirdir .
¢) E(Y)=Xp = q'X lincer birlegimi kestirilebilirdir .
d) X'XB kestirilebildigi gibi bunun herhangi bir lineer kombinezonu sX'Xf da
¢) Lineer birlesimlerin lineer birlegimleri de kestirilebilirdir
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16.1 Kestirilebilirlik fgin Test

fonksiyonlar anlatilirken her fonksiyonun test edilemiyecegi soylenmisti Kisaca anmmsanacak
olursa /'f = k'’E(Y) dadeslifinin saglanmas: halinde /'f tahmin edilebiliyordu . Iste bu
Varsayum :

HI'g=m , I'H=I
yada

HLB=M , LH=L" , (r(L)=s5 ise s<r olmal)

Yukandaki varsayimda yer alan /', vektori L’ , matrisi gostermektedir . Vekior ya da
matris olmas: durumu test edilmesi istenen denkiem sayisina gore degigir . Sonug olarak
yukarida verilen varsayimun saglanmas: halinde test yapmak milmkiin olur .

Lemma :

a) E(f)=1Ip

b wWI'f)=1Glo’

o E(WB-My=Lg-M
4 w(L'f -M)=L'GLo?

E('f) . bilinmeyen parametreler vektori f * mn tahminleyicisinin , lineer birlesiminin
beklenen degerini | V(f’ﬁ)in varyansin: gostermektedir .
P,
wrf)=Ivp) . [v@Y)=aw(Y)]
W f)=wGXY) = GXW(Y)XG'
= GX'o*IXG’
=GX'XG'e®

wI'f) = IGX'XG'a’l (Teo.2’ de 1’ den)
= I'GX'XGX'ko*




= IGXXGkX'o* (Teo.2' de 5 den)
=I'GkX'o” = I'Glo’

Kestmiehilir fonksyonlar icin teme! varsayimiar

n IXY)= N(Xg,o'T)
) D(f)= N(HE .G'XXGo")
3) D(L'B -M) = N(L'B,L'GLo)

Burade N normal dagilum posiermeiaedy
! H ' 1 3 -
9

F(H)=—-——!—-
o R

Q  kuadratik form oimak Geere
Q= SS, =(L'f ~-MYWLGL"(Lf -M)

clarsk yazir | msinsme s sis | e ol gdugudar (L '0l) ol s
Cociclarsk ['f =0 ise,

Q= PULGLY L'
wekiindeder synez #(L) =r(L)=rK)=7 = s=1 dup.
Q= pxY
162 Onaek

Bo, =u,+2 wn W, g,77 sy s




i",u. I"u
a, > 5 |a',
B a, . Ip=[o o ll”az =2
'i.ag_J ‘_a,
dir. 'H=1" olup olmadifim gorelim . Buna gore ,
|F0 000
PR RN B )
(0 0 41 ]“010-(00 1 1)
1 00 1
oldugundan
0
rg-2=[o 0 -1 1]’ -2=54-2=
¢elde edilir . —
0 0 0 0 "o]
0 0 0
IGt=fo 0 -1 1 % |
o o ¥ oll-
0 0 o0 1JL1

Q=-56.(3/2)".(-56) = 56" 2/ 3 = 2090,66

e =89,6

70/3 ’ Fii00s =10,13<896

F(H) =

Yorum : Test ettigimiz H sifir hipotezi ise anlamsiz gktigindan red edilecektir . Yani o, etkisi
a, etkisinin iki fazlasidir diyemeyiz .

= -
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2.BOLOM

2.1. 2-Faktorli Ig-Ige Simflandirma

2-faktorli ig-ige simflandirma veya hiverargik diizen va da nested ditzen adlan verilen bu
varyans analizi modelinde yapilacak olan esas olarak , f o icinde yuvalannug oldugu halde
her iki faktdrim olaya etkisinin araginimasidir .
Ana kiitleye iligkin model

Ya=p+a,+B,+6, (i=1l.... T A [ T ke ... Ny)
seklindedir

Yy - dort bilesenden olusmugtur . Burada o - fakiori ve o iginde /- fakiori model tipine
gore sabit veya degigken olabilir . 4 , bilindigi tzere genel ontalamayr ; «, , « - fakibringn i
dazeyinin etkisini ; §, , st fakiorin (o) i duzeyinin igindeki alt fakwrin (f) )
diizeyinin etkisini ; £,, , rastiantisal kosme gosterir ve f§ kademesindeki hatay: ifade eder

Q=g - DM =pta,
By= =1, = py =+ B,
Hy=pta+p,

esitlikleri goz oniine abmdaginda model |
y“_ = p' +5'

olarak da vazlabilir . Capraz fakioryel duzendekinden farkh olarak burads fakior diveylennin
birlegimi 50z konusu olmadigindan fukiorier aras etkilegim yoktw  Ancak f ve o f etkilen
birarada o iginde [ ethisi olugtururiar .

LRI



2.1.1. Tahminlere Gore Model
Yy o i Ustdizeyin j alt dizeyindeki k. birimini gtstermek tizere tahminlere gore model ,
Ya =¥ +ta, +b,+e, (115 VR T silckml WMy
scklinde olur .

Y, = g)’w , Y, = iYy » ZZJ@.

J=t

Y=2Y,=22Y, =223,

el . NaIn<XTn

=
2.1.2. Analiz Igin Sapmalann Pargalanis:
Tek fakt6rliide yapilanlara benzer olarak ,
Ya = F=Yi=F+¥y =V tVp -y

farkim yazalm . Bu farkin 6nce her iki yanimn karesi alinip , sonra 1, ), k zerinden toplanu

333009 =ZZZ0.,-5 + ZEEG, -5+
+ZZZU'¢ b .F' )'1

e RS
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(V,-7) o ekisi
(..Fy_yr): @ iginde .B ctiasi
(Vi — ¥y ) tesaditfi etki

dir .Aynca daha dnceki modellerde de oldugu gibi binom agihnundan gelen farkh terimlerin
carpimlarnin karelerinin toplamumn iki katlannin i , j , k Gzerinden iiglt toplamlan sifirdir . (*)

ﬁii(y’ﬂ ".V}J = Zna(ii "j’)z +ZZ%(E "yl): - ZZZU"ﬂ "j".y):

i=1 j=1 k=1

KT, =KT, +KT,, +KT,

KT, KT, KT, capraz fakioryel smflandirmadakinin aym olup , yalmzca KT, , farkhdir

KT

2

KT, : o fakwrinden dolay: kareler toplam

KT.B//: o iginde /3 ' dan dolay: kareler toplamu

- Genel kareler toplam

KT, : Kalintilardan dolay: kareler toplam:
Sapmalan matris notasyonu ile ifade edersek ,

L2~ =LL Ly ~{,i= KTg

A
In@, -9 =23 =K,

: Y, y¥
IO, -5 = LLsy -2, =K,

Y Y -F) = Ly - XZ—:L <KT,

v

(*) Tek faktor igin stfir oldugtu daha once gosterilmigtir .
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Kaynag Kareler Toplam sd (s*'ler) F
o faktdriinden
dolayr r—y
KT = —_ 1
- P Pl K,
p=i
= Windek
B fakioranden : e
dolay1 Y 2 5’
KT’/’ - L_t!‘.... qp Y wg 2 F";:T
Yo et et My e M a-r %
YI
Kalinu ﬂ,=t$ty,l"£t‘i" N4q KT, S =% ’n/'
=1 g=l b=t =t gt Py N =8, ' s B
-9 5
Genel Toptam iy
H. =ZZZJ’#1-F N-1

Test - Sapmalarm kareleri toplaminn o’ * ye bolamleri birer 7 dagrhum gosterir . Gerekli
testier | ek fakior durumuns benzer olarak |

' P "//
F= As w F= 5,

oranlanndan yararlandandarak yapdir  Sumflana birim sayilan cgit olurse analiz kolay olur
fakaor halinde farkls binmicre uygulanan usule uygun olacek yapur




ON HESAP TABLOSU
Toplam Tirt Karelenen Karelenen Birim Sayist Birim Bagina
Maddeler Madde sayis1 Karelenen
Maddelerin
Toplam1
Eleman V' N . 222
aigi f faktori Y, q ny Y.
22"
4
o- faktori X P n, iy
Sy
Genel Y? 1 N XE
N
2.1.3. Ornek

Bir iiniversitede 6gretim iyeleri dersleri bilgisayann etkinliklerinden yararlanarak veriyor
olsun . Bu dersler veri tablosunda goritldigd gibi Ingilizce ve Jeoloji ve bunlann esitli
bilgisayar kullammu ile veriliyor olmasmun faydas: konusunda deferlendirme yapmalan
istenmigtir . Olgl olarak da 1" den 10’ a kadar not verilmesi kararlaghninug ve buna gore elde
edilen veriler Tablo2’ de gosterilmigtir . Burada dikkat edilirse derslerin boliimleri derslerin
iginde yuvalanmig durumdadir . Tablodaki y,, . (g0zlem degeri) i . dersin j. dizeyindeki k.

dgrencinin degerlendirmesidir .



=il

Tablo 2 lIg-ige Simiflandirmanin Veri Tablosu

Dersler Derslerin Dersi Alan  Toplam Ortalama

(o)) Dizeyleri (f,; ) Kigi Sayist
L . 5 5 (1) 5
Ingilizce 2 8,109 27 (3) 9
Top. 32 (4) 8
1 8.10 18 (2) 9
Jeoloji 2 62,13 12 (4) 3
3 3.7 10 {2) 3
Top. 40 (8) ]
TOPLAM 72 (12) 6

Model
Yp=pta,+pB,+8, (2.13.1)

seklindedir . Burada iist fakior olarak o, *ler dersleri , alt fakior olarak /3, * ler derslerin
boliimierini ( dizeylerini) gosteriyor . i=12,.......a (Tablo2'de a=2) j=12,.....b,
(Tablo2'de b, =2, b,=3) k=12l (#, , i dersin j dizeyindeki
gézlem sayrsimi gosterir) Modeli goziem degerlerine dayanarak yazahm -

Yin =5= pta,+ P, +&,
Vi =8= p+a,+ P, +&,
Vip =10= p+a,+ B, +&
Yin=9=pta,+ B, +éy
Vi =8= pta,+ By +&y,
Vi =10= pta, + By +&y
Y =6=pt+a,+ B+
Y =2=p+ay + Py + 6y
Yan =1= ptay + By 6y
Vo =3= gy + By 8y,
Vi = 3= pt @yt Py + 8y,

Y =T1= p+a, + P+

P

.
o o




~ 48~
(1,0) gosterge degierleri ile modeli yeniden yazarsak ,

Y =5= p+a,(D+a,(0)+ §,,(1)+ B,,(0)+ B,,(0) + B,,(0) + B,,(0)
Yin =8= p+a,()+a,(0)+ §,(0)+ B,,(1)+ 8,,(0) + £,,(0) + B,,(0)
Y =10= p+a,(1)+a,(0)+ ,,(0)+ B,,(D+ B, (0) + B, (0)+ B,,(0) |
Yin =9= p+a,()+a,(0)+ B,(0)+ B,,(1) + B,,(0) + B,,(0) + B,,(0)
Yin=8=p+a,(0)+a,(1)+ B,,(0)+ B,,(0)+ B,,(1)+ B,,(0)+ £,,(0) Jl
Yan = 10= p+a,(0)+a, (1) + B, (0)+ B, (0)+ B, () + B, (0) + B (0) |

|

|

Y =6= p+a,(0)+a,()+ B,,(0)+ f,(0)+ B (0) + B, (1) + §,5(0)
Van =2= p+a,(0)+a,(1) + B,,(0)+ B,,(0) + B,,(0) + B, (1) + B,,(0)
Yoy =1= g+, (0)+a,()+ B,,(0) + B,,(0) + £, (0) + B, (1) + £,5(0)
Yo =3= p+a,(0)+a,(D+ ,(0)+ B,,(0) + §,,(0) + B,,(1) + ,,(0)
Vo =3= p+a,(0)+a,(D)+ f,(0)+ £,,(0)+ §,,(0)+ §,,(0)+ B, (1)
Vam =T1= p+a,(0)+a,(D)+ f,,(0)+ B,(0)+ B,,(0) + £,,(0) + B,,(1)

denklemlerini elde ederiz .
Matrissel form

(5] [ Yo | 110100 0 0] [ 84y
8 , 11001000 &
10 Vi 11001000 [u 81
9 P 11001000 a, [
8 Yau 1090 DY a, -
10 Yin 10100100 |B, . |m
6l T tmal N EN VS 1.6 18, 8y
2 Vm 1010001 0| |8, E1m
1 Yoz 1010001 0| |B, 612
3 You lOlUOO‘G_ﬂnJ €34
3 Yo 10100001 8y,
(7| 5 ay 1010000 1 [ 8322 .
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Buna kargilik gelen normal denklemler , (X'X)f8° = X'Y geklinde olup asagdaki gibi
yazlir . (B° , bir gbziimt gosterir )

(12 4 8 1 32 62108 om0 Fod
4 4013000| a 32 W
$ 0800242||a 40 Y.
1101000 0[|8,° 5 Yu
3 3003000((8,° 127 |5
2 0200200/ 48° 18 Var
'4 04000 4 0|8, 12 Y
12 020000 2/(g°] Lo |yl

n n, m, m N, f M I Y.

. 0 ny n, 0 0 O a 1# M.

n:. 0 nl 0 O "11 nn n;; az ..Pz..
0

n, ny, n, 0 0 0 0 ﬂu° = Y
n, ny oOm 0 0 O B, Y
n, 0 0 m 0 O B L v

0
n, O g 0 0 0 m OlIBS] Ve
0 0 -0 & 0w iler) Lyl

seklinde olup , faktor dizeyler net bir bigimde gorilmekiedir . Burada X'X  matrisinin
mertebesi 8 olup . ranky 5°tir . Lineer bagh saur sayisi 3 oldugundan ,

rank(X'X)=8-3=5

olarak hesaplamr . Bir genelleme olarak 2-fakiorlil ic-ige sinsflandirma modeli igin XX
matrisinin ranianm alt siuflann sayisina esit oldugunu sdyleyebiliriz . Bu drekte g ile gosterilen
toplam déizey sayist ' tir . o denklemlerinin kargi geldigi say p, o iginde f deakiemierinin

karg geldigi san q.,

g

T




sllls

4 denkleminin kars geldigi say: da 1 olduguna gore X'X matrisinin mertebesi m=1+p+q
formiili ile hesaplanabilir . X'X matrisinin rank: ,

r=r(XX)=1+p+g—-(1+p)=¢q

olarak elde edilir . Aynica normal denklemler 8 ° ciiziim vektdrimim (1 +3) elemam sifir
ahnarak goziilir . Coziim veldor |

ﬁor - [O'lx(h-l) ?']

seklinde olup, Y' hilcre ortalamalannin olugturdugu satir vektoridir . XX matrisine karg:
gelen genellestirilmis ters matris .
[0

o

seklinde idi . Ornegimiz igin genellegtirilmis ters ,

1
i |

00000 0 0 0
00000 0 0 0
00000 0 0 0
0001 06 0 0 0
G=0 000 Y% 0 0 o
00000 % 0 o0
00000 0 } o
00000 0 0 Y%

mw.Tﬁamm.Wmﬂmﬁimﬁimw&ﬁ
hesaplar asagdaki gibi elde edilir .
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R(u)=SSM=ny*=12(6)* =432 (2.132)

y = % =Y/ = ZZZJ’,%

z
] y :
R(u,a,f.a)=SSR = ﬂ“X'Y=£i:—f— (2.1.33)
i=1 p=1 ”g
<L LI N 1A 0
=SA+ T A+ 184112010
=516
Ra,f.al p)=R(u,a,p.a)-R(u)=516-432=84 (2134)

SST:ﬁiiya’ =548 +10° +9° +8° 4107 +6* +27 + 1 +37 432 + 77 =542

i=1 j=l k=)

SSE = SST-R(u.a,f . a)=542-516=26

Tablo2 igin yapilan hesaplamalan Tablo2a) ' da gosterirsek ,

Tablo2a) V.A Tablosu

Degisim Kareler
Kaynag: sd Kareler Toplam Ortalamas: F
Ortalama 1 R(u)=55M =432 432
Ortalamadan
Sonra Model ¢l=4 | R(a,f.al u)=84 21 F(M)=116,3
Kalinti Nq=7 SSE = 26 26/7 F(R,)=57
Toplam N=12 SST =542
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varyans analizi tablosu elde edilir . F(M) igin tablo degeri ,
Fn.?.o.ns =559
olup

F(M)=1163)559=F,, s

dir . H: £(¥) = 0 Hipotezini % 5 anlamliik egiginde F degierinin tablo degerinden biyiik
olmasi nedeniyle red ederiz. Ve F(R,) icin tablo degeri ,

F, 47,008 = 4,2

F(R,)=5T7)4,12

Hipotez yine % 5 anlamhbk egiginde red ediir . Yami (2.131) deki
E(yy)=p+a,+f, modelinin y deki degisimleri E(y,,)= ¢ modelinden daha
fazla agiklad@) soylenemez . Tablo2® nin 1-faktorl simiflandirma modeline uydugunu farzedelim
Yani model ,

Va = B+a, e,

olsun . Modele uygunluk igin daha 0nce yapildign gibi (bak. sf. 29) indirgemeye gidilir

R(p,a)= gy,% = 32%+4°%=456

R(p.a/pa)=Rpa,p.a)-R(ua)=516-456=60

R(a /! p)=R(p,a)—- R(u)=456-432=24

Ra,fal p)=R(u,a, B a)-R(u)
=R(p,a,f.a)-R(u,a)+ R(p,a)-R(u)
=R(falpa)+Rla/ u)=60+24=84

T
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R(a/ u) 24
Fla/ )= = =65
@/ )= yMsE 2-128/
: R(p.al p,a) 60
F(B.al ua)= = -=54
p )= "la-pMSE (5-2)%%;
Tablo 2b)
Degigim Kaynajn | sd Kareler Toplanu Kareler
Ortalamas: F
Ortalama , u | R(pu )=432 432 /1 =432 432 /(2677 )=116,3
M' densonrac | pr1=1 R{o/ g1 )y=24 24/1=24 24/(26/T)=6,5
M ve a fdan| qp3 | R(S o/ po)60 60/3=20 20/(26/T)=54
sonra
Kahnt N-q=7 SSE = 26 2617
Toplam N=12 SST = 542
Fly0es =559%6,5 wve F,,;q0=4355,4

Yorum : Sifir hipotezi red edilir . Yani y’ deki degigim . * densonma a ‘w1 kathfumaz model
tarafindan 4 ve «‘dansonra ‘i katufimez model kadar iyi aciklanabiliyor .

2.1.4 F testive t testi

MH(WM)MﬂW.Mmmm
gosterirler . Uygulamada kargilagugimiz dnemli sorun , sayilan ikiden ok bir grup ortalama
arasindaki farklann anlamh olup olmadigina karar vermektir . Bu da genellikle “ varyans
analizi “ adh verilen ve Ingiliz istatistikcisi Sir Ronald A. Fisher' in 1924" de geligtirdigi
mmmmm.WMﬂmmm
anlamhibik testinde bu testin uygulamgin: gorduk
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Bilindifi gibi varyans bir degiskenlik olgiistidiir ve standart sapmamn karesi olarak
tammiamr . (o ) sembol ile gosterilir . Varyans analizi esas olarak , serilerin toplam
varyansum her biri ayn bir degiskenlik kaynagina bagh unsurlara bolerek bunlar arasinda
anlamh bir fark bulunup bulunmadifim aragtirmak , dolayisiyla cesitli degisim kaynaklarimn

F istatistigi gruplar arasindaki varyansin (ozﬂ).pwiﬁuﬁivm (o’,-c)
boliinmesiyle hesaplanr .

Kisaca F testi igin iki ayn varyans arasindaki orandir denir . F dagiliou yardimuyla hem iki
varyans kargilagtirmasimni hem de ikiden ok ortalamamn kargilagtirmasimi yapabiliniz .

Pay ve paydamn serbestlik derecelerine ve (0.05) , (0.01) gibi (x) anlambhik egifine gore
tesadiiflerden ileri gelebilecck F  deferlerinin fist simrlanim gosteren F dagilinu tablosuna
bakilarak , bu biyikliktcki bir F degerinin sondaydan ileri gelip gelemeyeceBi aragtinhr |
Bulunan F degeri tablo degerini agiyorsa bu kadar buyik fark tesadiifidir denilemeyeceginden
sifir hipotezini red etmek ve ortalamalar arasindaki farkin anlamb olduuna karar vermek
gerekir .

f_testi:

Kiitle varyans: (ya da varyanslan) bilinmiyorsave n<30 (yada n, ,m, < 30) isc bu test
Bir trnek durumunda

s =-——-——-—z‘::l?’ . E(#)=0’
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standart degeri hesaplarur . Burada t'ler V =n-1 sd’'li student dagilism posterir . Varyansi

Ho p=p,
Hyp=pu,

hipotezleri yazalir . n <30 igin student t dafgihmina, n = 30 igin standart normal dagilima
bagvurulur .
fki drnek durumunda

a) o, =0, ve o lar bilinmiyorsa

i‘,(\'— Y +:§;(Y -Y,)

=]
st=

n+n, -2

=(?|”‘?1)"0m ?l_?z

R R

olarak hesaplamr . Ve v=m,+n, =2 sd’'li Swmdent-Fisher t dagilum gosterir . Test
Hym=-p,=0 ., (p=pn)
Hip=-pm#0 . (4#u)
hipotezleri gizoniine almr . n <30 igin student , n > 30 igin normal bolinmeye bagvurulur
b o, # o, ve o °larbilinmiyorsa

n, ,n, > 30 oldugunda normal bolilnmeye bagvurulur “,,-"‘*w _
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¢) o,# g, ve o 'larbilinmiyorsa

n, .n, < 30 oldugunda Y, - Y, icin kesin karara varmak gogtiir . Fark ortalamalarin
egit olmamasindan ya da standart sapmalann egit olmamasindan ileri gelebilir . Bu durumda
V sd'li tdafgmhnm uygulamir . Ancak V farkli hesaplamr .

215 x? test
1'mmmmmmm1z‘ standart varvans olarak

ditgiiniiliir Nasil ki t ortalama testinde kullaniliyor ise 7 ° de varyans testinde kuflanihir .
Pratikte isc 7’ daha farkh durumlan test ctmek igin (kontenjans tablosu testi gibi) kullamlr

E(s?) = o :E(f? =1
idi . Bundan yararlanarak

(n-1)s* g
o
varyans testinde kullamlabilir

Teorem 2.1.5.1. (Cochran teoeremi)

VisVyyooos ¥y 84l 77 dagilim gosteren k tane bagimsiz 7 * degiskeninin toplamu
2 (ergiiny) dagihm gosterir . Veya ¥, V,......... ¥ sd'li k tame g?
degiskeninin toplami ¥ (s dagilm gosteriyorsa , deiskenler birbirlerinden
bagimsizdirlar .

P
2 g
e N

v

. s '
" I A St Ry | ;
B 2V St .a:‘l?
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2.16. Omegin Kestirilebilir Fonksiyonlan

Biliyoruz ki herbangi bir gozlemin degieri kestirilebilirdir . Dolaysiyla u +a, + f,

tahmin edilebilir bir fonksiyondur diyebiliriz . Bu fonksiyonun sapmasiz , lineer , tek ve en iyi
O

1}

L] 0 o -
pra +p, =y,

Y=[59 9335 |, ﬂ"’:[ooossagss]

vektbrleri ve ﬁy"ﬂr ‘ nin (f+# j') tabmincisi olarak ?U_*E}.,, varyans: olarak da

ai(%! +%,~) formillleri g6z dniine almrsa ,

ﬂ“_ﬂ“ =¥y —Vp =5-9=-4
V(B "ﬂ:z)=€71(%+%)=4ﬂzA

degierleri elde edilir . Tablo2a) * dan bu varyansin yansiz tahmin edicisi ,

4"J/ =4{m% = m%l

dir . Tahmin edilebilir fonksiyonu nasil test ederiz 7 Ornegimiz igin bunun yamtim arayacagyz . F
istatistigi , fonksi ssbmincisinin kavesinin , 06 tlmincinia yine
oranchr . Yami F istatistii ,

(yv._yr.)t

ECn* /ny)

olarak hesaplanir . Test edilecek hipotez £, = S, ya da agik olarak

F=

H B, = By == ﬂq
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dir . Yani test edilecek olan o min her bir diizeyi igindeki £  * lann esitligidir . Hipotezi
HK'S =0 olarak gosterebiliriz .
F istatistigi olarak F( f:a / pu,a ) ahmr. Cinki bu istatistk # ve o ‘dansonra f °
mn modele katilmasinin éneminin testi igin tammlanmg olmasinin vamsira , her bir o dilzeyi
igindeki [ * lann egitliginin testi igin de kullanihr .

FH=-2 . 0=KB" -myKGK) KB -m)

sG°

olarak yazilir . Ornegin hipotezi ,

H B,, = B,
Ban=PBn=Px

seklindedir . Denklemler ,

By Pn=0
ﬂ!l_ﬂﬂ=0
ﬂ:a*ﬂn:‘o
l'#'
al
a!
0001 -100 0ff, [0
B |00 0001 0 ,3"“‘-"
90 00 0 1 o-=1}|%" Lo
B
;o
;.
Burada K’ matrisi

”

I
-
(- -
— -
== R
e o L
e D
e L o
L e e




-1 0 0 0
-1
0

0 0 01
0 00O0 O
0 000 O

(

K_J'BU =

0 0
b a2t
o -1 %

(K'GK)" {

=
Wy
1
-y
ﬁ.{
gl a
-
S
M
E
8
42
= -~
5[
=S

F(p.al pa)

olarak bulunur . F istatistifi

olarak hesaplamr .

Yorum :

Fiq00s =435<54

oldugundan  sifir hipotezi red edilir . Bunun anlami , /8 * min dizeyleri arasinda fark vardr ve

onemlidir .

-
r._..w!. ]
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3. BOLUM
Uygulama
Tablo 3 Veri tablosu
Gozlemler
Derslerin
Dersler Bolimleri Puanlama Toplam Say1 Ortalama
1 1‘;-3-9 27 3 9
Cebir 2 2 4 2 :
3 3,24 9 3 3
Toplam 40 s 5
8
" 888 5 3 5
- 23,43 6 2 3
Analiz 3 24 12 3 4
s 54,3
Toplam = 54 12 45
Genel Top . = 94 20 47
Agiklama :

Yukandaki veri tablosu M.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bélimi dgrencilerinden

bazilarina yoneltilen agagidaki soruya verilen yamtlarla elde edildi . Sorumuz , Cebir ve Analiz ads
altinda verilen iki dersin Cebirl , Cebir2 , Cebir3 | Analizl , Analiz2 , Analiz3 , Analiz4 adlan altunda
boliimlere aynlarak anlatilmas: - farkh ya da aym hocalarin bu dersleri vermelerini de goz 6niine alarak
- dgrencinin basan ya da basansizhinda nasil etki yapmaktadir seklinde idi Ogrencilerden bu soruya
1'den 10" a kadar puanlama yapmas: istendi . y gozlem degerleri bu sekilde 1' den 10’ a kadar
yapilan degerlendirmelerle elde edildi . Degerlendirmeye bakildiginda , 6zellikle bu iki dersin 2, 3 ve
2.3, 4 bolimlerinin ayn hocalar tarafindan verilmesi de goz oniine alindifinda O6grencilerin bagarih
olmalan konusunda negatif bir etki yaptif1 gozlencbilmektedir . Analize gegmeden dnce soz konusu
olan derslerin somestrelere boliinmesi ve bu gekilde anlatlmasi , bizde kopuklugun var oldugu kamsim




=8«

Bilindigi gibi bu dersler ve difer baz dersler daha 6ncelen biitiin olarak tiniversitelerimizde
Ofretim ityeleri tarafindan verilmekteydi . Biz bu yeni durumun dgrencinin bagsans: izerindeli
etkisini analiz etmek istedik ve tahmin ettifimiz sonuglan analizle elde etmis olduk .

Stphesiz kullanacagimz 2-faktorlii ig-ige varyans analizi , ig-ige dizilmig olan iki fakt6riin etkisi
test edileceginden en uygunudur .

3.1. Model
Veri tablomuza en uygun olan model

Yp=pta, + B, +e, (3.1.1)

dir . Burada y,, , i dersin j. bolimindeki k. gozlem degeridir . Bilindigi tzere 4 genel
ortalamadir . o, i dersin etkisi, S, isci. dersin j. boliminin etkisidir . Anlagildif1 gibi
bu modelde iki faktor olup biri o digeri bunun iginde yer alan # * dir . Modelin adindan da
anlasildif iizere gapraz modelden farkh olarak faktorler ig-ige girmiglerdir . Yani dizlis olarak
biri digerinin alt simufi durumundadir .

a ve f§ faktorlerinin ditzeyleri vardir . Diizey kavramindan 6nceki galismalarda ve tezde soz
edilmisti . Bu gahgmada o faktoriniin Cebir ve Analiz olmak dzere 2 dizeyi , S
faktorimin ise o * nm ilk fakioriinde 3 | ikinci faktoriinde 4 olmak iizere 7 dilzeyi vardir O
nedenle p=2 olmak iizere i=1,. ... .pdir.q, =3, q, =4 olmakizere j=1.....q,
dir . i dersin j. boliminde n, tanc goziem degeri oldugu kabul edilirse . k=1,.........n,

dir . €, , bildigimiz hata (kalnt) terimidir .

Mg == t”u v n = i"ﬁ-
7=l

=1

ifadelerini daha sonra sik sik kullanacagiz . Veri tablosundan yararlanarak bunlan hesaplarsak ,

3
n = inb =le.0:,J =M, +n,4+n;=3+2+3=8
j:] =
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Znh =My + My + My My, =3+4+24+3=12

J=1

4

m, = t”lj
=

=20

n = i‘,m. +n, =8+12

i

degerlen elde edilir . (3.1.1.) modelinin 20 goézlem degerinin Tablo3 igin olan denklemleri

agagidaki gibidir . Daha onceki orneklerdeki gibi gosterge degerleri ile yazilmas: gok uzun
olacagindan yalmizca matrissel form olarak gosteriligi verilmistir .

&E 2 2 R H 2 # 8 5 2 2 ®© s B 2
e&.enele..ele:&.&‘ez&.en%%emenameuema.m
+
I unl_..

(o TP U CH. . SO -4

Ty aanaq

& i
C OO0 OO0 OO0 OO0 00000 O = o
© 0O 0O 000000000000 —~ =00 0
c o ocococoo0oo0ooco0o0 8 ~~~0000c0C
© 0O 0O 00O 0O ™ m™~mmOO©OOOOo0Oo o ©
O 0O Q00O ~—~=—~000000O0O0CO0CO0OC e
©C 00 ~=~0C0C0CO00C0CO0C OO0 OCC O O
- - - 0 00 0O CO0O0OO0COOCOOOCOCOCOCOC
[T TR e TR e T e Y e N e O e B e T T T I T R T
—_ = = === 0 000000000 O O
e e e o e e e e e e el e e gl e g e g e e
[ J

Il
1
= 8 28 B2 E R ERBERE R RR X2
e e e e e e e e e e e e e e e e
I

L
© 0 O 1 Ol A 1l ST 00 00 00 Ol AT Al T N T o

s s — ————
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Esasen Y = X/ +¢& seklinde bir lincer denklem sisteminin ¢oziimiiniin aranmasi ile
karsi kargiyayiz . Ancak burada 10 x 20 bigimindeki X matrisinin rank: tam olmayip (nitel
degigkenler stz konusu) tersi klasik anlamda hesaplanamaz . Daha onceki boliimlerde
anlatlmaya galisildifn gibi boyle 6zel yapisi olan bir matris i¢in biz genellegtirilmig ters matris
metodunu kullanarak , X matrisinin bigimi ne olursa olsun tersinin bulunamamas: sorununu
ortadan kaldirabiliyorduk . Nitekim 6nce X in genellestirilmig ters matrisini bulup daha sonra
f . bilinmeyen parametreler vektorii igin bir goziim getirecegiz .

XX matrisinin hesab yapilirsa ,

1
J

— —
oS W

XX=

S O O O W N WD o om
W N AR W OO

c O O O O O W O W W
(= == [ = I = T = T o S = R = T o I
Q0 O O W o o O W Ww
0O O W O O O W O W
o O & O O O O A O &5
O N O O O O O N O W
w o ©C © O O O W O W

bulunur . Burada X matrisi 20 x 10 bigiminde olup elemanlan (0,1)" lerden olugmug bir
gosterge matrisidir .
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XX matrisinin genel yapisi |,

aooom oy Ry My, My My Ny, My Ry

n, n, O nm, n, n, 0 0 0 0
m 0 m 0 0 0 m ny ny ony
n, m,, 0 n, 0 0 O O O O
Ry Bp—0-- 0. n; 0 0 0 0 0
m, n, 0 0 O m, 0 O 0 O
Wy Doty @-20 0 m 0 ¢ ©
n, 0 n, 0 0 O O n, 0 O
M. Bagg 0 @ @eon@ o i@ m, 0
ln,, 0 m§m 0 O O O O O ny,

seklindedir . Hesaplamayla buldugumuz X'X matrisini , genel yapisi ile kargilastirdigimizda
matrisin elemanlarinin bu yapiya aynen oturdugu goriiliir .

3.2. Normal Denklemler

]
)
J
1
J

(20 8 12 3 2 3 3 4 2 3| u ¥y
8 8 0 323000 0(a N
12 0 12 0 0 0 3 4 2 3| a,° Y2
3 350" 3 0000 0 O}l 5.° Y
2 2 002000008 [m
3 300030000!/[Ig’!l I
303 000300028, Ya
4 0 4000040 0|8, %
2020000020Iﬁn° Vi
L3 0 3 000000 3/ 8,] L Y2

Yukanidaki pargalani§ bize faktor diizeylerini agikga gosterir . X'X matrisinin 10 satin ,10



==

Bu satirlar 1,2, 3 olup 2. ve 3. satirlarin toplamu 1. satin , 4., 5. ve 6. saurlarn toplam 2
satni , 7., 8., 9., ve 10. satirlarin toplamu 3. satin verir . X’X matrisinin ranki 7" dir . (%)
Ciinkii i¢-ige (nested) simuflandirmada rank X'X = b_formiilii ile verilir . b, =7 olduguna

gore
rank XX =7

yazilir . Ya da satir sayisindan lineer bagh saurlan ¢ikanrsak ,

rank =10-3=7

olarak yine aym sonug bulunur . Hatta p satir sayisim gostermek iizere

p=l+a+bh =1+2+7=10

bulunur
B, =y,  vatinivej" leriin (G.21)
B :[o;m,,, "F'] (3.22)
B’ *m pr=1+a clemam sifir olarak alimp normal denklemler ozillebilir . Burada
X hiicre ortalamalarinin satir vektoriinii gosteriyor .
¥={9 2 38 33 4 (323)
B°=[0 00923833 4 (3.24)

(*) Rankin tanimu gesitli kitaplarda farkhi olarak yapilmisur . Asagida bu tammlardan ikisi

verilmigtir

Tamm 1 : A, (p.q) boyutlu bir dikddrigen matris olsun . A’ min tekil olmayan alt kare kare

matrislerinden en bilytiiintin boyutu (r,r) ise A matrisinin rank: r * dir denir .
Tamm 2 : Bir matriste lineer bagimsiz siitun (ya da satir) sayis: o matrisin rankim verir



- 63-

XX matrisinin bir genellestirilmis tersi ,

0 0
U:!:O D(%u)] I a j=1 ..................... b:

idi D(%) , kogegen elemanlan 13,12, 143,13, 1/4 12,13 olan bir kosegen
i

matris olmak tzere G matrisi ,

S 000 & .o cliec o o
S OB S © O oo 0o
o saas o oo oo
G &0 e oo O 0O

O QRO O o 00 0 e
okcccccooc

o cocooc o © oo o o
© oo oo o0 oo
S oo o © oo oo

NL o099 9 8aoo o0

seklindedir .
3.3 Modelin Varyans Analizi

Once verilerin yer aldifa tablo3” den yararlanarak modelin kareler toplamlan hesaplanirsa ,

R(u)=85M=ny."=20(4,7)" = 4418

R(ua,B-a)=SSR=p*x¥= 33" A

I=1 j=1




=27%+4%+9%+24%+12%+6%+12%=572

Rla,fal p)=R(u.a,p a)-R(u)=572-4418=1302
SST = Ziiyw’ S L T DR L e L

=1 J=1 k=1

+82 +87 +87 427437 447 437 427 447 + 5 + 4% + 37 =582
SSE = SST - R(u,a, B.a)=582-572=10

elde edilir .

Tablo3a) Tablo3 Igin Varyans Analizi Tablosu

Degigimin Kareler Kareler

Kaynag s.d Toplamu Ortalamasi F Isatistigi

Ortalama 1 R(u)=4418 441.8/1=441,80 F(M)=57434
Ortalamadan Rla,B:al u)=| 130,2/6=21,70

Sonra Model T i B e F(R,)=2821
Kalint: N-b. =20-7 SSE=10 10/13=0,76

=13

Toplam N=20 SST = 582

0,05 anlamhilik dizeyinde F istatistiklen .

FLn.n.us =467 wve F 613,008 — 2,92
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Yorum : %5 anlamlihk dizeyinde F),, tablo deperi 4.67 olarak bulunur ki bu deger F(M) *
in 574,34 olarak hesaplanan degierinden kiigilk kalmaktadir = Yani hesaplanan deger , limit
degeri agms olur . Dolayisiyla sifir hipotezi red edilir . Bu durumda H: £(y) = 0 hipotezinden
vazgegilir . F(R, ) in hesaplanan degen tablodan clde edilen limit deger ile kargilagtinlacak
olursa F,, *iin 2,92 olan tablo degerinin F(R, ) *in 28,21 olarak hesaplanan degerinden
kiigiik kaldig goriiliir . Yani F(R, ) ° in hesaplanmig degeri yine limit de@erini agmugtir .
E(y,)= p+a,+ B, modeli y' deki degisimleri , £(y,, )= 4 modelinin agiklamasindan
Tablo3 ile verilen ven tablosu igin 1-faktorli siniflandirmanin uygun oldugunu diginelim
Model

Ya = pta, te,

idi . Bu model goz oniine alinarak , analiz igin gercken hesaplamalar agagida yapilmugtir .

’ a i
SSR= B° XY = :Zl,-" = Rlu,a)

R(u,a)= 4°%+54%2 =443
R(f.alpua)=R(u,a,f.a)-R(u,a)=572-443=129
Rla/ p)=R(u,a)- R(u)=443-4418=120
Ra,fal p)=R(pu,a,p:a)-R(u)=Ru,a,fa)-Rpa)
+R(u,a)-R(u)=R(f alua)+Rlal u)
=129+ 1,20=1302

. Ralp) 120 e
““’r”"(a-nm‘(2_111013“"2“%0’"'56




129
(1%

R(palpa)
(b —a)MSE

F(B.alua)= = 33,54

Hesaplanan degerler bir varyans analizi tablosunda gosterilirse agagidaki Tablo3b ortaya gikar .

Tablo3b)  Verilen Data Igin Varyans Analizi Tablosu
Degisim sd Kareler
Kaynag1 Karaler Toplam Ortalama F - Istatistigi
Ortalama , u | R(u)=4418 441.8 574,34
4 * den sonra o a-1=1 R (a/ g )=120 1,20 1.56
i ve o dan b -a=5 R(f:alpuo)=129 25.80 33.54
Sonra f. &
Kalint: N-b =13 SSE =10 0,76
Toplam N=20 SST = 582

4 * den sonra o ‘ mn modele katilmasi ile « ve 4 ‘ densonra f:a’ min modele katilmasinin

anlamlhilifinin testi :
% 5 anlamlihk ditzeyinde tablo degerleri asagidaki gibidir .

E.la.n.ﬂ! = 416? ve Fil'_s‘..a‘os = 3,02

olup

Flalp)<F,; ve F(p.alpa)>F,,

sonucu ¢lde edilir .
Yorum : y' deki sapmalar daha ok # * den sonra « * mn katilmasi ile elde edilen model
tarafindan agiklanabilmektedir

34 Ig-ige Modelin Tahmin Edilebilir (Kestirilebilir) Fonksiyonlan

I1-faktorli simflandirma anlatlirken kestirilebilir fonksiyonlardan so6z edilmisti. Burada
I.m ﬂ .mnlul I - I..l- I I = I n’ ]] ]lll ¥ .I I.!-
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Tahmin edilebilir fonksiyonlanin bizim igin en énemli yam budur . Herhangi bir gézlemin
beklenen degeri kestirilebilir oldugundan 4 +a, + f3,

icin Lestizilebilisdir. deriz - Bu

ifadenin en iyi . lineer . tek ( egsiz ) tahmicisi (3.2.1.) ve (3.2.4.) gbz oniine alinarak

olarak yazilir .
Tablo 4
Kestirilebilir Fonksivon E.idte ( Blue) Eidte (Blue)'in
varyanst
Hta,+ JB-:;‘ .vy, Uz'mw
PP B%F Yi.= Vs G’(%q +%&')
30,8,.3 >0,7 3

Hta,+ “ %ﬂ”’,d% =1 - @Dy V. g (;=1 : ng)

o, =, +i‘”¢'ﬂ;‘; _ia’yﬁq s
J=1 I

ia’g‘ =i= ia’m
j=1 =

J=1
iwy yy. = img-.j;:‘j_
i=1 J=1

2 '
w .
o’ (i % - i %
= M m S

Veri tablosu ve Tablo 4 * ii gbz 6niine alarak bir 6rnek verelim :

(3.2.3) ve (3.24)‘den
B "ﬂu =9-2=17

V(B — Bu)= 0’2(% +}é) i 50‘%

olarak hesaplanir . Tablo 3a ‘dan

567 =sMSE/ _ 5(10/13)/ 25/ _ 064

bulunur

Not : ingilizcede B.l.u.c. ( Best, linear , unbiased estimator ) yerine E.i.d t.e. ( En iyi , dogrusal

tahmin edici ) yi kullandik .




SONUG

Amacimiz basgta da soyledifimiz gibi nitel degigkenli verilerin kaynag olan toplumsal
olaylara istatistiksel bir ¢oziim teknigi dnermektir . Bu ¢alismanin 6ziind olusturur . Varyanslarin
kargilagtinlmas: ile gerek 1-faktorli siniflandirmada olsun gerekse ig-ige siniflandirmada olsun
modele her katugimiz faktoriin modeli nasil etkiledigini gosterdik . Hangi modelin olayr daha
fazla agkladiim yorumlarla agikladik .

llk bolimde 1-faktorli siniflandirma aynntih olarak ele alinnmg olup ikinci boliimde 2-
faktorli ig-ige (hiyerarsik) dilzen drneklerle anlanlarak , V. A tablolan diizenlenip , bu tablolar
yorumlanmustur Bu tablolarda , 6nce ortalamanin modele katilmas: ile olusturulan model igin v
gézlem degerlerindeki degigimin nedeni arastinlds . p * den sonra o - faktorinin modele
katilmas1 saplanarak , boylece kurulan yeni model igin y' deki degigimin nedeni arastirildi
Bunun sonunda y’ deki degisime o - faktdriiniin etkisi oluyormu sorusuna yamit verilmistir .
Daha sonra modele P - faktoriiniin katilmas: saglanarak , p ve o' dan sonra P° mn katilim ile
clde edilen bu yeni modelde y' deki degisimin nedeni araginlmisur . Boylece sifir hipotezi
irdelenmigtir . Uygulamada Cebir ve Analiz derslerinin (faktdrlerinin) alt diizeylerine ayrilarak
farkh Ogretim tdyeleri tarafindan anlatilmasimin &grencinin basans: tizerinde olumsuz bir etki
birakti1 sonucuna igaret ettik . Varyans analizi teknigi ile 6zellikle p - faktoriniin yani o -
faktori iginde yuvalanmug faktorlerin y goézlem degerlerinin defigimindeki etkiye neden
oldufunu gosterdik . Ayrica veri tablosundaki yapiya en uygun olan modelin ig-ice varyans
analizi modeli oldugunu gosterdik .

Nitel degiigkenli her tiirlii sosyal olaylann istatistiksel olarak incelenmesinde bilhassa
bilgisayar teknolojisinin gok hizh ve gok buyik bovutta bilgileri iglemedeki gictinii de katarsak
ig-ige 2 veya daha ¢ok faktorli varyans modellerinin kullanilmasinda yarar goriiyoruz .
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