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SUMMARY

In this study, an aluminum target material is irradiated by
a.  laser beam to a point located at the center of 1its

surface : ., - assuming :that- this is a polnt . of . source  of
enerqgy. Isotermal surfaces are supposed as spherical
surfaces with center at point and dimension o0of the

semi-infinite material . Temperature changes appering along
its axis is calculated by an appropriate numerical method
described belove.

Heat distributions have been calculated by wusing finite
difference numerical method which consists of three mesh
points./1/. Here, it was used Crank - Nicolson Method with
six mesh points, applicated to linear partial differantial
equations in implicit form , in such a way that to solve
non . ,— -linear partial differantial : equations. In .this
solution it was prefered the explicit form of the method.

In this paper, the numeric results were compared with the
others obtained by three point finite difference method and
experimental resulsts. An error analysis is also studied.




BZET

Bu galigmada aluminyum bir cismin yuzeyinde, merkezindeki
bir noktadan verilen laser 1sininin , cismin ekseni boyunca
meydana getirecedli sicaklik degisiklikleri , 1sinlanan
kisim bir nokta , ayraica , essicaklik yizeylerinin bir
nokta merkezli kire yizeyleri oldufu sonucu ve bu cismin
yari sonsuz 0ldugu varsayimlari altinda, 81 cakdak
dagilimlari numerik ydntemle hesaplanmistir.

Sicaklik dagilimlari , numerik olarak daha Once 4¢ noktayi
iceren sonlu fark ydntemi kullanilarak vyapilmistir /1/.
Burada, Lineer Kismi Turevll Diferansiel denklemlere
Implicit( kapali) bic¢imde uygulanan ve alti kafes noktasini
iceren Crank - Nicolson ydntemi , non-lineer Kismi Tirevli
Diferansiel denkleme ¥ explicit (agcik) bicimde
uygulanmistir.

Bu calismada , elde edilen numerik sonuglar i¢ nokta sonlu
fark yonteminden elde edilen sonug¢lar ve deneysel

sonuclarla karsilastirilarak hata analizi yapilmistair.
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1.1. PROBLEMIN F1Z1KSEL ACIKLAMASI

Laser 1imalat sanayinde, malzemelerin kesme delme, kaynak
ve sertlestirme gibi g¢esitli islemlerinde kullanilmaktadir.

Malzemenin cesitlil nedenlerle laserle 1sinlanmasl ve sofuma
sirasinda, malzeme icinde yuksek sicakliklara
ulasildigindan /1,2/, malzemede c¢esitli degigiklikler
meydana gelmektedir. /3/.Bu degigiklikler laserin malzemeye
aktardigi enerji miktarina ve buna bagli olarak malzeme
igcindekl sicaklik dagilimina baglidair.

Laserle i1sinlama sirasinda malzeme icinde yuksek
sicakliklara ulasildigindan dolayi, malzemenin 11l
6zellikleri sicakliga bajli olarak degismekte, erimis ve
plazma haline gelmis bOlgeler bulunmakta ve erimis
bélgelerde konveksiyon akimlari gdrilmektedir /3,4/.

Bu yizden , malzemenin laserle 1i1sinlanmasli sirasinda,
malzemede meydana gelebilecek olaylar asagidaki gibi
siralanabilir;

a-) Laser 1sinlarinin malzeme tarafindan absorblanan en
fazla nufuz derinligine kadar ilerler. Bu arada enerji
181 ener jisine doniisdr. Ve sicaklik yikselmeye baslar.

b-) Sicakligin ortam sicaklifina gore yulkselmesi 1ile
ortama 1s1 kac¢maya baslar.

’

c-) Sicaklik, 1s1 1iletim katsayisi ve 1s1 kapasitesine
bagli olarak ve 1s1 iletim esaslarina gdre malzemenin
i¢ taraflarina dofru ilerler.

a=13 Sicaklik yeterince yilkselince, erime baslar. Eriyen
: kisimlarda sicaklik daha da yiukselince kati-sivi
yuzeyi malzemenin ic¢ taraflarina dogru ilerler.

e-) Sicakligin yiikselmesi ile malzemenin i1si iletkenligi
1s1 kapasitesi ve yogunlugu degisir.

el Sicakligan daha da artmasi 1ile buharlasma ve
plazma olusumu baslar. Absorbsiyon siddetle artar,

yansima azalir dolayisiyla, ortama kacan 1s1 miktara
da azalir.




1-=2 ISI ILETIM DENKLEMI

Malzemeye laser 1sginlanmasl sirasinda, meydana gelen bu
olaylari iceren 1s1 iletim denklemi u=u(x,t) olmak uzere,

02u 02u
NEX.L,0, U, Ve ) + BlX,.t.9, 0k, ) +
O x2 0x ot
{1=2=10
02u
€3, €, U, U, W) + EIX.E. U e, lw) =0

o B A

geklinde degigken katsayili bir kismi tiirevli diferansiel
denklemdir.

Malzemeye laserle 1sinlama sirasinda meydana gelen bu
olaylari iceren 1s1 iletim denklemi, degisken katsayili ve
non-lineer oldugundan bu denklemin bilinen bir analitik
cozimud yoktur/5/.

Ancak, 181 iletkenligi ve 1S1 kapasitesi sabit
alindigaindan, denklem lineer hale gelir.Ve problemin
analitik c¢odzuimi belli sinir sartlari altinda mevcuttur /8/.
Bunun disinda bazi varsayimlar altinda ve bazi nuimerik
yontemlerle c¢dzuime gidilebilecedi sanilmaktadair.

Varsayimlar ve kosgullar sunlardir ; /1/
1-) Laserin sgiddeti zamanla degismemektedir.

2-) Isin genigligi dar olup, cismin yuzeyine dik gelmekte-
gir.

3-) Isinlama sirasinda 1sinlanan bdlgede yluzey sicakligi
monoton ve i1isinlanan noktada sicaklik lineer artmakta-
QLT

4-) Ergime sicakligindaki essicaklik yizeyi iletim esasla-
rina gore hareket etmektedir.

5-) Cisim homojen ve izotroptur.
6-) Yuzeylerden 1s1 kaybi olmamaktadair.

7-) Isinlanan kisim bir nokta olarak kabul edilmekte-
dir.Essicaklik ylzeylerinin bir nokta merkezli kiire
yuzeyleri oldugu bunun sonucu /1,6/ olarak varsayila-
Giktir.

8-) Isi iletkenligi belli malzemeler icin, belli sicaklik

araliklarinda, belli analitik fonk51yoﬁ1§ir ~ ifade
edilebilirler. e Q
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9-) Kati-sivi araylizeyinde bilesim degisikligi yoktur.

10-) Cismin 6zgill 1sis1 ile yogQunluQunun carpimi sicakliga
bagli degildir. ( 1s1 kapasitesi = sabit )
Yukaridaki varsayimlar altinda, 181 iletim denkleminin

yazlilabilmesi ic¢in degiskenler asagidaki gibi tanimlansain.

Vo : 18lnlama Oncesi cismin ve ortamin sicakligi,

v : herhangi bir anda, cismin herhangi bir yerindeki
sicaklik,

€ . Zaman,

V = ¥ - Vo

K : cismin 1s1 iletkenligi, K = K(v) dir.

8 : Cismin yogunlugu,

Co : Cismin 1s1 kapasitesi, co = X-Godir,

Sabit oldugu kabul edilecektir.
At : Isinlama siresi, At = Esdex!t01® anvdin:

1 : Cismin 1sinlama dogrultusu veya X ekseni boyunca

uzunlugu, 1 = 0,;3 cm dir.
Bu isinlama sirasinda ylizeyde isai kayba olmadiga
varsayildigindan, durumu en iyi ifade eden 1s1 1iletim

denklemi /1/,

o v 1 0 o v
= ot I i, (1=2~3)
ot g.c 0 X 0 X
‘F ( Carslaw ve Jaeger 1973 /81 )
log{ 1si iletkenligi)

—
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Sekil(1i-2~1) Aliminyum isa ;ilépkgniig; in
sicaklikla degigimi/7/. =
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Cismin 1s1 1iletkenligi K = K(v) oldugu ig¢in belli bir
malzemenin, burada, aliuminyum icin 1s1 iletkenligi,

log K = a 1log v + log b (1=2-3)

K=Db v~ ¢1-2=4)

geklinde ifade edilebilir. $Sekil(1-2-1) de aluminyum icin,
181 iletkenliginin sicaklikla degisgsiminde degigim

araliklari gdsterilmektedir /7/.

(1-2-4) denkleni, (1-2-2) denkleminde yerine konursa,
o v 1 0 O v

= AT NN RIS ) €(1-=2~b)
ot pc 0 X 8 %

denklemi elde edilir.

(1-2-5) denkleminin c¢Oziimiinde bazi basit haller diginda
nuimerik c¢ozim kullanilmasi ve degiskenlerin boyutsuz hale
getirilmesi uygun olmaktadir.

1 1
A= . X 1 v S 126
1

At

donigiimleri ile (1-2-5) ifadesi;

o
<

o v b. At o
G 2 )

I
<
]

o
=

o lfP.C e B

gseklini alir.Burada,

b.\ t

c! = (1-2-8)

l’.c.?

olsun. Bu durumda (1-2-7) denkleni;

o
<
o

6 v BE- Ny,

' { v* ) A PN (1-2-9)
X 0 x T A O )
‘ v E
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denklemine déniisiir. Buradan |,




= (1-3=10)

yazilabilir. Bdylece, 1s1i iletim denklemi en genel haliyle;

O v ¢’ Q Rys»*
% (1-2-11)

0t a+l o x*

olarak vyazilabilir./1/ Burada c¢odziim fonksiyonu v=vi(x,t)
diri

1-3 ISI 1LETiM DENKLEMININ COZUM YOLLARI

o Vv " i B AysTs
= (1-3-1)
o t a+l g . x%

181 iletim denkleminin ¢dzilebilmesi icin problem daha
6zel hale getirilmelidir.Bunun icin, homojen silindir
geklinde, yeterince buyik bir aliminyum cisime, sicakligin
yalnizca ©n ylizeyinden ve merkezindeki bir noktasindan
laser verildigi varsayilsin.

Bu 181 iletim denkleminin bazi 6zel haller disinda bilinen
bir analitik ¢Ozumud yoktur /1/.

Ara aliminyum 181 iletkenliginin sicakliga ait
gsekil(1-2-1), Mondolfo /7/ grafiginden, aliiminyum icin
K'nin sicaklikla degigimi K = K( v ) ;

25°C < v < 200°C arasinda K=2.398833, sabit,

200°C < v ¢ 660°C arasinda K=7.943282 v~°-2,

660°C < v < 13000°C arasinda K=0.074131 v°-237
olmaktadir.

Bu durumda, (1-3-1) denkleminin her Uc¢ hal i¢in ayri ayri
incelenmesi gerekmektedir.Ve bu haller sirasiyla IA, IIA ve
IITA halleri olarak adlandirilsin.

Ayrica, 1sinlanan yiizey noktasinda sicaklik v= kit olarak

artmaktadir.Iginlamanin t=1 aninda yizeydeki alcakllk

v=13000°=C olarak kabul edilirse /1/ v kkﬁr

ky = 13000 olarak hesaplanir. qp
-
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IR haldr igin;
v=¥-ve = 200-25 =175 ° C oldugundan,
v 17%

tan= =  1.356u%-1072. t8n)
) 13000

olarak hesaplanir.
ITIA hali icin;

v =660 - 25 = 635 °C oldugundan,

635
teza = — " = 4.89 X 10-2 (8n)
13000
ve IIIA hali icin tzxxa = 1 olarak hesaplanmaktadir.

Bu durumda IA,IIA VE IIIA halleri ve cozimleri asagidaki
gibi yazilabilir.

1-3-1 1IA hali ve c¢dzimu

Sicakligain 0 < v < 175°C oldugu bdlgede gegerli olup,
K= 2.399 ve a = 0 oldugundan c' = 1.645 x 10-13 olarak
hesaplanir.Bu deger (1-3-1) denkleminde yerine yazilip,
c'= CI o0ldugu kabul edilirse, (1-3-1) denklemi,

(133-27)

CI

seklini alar.

(1-3-2) denkleminin baglangi¢ ve sinir sartlari yilizeydeki
Sicakliga gbre degismektedir.

Baglangi¢ sartyi;

Yuzeydeki sicaklik 0 < v ¢ 175 = Q ise,
0-¢ x ¢.1., t =1 gdeknolxa( xiig 0x) =40
Yizeydeki sicaklik 175 °C < v ¢ 635 =C

Xa x <1 , t=1.35 x 10~ icin,




v( X,1.35 1072 ) = vxa(x , 1.35 10-2)

(1~-3-=4))
olur.Buradaki xi., IIA c6zUm matrisinde t=1.35 102 icin
sicakligin 175 ©°C oldufu x. degeridir.vza ( x , 1.35 10-32)
sicaklik degeri [ 0 < x ¢ 1 X 0 < t < 1.35 102 1 cbdzium

b6lgesinde t=1.35 10-2 icin hesaplanmis, IA halinin bu
zaman ic¢in kullandigi sicaklik deferleridir.

Yuzeydeki sicaklik 635 °C < v < 13000 =C ise,
Xa¢ X < 1 , €t = 4789 x 10~®* jicin,
Veal X, 4089°1077F ) =v (x', 4.89 10-2)
¢1=3=5)
geklinde ifade edilebilir.Burada, xa, t=4.89 10-2 iein T1IA
halinden sicakligin I'7e o 0ldugu Xa degeri ve
v(x,4.89 1072) degeri ise,[ 0 ¢ x < 1 X 0 ¢ t < 1.35 10-2 ]

¢6zUim bbdlgesinde t=4.89x10~? icin hesaplanmig IA halinde
ilk adimda kullanilan sicaklik degerleridir.

IA halinin sinir kosullari,

Yizeydeki sicaklik v < 175 ise,

A0, U ¢ £UCTI35 1077 Acin, v(0,.L) = k.t

L1—3~§)
Yizeydeki sicaklik v > 175 ise,
X=Xa ,t > 1.35 10~2 icin v(x,t) = vzzalx, t)
C1~3~7)
dir. Burada,x. , t > 1.35 10-2? jicin IIA c¢6ziim matrisinde

Sicakligin 175 ©°C oldugu x deferleri ve vxza(x, t) 1ise
t > 1.35 1072 icin IIA c¢dziim matrisinde sicakligin 175 <C
oldugu xs ve t, degerleri kullanilarak hesaplanan IA
hall sinir degerleridir.Bu degerler IA halinin v 2 175°C
0ldugu bdlgelerdeki sinir kosulunu olusturmaktadir.

Yukarida anlatildigi gibi, IA halinin sinir ve baslangic
degerleri,yiizey noktalara disindaki noktalarda daha
Onceden bilinmemektedir.Bilinmeyen bu IA sinir
degerleri, IIA c&ziim matrisinde sicakligin 175 °C oldugu xa
ve t,' ler yardimiyla ve t=0 aninin disindaki IA hali
baslangi¢ degerleri ise, t=1.35 10-2 ve t=4.89 10-2 icin
¢6zlim matrisinde sicakligin 175 °C oldugu xa degérinden,
x=1 degerine kadar olan tum x degerleri .  yardimiyla
belirlenmektedir. PN “Ma{\




IA halinin c¢6zim bdlgesi, sinir ve baslangi¢ kosullari
yiizey noktalari disinda Onceden bilinmediginden, elde
edilen sonuclara gore kabaca sekil(1-3-1) gibi
gbsterilebilir.

1A Hatit

/7////7//7////7/77//7/‘

x ¢

Sekidr¢i-3-1)

IA haline ait (1-3-2) denklemi, (1-3-3), (1-3-4), {1-3-5)
denklemleri ile ifade edilen baslangi¢ sartlari ve (1-3-6)
(1-3-7) denklemleri ile ifade edilen IA hali problemi,
lineer kismi tiirevli parabolik bir diferansiel denklem
oldugundan, analitik c¢@zimi mevcuttur.Bu gsistemin analitik
cdzimu Carslaw - Jaeger /8/ den uygun bir sgekilde
yazilarak,

X2 &
v.=.ki t t1+ d Cul- e O - |
2.0%L:% J "
xz
x T Gt i
X a
Jr CI t (1-3-8)

seklindedir.




1-3-2 IIA hali ve c¢dzimud

[ 0 ¢ x ¢ 1 X 1.355 » 1072 ¢ t < 1 ] bblgesinde sicakligain
175 °C ¢ v ¢ 635 °C oldugu bdlgeler icin IIA hali problemi

gecerlidir.

IIA halinde, a= - 0.2 ve b= 7.943 olarak
alindigindan, CII= (c'/(a+1)) = 6.81 * gg—t* hesaplanir.
(1-3-1) denkleminde yerine konulursa,

o v $2ve -5
= 6. 8181022
o t ox?

(1-3-9)

denklemi elde edilir.

ITIA hali basglangi¢ sgartlarai,
1-Yiizeydeki sicaklik 175 °C < v ¢ 635 °C ise ,
0 £ x £ x, ve t= 1.355 » 102 icin,
veral(x , 1.355%1073) = vza(x, 1.355%107%)

(1-3-10)

dir.Burada, xa., t= 1.355 * 10-2 + At icin IIA cdzim

matrisinde sicakligin 175°C oldufu x ve vza(x , 1. 355#1072)

jse . t= 1.355 % 10-2 + At ve 0 ¢ x € x: deferleri 1icinm

IIA halinin t= 1.355 % 10-2 icin IA halinden kullanilan
sicaklik degerleridir.

2- Yiizeydeki sicaklik v > 635 ise,
ITA hali baslangic sarta,

Xxa £ X ¢ xave t= 4.89 » 10-* icin,

Vrzra(x , 4.89%1077) = va(x , 4.89%1072)

{1=3=11)
seklinde yazilabilir. Burada, Xxa , t= 4.89 » 10> icin,
;IIA haliyle hesaplanan v = 635 °C oldugu x degeri ve Xa
ise , ayni t aninda ,IIA haliyle sicakligin.v.= 178  *Q
olarak heaaplandl%i degeridir. Valx 4,%?#&8 2)
t= 4.89 % 1073+ t aninda sicakligin 17 40 T
0ldugu aralikta, IIA halinin t=4.89 ! ) aq}ndan
kullandigi sicaklik degerleridir. T S §
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ITA halinin sainir kosullari ise, yine IA halindeki gibi
yuzey noktalari diginda daha 6nceden bilinmemekte olup,
agagidaki gibi ifade edilebilir.

1-Yuzeydeki sicaklik 175 °C < v ¢ 635 °C ise ,
x=0 1.3556%1072 < t < 4.89%10~2 icin,
v(o,t)= ki t (1-3-12)
2-Yuzeydeki sicaklik v > 635 ise,
X=xXa ve t 2 4.89 % 10~2 icin,
V( X2 , ts ) = vezzal X1 , ta )
=35 13)
dir.Burada, xi IIIA hali ¢Ozim matrisinde t 2 4.89 % 10—2
icin, sicakligin v = 635 °C oldugu x ve t degerleri yardimi
ile IIA hali sinir degerleri v > 635 Se2 icin
belirlenmektedir. vzzxza(xs ,ts)ise x = x. ve t > 4.89% 10-2
icin IIIA halinden hesaplanan sicaklik deferleridir.Bu IIA
halinin v > 635 i¢in sinir degerlerini olusturmaktadir.
ITIA halinin de baslangi¢ ve sinir kosullari ic noktalarda

6nceden bilinmediginden elde edilen sonuclar da gdzdniine
alinarak kabaca gsekil (1-3-2) deki gibi gbsterilebilir.

t ?

1A hali

489X o"g
1,350

~

Sekil (1-3-2)
IIA haline ait (1-3-9) denklemi, (1-3410p, % /(B 3-11)
denklemleri ile ifade edilen baslangig sartlari.ve ¢1-3-12)
(1-3-13) denklemleri ile ifade edilen 51§ﬁ&wsjfﬁiqr1.inon—

lineer kismi tiirevli diferansiel denklemi*éﬁﬁ’Aﬁrﬁétﬁéélr-

g
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IIA hali probleminin bilinen bir analitik cbzumid olmadigi
jcin nimerik cdzimine gidilecektir.

Bu calismada, bu denklemin sonlu fark yontemi ile alta
kafes noktasi kullanilarak ( Crank - Nicolson ) cOzimu
incelenektir.

1-3-3 IIIA hali ve c¢ézimi

[ 0 ¢ x €1 X 4.890 % 10°2 ¢ t < 1 ] bdlgesinde sicakligin
635 °C < v €13000°C oldugu bdlgeler icin IIIA hali problemi

gecerlidir.

IIIA halinde, a= 0.37 ve b=" 0.07413 olarak
alindigindan, (1-3-1) denkleminde yerine konulursa,
o Vv 'y oty
= 1039102 (1-3-14)
s G # (i p

gseklinde non-lineer kismi tiirevli diferansiel denklem elde
edilir.

IIIA hali icin baslangig¢ sartlari,
el vedeka 0 5 =4 B9 e RS cliciy,

v( x , 4.89% 102) = vxxal X, 4.89%1072)

olarak ifade edilebilir.Burada, vzza( X, 4.89%1072) degeri,
t= 4.89% 10~2 boyunca, 0 ¢ x ¢ x, araliginda IIA hali ile
hesaplanmis olan sicaklik degerleridir. x. ise t=4. B9x10~2
igin IIIA halinden hesaplanan v= 635 °C oldugju Xx degeridir.

Bu aralikta, IIIA kullanilan ve IIA hali ile daha once
t=4.89 % 10-2 icin hesaplanmis sicaklik degerleri, IIIA
hali baslangi¢ degerlerini olusturmaktadir.

IIIA hali ic¢in sinir kosullari ise,
Xx=0 , t 2 4.89% 10~2 icin v(0,t) = kit
gseklinde yazilabilir.

I?IA halinin c¢&ziim b&lgesinde de sinir kosulu bastan
bil%ndigi halde baslangic kosulu bastan bilinmemektedir,
c6zim esnasinda belirlenmektedir. S$Sekil(1-3-3) de kabaca

ITIA hali ¢6ziim bélgesi gdsterilmektedir. iy
- - iny

4 &
" {' .\') <&, (i, »
//:\\-ﬁ :

s’ (. |
—~ 4
P \! pi o= 3
i Y a- \3§: ,/ ~ :’
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"/ IIIA cozum
/] bolgesi
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Sekil (1-3-3)
Her iic hale dikkat -“edilirse, buradaki denklemlerin

birbirleri ile baglantili oldugu, ayrica sinir ve baglangicC
kosullarinin birbirlerinin devami oldugu gdriilmektedir.

Ari- aliiminyum icin olusturulan 1isi iletim denkleminin, IA
hali disindaki hallerinde bilinen analitik cozumu
olmadigindan IIA ve IIIA halinin cozimlerinde nimerik

yonteme basgvurulacaktir.

Bu calismada, IIA ve IIIA halleri icin alti noktay: iceren
sonlu fark niimerik yoOntemi acik ( explicit ) Dbicimde
kullanilacaktar.

1-4 UC NOKTA SONLU FARK YONTEM! NEDEN YETERL1 DEGIL.

1-4-1 g nokta sonlu fark yodntemi

Sonlu fark ybonteminin uygulanabilmesi ICIN uygulama
bolgesi, h, X ekseni ilizerindeki adim uzunlugu , k ise, t
ekseni tizerindeki adim uzunlugu olmak uzere, bdlge
sirasiyla m ve n tane X ve t eksenlerine paralel
cizgilerle kafeslere ayrilir. Her bir kafes noktasi (X,T),
m ve n integer olmak izere, X = mh ve T = nk 1ile ifade
edilebilmektedir.brnegdin, n m = 0 ise orijin noktasi

ifade edilmek istenmektedir.( Sekil (1-4-1) ).
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Sekil (1-4-1)
0 u
x B ¢ B, tuwixDny D* ) u
ot
o
diferansiel denklemi gdzdniine alinsin. Burada, D =
0 x
ve L lineer operatdri gdstersin.X = mh ve T = nk kafes
noktasinda fark ve diferansiel denklemi saglagan

fonksiyonlar sirasiyla, U(m,n) ve u(m,n) ile gbsterilsin.
Taylor acilimiyla,

0 02
BLE ) =" 1 4 K + % k2 L SO B &
o t o t2
0
= exp ( k ) ul(x,t)
o
yazilabilir. Sayet, X = mh ve T = nk icin u(mh,nk)=ul(m,n)
alinirsa,
0
u(m , n+tl ) =exp ( Kk —— ) utm, n)
ot e

= exp ( kL) u( m,n) Ea,\

. i = ‘
yazilabilir. - ’} ;;}



«1AT

D tiirev operatdri ile X ydnindeki merkezi fark operatdri
arasindaki iliski,

2 [ 1 1 12
D= — sin h™? = —— ( 62 - 63
h 2 2 2T 3t
12,32
+-——————6Bx C ...)
2% .5
Burada, 6x u(m,n) = ul m +% , n) - ul m-% , n) ve
63, u( m,n) = uf m+1 ,n) - 2 ulm,n) + u(m-1,n) dir.

Yrnegin,
0 u oZu
ot v 0Ot
seklinde' kismi tirevli diferansiel denklem gbzdniine

alinsin.Bu problem icin L = D2 olacagindan, u(m, n) terimi,
u(m,n) = exp ( k Dz ) u(m,n) (1-4-1)
seklinde ifade edilebilir.
1 1 1
Bt ST O AL N SR S8 . (a9

¢ i 12 90

oldugundan (1-4-1) denkleminde yerine konursa,

1 1
ul-m,n*1) = [ 1 + E 62, ¥ o B I X — o ) 6%=
2 6
1 1
s r ( r2- % r + — ) 6% + ... 1 ulm,n)
6 18
(1-4-2)
elde edilir. Burada, r = ( k 7/ h?) oranidar. (1-4-2)

denkleminde yalniz jkinci derece farklari alip digerleri
ihmal edilirse, fark denklemi,

u m,n+1 = ( 1+ sz)ul‘.n

S ¥y

seklinde yazilabilir.Burada, &2~ yerine konup Eﬂz‘g} irse,

¥ s ." \
N .
) S
e \\‘
A

s
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denkleni,

Um,n+1 (1=2C) Um o & 06 Ugndi'n " Unly a5 )

(1-4-3)

geklinde sonlu farklar ile gbsterilebilir. Bu denkleme U¢
Nokta Sonlu Fark denklemi denir.

Burada, Um.m» 8Sonlu fark c¢Oziminin , Um,n diferansiel
denklemin c¢Ozimine yakinsadigil diiginilmektedir.

1-4-2 _Neden yeterli degil.

(1-4-3) denkleminden gérildiigui gibi, en basit sonlu fark
denklemi yalnizca ii¢ noktayi iceren sonlu fark yontemidir.

Bu yodntemde, Um,n+1 degerinin hesaplanabilmesi O ATy,
Um,n, Ussiia ., w ve Vet = degerlerinin bilinmesi
gerekmektedir.

Ug nokta hesaplamalari yapilirken, (n+1)t zaman

seviyesindeki bir noktanin sicaklik degeri yalnizca nt.
zaman seviyesine ait ¢ nokta kullanilarak hesaplanir.Buna
karsgsilik : (n+1)k zaman seviyesinden hic¢c bir nokta
kullanilmamaktadir. Oysa, gi1caklik hesaplamasinda (n+1)k
zaman seviyesindeki herhangi bir noktaya ait sicaklik

degeri, bu zaman seviyesine ait komsu kafesteki sicaklik
degerinden fiziksel olarak cok fazla etkilenmektedir. Bu
ybntemde , (n+1)k zaman seviyesindeki tim noktalarin hesabi

yalnizca nk zaman seviyesindeki ilgili noktalarla
hesaplandigindan ii¢ nokta yeterli degildir.

Burada esas olan k zaman araligi icinde ©6zellikle, yiizey

civarinda sicakligan cok hizli artmasa ve (n+1)k
seviyesindeki noktanin nk seviyesindekli noktadan c¢ok,
cn+l )k seviyesindeki (m-1)h. noktadan etkilenmesi
s6zkonusudur. Eger, sicakligin yavag yavags artmasi sz
konusu olsaydai, bu durumda olay bu kadar Onemli
Olmayabilecektir. Bu durumun ne kadar etkili oldugu

kargilastirma boliimiindeki sonuclardan anlasgsilacaktir (4-2).
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IxT — M E T O D
2-1 ALTI NOKTA YONTEMI

Her mertebeden tirevler, ileri, geri ve merkezi farklarin
sonsuz terimli serileri ile ifade edilebilmektedir. Bu ise,
sonlu fark ydntemini olusturmaktadir.

Ornegin, ikinci mertebeden tiirev, merkezi farklarin sonsuz
terimli serisi olarak;

62u 1 1 1
= ( 623(”— _— 643¢ U+e—mo 66xU+... )
0x2 h? 12 90
{2-1-1)
seklinde ifade edilebilmektedir.
(4-2) de gecen bazi tanaimlar, (2-1-1) denklemi ve ortalama
operatdérii p kullanilarak, alti noktayi iceren sonlu fark
yontemi olusturulmak istensin.
P(i, j+%) noktasindaki p operatdri;
il
M Fauny ® i ( g + Tans ) (2=1~2)
2
olarak tanimlanir.Asagidaki sonuclar;
o] ) 1
K — = 2 sinh~*(—— 6+« ) ve pHe = (14— §2)%
ot 2 4
(2=1-3)
kullanilarak,
1 ou ou ou
—_— k '(( ——— )1_3 + ( )1'34-1 ) = k 'Jt ( — )L,Q"’K
2 ot ot ot
1 1
= #F31+ 52409 2 sinh~* (i 8¢ )UL,3+K}
4 2

Z % gl
seklinde vyazilabilir. Bu denklemin sag tarafa w%}{x
pozitif kuvvetleri olarak seriye acilirsa; X




K

1 ou ou
..._-k((—-):.,j +(———):L,5+1)=
2 ot ot
1 1
( 5t+—63t"———‘—65f_+...) Us, s+
12 120
(2~1-5)
yazilabilir.Buradan, (2-1-5) denklemi ,
1 ou ou
6eUs, 5438 = —0 i A O (SN, (P R R OWISTEE & e B CelUa. . awie
2 ot ot
(2-1-6)
olarak diizenlenebilir. Bu denklemde 6+Us, s+ yerine
yazilirsa;
. 0
Us,s3+2-Us,3 = % k —— ( Us,as + Us,s+1 3+ CelUas, s4s
ot
(2=1~7)
denklemi elde edilir. Bu denklemdeki,
. i
e Tl s VS L e (2-1-8)
1.3 120

ot 0x?
seklindeki bir kismi tiirevli diferansiel denkleminden,
6] 02

- (2-1-9)
ot 0ox?2

seklinde dzdeslik yazilabileceginden (2-1-9) denkleni,
(2-1-7) denkleminde yerine yazilirsa,

02

Ui, s%2~Usi. 3= % Kk £ Ve a +:-Us Sies

0ox?2




A8,

02
denklemi elde edilir. Bu denklemde ifadesi yerine
ox?
e ey ifadesi konursa, denklem;
Ual, aea — U1,5 -~
(| kK 1 1
B £ B8 i e 0%t U s
2 h? 12 90

U_'L,;\-o.]_) + Ce Ua, 3+m
haline gelir. Dizenlendiginde,

U.‘L.:‘)+1 = U.ﬂ.,: = % r { (o G OO UL,Q + U_g_,g-o-:.)) +C

(2~1~11)
geklinde yazilabilir. Burada,
1 1 i
i S = S R SRS b —— 66;:+...)U:_,3+
32 12 90
1 1
F 0 = b R s B £ P R N R T L
12 90
1 ck /
(- — 6% Us saess. T 6%¢ Us, 3+5s)
12 120 :
dir. (2-1-11) denkleminde C = 0 almak suretiyle elde
edilen,
Us,s+2 — Us,s = % £ { 625 Us,aeat 62:Us, 3)
(2-1-12)
denklemine Crank - Nicolson denklemi denir./5/.
62:': U_‘L.g = Uj_—l" -3 2 Uj_,ﬁ * UA."'I,ﬁ
624 Us,a+3.:= Us—1, saet 7.2 .Us, g3 * Ugss,a+s

olarak tanimlandigina gdre (2-1-12) denklemi daha acik
olarak;

Be. s+~ Us:o =8 C t_  MHisd . a+ai7 4 U, a+1 + Uasy, s+t

Us~32,8-.T:8:92.3 1t Vasr.9
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Burada, r = ( k/h? ) dir. k, t zaman ekseni uzerindeki adim
uzunlugu, h ise X ekseni iizerindeki adim uzunlugudur.
(2-1-13) denklemi t = jk zamani boyunca,

Us—1.3 , Us,s , Usss,s ve t=(j+1)k zamani boyunca Us-i, s+s
Us, 3+ ; Usaa, 3+1 kafes noktalarinin degerlerini

icermektedir. Sekil (2-1-1).

Sektd (g7 1-1)

\:

(2-1-13) sonlu fark denklemi kapali (implicit) bicimde
kullanilmaktadir. Bu caligmada fark denklemi acik
(explicit) olarak kullanilacaktir.

Kapali (implicit) formuld

Kapalili fark formiiliinde, sonlu fark ydnteminde t = (n+l)k
zaman seviyesine ait birden fazla kafes noktasinin degeri
t = nk zaman seviyesine ait degerleri kullanilarak

hesaplanmaktadir. (2-1-13) formildu,
- U:!.—l.,j-v-:. +(2+2rd, Wa" swasl Uses,3+1

="t~ Usey o, W03~ HUs s 4+ F- VUkea .3

(2-1-142
seklinde ifade edilirse, kapali sonlu fark formiilu elde
edilir.

Genel olarak, (2-1-14) denkleminin sol yani ¢ bilinmeyen
degiskeni ve sag yani ise iic bilinen degiskeni icerir.
Burada, her bir zaman satirina ait N tane aralik 80z
konusu olursa, ornegin, 3 = 0 igin i = LT olmak

lizere (N-1) tane denklem yazilir. Bu denk
baslangi¢ ve sinir degerleri iceren ter;mle
sonra - (N-1) tane bilinmeyen icerir. Ornegin /pJ\f\lﬂ? ¢in,
ikinci zaman satirindaki (N-1) tane U blllnmeyéni ~ﬁ§ inci
zaman satirindaki bir dnceki sistem cozumunden~élde g len

“
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bilinen U 'lar kullanilarak olusturulan yeni sistem

cOzlilerek hesaplanair.

Genel olarak, su sidylenebilir: Kapali metotla herhangi bir
t adaimi boyunca bilinmeyen U degerleri, bir Onceki t adima
boyunca bilinen U degerleri ve baslangi¢ , sinir degerleri
kullanilarak hesaplanir. Sekil(2-1-2).

, £ ) %
i —é é; @
i X —+ .
® Bilinen u degerler)
X Bilinmeyen udegerleri
t \' »
Sekil (2-1-2)
Acik (explicit) formul
(2-1-13) denklemi,
2
Uaa. saad = Ugosy awt?d et Ug raws2@Us et =Us—a
g
2
=oa g Ma s »2Ux 8 = Uass . (2=1-=16)
r

gseklinde ifade edilerek acgik (explicit) formilud elde
edilir.

Burada, U1+1' 3+ 1 degeri, UL—X,’ v UL.Q r U_’_-o-],,: ve
Us,s+1 degerleri kullanilarak hesaplanir. Daha sonraki
adimda hesaplanan bu deger Us,a+2 olarak kullanilarak

hesaplamalara devam edilir.

(2-1-14) deki Crank - Nicolson denklemi, herhangi bir zaman
~ekseni boyunca (N-1) tane araliga ayrildiginda, genel
olarak, asagidaki gibi triodiogonal denklem” temi

yazilar. . yT(_(\




e o

BalUs" = cala = d.

-azUs + balUz - caUa = da

- a@s1Ua-1+baUs-CalUs+s = da
—an-—1Un—2+bn-1Un—1 = dn-1

Burada, a lar, b ler, c¢ ler ve d ler bilinmektedir. Uw-1 ,
Un-—a ek MR (- el bilinmeyenleri cesitli eliminasyon
yéntemleri ile kolayca cbzilebilmektedir.

Kapali sonlu fark Crank - Nicolson denklemi bir sistem
olusturdugundan, matrisler kullanilarak asagidaki sgekilde
gisterilebilir.

[ (2+21r) et 58 7 ’U1,3*1
- r Corar) —f Ua, a+1
-p (2+2C) L
-r (222r) ~L Un—1, 3+1
- — - -
- (2-2r) r 2 L O e
r (2=21) | Ua, s
= r {2219 r
L r (2=2%) - Un-1,3|
(2-1-17)

Buradan,

EAF - PFoladsa ) Ussr = C2T"+¥'r To-1) U,

veya ‘ ~TC¥
F 5 oy

5 i A L i e e plae G P B TN;£)ﬁU;fg;x ?
.\ ™ ,.“' ’
; i f.l'§'x

A

yazilabilir. Buradan, n, ;uuﬂﬂglgf

Ua-o-:_
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plarak vyazilabilir. IIA hali kismi tiirevli diferansiel
denkleminden,
0 02
Us, s = CII | £ o ve
ot 0x?2
0 0?
Uas,3+12 = CII P9 - s e
ot 0x?
yazilabilir. Bu ifadeler (2-2-2) denkleminde yerine
konursa,
1 02 02
Us,3+12=Us,as 5 —0 k QLI ™% L it e R {5 [l TR o
2 0x? ox?
2 CeUas, 5+
veya
1 0?
Us,3+12-Us,6s = —— ) %1 { HO-®e x5 1 e N
2> 0x?2

+ CeUa, 2+34

C252-3)
denklemi elde edilir.
02 1 1 1
= ( 62X - — 6% + 0%t )
0x? h? 12 90
olarak acildigina gore, (2-2-3) denkleminde yerine
yazilirsa,
k
Us,s+1-Us,as = % CII— { 6@ UP-9, 4 + U®-%4 44+2))}+C
h!
C2=2~4)

olur. Burada,
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k | |
C= [( T — 643: s T — 66x+--- ) UO'BL,Q*l
2h? 12 90
1 1
+( = — 64;: + —_— 6°x+... ) UO.B’-" }
12 90
1 1
i e B%: VL Sei, ¥ 0% u U:L,a-o—u.)
t2 90
dir. Burada da , C = 0 alinarak ihmal edilirse, (2-2-4)
denklemi;
 § k
U_g_,g-o-l_U.i.,: G0 rEOL ( 6’,:U°'°L,: & 62,: Uo'a.!..3+1)
2 h?
{2-2-9)
olur. Bu denklem , IIA icin gelisgtirilen sonlu fark
denklemidir. Bu denklemde, 62X acilimi yerine konur ve
r = (CIT kK / hz ) olarak alinirsa, daha acik olarak,
Uj_,j-o-].'_ui.,j = Karid Uo‘a.s_-o-:.,g l ZUO'BL,g - 1 Uo'ai—l'g
+ Uo'ai+1,5+1 - 2U°'81,5+1 » Uo'81—1,3+1)
K2=2-5)
seklinde yazilir. Bu ise, IIA icin gelistirilen alti tane
kafes noktasini iceren ve non-lineer sonlu fark

denklemidir.Sekil(2-2-1).

; . X
|_‘ H"' >
|
e - —'—— — — — e — —
I ? ! 0.9
0. N
, D -Z us2V -
J T T
| ?
| 7
0.8 0.8 ;i ¥ Ay
] [ -U 2 U+U ol ™ @
+| " 1 — LAY o
-
DA
':.a‘- ",-
. %;

v Sekil (2-2-1)
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2=3 ALTI NOKTA YONTEMI ILE COZUM ICIN F1Z1KSEL,
MATEMATIKSEL. VARSAYIMLAR.

Bu calisma esnasinda, 181 iletim denklemini olugtururken
yapilan fiziksel varsayimlar, c6zim icin de gegerlidir.

ITA hali icin olusturulan sonlu fark denklemi, kapali fark
denklemi sgeklinde kullanilmayip, ac¢ik sonlu fark denklemi
geklinde kullanilmigtair.

(2-2-6) sonlu fark denklemi kapali fark denklemi olarak,

o b At W i i el R (] Pl (R g i L TR ol S L AL PR e e
= r Uo'as.-:_,g e 4 ] 5 IGRETRRE P SR s e B ) ol 1 S PR S

(3-3=1)
seklinde gdzodnune alinirsa, TIR halinin cozimunde
kullanilmak istendiginde, t = (n+l1)k icin hesaplamalar
yapilirken t = nk zaman seviyesindeki bilinen U. ler
yardimiyla , t = (n+l1)k =zaman seviyesindeki bilinmeyen

Us+1 ler non-lineer denklem sistemi olusturmaktadir.

Bu sistem olusgsturulurken, ¢Ozim bdlgesinin saj sinir
degerleri , Dbaslangig¢ta bilinmemektedir. Bu yizden, bu
degerin oOnceden IA halinden hesaplanmasl gerekmektedir.
aksi halde denklem sayisi, degisken sayisindan az ve

cdzimu yoktur. Ornegin, agagidaki sgekil 1icin sistem
yazilsain.
do da da da da
X
L Ll LNLL bl L ANLL L A b & L L L >
7]
by 4
; Uz Uz Ua Ua
7
ik
v
1. denklem,
~_F By ¥ fUs*  2ryc-8 ipyo-a, = raf-fst2al t2rg®-®s+ra® -9,
burada, bi, ao, ai, aa, aa, a« ler bilinmektedir.Bu yiizden
1. denklem,
2Uy + 2r U®-®, - r U®-%3 = A, S
"seklinde yazilabilir.Diger denklemler ise; {7
= WUy +2 Ua ¥ 2r USshgae g ge-8e = R %E(L‘\~\.\'"
NPT
e B
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-y Ua +#2 Us #12r-U%"Fy ~ ¢ Ue:24 = Bs

olur. Burada, A, , Aa, As bilinmektedir.Bu denklem
gisteminde 4 tane bilinmeyen ii¢ tane denklem sdzkonusudur.
Ancak, Ua degeri c¢oziim bdlgesinin sag sinir degerinden
hesaplanabilir. Bunun icinse, IA halinden sicakligin v = 0

oldugu x = ss degeri belirlenmelidir. Ardindan ss mesafesi
h adim olmak iizere N araliga bdliindiikten sonra sistem

yazilmalidir.

IIA hali icin olusturulan denklem kapali fark denklemi
olarak kullanilirsa, degdisken ve denklem sayisi oldukca
fazla olacagindan ve zor c¢bziilebilecegi sanildigi bir - nen-~
lineer denklem sistemi 1ile karsilasilacaginda i el
denklemi bu c¢aligmada;

2
UC-®nsiana=e il Rasmpatat Us, s+1+2U%-%4  241-U%- %51,
8
2
~ e Wy, 3SR Ry e URF S nseil (2=3-2)
r

seklinde acik fark formilu olarak kullanilacaktir.

(2-2-6) denklemi kapali fark denklemi olarak kullanilirken,
t = (n+l)k. adimdaki i = 1(1)s icin Ua,s ler birden fazla
non-lineer sistem olusturacak sekilde dusuniuliirse, yine
t=(n+1)k. adim icin olusturulan sistemlerin Us+1, 3+1
degeri bilinmediginden, sistemlerin sag yan vektorleri

olusturulamadigindan cdziilemezler.

Ge=2-6 denklemi (2-3-2) acik (explicit) sonlu fark
denklemi olarak alinirsa,

2
U P, s, 8+3= = UR:-Eg s, seg® Us, a+242U° %4, 342-U%-%4a
r
2
= e Ug g SRR s g U®-®341,
o
Buradan, Uai+i, a+1 degeri, Us—a2.3 , Us .5 , Us+a,s VE

Us.s+s degerleri kullanilarak hesaplanir. Sekil(2-3-1).

....}ﬁ A <
# heSun N
] . " w
¢ ;'i - \ %\,
e ,“ b=
TP\
CIONCRA Y
€a 3‘) Paater T £



v B

X Bilinen U degerler

I
.
‘.
[
l
1
|
l
1
|
T SIS
l
|

® Bilinmeyen U degerleri

it ®

Sekil(2-3-1)

i =1 ve j = 1(1)n olmak Uzere tum Ui,s leri hesaplarken
acik bicimde Alta: Nokta Sonlu Fark denklemi kullanilama-

maktadir. Sekilf2=3=-2%:

e e s e f - — e — ——]— -

|
J 1
|
i |
JHW J |
IR Sor X3 BANETIST R0V
€
WV
Sekil(2-3-2)
Cinkii, burada Ui, s+ degerinin hesaplanabilmesi ic¢in U-.
ve U-,, 3+ degeride gerekmektedir.
Bu calismada, J = 1(1)n igcin Ui, s+1 degerleri hesaplanirken,
alty: nokta kullanilamadii ve Uo, s+ degerinl ieer en bir
baska sonlu fark yazilamadigi icin, yal caa Nw3
degerleri , t = nj adima ait, Uo., 5 UL 4 & s
degerlerini iceren Uc Nokta Sonlu fark formu%u ile,&b\
:I'vf ‘ﬁ. bﬁ‘

A,'

jte By Ue-e,,, - 2U°-8, 5 + U° az;gqli.( 

U1.3+1 = Uy,
(o3-S i=li LN 1ein )
seklinde hesaplanir.
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2 - 3 IIA HAll 1CiIN ALTI NOKTA SONLU FARK DENKLEMININ

YAKINSAKLIK VE STABILITES?T

Kismi tirevli diferansiel denkleminin c¢dzimu u ya, kesin
cézimler getiren sonlu fark denklemlerinin c¢ézimi U yu
saglayici kosullar stabilite ve yakinsakliktir.

Bu kosullar, farkli fakat birbirleri ile ilgili iki
problemden ibarettir. Stabilite, sonlu fark denklemlerinin
¢cOziumu ile 11gili hatalarin kontrollu azalmasinzi,
yakinsaklik ise, fark denklemleri ile elde edilen U
¢cOziumiiniin , kismi diferansiel denkleminin u cizimine
yakinsamasini icerir /10/.

Agagida, (2-3-1) denkleminin yakinsaklik kosulu elde
edilsin.

(2-3-1) denkleni gozbniine alinsin. Bu denklemde, r = k/hz2
dir.

[+ 38 sonlu fark denkleminin cizlimi, u ise diferansiel

denklemin ¢6zimi olmak Uzere , hata ;
e -="Ursn
olarak alinirsa ve (i,3j) noktasindaki hata,
@a.s = Uk § ~Us.32
ile gosterilirse;
Ua,a = Uy, 4 - €4, 5

0lur. Bu (2-3-1) de yerine konursa;

( U_t-o-]_,g-.-l = Bawa  Fnew I W = . (U.i.-—x,j-b:. rd QL= Sy )O.8
2
P — ((Us,3+1 = @3_.3+2 ) +.2 ¢ Us,3+1 = €4, 34, )0-8
:
2
o Ypwgag €a-1,3 )%% 0 —s ( Us.s -~ es,,5)
r

5 = A

T2 (Ve > Gy )0 S e A% R e )2f§% ‘\\
,"(:";s i3 Sme,
N o 2-4-1

'y
¢
~ '-r

Y

denklemi elde edilir. Burada, ’“¥ J3J:E  ¢§}:

(U-eg)o-8 = U®--0.8U"°-?e-0.08U"*-2e2-0.032U~2-23g34+__



geklinde acilirsa,
deger IIA hali ig¢in,

dcunciu

<29 .

terimin alabilecegi maksimum

0.08
eZ
175" =%
dir.Dordinci terimin alabilecegi maksimum deger IIA icin,
1.16%10-%, e? diir. Ayrica, bu degerler sirasiyla e? ve e?
gibi c¢ok cok kiicik bir degerlede carpildigindan dcincu
terimden itibaren ihmal edilirse (U-e)°-® acilimi;
(U-e)%-8% = U%:%-0.8U"% %e
olarak alinip, (2-4-1) de yerine konup, diizenlenirse;
&
(1.6U—°‘2U1,3+1+ T, €4, 35+1 = ( ad Uo'a;—1,g+1
1
23 UP-By aen ™ gl e ) aea) + L UR-Fpaa s ol Ll R
2 2
- UYo-B L a) * b= Us,as + Us, ans)
o r

+ (0.8 U™°-24-a,

3+1€a1-—-1,

sy + 0.8 U=° 3443, 3+2€2+1,3+1)

2
+[ 0_8 U-o‘zi—l'g €s—-1,3" (1.6 U—O.:L" i €a, s
L 5
+0.8 Um%- 3341 ,s Cada. .9 ]
(2~-4-2)
O1YE .
0O - gpesysoati®nlR %y g * h U®-®x(i,j+1)
hz
* UP-®.pe (Xat+ 61 h, tasa)+..
2!
g 1 11 e gt L SR LY
h2
+ Uo'axx (Xs.." e:
2!
Ue:®,_ 4,9 = U° o R TR U°-%.(i, 1) 5&
h? ;f
+ U®-8,c (Xa— Oah
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U1,3+1 = Ui,g #Fikidhe( ol byl Bk )

Bu acilimlardan;

UP-B i 1.3+1 — 2 U%-®, 443 + UP-% .43, ,5+2=h2 U®-®peca,s+1>
U2 -8, 03,3 4+ U8, 4,8 m2:U%2-8, .95 =h2 U%- O sca, s>
Us,s+1 — Us,s = Kk Uecas, s>

esitlikleri vyazilabilir. Bu esitler (2-4-2) de yerine
konursa;

1 J6UT 95 Tt ) €s,3+1 = (0.8 RI P R s n e ey Olalic s 54 wed,

E

+ 0.8 U‘°-’L+1,5+1e1*1,5+1) +[ 0.8 U_o'zi—l.a €a3—-1, 3

2
- 1.8 Ym0y I #0-8 W™ -Ry0s 3 @, s
¥
o219 -8 : | ou
+ [- 2 h2? (Xx1+67h, taws)+ E (Xa,ts+6sk)]
0x?2 r ot
0 -4 B 6 B.AASECL YA (2-4-3)
olur. ¥ U ¥ drp s B = "man ' €1, 1 | olsun. (2-4-3) deki son

]
kdseli parentezli terimin maksimum degeri M olsun. Tum

terimlerin sifirdan buyik yada esit olabilmesi icin;

2

- (1.6 U°-3, 4 - — ) S0
£

olmalidir. ey, s+1 in katsayisi =92 3 0 ve h - -ye—-K
adimlarida pozitif oldugundan r de pozitif oldugu icin

pozitiftir. Oyleyse terimlerin pozitif olabilmesi icin
yalnizca €a,s nin katsayisinin pozitif olmasi yeterlidir.
2
«{f § Wi i 1D
3

Buradan r ic¢in,

2

035 Eal

106 Ut S 3



. 3%.

kogulu elde edilir. Cinki h ve k pozitif oldugundan r de
pozitif olmak zorundadir. Elde edilen,

2
g 4.8 S

1.6 U—o.:i,’

kosulu ile (2-4-3) denkleminin tuim terimlerinin katsayilari
pozitlf olur.

Bdylece,
2
R e SIPRTNES ——)Ie;,3+1| £ 0.8 U‘°-’1-1,,+1|e1_1,,+1|
) 2
+ 0.8 U_°-”1+1,,+1|e1+1,,+1| 7 0.8 U_°'=L—1,5 |ei—1,,|
2
- (1.6 U—O.Zi's = )l e;,jl + 0.8 U_°'21*1,3 |e1+1,3|
[
+ 2hZM (2-4-5.)

elde edilir.
0.8 U™°-3, 43+3% 0.8 U™°-2, 5 2 A
0.8 U™9-2,_,,3+1% 0.8 U™9-2, .5 2 A
U=9-3,,;3,3+1 = U933 441% 1 Lk I
0.8 U=9-3,.2.3+2 2 A , 0.8 U™9-%3.,5,45+2 2 A
0.8 U " Taani N L R e T U i R 2 A

oldugu kabul edilirse, (2-4-5) denklemi ,

2
2 R Bari h s Ea%y LByt % A Essy + A Es
2
2
-2 A Es + Es + A E5 + 2h2M
; r
A
Buradan, 2
7T

—_—— Ej-.-!_ S
. r ,:‘:. ‘__) N

2 2 fﬁf % '
—_Es + 2n7M fo A

Eassa $ Es + Kk M ‘_\.,
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IA problemindeki baslangic¢ kosulundan dolayi Eo ve j k = t
dir. Bu durumda baglangi¢ degeri hatali oldugunda h —> 0

iken k = r h2—> 0 a gideceginden ,
M ———> ( Ut - Uo'axx)
gider. Ue = U° %, denklemin gercek ¢ozimi oldugundan
M —> 0 gider. Sonuc¢ olarak,
2
0 ¢Cr §

1.6 U_O'zi,g

kogulu altinda, E, 2 18 et s S ¢ P vt = e ST dir 20
halde, IIA hali Alti Nokta Denkleminin yakinsaklik kosulu;

2

Q0 s %
y U_o'zl'j

dar.

IIA hali igin olusturulan Alti Nokta Sonlu Fark Yonteminin
stabil o0ldugu matris metot ydntemi ile gtsterilsin.

Alti nokta icin hata fonksiyonu;

+ 0.8 U9 -3, 5 aan@y—5 eyt W1 693, "y x=-2)0a sz

+ 0.8 B8, G S ng caeyE sl SRR S s Bast s

ol 1. % Y9 A oy e s O B TR - R s s By e

olarak elde edilmigtir. Burada,
E, = max | ©4, 3 | ve Esvrys = max | €1, 5+1 | i=1(1)(n-1)
olsunj. Bu ifadeler Alti NoktaJHata fonksiyonunda yerine
yazilip, asagidaki gibi diuzenlenirse,
[ 0.8 . =S8 cn sl A0 Nbeine 1053 5 naimnets 4+ 22.)
3 R S Nt ae iy o Pawr s k= 0.8 YT A5 L85

= B o | R TR S e e RS 1 - e ol 1 s g SR e B 5T

geklinde yazilabilir. Daha kisa olarak,

A Es+a = B E»

seklinde de godsterilebilir. Burada,

?&-t g E ﬂ;
A= 0.8r U° 23,9+~ (1.6 r U°: y
+ 0.8 rl553§8“f¢

A1 A

.~




o -

dair .
~0.2. -0.2. ]
=(L 60U, 9gwa+2) JOEBR s 3%y 0 g U
-0.2. -~0:2 -0+
.8['U1—1,3+1 “(1.6['U5__3+1+2) .8[‘U1+1,5+1 S
e 0.2 . B 4
A= =32 .8rU.1.—1,3+1 -(1.6[‘U.1_,3+:.+2) .8rU3_+1,,...,_
= R % —0.2.
'+ TR 0 SBEUa<=1, a+a =03, 0rUs . 40a%2)
[ 1 0 0 0 ]
0 1 0 0
sy
0 0 1 0
0 0 1
s ?
- -0 -0-2 -
"'2U_1_,3+_1 g T 6 RS B T § 0 - - . 0
- 0.2 T B & W [ s
U=z ass =204, 5w Uassy ) s+ 0
S
i i -0:2
0 A 0 P U1—1,3+1 _ZUJ_.Q-&J_ U;_-o-;.,...l
~0.2 -0
0 R 0 L 45 0 o ohie Ua=igfawy =2 a5, Sy
i =

seklinde yazilabilir. Ayrica, A matrisi,

A. = =215 +2 02 Bl rda TH-3

seklinde de ifade edilebilir. Burada,
(N-1 x N-1) boyutunda &zdegerleri A" Odan
Tw-; matrisinin ©z degerleri hesaplansin.

first teoremine gbre,




.34.

s

9\8 ='2U—0'2L,5+1+2{\/ U e U_°'21+1,3+11COS
N
8 = 1(1)(N-1)
olur. Burada,
U=9-3,_ 3,39+1 = U 9-3,.,, 341 B U9-3, 442
olarak alinirsa, bu durumda Tw—1 matrisinin dzdegerleri,
ST
?\13 S B9 Gk f e NP oyeh L8 — -
N
ST
== B SRy € L=l
N
s1r
249 B, lyey 3 5002
2N

elde edilir. O halde, Twn-: matrisinin G6zdegerleri

st

%w ="4U—°'2_1_,,3+1 . Sin?2
2N

olduguna gdre A matrisinin tzdegerleri,

s

PR B e ey e b Sin?
2N

olacaktir. Benzer sekilde B nin 0zdegerleri hesaplansan.
B matrisi,

B = R L . 8-r Tw—1
olarak yazilabilir. B matrisinin Ozdegerleri Gerschgorin's
first teoremine gire,

s
i 2 4 0.8 F CAUSA s Bin® )
2N -’"‘a-
yazilir. Hata fonksiyonu ise matris olarak, ;; 3
| A A-* B E» :
seklinde gbsterilebilir. Burada, C =A"*B

durumda C nin pzdegerleri,



=

s
= 2-#-F. dr SRS S NG e
2N
Ae =
s
~Fre BUBEEPT0 - IGL Lty BiRSt
2N
£ i esiladel o WN=1)
dir. | Ac ¢ 1 igin stabildir. Cunki, |[Es«:|<| Ei|
olabilmesi icin " < " < 1 olmalidir.
s1r
o R B ) ¢ e RO e 7 e ¢
2N
< 1
s
FTR B T R e O SR SR e
2N

IIA hali alti noktayi iceren non -

Buradan tim r > 0 icin
stabilite kogulu ortaya cikar.

lineer sonlu fark denklemi
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1-1 COZUM ALGORITMASI

Isinlanan kisim bir nokta olarak kabul edildigi ve
essicaklik yuzeylerinin bir nokta merkezli kiire ylizeyleri
oldugu sonucu /11,1/ varsayildigina gore, cismin yluzeyinde,
merkezindeki bir noktadan verilen isinin , cismin ekseni
boyunca meydana getirecegi sicaklik degigiklikleri, cisim 2
ve Y eksenlerinde yeterince biyik ( yari sonsuz )
varsayildigindan yalnizca tek boyutta inceleme
yapilacaktair.

A

" 4
/
_____________ b = >
{ X
\
\
~
B
Fakat, 1sinlama esnasinda zaman da sbz konusu oldugundan
sicaklik degisiklikleri X o t koordinat diizleminde
hesaplanacaktir. Cozim bdlgesinin X ve t degerleri , 1isa
iletim denkleminin kurulmasinda anlatildiga gibi

normalize edilmistir. X ve t nin normalize uzunlugu olarak
1 degeri kullanilmistir.

? T

N R B S e S ST A R A A A

NN

(dzim Bolgesi

NN
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I. Bdlgenin 0 ¢t ¢ 1.355%10-2 plan 1ginlama siresi n,
araliga ve j = 0 icin , X mesafesi mi: araliga bodliunsin.
I.B6lgenin zaman adim uzunlugu k., X ekseni iizerindeki adim
uzunlugu h, olsun.

IT. Bdlgenin 1.355%10—2 A 4 L ¢ 4.89%x10—2 olan
1sinlama siiresi ni, araliga X ekseni, j = 0 icin ma araliga
béliinsiin. Zaman adim uzunlugu ka, X ekseni iizerindeki
adim uzunlugu ha olsun.

F o i Bélgenin 4.89%10-2 < t ¢ 1 olan lginlama siiresi ise,
Na araliga , X ekseni , j = 0 icin » Ma araliga bo6lunsiin. h
ve k adim wuzunlari ise sirasiyla ha ve ka o0lsun

Sekil(3-1-2).

nz%r?.w : my.hy = §
| hi
I ki [A hali : I Bolge
|
n ki ! | l
|
1A 1A 1. Bolge
n|-.k’fn2'k2 4 —
IA 1A
~III.Bolge
LA
1
t

bekil -(3-1-2)

3-1-1 IIA hali ¢dzim algoritmasai

Bu durumda, IIA g 2: i 5 i g ve TEL - Bbélgeler de
kullanilmaktadir. IIA halinin acik sonlu fark denklemi,
0 ¢ i { ma ve 0 < J € na olmak uzere,

2 2 e
LY g T P Usoasa "+ 3 UO-8, 5+ - —U”"i?ﬁ
I ra, ';<*

~ X i
{omm b AL ﬁ) =
i ™, Uo - W Y e = U Qe > S

BAGE N, a N Ty 1 T
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Problemin [ 0 € X Ll g e c0meetilien ] Coézim bélgesi,

[ 0 ¢ X <1 x 0¢< t < 1.355% 10-2 ] I. Bdlge,
[ 0 ¢ X €1 x 1.355%1072 ¢ t ¢ 4.8B9 % 10-2 J IT. Bélge,
[ 0 ¢ X <1 x 4.89%10°2 ¢ t ¢ 1 ] IiI. Bblge
olmak lizere birbirlerinin devami seklinde olan ve
birbirleri ile ilgili ¢ ayra bélge olarak diisiinilerek

coziim yapilmistair.

t 0

1A .

4.89%10-2 |

IA 1A

13558072

[A

v

Sekil(3-1-1)

Once I. Bbélgede ¢ozim yapilir. t = 1.355% 10-3 Sain ...
i=1(1)m (m defgeri basglangita belli degil) olmak iizere
hesaplanan Ui,j degerleri , i1 S BGlgenin baslangig
sartlarini olusturmaktadir. A it Bblge, (3-3) anlatildiga
gibi yalnizca IA halini icermektedir. II. Bolge ise, IIA ve
IA hallerini icermektedir. Clinkii, bu bélgede sicaklik
0 < v £ 635 °C degerleri arasinda de@ismektedir. Sicaklik
v > 175 °C ise, TIIA hali icin olusturulan acik (explicit)
Alti Nokta Fark Denklemi , v < 175°C ise, IA hali analitik
c6zumu kullanilarak istenen noktadaki sicaklik degeri

hesaplanmaktadir.

IIA halinden IA haline gecerken, sicakligin v = 175 °Q
0ldugu x degeri IIA halinden belirlenir, bu nokta
belirlendikten sonra hesaplamalara IA haline gegilerek

devam edilir.

III. Bo6lgede ise, sicaklik 0 ¢ v € 13000 °0O olacagindan |,
bu b6lge IA, IIA, IIIA icermektedir. Sicaklik
635 < v < 13000 °C ise IIIA haline ait acik alti
iceren sonlu fark denklemi , sicaklik 175 ¢ v ¢ 63§

IIA haline ait alti noktayi iceren sonlu fark denﬁ}emiaz
(explicit) bicimde ve v §$ 175 1ise IA haLi?
codziimiinden hesaplamalar yaptirilair. iT
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Ca kz
olup, burada e 'Sisstciaio S -HaY
h2,

Baglangic kosulu i = 1(1)ma ve j = 0 igin ;

U Ciha , J ks ) = Usni maxa

dar. Burada, ny.ky = 1.355% 102 olup, IA halinin
£=1.355%107? icin hesaplanan Ui, s degerlerinden IIA halinin
baglangi¢ degerleri elde edilir.

Sinir kosulu;

U0, 3 ka ) =175 + 13000 ka j olup 1 ¢ j ¢ na , i=0
icin gecerlidir.

i = 0 ise BOlum 2 de anlatildigi gibi IIIA halinden
sicakligin v = 635 °C oldugu xi ve t, degerleri yardimiyla
i = 0 icin, IIA hali sinir degerleri, hesaplamalar esnasin-

da belirlenmektedir.

IIA haline ait Alti Nokta Sonlu Fark Denkleminin
yakinsaklik kosulu ;

2

1.6:U07% g

den dolayi, yakinsaklik kosulunu saglayacak sekilde, ka ve
ha adim uzunluklari belirlenmektedir.

3-2-1 IIIA hali ¢6zim algoritmasa

IIIA hali yalnizca III. Bblgede kullanildigindan Acik Sonlu

Fark Denklemi , 0 ¢ i (¢ ma ve 0 ¢ j ¢ na olmak uzere,
2 2
Ux-3%piiiidse Uz ssa + 2 -7,  awz - Ua, s
| o) Ca
£k Ut in -~ P gu s et » BESATL L. s
-~ Ul-a"‘__l"
P | f%%”
4 > .
» A
Lo
bR W g k%
~ 7 -\\\ f
1) Ca ka e "o.?‘l",g .—:;
olup, burada ra = dir. L ¥y

iy
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Baslangic kosulu i = 1(1)ma ve j = 0 icin ;
L iha " j ka ) = U(iha, Na kz +1.355%10"2 )

dir. Burada, na.ka+ 1.355% 1072=4.89%10"2 olup,IIA halinden
t=4.89%107? icin hesaplanan Ui, deferleri IIIA halinin
baglangi¢ degerlerini olusturmaktadir.

Sinir kosulu;

U0 , jka ) =635+ 13000 ks.j olup 1 £ j $ ns , i=0
icin gecerlidir.

IIIA haline ait Altai Nokta Sonlu Fark Denkleminin
yakinsaklik kosulu ;

2

2 Tl B0 s o

den dolayi, yakinsaklik kosulunu saglayacak sgekilde, ks ve
ha adim uzunluklari belirlenmektedir.

3-1-3 (COzum algoritmasinin probleme uyqulanigi

Yuzeydeki bir noktadan verilen sicaklik cismin ekseni
boyunca, sicaklik v = 0 oluncaya kadar yayilmaktadir. Bu
yizden +t zamani 1ilerledik¢ce x = 0 ile v = 0 o0ldugu x
degeri arasindaki mesafe artmaktadir.

Bu problemi c¢ézerken, birbirlerinin devami olarak dusinilen
¢ ayri bdlgenin her bir (X,T) kafes noktasi , baslangicta,
hesaplamanin yapilacagl satirindaki kolon sayisi bilinmeyen

bir matrisin elemani gibi diigiinilerek,
hesaplamalar yaptiraildi. Hesaplanan bu sicaklik degerleri
her bir bélge igcin yaratilan dosyalara ayri ayri

kaydedildi. Ornegin, II. Bdlgede hesaplamalar yapilirken ,
bu bilge 0 £'4 £ ma ve 0 S j £ na olmak uzere, X ve t
paralel cizgilerle kafeslere ayrildigi dusunil

eksenlerine
du. Sekil(3-1-3):
i - i i) e 2
| T
|
...—-—-—————-'—-—'— —————— '1!-———]-——
|
j l pon ':i
d y '#{'/I‘;
|

Il >

Sekil(3-1-3) R AP i

|
- X
L | s hx 7 Ny, S
J +! ) p Y N
| . p n 2 i <
L ey AN A
4 - == - - et o T e e e (e e i - o 54 S 3
| R RV By > §
\ R Y ~
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Kafesin herhangi bir (i,3) noktasi |, matrisin (i, j)
numarall elemanl gibi diisiiniilerek hesaplamalar yaptirildai.

Burada, i = 0Ul)ma ve t = 1.356%10-2 icin IA halinden
hesaplanan Us , 35 degerleri : ITI.B6lgenin baglangag
degerlerini olusturmaktadir.Ayni zamanda bu Us, s degerleri
II. BOlgenin hesaplamalari icin kullanilan matrisin birinci
satirina ve bu bdlgenin sicaklik degerlerini iceren
dosyanin ilk ma kayitini olusturmaktadir.

Hesaplanan sicaklik degerleri hangi rejime ait olursa olsun

matrisin birinci satirindan itibaren artan satir
numarasinda dosyaya kayit edilmektedir. kayit edilen
sicaklik degerleri , hesaplamalar icinde sakli oldugu
kayittan cagrilarak kullanilmaktadir.

Ornegin, Ueo,o degeri dosyanin 1. kayitini , U;, o degeri
dosyanin 2. kayitini Uo,: degeri II. Bbélgeye ait dosyanin
(ma + 1) . Kkayitini , Ua,: degeri bu dosyanin (ma+3)

kayitini olusturmaktadir.

Ua,: degeri IIA hali rejimine aitse, hesaplanmasi icin g

2 2
10 - Bas s UP-8y 5 o S D R P R Ui,o
ra ra
+ 2Nl e R B =R &y g 256 Aol Y
islemi, dolayisiyla, Uo,o ,Ui,o , Ua,o , Us.: degerlerinin

bilinmesi gerekmektedir. Bunun icin daha &nce kayit edilen
bu degerler dosyadan sirasiyla 1.,2.,3., (ma+l). ve (ma+2).
kayit olarak cagrilarak islem yaptirilir. Yeni hesaplanan
Ua,: degeri de dosyaya (mz2+3) . kayit olarak kaydedilir.Bu
saltirda v > 175 °C oluncaya kadar IIA hali v < 175 ise, 1IA
hali ile sicaklik v = 0 °C oluncaya kadar islemlere devam
egllix., Daha sonra Uo,2 degeri sinir kosulundan

hesaplanair.

3-1-3-1 U.,s degerlerinin hesaplanmasi

(1,2) noktasinin sicaklik degeri U,,a IIA hali rejimine ait
olsun. Bu sicaklik degeri IIA hali icin olusturulan Alta
Nokta Sonlu Fark Denklemi ile hesaplanamamaktadir. Ayraica,
Uo, 3 degerlerinide iceren bir sonlu fark denklemi
gelistirilememektedir. Bu yiizden U.,ka degeri,Uc Nokta Sonlu
Fark formilu ile; 1.,2.,3. kayitlar dosyadan alinarak,

Ua-a = Us,0-# 1 D*=Re.6 =2 U°-%;:,0 + Uo.a’oo."').'.‘?) X
. i A
¥ w

P 3 &
iglemi ile hesaplanir. U.,: degeri (ma+2) . ’\:kayi‘ﬁtlgf
Ve R N3

olusturur. RS W gl



-42 .

1 €3 < naveli=1 olmak ilizere tiim U, , degerleri IIA ve
IIIA hallerine aitse , bu haller icin olusturulan Acik Alt:
Nokta Sonlu Fark metodu ile hesaplanamazlar. Ornegin, i 15
B6lgede 1i=0 ve j=0 icin Alti Noktayi iceren sonlu fark
yontemi kullanilirsa;

2 2
Ue-%;,, = Uo-%a.h + 2 U°-8,4q,; ~ Uo.o
2 Ea
+ U o~ U "%y s - UY"-2, o =U®-%_,.0

islemi gerekmektedir. Burada, U-,,: ve U-,.o degerleri
bilinmemektedir. Bu yiizden U,,: degeri Alti Noktayi iceren
sonlu farklar ile hesaplanamamaktadair.

Daha genel olarak su soylenebilir. IIA hali icin
olusturulan Alti Nokta Sonlu Fark Yontemi;
i=0wve j =3 icgin U., s+1 degerlerini hesaplarken,

- 2
NP2 Paigws= Voriatear 4Rt UPaPorn ssacr Uo, »

ra ra

+ ZUO'BO,Q —UO'B—I.,Q-O-I _UO.B’.'S
ot UD.B_l.s

islemi gerekmektedir. Fakat U.,s ve U,,6s+: degerleri
bilinmediginden, Ui, s+ degeri bu yontem ile

hesaplanamamaktadir.

Ui, s+: degerini, Uo,s+~1 de dahil ederek hesapliyabilecek

herhangi bir Sonlu Fark Metodu yazilamadigi icin, Ui, s«:
degeri, Uo,s , Ui,s ve Ua,, degerleri ile U¢ Nokta Acgak

Sonlu Fark formiili kullanilarak,

U1,5+1 = Us,as + ( Uo'.o,g -2 Uo'.;.s + U°~°,., )

seklinde hesaplanacaktir. Burada 0 < j < na dir.
Sekil(3-1-4).
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i=1 i=2 X

=0 >

5=3 AYoi  JUyj Uy
j=j+1;\\\\§l.

. hH-)
1=ha
14 :
Sekidf3~-1-4)
3-1-3-2 (0, e (1,3) ve (i,0) noktalari disindaki

noktalarin sicakliklarinin hesaplanmasi

0 € X ¢ 1-% 13508072 o iy . 10 | If.  Bolge-
sindeki IIA hali rejimine ait, baslangi¢ , sinir ve (1, j+1)
noktalari disindaki diger noktalarin sicaklik degerleri;

Ua adssgatn IO 8y aeq = Ua, »

UO'BL*1,3+1=
Es

L Al SRRSO SR PR | R P
—UO-BL—I,Q

acik formilinden hesaplanir.Sekil (3-1-5).

i-1 i i+1 my
>
'“——_—_—_——U—"—-J— 2u+2f®|-yo.e
k
? "Uo.i\\
jo1 >
;-

Sekil(3-1-5)
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0 ¢ X ¢ 1 x 4.89%10-2 ¢ t ¢ 1 ] III. Bblgesi icinde
yukarida yapilan aciklamalar gecerlidir. Bu Bdélge, her ii¢
halide igerir. Yine buradada herhangi bir (X, 1)
noktasindaki sicaklik degeri , hesaplamalar esnasinda

matrismis gibi diisliniiliip, hesaplanan sicaklik degeri, bu
bélge icin yaratilan ISI3.DAT adlia dosyaya kayit edilir.

3-1-3-3 Matris ve Dosya flisgkisi

IT. ve III. Bblgelerde Dosya ile hesaplamalararasindaki
iligki en basit sekilde agagidaki gibi dzetlenir.

YET=1 . d7 NEE~=l il '
I=I+1
V. (I=2,d3;:%8 5 2%t < . V( I,J )' yi Dosyaya
kaydet.
VI~1 ,d=13 Dlifgiiery
iceren kayitlari oku.
A
Besciabuiic, YOI, J) ya
hesaplat.
Bu aciklamalardan sonra, yukaridaki olaylara iceren

algoritma ve akis semasl agagidaki gibi yazilar.

3-1-4 Algoritmasi
Adim 1. K EY, £2, 03 ve N aralik sayisina gir.

Adim 2 : h ve k adim uzunluklarini belirle.
K. G2 k.C3

S

h? h?

ve rA3=1.87%10"2  gir.

ve rA2= 3.511702

Adim 3 .: ra.%

Adim 4 = r2 < rA2 ve r3 € rA3 ise devam
halde, Adim 2 ye git.

Adaim 5 : ISI.DAT adli Dosyayi yarat.
‘ Kayit sayisini K1 = 0 al.

Adim 6 : Satar sayacl J=1 ve Siituin sayaci




Adim 7

Adim 8

Adim 9

Adaim 10
Adaim 11

Adim 12

Adim 13

Adim 14
Adim 15
Adim 16

Adim 17

Adim 18

Adim 19

. 45

Zamani t = j k dan hesapla.

S= K1 al. Sanair degeri V(0,j) =K t den yUzey
sicakligini hesapla.

V(0,3) > 13000 ise Adim 27 'ye git. Aksi

halde devam et.
Vo,3% £ 175 1se; BRdim 21. ‘ya git.

Yiizeydeki sicaklik 175 < V(0,j) € 635 ise
r =r2 ve US = 0.8 al ve Adim 12. ye git.

Yiizeydeki sicaklik 635 < V(0,3j) < 13000 ise
r = r3 ve US = 1.37 al . Devam et.

K1=Ki1+1 al. V(0,j) ylzey sicakligini Dosyaya
K1. kayait olarak kaydet.i=i+1 al.

i=1 ise dosyadan V(O0,j-1) , V(1,j-1) ve
V(2,3j-1) 'i iceren kayitlari al ve

Vid. as¥id -1 et ¥2:-%(0 . )-1) -2 VO-%(1,3~1)

Pl 95 P4 2. it e id
islemi ile X = ih ve T = j k noktasindaki
V(1,j) sicaklik degerini hesapla.
i = 1 ise Adim 17 ye git.

Sicaklik V(1,3) < 175 ise Adim 21 'e git.

Sicaklik 175 ¢ V(1,3) € 635 r=r2 ve US5=0.8
ise Adim 16 ya git.

6351 L1 Vi) arl 3000, TP &3 va, US <> 1 .37
ise r=r3 ve US= 1.37 al. i=i-1 al. Devam et.

V(1,j) yi dosyaya (K1l=K1l+1). kayit olarak
kaydet.

Rl irdodrild . VUi-1, j-1) , Vi, j-1) ,
V(i-1,3j) ve V(i-2, j) iceren kayitlari oku.

2
vet,i= |—V(i—2,j)”B goeboacie) VEE=1 . 5)
2
2
+ 2 V(i-1,3)Y8 - V(i-2,j-1)Y® - (—)V(i-1,3-1)
o
+ 3 ¥li=1 . J=Eive = Vil j~1)v™
iglemini yaptir. g
e s ' M y ".,) * *;‘ ¢ ..n,;‘i‘.;
V(i,j) ¢ 175 ise Adim 210 e gt ¥ ooy £
' SR~
175 < V(i,j) ¢ 635 , r <r2 ve us“¢>e:\ 1; 9
ise, r=r2 ve US= 0.8 al ve Adim 'Ye”git
r=r2 ve US = 0.8 ise, (K1=K1+1). y; Q;arak

." ',a



Adim

Adim

Adim

Adim

Adim

Adim

Adim

Adim

20

4

23

24

25

26

27
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V(i,J) yi kaydet. Adim 17. ye git.

635 < V(i,Jj) € 13000 ayrica, US <> 1.37 ve

r. <23 . ree, r=r3 ve US=1.37 al.Adaim 17 ye
git.

r=r3 ve US=1.37 ise (K1=Kl1+1). kayit olarak
dosyaya kaydet. Adim 17 ye git.

Kl ve Ki-1 inci kayitlardan V(i,j) = 175
0ldugu X=ss deferini enterpolasyon kullana-
rak belirle.

IA haline ait analitik c¢ozimden X=ih ve t=jk
icin V(x,t)' yi1 hesapla.

Vix,t) ¢ 0.001 ise Adim 25' e git.

Aksi halde V((x,t) 2 0.001 ise i=i+1 al.
K1=K1+1. kayit olarak dosyaya kaydet. Adim
21" e git.

m2= Kil-s 1i=1(1)m2 ve j=j icin tum kayitlara
dosyadan oku ve yazdir.

i=0 ve j=j+1 al. Adim 7'ye git.

Dur .

3-1-5 Akig Diyagrami

Ak1ig diyagrami ic¢in degiskenler ve sabitler asagidaki gibi
tanimlanmistir.

K

Z1

STL3

ST2:

&5T3

¥ i3

AS

R2

R3

Sinir kosulu V = K t den gelen K dir. Sabit olup,
degeri K = 13000 dir.

h adim uzunlugu

k adim uzunludu

175 A

635
13000

Zaman

zaman eksenindeki aralik sayisi 4 it SR

°C

°c

IIA hali i¢cin C2 k / h? dir. ;, ;{g ;} «

ITIA hali icin ©3 k / h2 dir. A e
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Cl : 1.645 » 1gT+%
C2 : G 81 »—10=28
C3 :0.039 » 10728

Uygulamada, her {i¢ Bilge icin ayri ayri bilgisayar prog-

rami1 hazirlanmistir. Fakat , asgagidaki akig diyagrami her
¢ hali igerecek sekilde genellestirilmistir.
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(  BAsLA )

K,C1,02,03,
5T,.51T7,
ST3,H,AS gir.

ST3
7. BT e
Kx AS

l

R2=C2%«H/Z1, R3=C3%H/Z1

l

RA3=IITA KOSULU
RA2=IIA KOSULU

ISI.DAT
adlil dosya
yi yarat.

T=2Z1+%d

121 ve H
degistir

&
<

Vo,J)=K T

e
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V(I,J)<13000

WE

N

I=I+1

|

Dosyaya
sigakligay
KAYDET

l

R=R3,US=1.37

Dosyadan ViI—l,J~1)
V(T a=1),V(I+2,0=1)
degerlerini oku

R=R2 US=.é >
| <

y

V(1,J3)=V(I,J-1)+R*(V(I-1,J-1)"US
=2#V(T , I-19LUSEVATH . J~ 1) 2 US

(I3d)2635

POERE e
R=R3 US=1.37J
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V(I,J)'yi dosyaya

kaydet.

Dosyadan
V(I-2,3),V(I-1,J),V(I
V(E-1-, T3 ) VLT T=19
bilgilerini oku.

=2 ,J-1)

~

V(I,J)*"US=-V(I-2,J)"US+

(2/R)*V(I-1,J)+2%V(I-1,J)"US
-V(I-2,J-1)"US-(2/R)*V(I-1,J-1)
+2%V(I-1,J-1)7US-V(I,J-1)"US

V.

DOSYAYT

US<>1.37

452

RN
~__d<:;\\ R=R3

KAPAT.

DOSYAYA
V(I,J)'yi
KAYDET.

Us=.8
R=R2

Y

Us=1.37

l
5

e




.

V=175 icin X
degerini hesapla

b 4

IA'haline gec

A

y

IA analitik coztimiinden
V(I,J) 'yi hesapla.

E
H
KAYDET
I=I+1
b
Dosyadan
bilgileri
OKU.
L
YAz T J=J+1
V(T 39
I=1(1)K1
J=J
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3-2 COZUMDE KARSILASILAN SORUNLAR

Cozum vyapilirken, [ B 163K & vl 90 Oy % 45 5 ) ] cOzim BOlgesi
lic ayri bblgeye ayrilarak c¢6zim yapilmigtir.

Oeden Xt 1l X 10l 56 it 16 1 1 . 355 % 4072 1 I. Bblgesinde,
yalnizca IA hali analitik cOzumiinden hesaplamalar
yapilmigstir. Bu Bdlge tek bir rejimi icerdigi icin herhangi
bir sorun ile karsgilagilmamistir.

ol X Kol ge 111 33569% (2072 w1t 5%l | II. Bblgesi hem IIA

hali, hemde IA hali rejimlerini icerdiginden, Cozium
algoritmasinda ac¢iklandigai gibi X 1 ale/ B ise, Uus=0.8,
0.%$ 1:4$.m ve 0 < 3j.¢ nolmak lizere,

2 2
NS g, 1 3+ O Viag, aning o 2, Moo wdieids p Vv an ¥ & N n

gl r

- VU51—1,3+1 - VU51+1.: = VUBL—I,S

islemi ile V ¢ 175 ise IA hali analitik c¢oziimiyle islem
yapilair. Bu B6lge 1iki farkli rejimi icerdiginden,
rejim (hal) degisikliklerinde, rejim degisikligi olan
noktanin bulunmasi sorun olmaktadir. Sekil(3-2-1).

1;
\')
IIA rejimi
!
! Re jim degisikligi olan nokfa
L
I
i | |

IA rejimi |
I
| ! = >

Sekil(3-2-1)

Burada, Xwx noktasindaki sicaklik degeri Vk34” ii-
denklemiyle hesaplanmaktadir. Fakat, Xk*l'_ndﬁﬁa‘.g
gicaklik ise, hangi hale ait denklemle hesapianﬂb-iice'

ayri bir sorun olmaktadir. Cunki, hangi X1 nokta gg i
gsicaklik degeri Vix+i: , IIA veya IA hali denklemlebanﬁ e
hesaplanirsa, farkla bir enterpolasyon nokg -
bulunmaktadir. \ ..«“ ff?g

Ry, Ty AR
e "N J,;i
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Genelde : X+ noktasindaki Vi+: Sicakligili TIA 'ile
hesaplanabilmektedir. IIIN ve IIA ara ylizeyleri 1icinse,
ITITA hali ile hesaplanmaktadir. Fakat uygulamada, Xk+1
noktasindaki Vxa.: sicakliginin Xx noktasina ait rejim ile
hesaplanmasi durumunda Vx+i > Vi o0lacagi ve t seviyesi
artikca, Viess - Ve farkinin giderek hizla artigi
gbzlenmistir. Dolayisiyla , burada her zaman mutlaka bir
hata s6Gzkonusu olup, gerc¢ekte bulunan noktanin hangi rejim
bdlgesine ait oldufu anlasgilamamaktadir.

Rejim degigikligi olan noktanin bulunmasindaki belirsizlik
ve dogal olarak IIA halinin kullanilmasindan dolayi , rejim
degisimi noktasinin civarinda ve Otesinde maksimum prensibi
ihlal edilmektedir.Buna, asagidaki sekilde c¢dzim getirilmis
olup, konu daha sonra ele alinacaktir.

Herhangi bir t = j k ve i = 0(1)P icin U.,s sicaklik
degerleri IIA hali 1ile hesaplansin. 1i=(P+1). noktadan
itibaren U.,; degerleri IIA hali denklemi 1ile artigi

gbzlenmektedir.Sekil(3-2-2).

1 i=P i=s 88 i=s+l X

{ it il - BELEL >¢— IA hali—>

Sekil(3-2-2)

Bu durumda;

9.4 I h 2h B L b (P-1)h Ph
B N . Vigerrnion . Neh,a»
noktalari kullanilarak, Ters MAitken Yontemi ile V = 175

oldugu X=ss degeri hesaplanir. Sayet, bu X=ss degeri,

Ph ¢ ss, sh ¢ ss ve (s+1)h > 88 ise;

X | n e T Ph ... sh.. 85
> v
v lvh.ak Van,sx ... Vep—1on, ax Vph,ak‘fjgwnhdﬁéﬁﬁi
I 5 /;T"\ i "f
noktalari ile Aitken Ydntemi kullanilarak, aradaki (P+1)h,
(p+2)h ... (s=1)h, sh  noktalari icin , \Vemweion, 38 ,

N 2

X .



.54.

Veivaeasn.sx ... Vea=1rn, 3% , Ven, s degerleri hesaplanir.
Ardindan, X 2 (s+1)h noktalarindaki Va.o sicaklik
degerleri , takip eden rejim( hal) ile hesaplanair.

4./09%1072 ¢ tis LHiXel LMt 1 Cbzim Bdlgesi ic¢inde
karsilasilan rejim degigikliklerinde ayni c&zim yolu
uygulanmaktadair.
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v . ELDE EDICLEN SONUCLLAR
4-1 COZUMDEN ELDE EDILEN SONUCLAR

IIT.B6limdeki ¢dziim algoritmasinda anlatildigy: gibi IIA
ve IIA halleri icin olusturulan sonlu fark denklemlerinin

Ka OTY
Ra = $ 3.5065
hz 2
ve
ka.CIII
Ra = $ 5.35078%10-2
ha?

0Olmasi gerekmektedir. Bu kosullarai Baglayacak gekilde,
ha=6%10"2 ye kK2=1.8525%10"%, ha=1.2x%10-2 ve kKa=7.42166%x10"=
alinarak, IIA + IA ve IIIA + ITA + IA hallerini iceren
bdlgelerde numerik ¢c6zim, ancak yuzeyde erimenin baglamasa

anina kadar yapilmistair.

Yapilan céziimde lginlamanin sona erdigi ana kadar olan
Zaman araligi i¢inde, bazi anlarda Ssicaklik dagilima
asagidaki grafiklerde gosterilmistir. Yizeydeki sicaklik
0°C ile 13000°C iceren bazi anlardaki sicaklik dagilimi
ayni grafikle gbsterildiginde aradaki farklar tam olarak
g6zlenemediginden yuzeydeki sicaklik 0-660°C iceren bazi
anlardaki sicaklik dagilimi sekil 4-1=riam yuzeydeki
Sicakligin 660°C ile 13000°C arasinda oldugu zaman araligi
icindeki bazi anlardaki sicaklik dagilimi ise gekil 4-1-2°
- de gisterilmistir.

Bu calismada 1sinlamanin sona erdigi ana kadar olan siire
icinde sicaklik artmasina ragmen isinin dar bir btlgede

kaldigi gérilmektedir.

Kati-sivi ara yizeyinin malzeme icindeki ilerleyisi IA icin
dofrusal olmakta, yuzeydeki sicaklik 175°C daha biiyiik
oldugunda ise kati-sivi ara yuzeyinin dogrusal olmadigai,
bazi anlarda, bir dnceki zamana godre daha cok ilerledigi
gbzlenmistir. Yizeydeki sicaklik arttikeca kati-sivi ara
yuizeyi dalgalanma gbstererek ilerlemistir. Kati-sivi ara
yizeyi ylizeydeki sicaklik V= 660°C icin boyutsuz olarak
X=1,104.10"° m ve V=13000°C icin X= 2.35%10"°* m olarak

bulunmustur.

IA halinde 1si IIA ve ITIA hallerine gdre daha hizla; "TIA
halide IIIA haline gbre daha hizla ilerlemektedir.

Sicaklik arttikca 1si dar bir bGlgede kalmaktadir.
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4-2 SONUCLARIN UC NOKTA 1LE KARSILASTIRILMASI

Bu rgalisma Ug nokta sonlu fark yodntemi kullanilarak daha
o6nce yapilmistair. Crank-Nicolson altl nokta yonteminin
gonuglarina gdre c¢izdirilen anlar icin grafigi asagidaki
gibidir.

Sicaklik 4 % E e v LA T T Y T T T

“c) S

600

1.35 x 10-2 sanive durumu
2.28 x 1072 "
3.79 5 1072 "
4.89 x 1072 v

500

G N o s
-~ o~

400

300

100

1 1 s ' '} ' 1 A 1 1 1 4 1 1

Yuzey 0.6 1.8 1.0 4.2 3.4 6.6 7.8 x(10"%m olarar)

Uc nokta ve Crank-Nicolson Alti Nokta Sonlu Fark
ybntemleri i¢in 1s1 dar bir bdlgede hapsolmaktadar./1/.

Kati-si1vl ara yiizeyi ¢ nokta icin dofrusaldir./1/. Alti
nokta icin kati-sivi ara ylizeyi, ylizeydeki sicaklik V £ 175
oldugu durumlar 1ic¢in dogrusaldair. Yuzeydeki sicaklik
artikca, kati-sivi ara ylzeyi dizensiz bir sgekilde ic
noktaya gbre daha yavasg ilerlemektedir.

Kati-sivli ara yuzeyli t=1 aninda u¢ nokta 1ic¢in Dboyutsuz
olarak x=1.6144%10"%" m oldugu halde, V=635 icin boyutsuz
olarak x=1.104%10"° m ve 13000°C i¢in x=2.35%10"° m olarak

bulunmugtur.
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4-3 SONUCLARIN F1Z1KSEL VERILERLE KARSILASTIRILMASI

Sonug¢larin fiziksel yorumunu agagidaki gibi
siralayabiliriz.

1-) Yiuzeylerden 1si1 kaybi ve hal degistirme olmadigi var

sayi1ldigindan, kati-siva ara yuzeyinin daha hizla
ilerlemesi gerekmektedir. Cunki; 1s1 tamamen sicaklik
halindedir. Bunlar, kati-siva ara yuizeyini

hizlandirmaktadir.

2-) Konveksiyon akimlara, ergime ve buharlasma
gsicakliklarinin etkileri gdzonine alinmadijindan daha yavasg
ilerlemesine neden olmaktadir. Kati-sivi ara ylzeyi gercege
gbre daha yavasg ilerlemektedir.

3-) Bu problemin ¢odziuminde, sicaklik algoritmadan dolayi
her iki metotda da bir sonraki sicakligin hesaplanmasinda
gdzOnine alinmamaktadir. Bu 1ise sicakligin daha yavas
ilerlemesine neden olmaktadir. Oysa, yuzeydeki sicaklik
dogrusal ilerlemektedir.

Yuzeydeki sicaklik fiziksel olarak aynli zaman seviyesindekil
bir sonraki noktayli etkilemesi gerekecegi halde, metotdan
dolayi gdzdnine alinamamaktadir.

Ornegin,
Vo Vi Va Va

Vo yiuzeydeki sicakligi gdstersin. Ve sinir sartindan dolayli
dogrusal 1ilerlemektedir. Fakat, V., degeri hesaplanirken
kullanilmamaktadair. Bu ise fiziksel olarak ters bir
olaydir. Vi'in hesabinda, Veo'1 katan bilinen bir sonlu fark
algoritmasi yoktur. B&yle bir algoritmanin geligtirilmesi
gerekmektedir.
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3 W T A R T I S M A

% = -4 HATANIN IRDELENMEST

0 u 0zu°-s

o t 0 x2

Kismi Tirevli Diferansiel Denkleminin ¢dzumiinde yapilan
hata irdelenmek istensin.

CS=1-17} Kismi Tiurevli Diferansiel denkleminin €3 o3
noktasindaki Crank - Nicolson Fark Denklemi Fai,6 as(u) = 0
olsun. Fark Denkleminin kafes noktalarinda u fark
denkleminin c¢6zumi ile U gergek ¢dzim yer degistirirse,
Pl 30U ) degeri (i, 3j) noktasaindaki lokal kesme
(truncation) hatasini verir. Kesme ( truncation ) hatasinin
sifira gitmesi, Fark Denkleminin Kismi Tiirevli Diferansiel

denklemine uygunlugunu gdstermektedir.

Aslinda, Fark Denkleminin uygulamada elde edilen ¢&zimu
yuvarlatma hatalari da gdzdniine alindiginda, hic¢bir zaman U
degildir. Nimerik degeri N ile gdsterilirse, herhangi bir
(i, j) kafes noktasindaki hata;

U " N s
olacaktir. Bu ifade,
Ui’ s “ Na,s = ( Us, 9 *Ma.,s ¥ (us’s"= Na s )

geklinde yazilabilir. Burada, ( Us.,a - ua,s ) terimi
ayriklastirma (discretization) hatasini ve ( us,s - Nai, > )

terimi de global yuvarlatma hatasini gdsterir. Toplam
Hata, Ayriklastirma ve Global Yuvarlatma hatalarinin

toplamindan olusgur.

Ayriklastirma hatasaui, local kesme hatasi ile analiz
edilirler. Bu hata h ve adim uzunluklarina, ayrica Taylor
Formiulindeki atilan terim sayisina baglidir.

Ti,j Local Kesme hatasini gdstersin. Bu durumda Ti,j (5-1)
denkleminin (ih, jk) noktasindaki Fi, j(U)=0 Fark denklemini
saglamayan miktaridir. Bu durumda;

Ua.,g-o-:, 22 UJ.,S e
To,s % Py o 08 3" “ £ UP-Ria ™ AN OALD
k 7y AN
™ (T

& B 3
3 .~ N\
UO-8 sy b W= yii o3 =2 U9 aas 4‘\1] '{’_,_.:),‘,Mi)
’ RN |

geklinde tanimlanacaktir.Bu ifade,
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2
USR-S awa™ K By, 5 +€ U Bgoy  awa, # Us, 3+1
E
2
2. YO -8 o g O Pty o T3 UL,: +2 Uo'ai.s
r
PO Poni s )
geklinde de yazilabilir.
2
Uo'81+1,3+1= { u®° 81—1 Sy F Ua, 3+1 3 »g.8 i,j+1
E
2
- POy g e B TR MY-Rg 5 WY P
r
dir. O halde,
UO'BL+1,3+1 P UO‘BL+1,3+1 =k Ti,g
olur. Buradan . (i,3) noktasindaki lokal kesme hatasinin

¢t L) noktasindaki
hatasini verdigi sOylenir.
Kesme hatasiyla analiz edilmektedir.

ayriklastirma

(5-1) denkleminin Kesme hatasi i¢in ,

(discretization )

Bu yiuzden Ayraiklastirma hatasi,

U%-8 ,..1, s+ degeri
civarainda,

Ua, s+ss civarinda, U®-® ;_;, 3+ degeri Ui, s+n
ayrica, Ui, s+1 de Uai, s+ clvarinda seriye acilsin.
UP=B aeq ;s doeig = pPge-a8 -FeTeEryl, ( 5+%)k ]
= U924 psFh i Easm K )
& gaan
o gve Ry csen-* B A i, a+m
o x
1 geye e
+ h2( Ya Ve iyg s
2 o' x?
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o8 Sy s = USeS [(i-1)h, (3+%)k ]
= U°-8( xs~h , ta+w k)
G Yo
= U908, s+ - B_( Ja, 3+m
0 X
1 & 2gers
+ h2( JQr, B
2 0 x2
o U 1 02U
Us,s+1 = Us, s+ + k Ya, s+ + — k2( Ja, a3+
o P 2 o t2
. e
ek~ =UUG
Tar W=
2.k
ye 51_1'34-“ ~2 U°'81'3+n + Uo'as.-o-l,ﬂ*-n
h?
o U ozye-® 1 62U
= ( - YRR g P LA ( Ja, s+
i 2 0 x2 2 ot?
1 payoe - e
=jlis h? ( i, s+ F .-
1-2 ox*

U, (5.1) denkleminin gercek ¢dzimi oldugundan,

o U o2Ue:"
e =0 e i
o Il o 0 x? R, o S
i X £ ™%
$* Aiﬂy‘%
dir. Bu yiizden, Ti,s+s ifadesinin ilk terimi , = - ,{flb\ :
< 1 &
1 02U 1 aege - ALEY
(R Tk Tekaaaas - a . h? Ja, 3+ ‘:,»“.
2 o t2 12 ox*

olur.
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yazilabilir.

yviizeydeki sicaklik 1756 < U < 635 icin , coziimde h = 6%107°

ve k = 1.85 » 10~ alinmistir. Ui, s gercek degerleri
bilinmediginden, Ti,s Lokal Kesme Hatasinin mertebesi stz
konusudur . (5—1) denkleminin lokal kesme hatasinin

mertebesi O(k) - OCh?) dir. O halde,

| Ta.s | $ OCK)
veya
| To.s | € 0€107%)

yazilabilir.

Ayrica algoritmada anlatildigi gibi, ¢ 1,3) j=1(1)N kafes
noktalarindaki sicaklik, Uc Nokta Sonlu Fark y6ntemi 1ile
hesaplanmistir. Bu noktalar icinde yukaridaki islemler
tekrarlandiginda Tai,s Lokal Kesme Hatasinin ilk terimi;

1 02U 1 gege-n
( - K ———— - AR L O e i
2 o t? (o ox*
olarak bulunur. Ty.s lLokal Kesme Hatasinin mertebesi
Orank-Nicolson Alti Nokta icin bulunan degere esittir. O
halde, T..s Lokal Kesme Hatasinin mertebesinin,

| T, | g -1 0*)
oldugu sdylenebilir.

Bu problemin c¢Oziimiinde yapilan yuvarlatma hatasi Ra, s
olsun. Cézimde, onluk taban ve noktadan sonra 16 basamak
kullanildigindan,
1
l Ri,jl Fe el | S 2
2

dir./12/.
Toplam hata es,s olsun. Bu durumda,

T PN G TR e R S &

olur.



.64.

Iex,:l'—' lT.L,a |+|R:L,: I
den

I e;,5| ¢ OC 10™% ) + Q¢ 1g=>*. 7
olur. Buradan , herhangi bir (i,j) kafes noktasindaki
hatanin mertebesinin 0(10~3) ten daha kiciik olabilecegi

sdylenebilir.

Ayrica, [Xx = h = 6%10° sec¢ildiginden, X in
hesaplanmasinda yapilan hatanin mertebesi O0O(107°) ve t de-
gerlerinin hesaplanmasinda yapilan hatanin mertebesi ise,
Dt =k = 1.85%10"% oldugundan, O(10~%) tir.

U.i.> .. 838 - dcin ., = 1.2 » 107 %ok imifdd 13074 Blarak
secildiginden, yukaridaki islemler tekrarlandiginda bu
bélge i¢in de sicakligin hesabinda yapilan Toplam hatanin
mertebesi,

I e1,5| £ 00 107%)

tir. Ayrica bu bdélgede X in hesaplanmasinda yapilan hatanin
mertebesi 0(10-?) ve t nin hesaplanmasinda yapilan hatanin

mer tebesi. 0610~%) +tiur.

Ayrica , yukarida hesaplanan hata toplam diferansiel ile de
asagidaki gibi hesaplanabilir. V=V(x,t) olduguna gbre,
toplam diferansieli,

oV oV
dav = dx + - dt
0 X ot
oV oV
dv = h + k
0 x o t
airs
oV o Vv
l dV‘ < PSR e k
0 x o t
| AV | € 0€107°) + 0(10™%)
0.LUr . p Wﬁ*’“a.,,
& Q;T W
dv | € O ( 1073) 0« N
I | "
>3 Y =i
yazilabilir. Za”ilf“ 1ﬂv“§}
R Y
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5-2 F1Z1KSEL UYGUNLUK

17% ¢ V ¢ 635 durumunda X 1in ve t degerlerinin
hesaplanmasinda yapilan hatanin mertebesi gsirasiyla 0(107°)
ve O(10~%) tiir. V = 635 icin Kati-Sivi araylizeyinin ylzeye

uzakligi ise boyutsuz olarak X=1.104%107°° m. t nin degeri
ise 4.89% 102 sn. olarak hesaplanmigtir.

\' > 635 durumunda ise X in ve t degerlerinin
hesaplanmasinda yapilan hatanin mertebesi sirasiyla 0(107°)

ve O(10-%) tiir. V = 13000 °C igin kati-sivi arayiizeyinin
yuzeye uzakligu p R R B 5T I | t=1 sn olarak
bulunmaktadir. Burada, V 'nin hesabinda yapilan hata ise

0(10-°) ve 2.35%10-% < O(10-®) oldugundan fiziksel acidan
uygundur.

5-3 YAPILMASI GEREKENLER

Bu calismanin ardindan yapilmasi gerekenler agagida
siralanmistair.

1)- Herhangi bir t seviyesinde ylizeydeki sicaklik Ve olsun.
Sonlu fark yontemiyle, bir sonraki komsu kafes noktasinda
hesaplanacak sicaklik ise V. olsun. V,'in hesabinda Vo'l
iceren bir algoritma gelistirilmelidir.

2)- Bu calismada, cisme vyiizeyde laser isinlandiginda,
cismin sicaklik dagilimi incelenmigtir. Ayraca, cismin
icindeki sogumanin dagilimi yapilacak ergime derinligi
belirlenecektir.

- 3)- Yapilan varsayimlara uyan 1s1 denklemine

oV 1 k) DV
= R )
Dt J)-C D x R
halinde algoritmayi uygulayarak ayri bir calisma

yapilacaktir. Sonuclar karsilastirilacaktir.

4)- Sinir ve baslangi¢ kosullari degigtirilerek problemin
cozimu tekrar yapilacaktir.

5)- Isi1 kaybai ve hal degistirme gézoniine alinarak
problemin ¢Ozumud yapilacak, kati-si1vl ara yuzeyil 1ile
jiliskisi arastirilacaktar. et




(1)

(2)

(3)

(4)

(59

(6)

(7)

(8)

{92

(10)

(11

(12}

(13)

(14)

VI. KAYNAKLAR

MARSOGLU,M., MARSOGLU, A., CAGAL, B., Laserle sicaklik
Dagilimi , Yildiz Universitesi Dergisi, 1, 33, 1984.

RICHARD, F.A., WALSH,D., Time Resolved Temperature
Measurment of a Laser-Heated Surface, British Journal
of Applied Physics, ser.2, 2663 ,1969.

MARSOGLU,M., MARSOGLU, B CAGAL, B., Laserle
Isinlamada Sicalik Dagilimi , Yi1ldiz Universitesi
Dergisi, 4, 69, 1985.

C.KLUZiNSK1, LEMAIiRE, A.M., MACHAND, D., PTtEDNOXfR, P.,
Les Lasers en Soudage , Sommaire, 10, 4, 1986.

MITCHELL, A.R.,Department of Mathematics, John Sons
lta...».198, Newyork,. 1977.

READY,J.F. ,Effect Due to Absorbtion of Laser Radition
Journal of Applied Physics, 36, 142, 1965.
MONDOLFO, L.F., AlUminyum Alloys , Butterworths, 1976.

CARSLAW - H. -S. ; «JAEGER,,1-d. @, ‘Conductivity .of Heat in
Solids, Oxford University Press, Cambridge,1973.

GEORGE,E., FORSYTHE, W.R.W , Finite-Difference Methods
for Partial Differential Equation,Jonh Wiley Sons, 444,
1959.

WiLLLAM,F.A., Numerical Methods for P.D.E., Nelson ,
291, London , 1969.

READY, 0P i Industrial Application of Lasers}
Acedemic Press, 290, Newyork, 1978.

JORDAN, C., Calculus of Finite Differences, Chelsea
Publishishing Company, 654, Newyork , 1965.

GEORGE, B., Chelsea Publishing Company , 336, Newyork,
1970.

GREENSPAN, D., Numerical Solution of Non-linear
Differential Equations, John Wiley * Sons,Inc, 348,
October, 1967.




VII. - TESEKKUR

" Laserle Isinlamada Sicaklik Dagilimi " konusunda Doktora
tezine cok degerli hocalarim Prof. Dr. 1brahim Sezginman
ile Prof. Dr. Behic¢ Cagal ' 1in tesgvikleri 1ile Dbasladim.
Ulkemizde konunun yeni olmasi ve bu konuda yayinlanmis
eserlerin bulunmamasi nedeniyle zorluklarla karsilastim. Bu
konuda calismalar yapan ¢ok degerli hocalarim Prof. Dr.
Muzeyyen Marsoglu ve esi Trakya Universitesi 63retim
dyelerinden Prof. Dr. A.Samet MarsoJlu'nun c¢ok buyiik
destedini gdrdum.

Bu tez esnasinda, kaynak sikintisi en Dbiylik problemdi.
Bunun vyaninda , hocalarimin tesvik ve destegi en biyiik
moral kaynadim oldu.

Beni Doktora ya tesvik eden ve bikmadan usanmadan vakain
desteklerini esirgemeyen cok degerli hocalarima tesekkir
ediyor, saygilariml sunuyorum.




VIII. OZGECM1S

1983 yilinda Yildiz Universitesi Fen - Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Mihendisligi bdéluminden mezun oldum. 1984 yilinda
ayni Fakiiltenin Uygulamali Matematik Anabilim dalinda

Arasgtirma Gérevlisi olarak caligmaya bagladim. 1986
yilinda Istanbul Teknik Universitesi Fen Bilimleri
Enstitisyi " Sistem Analizi " programinda Yiksek Lisans
yaptim. Ayni yil Yildiz Universitesi Fen Bilimleri

Enstitisi Matematik B6lumiunde Doktoraya basladim. Halen
Yildaz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Bdluminde Ogretim GOrevlisi olarak calismaktayim.



29000 »

i




