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OZET

Bu ¢aligmada,
X + ax + lf(x,;)P(ﬂt) + kg{x,;) =0, Pt + 27) = P(Qt) (1)

denklemi ile tanimlanmig, parametrik olarak olugturulan, lineer olmayan
titregimlerin bir sinifi g&zdniine alindi. (1) genel formuna uyan, katsa-

yisinda periyodik garpan bulunduran, hareketi
X + ax + A(xcos2t + bx3) = 0, b>0 (2)

denklemi ile verilenj; "LINEER OLMAYAN MATHIEU DENKLEMI'"nin 2w ve w peri-

yotlu periyodik ydriingeleri incelendi.

(2) denkleminin periyodik y®riingeleri, "GENELLESTIRILMIS ORTA-
LAMA YONTEM"i ile analitik olarak incelendi, A ya gbre, 2. mertebeden
periyodik ybdriingelerin agik ifadeleri gikarildi, bu sonuglar kullamilarak
eszamanli periyodik yd8riingelerin kararlilik 8zellikleri incelendi. (2)
denklemi lineerlegtirilerek, g¢oklu zaman 8lgeklerinin standart pertiirbas-
yon tekniklerinin uygulandifi Hill tipi denklemler gikarildi. BBylece
(A, w2} diizleminde A ya gbre 2. mertebeden kararli olmayan b&lgeler elde
edildi.

(2) denkleminin periyodik y®riingeleri yeni bir ytntem olan
"INDIKATRIKS YONTEM"i ile sayisal olarak incelendi, (a,\) parametreleri
belirlendi. Indikatriks y®ntemle ilgili Poincaré haritalamasi ile sayisal
stabilite analizi yapildi. Sayisal ve analitik ydntemlerle bulunan sonug-
lar kargilagtiraldi, aralarinda iyi bir uyum oldufiu gizlendi,

."‘ — -
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SUMMARY

In this work a kind of nonlinear oscillations have been

considered which are determined and in conformance with
x + ax + Af(x,x)P(Qt) + kg(x,x) =0, P(fit + 2m)= P(0t) (1)

equation (1) and obtained parametrically. Periodic trajectory of
"nonlinear MATHIEU equation" which has 27 and T period and has coefficients
of periodic multiplier has been studied. The equation of this motion is

given by

X + ax + A(xcos2t + bxa) =0, b>0 (2)

Periodic trajectories of equation (2) are studied analitically
by means of "generalized average method" and obtained exﬁlicit exﬁressions
of second order periodic trajectory in respect to A, By using these results
syncronized periodic trajectories stability properties are studied, By
linearized equation (2) Hill type equations have been found out by using
standard perturbation techniques according to multiple time scale. So, in

(l,wz) plane second order unstable regions have been obtained,

Periodic trajectories of equation (2) are studied numerically
by using a new method called "INDICATRIX METHOD" and (a,}) ﬁaramatern are
determined. Numerical stability analysis is made by using Poincaré mapﬁing,
related to indicatrix method.

The results which are obtained by using numerical and analitical
methods are compared and it is observed that they all agree with each other.
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1. GIRlg

Titregimler; mekanikte, akustikte, elektrikte, optikte, biyo=-
loji, jeoloji, sosyoloji vs... bilimin biitlin alanlarinda kargsimiza gikar.
Titregimlerin matematik teorisi harmonik harekette oldugu gibi gok basit,
gecikme titregimlerinde oldufu gibi g¢ok zor olabilir. Titregen sistemler

tek veya daha fazla, ya da sonsuz serbestlik derecesine sahip olabilirler.

Lineer teoriler gercek durumlarin ilk yaklagikliklaridir. Hig-
bir gergek fiziksel olay lineer teoriyle tam olarak incelenemez. Meseli
sbniim kuvvetleri lineer defildir. Geri itici kuyvetler yaklasik olarak
lineerdir. Kendi kendine uyarilmsg titresimlerin olugturdugu kuvvetler,
lineerlikten ayrilmalari kiigilk oldugundan, lineer kabul edilebilirler.
Bazi bilimlerde kronometri, sismoloji gibi, tamlik ve duyarlik gok Onem—
lidir. Kiigiik kuvvetlerin etkisiyle olugan pertiirbasyonun biiyiikliigiiniin

hesaba katilmasi gerekir. Bunlar nonlineer mekanifin konusudur.

Davraniglari, lineer olmayan diferansiyel denklemlerle agikla-
nabilen fiziksel sistemler "lineer olmayan sistemler"dir. Lineer olmayan
titregimlerin teorisi lineer titregim teorisinin kapsamadifi olaylarin
incelenmesini saflar. Ancak, lineer olmayan olaylarin arastirilmasi biiyiik
gligliikkler getirir. $imdiye kadar, lineer titregim teorilerinin tamlifinda
bir teori lineer olmayan olaylar igin geligtirilememigtir. Ozel problem-
lere uygulanabilen gok sayida tam ve yaklagik ydntem Snerilmigtir [32].
Bu ybntemler, genel prensipleri Szellikle basit sistemler ig¢in kurmayi
miimkiin kilar. Bu prensipler belirli bir yeterlikle tiim lineer olmayan

problemler igin gegerlidir.

Bir fiziksel sistem katsayilari zamana bagli bir diferansiyel
denkleme (lineer veya lineer olmayan) indirgenerek incelemebilir. Gok
tnemli ve ilging olan hal mekanik ve elektronik alanlarda katsayilarin

periyodik degigmesi halidir. Uyarici kuvvet zamana periyodik bnglxﬁ;r{i}Qk.
y " »d = #



Meseld, lineer denklemler Hill [8] ve Mathieu [19], nonlineer denklemler
Duffing [11, 25] ve Van Der Pol [11] denklemleridir.

Periyodik katsayili diferansiyel denklemler teorisinde klasik
ve temel problem, periyodik ydriingelerin aragtirilmasidir. Poincaré&'nin
zamanindan beri periyodik ¢&ziimlerin, lineer olmayan dinamik sistemlerin
incelenmesinde ¢ok &nemli rol oynadig: bilinmektedir [1]. Ozellikle kiigiik
pertiirbasyon etkisinde dinamik sistemlerin kararlilik dzellikleri, sadece
bdlgesel dallanma olayinin analizinde degil, sistemin dinamigindeki bazi
global depigikliklerde de dnmemlidir. Bu probleme yaklagim oldukga gegit-—
lidir. Farkli goriisler gdyle Szetlenebilir:

i) Analitik ve topolojik ydntemlerle kararlilik analizi [_2,3,4].

ii) Yari lineer veya lineer olmayan denklemler igin analitik y&n-
temlerle kantitatif periyodik ybdriingelerin incelemmesi [2,3,4].

iii) Periyodik ybriingelerin sayisal incelenmesi [2,3,4].

Bu galigmada katsayisinda periyodik garpan bulunduran, hareketi

X + ax + A(xcos2t + bxg) =0, b>0 (1,1

denklemi ile verilen, "LINEER OLMAYAN MATHIEU DENKLEMI'"nin periyodik y&-
riingeleri incelendi | Ek 1].

Boliim 3.1'de (1.1) denkleminin periyodik ydriingeleri "GENELLE§-
TIRILMIS ORTALAMA YONTEM"i ile analitik olarak belirlendi, ) ya gbre 2,
mertebeden periyodik y®riingelerin agik ifadeleri gikarildi, b&liim 3.2'de
egzamanli periyodik ybriingelerin kararlilik &zelliklerinin incelenmesi
igin b&liim 3.1'in sonuglari kullanildi. (1.,1) denklemi lineerlestirilerek,
goklu zaman 8lgeklerinin standart pertiirbasyon tekniklerinin uygulandig:
Hill tipi denklemler ortaya ¢ikarildi, Biylece (A,wz) diizleminde ) ya gore
2. mertebeden kararli olmayan bdlgeler belirlendi, b&liim 3.3"de (1.1) denk-
leminin periyodik ydriingeleri yeni bir ySntem olan "INDIKATRIKS YONTEM"i
[11, 15] ile sayisal olarak incelendi, (a,\) parametreleri belirlendi,
bSliim 3.4'de sayisal olarak kararlilik analizi yapildi, bdliim 4'de sayi-
sal ve analitik ySntemle bulunan sonuglar kargilagtirild:, S,
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2. BASLANGIG BILGILER?
2.1. Pertiirbasyon Yéntemleri [6, 23, 24]

Mekanikte lineer olmayan problemlerin ¢dziimi i¢in engok kulla-
nilan ydntemlerden biri de pertiirbasyon ydntemidir. Bu y&ntemde, istenen
bilinmeyenler kiiciik bir parametrenin kuvvetleri cinsinden yazilir ve bu
ag¢ilimlarin katsayilari kademe kademe belirlenir. Bu ydntemde yapilan
gsey seri halinde lineer problemlerin g¢dziilmesidir. Yontemin ilistiinliigi,
¢Oziimiin, genel Gzellikleri ©nceden bilinmese dahi genel olarak giivenle
uygulanmasi bakimindan oldukg¢a kolay ve yanlig anlagilmasi ihtimalinin
az olugundadir. Pertiirbasyon yontemi ayrica matematik yonilinden bazi Gnem-
1i teorik sorularin cevaplandirilmasinda da g¢ok yararli olmaktadir. Per-
tiirbasyon ydntemi, hesaplarin gok yorucu ve bilhassa pertiirbasyon seri-
sinde bir veya ikiden fazla terim istendifinde ¢ok uzun olmasi bakimindan
zahmetlidir. Bu bakimdan yeni kargilagilan bir probleme pertiirbasyon ydn-—
temi ile baglayip ¢oziimiin zellikleri hakkinda fikir sahibi olduktan sonra

bu yontemi terkedip bagka ydntemlere ge¢mekte yarar vardir,

Matematik ayrintiya girmeden yontem kisaca gdyle bzetlenebilir:

€ bozulma igin Glgek faktdrii olsun.

Loy + ELly =0
€2.1.1)
vi(y) %

Genellikle Lu temel sistemi gdsterir ve kolay g¢Bziilebilir. Tersine, L,
kiigiik bozukluk etkisini gdsterir ve zor bir operatdrdiir. Kiigiik bozuklugun
etkisinin kiigilk olmasi zorunlu degildir. Bir adi tiirevli diferansiyel denk=-
lem igin y ¢Oziimi x fonksiyonuna ek olarak €'a parametrik olarak baglidar,
y = y(x3e). Basit formda, klasik pertiirbasyon teorisi, gbziimiin €'a gdre

regiiler oldugu kabuliine dayanir. Buna gire,

y(x3e) =y (%) + ey, (x) + ... (2.1



a¢gilim yapilar. (2.1.2) ifadesini (2.1.1) de yerine koyarak ve £'la ayni
{islii terimleri ayirarak
(2.1.3)

Ly

B Llyk-l vi(yk) =0 b e [ SR

bulunur. Bu formdaki ybntem her zaman "kabul edilebilir" bir ¢8ziim vermez.
Bu €'na analitik olarak bagli olmayan g¢bziime neden olur. Bdylece (2.1.2)
gibi bir ag¢ilim gegerli degildir. (2.1.2) deki agilim ve (2.1.3) e uygun
gziim "regiiler pertiirbasyon" problemleri, tersi problemler "tekil pertiir-
basyon" problemleri olarak bilinir. (2.1.2) denklemine gdre bagarili g¢d-
ziimler, eger biitin k'lar igin |ey, , /y, | = 0(€) ise I Ekyk(x) "asimtotik
seriler" formundadir denir. Pertiirbasyon gemasinin & tekilligi (2.1.2)
deki gibi asimtotik olmayan agilimla kendini gosterir. Diger hallerde
pertiirbasyon gemasi baglangi¢ veya sinir gartlarinin gergeklenmesini im—

kdnsi1z kilar.

Problemleri ve ydntemleri siralamanin tek bir yolu yoktur, Uygun
teorinin eksikligi pertiirbasyon yontemlerinin incelenmesine engel olmakta-~
dir. Pertiirbasyon ytntemleri ile incelenen problemler genig olarak lineer
ve lineer olmayan problemler olarak iki guruba ayrilir, Lineer problemler

igin bir defisken katsayili tipik diferansiyel denklem,
a(x)y" + b(x)y"' + c¢(x)y =0 (2,1.4)

olarak verilir. a(x), 0(l) olup € mertebeli terimler igerdifinde ya da
a(x) in kendisi O(t) oldufunda gegitli haller ortaya gikar. Lineer olmayan
haller igin tipik problem,

y" + Ay + ey° = £(x) (2,1,5)

geklindedir. f(t) = 0 ise gegitli haller ortaya gikar, f(t) bir baglangig
veya sinir gartlarina sahip oldufu zamanki kadar bir periyodik fonksiyon-

dur.
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Problemin yapisina uygun pertiirbasyon ybntemi segilmelidir.
Ornek olarak agagidaki ydntemler sayilabilir:

1. Sikigtirilmg koordinatlar ydntemi

2. lg-d1s agilimlar

3. Dispersif denklemler igin WKB ydntemi

4, Coklu 8lgekler ydntemi

5. Lineer olmayan sistemler ic¢in Poincaré&-Lighthill-Kuo y6ntemi.

6. Otonom olmayan lineer olmayan denklemler igin Duffing ¢dzii~
mii

7. Lineer olmayan dzdeger problemleri igin dallanma g¢dziimleri.
Bu 8rnekler artirilabilir.

2.2. Ortalama Yéntemi [3, 4, 11, 13, 15]

Kiigiik bir parametre bulunduran lineer olmayan diferansiyel denk-
lemlerin sekli ve bu parametrelerin gdriiniigii son derece farklilik gbste-
rebilir. Bununla birlikte birgok durumda basit degigken doniigiimli ile osi-
lasyonun diferansiyel denklemi, saf tarafi kiicik bir parametre ile oran-
tili genel bir forma indirgenebilir. Bu tip diferansiyel denklemlere
standart form denir. Standart forma indirgenebilen diferansiyel denklem—

lere ortalama ySntemi uygulanabilir.

Artik klasik olan Haag-Krylov-Bogolioubov-Mitropolsky'nin orta-

lama ydntemi
x = Af(x,t) (2.2.1)

formundaki diferansiyel sistemlere uygulanir. Burada x ve f, n boyutlu

vektbrler, A sonsuz kii¢iik parametredir. f(x,t), t ye gore periyodik
f(x,t + T) = £(x,t)

bir fonksiyondur. f(x,t) slirekli ve x ve t ye gire istenen yaklagiklipfa
bagli bir basamafa kadar tiiretilebilir bir fonksiyon kabul edilir, Ortalnn!_
yéntemi ilk sistem yerine otonom bir sistem yerlegtirmekten iblrett{rf‘ o oF



Béylece sistem,
AF(y) €2.2.2)

~
L}

"
il

G(y,t) (2.2.3)

bagintilari aracilifa ile ¢bziilmesi ve incelenmesi daha kolay bir hale
indirgenir. Burada G, t ye gbtre periyodik bir fonksiyondur. Bu indirgeme
genel olarak tamamen miimkiin degildir. (2.2.2) doOniigliminii yaparak

y = AB(y) + A" 2R(y,t) m > 1

yazilar.

Bunun biiyiik listiinliigli (2.2.2) nin ¢Oziilmesiyle ortalamanin geli-
gimini ve (2.2.3) ile bu geligim civarindaki salinimlari vermesidir. Bu
durumda, (2.2.1) e dogrudan uygulanan bir ardigik yaklagimlar ydntemi orta-
lama ve titregen iki yapiyi karistirir ve ¢Oziimiin yapisini bozabilir. Fi-
zikte, pratikte bizi ilgilendiren genellikle ortalama degerlerdir (titre-
gen bir sistemin frekanslari ve genlikleri). Ozellikle (2.2.1) in periyo-
dik g¢bzlimlerinin aragtirilmasi, (2.2.2) nin sabit ¢Bzilimlerinin aragtiril-

masina indirgenir.

Ozet olarak, ortalama ybontemi ortalama geligimi veren sabit te-

rimleri periyodiklerden ayirarak elde edilen bir indirgeme y&ntemidir.

Klasik ortalama ydntemi Liapounov anlaminda bir indirgeme y&n-
temidir. Bu eglik eden sistemin otonom bir sistem olmasi demektir ve duyar-
lik bakimindan bir ilk yaklagim olugturur. Bu da J.H.Balbi'yi bu yéntemi
iyilegtirmeye yoneltmigtir £13].

1. Daha yilksek yaklagimlara gidilerek,

2, Indirgemenin anlamni genellestirerek,

Genellegtirilmig ortalama ydntemine gegmeden "gegitlenebilir

fonksiyonlar" tanimlanmalidir.



1. Qegitlenebilir Fonksiyonlar

D; garpim, tiirev alma, integral almaya gore, kararli tiiretile-
bilir fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. D nin D ve D gibi bog olmayan &yle

bir pargalanmasi olsun ki eper feD ise bu durumda [ Edteﬁ dir, burada in-

tegrasyon sabiti sifira egit alinmsgtir.

f=f +f

olacak bigimde fED ve fED varsa feD ye "gegitlenebilirdir" denir.

D nin Snemli iig alt kiimesi gtzdniine alinsin.

1.A. Sanal iislere dayanarak kurulan fonksiyonlar
1.A.1. Periyodik ve hemen hemen periyodik fonksiyonlar
1.A.1.a. Klasik ortalama: Bu durumda D sabit fonksiyonlarin kiimesi olacak-
tir.
= ) . S = o
$u*halde f = f{t} nin ortalama degeri = 11m~T-f f{E)dt = fo
Dolayisiyla £, L fne %t Fourier agilimnin kalE:fdlrove D periyodik
fankaiyonlar;nuggga ortalamasi sifir olan hemen hemen periyodik fonksi-

yonlarin kiimesidir.

D nin bu tanimna gdre periyodik fonksiyonun gegitlenebilir fonk-
siyon oldufu gbsterilir. Gergekten periyodik bir fonksiyonun tiirevi, peri-
yodik bir fonksiyondur. Sifir ortalamali bir periyodik fonksiyonun integ-
rali bir periyodik fonksiyondur ve iki periyodik fonksiyonun ¢arpim peri-
yodiktir.

Hemen hemen periyodik fonksiyonlar ig¢in de nemli bir kisitlama
ile ayni geyler gegerlidir. Bu kisitlama gudur: "Ortalamasi sifir olan he-
men hemen periyodik fonksiyonlarin integralinin hemen hemen periyodik bir
fonksiyon olmasi gart defildir. Hemen hemen periyodik bir fonksiyonun fre-
kanslarinin bazi paydalarinda integralden dolayi gelen g¢ok kiigiik elemanlar
bulunabilir ve bu da hemen hemen periyodik yapiyi bozar., -Bu kiigiik paydalar
problemidir.- Bu giigliigii yenmek igin bagka bir D kiimesi almak gerekir."

s
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1.A.1.b. Rezonant ortalama: D = {sabit fonksiyonlar veya yavag degigen

fonksiyonlar kiimesi}.

n
lanlé}

koyarak yavag defigken kavram daha kesin hale getirilebilir (tiirevin A
mertebesinden olmasi hali). [ f(t)dt yine bir hemen hemen periyodik fonk-
siyondur. a; ler belirli bir frekans bazindan elde edilmek {izere
E ja't
Fag+d fag
© ot « B
n

yazilabilir.

1.A.2, f(t) = I h(t)g(t) tipinden fonksiyonlar: g(t) ler periyodik (veya
hemen hemen periyodik) ve h(t) bagka yapidan fonksiyonlardir. Bu durumda
h(t) ler korunacak g(t) ler defigtirilecektir.

1,A.2.a. Klasik fonksiyonel ortalama: Bu f = I h(t)g ile tanimlamir. Bu-
rada g, g nin klasik ortalamasidir.

1.A.2.b. Rezonant fonksiyonel ortalama: Bu, E, g nin rezonant ortalamasi
olmak iizere f = I h(t)g olarak tanimlanir.

1.B. Gergel {islerden gageket ederek kurulan fonksiyonlar

L.B.1. £(t) =L fe »

o
n

» £ = sabit , listellerinin toplam
n

_ at
f(t) = L fe
a<0 o
n
alinacaktair. ot
1.B.2, f(t) =X h(t) e e tipinden fonksiyonlar: Burada h(t) ler gergel

eksponansiyel olmamak iizere herhangi fonksiyonlardir.

ol C!nl:
f(t) = Z h(t)e
a <0
n
alinacaktir.
P
B



1.C. Degisgkenin kuvvetleri yardimiyla teskil edilen fonksiyonlar

1.6l ECE) z Asts,bu durumda f(t) = 2 Asts alinacaktir.

1.C.2. £(t) = T ()¢ i

f(t) = I hs(t)t3 alinacaktir. D, sinifi,baglangi¢ noktasinda tekilligi

olan difégansiyel denklem sisteminin incelenmesine gotiiriir.

2. Ayirarak Indirgeme

x = AM(x,t) (2.2.1)
den

x = G(y,t) (2.2.3)
yardimyla

y = AF(y,t) (2.2.4%)

ye gegilir. Bdylece
S o S
x—-"g)' +-§E—lf(x,t)

olur. Buradan
G 9G
-E = )\(f{G,t) -'5 F) (2"2'5)

olur. F(y,t)eD olmalidir. Bu eleman olma t ye gdredir (y bir parametre
olarak gozoniine alinmaktadir).

F(y,t) = F(y,t) (2.2.6)

olmali, ayrica,

Gly,t) = Bly,t) + Gly,t) (2.2.7)

gartini saglayan bir G(y,t)eD aranmaktadir. Boylece (2.2.5) den D terim-

lerini D terimlerinden ayiran iki denklem gikar,

g% = M£(C +G,t) - -gg— F) (2.2.8)
2 = MEEG + 6,0 - -gg ) (2.2;),..---

P oem e —
IYILWI;’
| % :

; %

i . 3o
N . v

1) p ¥
2 d —
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G, G, F {ic bilinmeyenli iki denklem oldugu ic¢in burada bir belirsizlik

vardir.

Probleme gire gu veya bu garti safilamak igin &rnefin c yi sege-
rek bu keyfilik lizerinde oynanacaktir. Ekseriya hesaplarin basitligi
igin
Gly,t) =y

alinacaktir. Bundan sonra anlatim basitlegtirmek igin DA da bulunacagiz.

Yapilan hergey kolayca DB ve D, durumlarina uygulanabilir.

-

FgED dzelligi gbzoniinde tutularak (2.2.8) ve (2.2.9) denklem
leri (2.2.8') ve (2.2.9') haline gelecektir.

F=£fly + E,c) (2.2.8")
A - 36
a2 = ME(y + G,t) - 3}% F) (2.2.9")

m. mertebeden yaklagim isteniyorsa, f(y + G,t) yi (y,t) noktasi civarinda

m. mertebeye kadar Taylor serisine agalim (E, A mertebesindendir):

% of 2 O - om m+l
f(y + G,t) = f(y,t) +-5 (y,8)C + ... + = — (y,t)G + 0(2x" ) (2.2.10)
m. Bym
burada
G, 6, G,
" G ~ G G
2 . 2 1 2
G(nil) = L 1ae G 2 = : . i s
{ oy ¢ 4
G Gl Gn
="
G, %
GZ Gn
b '.'“"“-‘
“n 41 P ‘r-ff'
E Gn Gn_ ;i :_{
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yazig kabulii ile, ( 2.2.10) denklemini gbz®niinde tutarak ve (2.2.9")

denklemini ardigik yaklagimlarla g¢bzerek;

-

M_ 2"‘\'
G = lGl + A G2 s

Gl = J £ dt

6, =/ B s £ aclac + 31 s £ aclae - [£ (& dvyac]E
=S - 2-

F=F, +AF, + \'F, + ... (2.2.11)
Fl = f

= gi i

FZ =% J £ dt

(2.2.11) elde edilir. Urnegin

; = Af(x)

=

gibi otonom sistemin periyodik ¢bziimii araniyorsa, D olarak ortalamasi
sifir olan periyodik fonksiyonlar kiimesi, D olarak da sabit fonksiyonlar
kiimesi segilir. Bdylece y nin gergekledigi indirgenmis sistemin sabit

¢Oziimii aranilarak periyodik ¢oziim elde edilir.
2.3. Goklu Olgekler Yéntemi [4, 27]

Birgok problemde iki olay farkli Slgekte olugur. Digaridan
uygulanan periyodik kuvvetle birlikte i¢ titregimler olabilir. Efer bu
iki olayin frekansi farkli biiyiiklikkte ise bunlar igin farkli Slgek kul-
lanmak uygun olur. Diigiiniilen fiziksel probleme uygun olarak "yavag" ve
"h1zl1" zaman koordinatlari olarak adlandirilabilir. Bu nedenle, orijinal
problemdeki tek koordinat yerine, iki ya da daha fazla koordinat gelir
ve bir adi tiirevli diferansiyel denklem bir kismi tlirevli diferamsiyel
denklem halini alir. Yeni koordinat (genellikle yavag zaman) sebebiyvle
kazanilan esneklik, singlilaritenin neden oldufu sekliler terimleri ¢ikar-
makta yararlidir. Bu ybntemin en Snemli uygulamalari dinamik si g
modlar: (Brnegin 8z durumlar) arasindaki gegiglerin inulima_ﬂh. :2
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Bu teknifi kullanmada,

T = e n=0,1,2,... (2.3.1)

re gore farkli zaman 8lgekleri ortaya gikarilir ve

dT dT
d _"o03d 13 &
?E'F%‘F*Fﬁ'l'* s Bbiptr Blly e
[+ (2.3.2)
2
d - 2..2
;:f = DO + 2ED°D1 +' E (Dl + ZDODZ) + ..

zamana gbre tiirevleri genigletilir. Qegitli yeni &lgeklerin bir fonksiyo-

nu olarak diigilinilen u:
u = uo(To, Tys 12,...) + Eul(Tg, Tys 12,...) L S (2.3.3)
geklinde bir agilimla ifade edilebilir.

Yontem,

; + w:u = gf(u,u) (2.3.4)

denk].EWi-nﬂ- uYsulan‘l“- (20301)’ (29302) ve (20303): (20304) de )"El‘in&

yazilarak ve £ nun kuvvetlerine gdre katsayilari egitlenerek:

Pa +utu =0 (2.3.5)
o o o 0

X 2
Dou1 + w_uy 2DoD1uo + f(uo, Douo) (2.3.6)

2 2 g
Dou + wu = F(uu, Upseees un—l) n > 2 igin (2.3.7)

(2.3.5) in genel g¢&ziimiinli kompleks formda yazmak uygundur.
uy = A(T), T,,...0exp(iw T ) + Kcrl, Tyreesdexp(- iw T)  (2.3.8)

A fonksiyonu, yaklagimin bu seviyesinde h8ld keyfidir, Sekiiler terimi yok

ederek yaklagimin daha ileri seviyelerinde tamimlanmir. (2.3.6) dn_(2fi¢81\

i yazarak, Jfﬁ - i?”\
: =~

L

\

. .' Crotd T..
| RE = »
\akodey
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2 2 ; . g
Du +wu = ZLmoDlAexp(lquo) + 21mOD

ol 1 Agxp(_bono)

1
- f[_Aexp(imoTo) + Aexp (- iwo‘l‘o). iquexp(imoTo)
- iw Aexp (- 1wao)] (2.3.9)

(2.3.9) elde edilir. A fonksiyonuna bagli olarak (2.3.9) un biitiin Gzel
gOziimleri Tuexp{: imoTo) la orantili terimleri igerir. Bunlar sekiiler
terimlerdir. Biylece Eu,, iniform olmayan agilimn sonucundaki biiyiik t

ler igin uo'ra iistiin gelir. A fonksiyonu u_ dan sekiiler terimleri yok ede-
bilecek gekilde segilir ve bunun igin iiniform olarak gegerli bir agilim
elde edilir. Bu sonuca, f[“o' Douo] r1 Fourier serilerinde yazilarak va-

e 1 8

f= I f (A, Aexp(inw T ) (2.3.10)
o n 00
2w/m°
57 (0] 3
fn{A, A) = T i fexp( mo'ro)d‘r0 {2.3.11)

Bbylece sekiiler terim yok edilerek,
m
2 Iwo

: 1 .

elde edilir. Ilk yaklagim igin A, T1 in bir fonksiyonu olarak diigiiniiliir.

(2,3.12) nin ¢dzimi igin A(TI} ri kutupsal formda ifade etmek uygun olur.
1 4
A(T)) =5 a(T))exp [iB(T))] (2.3.13)
(2.3.8) ifadesi
e a(Tl)cos¢ % ¢ = moTo + B(Tl} (2.3.14)

(2.3.14) formunda yazilir. (2.3.13), (2.3.12) de yerine yazilarak

2m
ia' + iaB') =z / f(acos®, - 6 asin®) exp(- i0)do -
o0 ”ff Y Wl
- ¥ or \". “
e st
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gergel ve sanal kisimlari ayirarak

2m
1 . .
l‘-.- —
&' mim g J sindf(acos?, woa51n¢0d¢ (2.3.15)
o 0O
1 2n
L T - 1
B! Wi = g cos ¥f (acos 9, w0351n¢0d¢ (2.3.16)

bulunur. Béylece (2.3.4) ¢Oziimi

u = a(Tl)cos[moTo - B(Tl}] + 0(¢g) (2.3.17)
dir. Buradaki a ve B (2.3.15), (2.3.16) daki gibidir.
2.4, Indikatriks Yontemi [11, 12, 15, 16]

Gergel, iki boyutlu, ) parametresine bagli bir diferansiyel

sistem

. & £,(ts%) (2.4.1)

Ols'l.ln.
i) fk{t,x) T periyotlu, t ye gire periyodik bir fonksiyondur.

ii) X, noktasindan ta aninda gikan x(t, to’ X s A) g¢Oziimi tektir
ve daima (t, ta’ X A) ya baglidir.

iii) Her ¢dziim te[O,T] ler ig¢in tamimlidir. Bir (xo,l)e szﬁ
noktasi verildifine gbre, ydntemin esasini anlamak igin agagidaki tanmim

lar gereklidir.

TANIM 1: £, [0,T] araligini taradigindan x(to +T, t, x_, Ae Rz noktalari-
nin kiimesine (xb,l) noktasina eglik eden C indikatriksi denir, Bu egriler
agapidaki Ozelliklere sahiptir:

i) Efer sistem otonomsa yani katsayilar t den bagimsizsa efri
kapalidir ve bir noktaya indirgenir. :%-w

o
» .

2
y N a

-
\ |
e

R
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w»
ii) nEiN| ve To (s1fir olmadifi kabul edilsin) sistemin minimal

periyodu olmak iizere T = nT0 ise indikatriks n defa dolanmair.

TANIM 2: (xo,l) noktasi kendi indikatriksi {izerinde bulundufu zaman ken-
dinden en az bir tane, periyodu T olan periyodik ¢&ziim gikiyorsa 8yle bir

noktaya "6zel nokta" denir.

i ise bdyle bir periyodik ¢oziime "harmoniktir'" denir.

T =l ise bdyle bir periyodik g¢&ziime %-. mertebeden alt harmoniktir"

denir.

Diferansiyel sistemlerin sayisal ybntemle ¢8zlimiinden, Brnegin

4., mertebeden Runge-Kutta ydnteminden yararlanarak, verilen bir (xo,AJ
noktasina eglik eden indikatriks iyi bir duyarlilikla bilgisayarlar yardi-
myla sayisal olarak belirlenebilir, Indikatriks y8ntem, ¢ift ve tek basa-
makli harmonik ve alt harmonik g¢oziimlerin varlifini gdstermeyi ve (xo. io’
t ) noktalarindan bir periyodik g¢bziimiin giktif: (k kg) diizleminde ve

kl ve k nin ve t parametres;nxn degerlerini 1sten11en duyarlilikla belir:
lemeyi saglar, (drnegln x + klx + k (xcosZt + bx ) =0, b >0 denklemine
uygulandiginda). Yéntemin uygulanm351nda lineer olmayan terimin katsayisi

k, parametresinin kiigiik olmas1 gerekli degildir,

11k hizain x, = 0 oldugu kabul edilebilir, gergekten her periyo-
dik ¢8ziim x = 0 eksenini en az iki kez keser, her periyodik ydriinge x = 0
olduBu x degerinde bir makSimum ve bir minimum kabul eder, x = 0 alarak

incelemenin genelligi bozulmamalidir.

Baglangi¢ kogulunun R oldufu kabul ?dilir. Yontem, kisaca
su gekilde Bzetlenebilir, A = 0 igin biitiin (x(to, x(to)) noktalarr v a fre-
kansli periyodik ydriingelere baglangi¢ kogullarini olugturabilir, A # 0
igin T = 2n/Y"a periyotlu {x(to + .7, ;:(to + T)) noktalar kiimesi §zel bag-
langi¢ kogulunun yakinindan gegebilen veya gegemeyen tae[p,ﬂ] ile para-
metriklegtirilmig kapali bir efri olugturur. Bu kapali egriye indikatriks

denir.
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3. LINEER OLMAYAN MAHTIEU DENKLEMININ ESZAMANLI PERIYODIK YORUNGELER?

3.1. Egzamanli Periyodik Ydriingelerin Analitik Incelenmesi

Kiiglik bir parametre bulunduran lineer olmayan diferansiyel
denklemler, birgok durumda defigken doniigiimii yapilarak genel bir forma
sokulabilir [5]. Sag taraf kiigiik bir parametre ile orantilidir. Bu forma
girebilen lineer olmayan diferensiyel denklemler genellegtirilmig orta-
lama yontemi [3] ile analitik olarak g&ziilebilir. Bu ydntem ilk sistem

yerine otonom bir sistem yerlegtirmekten ibarettir.
% + ax + A(xcos2t + bx’) = 0 (3.1.1)

lineer olmayan Mathieu denklemine

wWza, X=x/b, xVD=X, /5 =X #%=—
¥ b
doniiglimleri uygulanarak
= 2 3
X+ wX+ A(Xcos2t + X7) =0 (3.1.2)
denklemi bulunur. A = 0 igin (3.1.2) nin genel g¢&ziimii
X = acos(wt + ®), X = awsin(uwt + @) (3.1.3)

diir. Burada a ve ® sabittir, yeterince kiigiilk ve sifirdan farkli A lar
igin a ve ¢, t nin fonksiyonudur. (3.1.3) i{in ilk denkleminin diferansiye-
lini alip ikinciye egitleyerek, (3.1.3) i{in ikinci denkleminin diferansi-

yelini alip (3.1.2) de yerine koyarak

Y = @+ Dt + 9, ¥, = (W= 1e + ¢ (3.1.4a)

(3.1.4a) kabulleri ile, e
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= - - 2 -
a(t) %-{sin2¢1+ sin2y, +-%r |2sin2(we + @) + sin4(we + ¢) |}
d % i
dat 20
d(t) cos2t + 1 cos2. + 1 cos2y, + az(2 + cos2(we+d) + 1 cosd (wt +9)
Tijulagal ) 2 1252 2 A A ]
(3.1.41b)

(3.1.4b) bulunur. Genellegtirilmis ortalama ybntemi (3.1.4b) sistemine

(3.1.4a) bagintisini da gbzoOniine alarak uygulanabilir.

(3.1.4b) sistemini (3.1.5) formuna sokarak

a(t)
dZ
T Af(Z,t), Z = (3.1.5a)
®(t)
ve
a(to) A

£(2,8) = E(y) + £(y,8), ¥ (3.1.5b)

¢(to) ]

yazarak (buradaki f(y) sabit terimleri ve en kiigiik frekansli terimleri,
f(y,t) ise en yiiksek frekansli terimleri gdsterir) (3.1.5) ile agapidaki

indirgenmig sistem arasinda iligki kurulur.

%% = AF(y) (3.1.6a)
Z =y + MA(y,t) (3.1.6b)

F(y) ve G(y,t) yi X ya gbre seriye agarak

+ kmrl-

F(y) = Fl(y) + Rﬁz(y) *yinle Fm(y) . (3.1.7a)

~

+ kmrlﬁm(y,t) ¥ oon (3:1.75)

G(y,t) = lclty,t} + lGZ{y,t) . ats e

ve (3.1.6b) yi (3.1.5) de yerine koyup, (3.1.6a) ve (3.1.7) yi kullanarak

A nin kuvvetlerine gdre terimler egitlenirse

¥
ol B

?1(3') = szptj ’ Fz(ff) = % S f(y,t)dt (3_1;3?:' ‘
# & Py

L=
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Elfy.t) = [ f(y,t)dt

-~
~

C,(y,t) =/ [%; I £(y,t)dt]de +-§§ I [ £(y,t)de]de

- [fu -%f (y,t)dt)dt]f (3.1.8b)

elde edilir. (3.1.4) sisteminin kiigilk frekans bilegenleri w = 1 de oluga-
cak gekilde oldufuna dikkat edilmelidir. Bu demektir ki 27 periyotlu pe-
riyodik ydriingeler ilk yaklagimla elde edilebilir,w=2 igin 7 periyotlu pe-
riyodik y#rlingeleri bulmak ig¢in iki wve daha vilksek mertebeli yaklagimlara
gitmek gerekir. Cenlik ve faz igin formiiller agafidaki gibi yazilir [16]:

a(t) = A + 26, (y,8) +2%6, (y,8) + 0(1) (3.1.9a)
A(E) = & + AG o (y,8) + MG, (y,E) + 0() (3.1.9b)
Burada, ~ ~
Gla(y,t) Gza(y.t)
El(y,t) = , ER(S’.t) =
Gy p(¥>0) Gy ply»t)

dir. (3.1.5) deki G (y,t), Gy(y,t); A, A’,... mertebeli (3.1.2) denklemi-
nin periyodik ¢ziimlerini elde etmek igin (3.1.9b) den g¢8ziiliir.

Bu caligmada A ya gire 2. mertebeye kadar, 2m periyotlu periyo-—
dik yoriingeler ig¢in analitik ifadeler verilecektir, w = 1 igin kiiclik fre-
kansli terimler:

|" " = A
m ﬁsinZ;pz

= 1

Fl(yj = f(y,t) = = (3.1.10a)
_fziy,tsd Lﬂ::t:os.'le-!2 + Az % |

daha yiiksek frekansli terimler:
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e - = 2
£1(y,t) -‘;i {sin2y, +5- [2sin2(wt + ®) + sind(ue + ]
= 1
f('.'fat} =t ='2_m
v 1 2 1
fz(y.t) cos2t 4-§-cos2¢1 + A [cos2(wt + §) +-I-cosﬁ(wt “ ¢)]

(3.1.10b)

(3.1.6a) indirgenmig sistemini 2. yaklagima g@tiirmek ig¢in (3.1.10b) yi
kullanarak (3.1.8a) dan szyj fonksiyonunu hesaplamak gerekir.

f1 1 i) fldt + f1,2 J fzdt

S ;(y,t}dt =

|2,

-

£y, £1dE + £, 5 ] £,dt |

dir. Burada
= 1 (A A
£, =5 [5 {sin2y, + 5 [2sin2(wt + ®) + sind(wt + ©)]}]

=

£, =q%: [cos2t +-% cos2y, + Az[cosZ(wt +9) + %-cosdtwt + ®]]

Ve 5 afl = a 1
f1,1"55_’ fl,zzw
dir. Buradan
~ .3 32
fl’l =5 {i sin2y, + = [2sin2(wt + 9) + sind(wt + )]}

21’2 = 'i% {Acos2y, + A3|c032(mt + ®) + cos4(wt + @)}
bulunur. ;‘:1, ;2, El,l’ ;1’2 den yararlanarak
f E1dt = % {m:zill 5 g;_ (cosz(mé 2.8, cosﬁ{c:; 28)53
t-ﬁé?i?ﬁ\\
Sl



J fzdt =

a7 h

ve

L

f,207 fz

dt = -

dt

1 sin2¢1
— [sin2t + +
4w 2w+ 1)

A3

128w

=]
= +

1

]
w+1

_20_

AZ sin2(wt + &) +

w

] sin2y,

hesaplanir. Boylece:

S

1 1 A 1 f dt + fl 2 J fzdt = {

(2

bulunur. f

f

o W

2,1” £

2,2

" Hw + 1)

3

1q. 2
- E]sln2¢2

A3
+

A2 sin4d (wt + ¢)

]

A3

8w

3

2560
x sin2y9

sz

o

~

f

o

Bu tanimlamadan yararlanarak

-~

fay

£2.2

f2,
ve

-~

£, 5 I £yd

1 J fldt = -

£

{

J"~

hesaplanir. Bdylece :

=

A
oy

gl w

A
+-§TE—:—TY c932$2

128w°

=1 {Acos2(wt + @) +-% cos4(wt + 9)}
w

cus( 2¢2) + cos2w2

2

lﬁm

A?

cos(-sz) + coszwz

3202 (w + 1)

agagidaki gibi tanimlanir:

- —213 (- sin2y, - 20%sin2(ut + 9) - A’sind(ut + )}

a

32m]

2

e 1 cos2y
4w + 1) 2

= = = A 3
fa T Hativ L, 5 fofydee o G5 * sy cos, ¢

I?A ]

bulunur. Bu bulunan degerden Fz(y) de yerine yazilarak :

A
16&3

o
)

343

12802 (w+1)

2
+ fet

}
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[(=3A 7A _
{ T 3 + 2A}sin2y,
AZ
R Ry (3.1.11)
s 32w
2
51A 3 1
N + ICRSY) c032¢2 e cos(-2¢2) + 4coa(2w2)‘

belirlenir. (3.1.10a), (3.1.11) ve (3.1.7a) y1 kullanarak (3.1.6a) in-
dirgenmig sistemi
A
g? e F) + MF,G) + 000 (3.1.12)

seklinde yazilabilir. %% = 0 kogulunu saglamak igin

2(w= 1t +2¢ =km (k =0,1 27 periyotlu
yoriingeler igin) {3.1.13)

segerek l-’l(}') ve iz(y) nin katkilari yok edilir. (3.1.13) iin tiirevini

(3.1.12) nin ikinci denklemini kullanarak

2 2
w=1 - % [coswz + .ﬁ.z 1 + [—w 'ﬂ—_TT coszwz + — cos(- 2\[12)
+ 4:0521#2]
2.2 2
O T L 1.t — Smuwsews

32w
(3.1.14)
(3.1,14) bulunur. Bu sayisal olarak elde edilmig (a,)) diizlemindeki egri-

ler igin yaklagik ifadeleri verir.

m . -
k=1 (to = f) igin epri:
1. yaklagim:

Ww=14+ 0{12)

2
Ww=1+ % (---1)“"':l - %— ‘ 0{12) . _;“f__
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L A _3a 2
Wl Yo
2
A 3T
Sk e 0
2
2 AL 3a°
W - w S + g 0

w ya gbre 2. dereceden olan bu denklemin k&klerini bularak,

3pa2

1 1 A
ml’z =51‘-2-|/1 "‘I(—z*-—a"—)

bu k8klerden (+) lisini alarak

2
=1l +7’E a- 1‘3_) + 020 (3.1.15)
bulunur. Buradan
2 A 342 2
w =1 + 'i' (1 = —'2-'—) + 0(1 ) (3.1.16)
dir.

2, yaklagim:

BE o k
o X pkit o33 ah? su? s Lo o
ue Legg HIET -4 gl « 25 Pt o et O acr)

her iki taraf w ile garpilirsa

I o G T | o

7] + A\ 3 g Sl T b

W =0+ %-[(—l)k*l - a2 Dk + 4(-1)k]

W yerine 1. yaklagimda bulunan (3.1.15) ifadesini yazarak

2

2 A

L A k+1 23 2
hJ—hJ'FT[("'l) - A i]+}.

£
201+ 3 - 2]

2 20
O 51A — 3;_;)
81+ -39] 201+7 Q-39] +1)
+ L D+ aDY) f;, ":l‘ & _
41+ g @ -39) i’g e\
WS



2

A 3A .41 s
[1 + -4- (1 - —2—)1 = 1 alabiliriz.

2 A k+1 23
W =w+z [(-1) W 5] +

k =1 igin

2 2,2

AT, - Ry

buradan

342

m=1+(1"—i—*)0,251' (I'T)

2 2
oF w1 siptle 3%-;0,251 - (1 - 3452 0,06250% + a%(51a% - 40)0,00390625)

R e e nd s R R

k
L 3D

A

s+ D* 441"

0,06252% + A%(51A% - 40)0,003906251>

A = 0,5 baglangi¢ kogulu ile, k = 1 igin w = 1 civarinda egri:

we =1 40,3125\ - 0,07763671A% + 0(}>)

dir. k = 0 (to = 0) igin egri:

2

T " 2
w=1 e ol o(rA")
R Y G

w=14+ za-+ =i e =0
buradan

2
w2 - w + %-+ 2%?— =0

(3.1.17)

bulunur. w ya gére 2. dereceden olan bu denklemin kiklerini bularak ve

bu kdklerden (+) lisini alarak:

2
w=1- %-(1 + 2%—0 + 0{12)

bulunur. (3.1.18) den

(3.1.18)

4 ‘- J
o «dr
f‘ ,.-1.

1

0+

LY

-
-
- 3
oy,

e b b

2]2

S,
1

i

A

-
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2
w2 = 1 -% (1 +3%) + O(Az) (3.1.19)

gegilir, 2, yaklagim:

2 2 k
2 33 g 12 A - [égs % 3(-1)

A k+l 1 k k
w=1 +?I-£.'l— [(-1) - A = 32m 2(IJJ Fy 1} " m (-1) + fi("'l) ]

2
Her iki taraf w ile carpilarsa:

k
3(-1)
*Ha+ 1)

2 2
ol mweg (D - A2 3] L a2 4 B

1 k k
+ 45 17+ 4C-1) ]

W yerine 1. yaklagimda elde edilen (3.1.18) ifadesini yazarak:

2
mz =W+ %-[(-1}k+1 - Az %J + lz - 7
2[1- 4+ 29 N
2 .k
ol 51A — 3( 1)352 . 1 —— -1y¥
Bll- 1+ 7] 2[1- @+ 3+1] 4[1- A+ 3]
+ 4(-1)k]
o <y

[1 - (1 + T) 7;] = 1 alinabilir.

2 oamiank
e e N PR T by

2
2 A k+1 2 2 A" (51A
wimesg [T -AT 3] 40 35

k = 0 igin:

2 2,2
2 A . 3)A ATA 2
m-uq.-z-q.—a—--{SE—[SIA +40] =0

dir. Bu denklemin kiklerini bulup, bu kiklerden (4) lisimi alarak

2 2
1=t 8 1;-)0,251 - @+ 252 0,06252% + A%(514% + 40)0,0039062517

bulunur. Buradan her iki tarafin karesini alarak

2 2
w? = [1- 1+ 250,250 - (1 + 2592 0,06250% + A%(5147 + 40)0,00390825%) 2

!{ {.\
w? belirlenir, F e Y

.
. \3 5

l:

LA
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A = 0,5 baglangi¢ kogulu ile, k = 0 igin w = 1 civarinda egri:

wl =1 - 0,6875)% - 0,01513671A% + 0(}7) (3.1.20)

21 periyotlu ve w = 1 igin hesaplanms (3.1.17) ve (3.1.20) analitik ¢&-

ziimle bulunmug (a,A) diizlemindeki efriler Sekil-l.a'da gisterildi.

T periyotlu w = 2 civarindaki ydriingeler aymi yol izlenerek
hesaplandi. A = 0,5 baglangi¢ kogulu ile, k = 1 igin w = 2 civarinda efri:

wz =4 - 0,1875) + 0,093?9512 + O(ls) (3.1.21)

A = 0,5 baglangi¢ kogulu ile, k = 0 igin w = 2 civarinda efri:

2 2 3
w" =4 - 0,1875) + 0,0456949851" + 0(17) (351.22)
(3.1.21) ve (3.1.22) egrileri ise Sekil-1,b'de verildi.

Analitik ydntemle bulunan (a,\) diizlemindeki egriler, dogrudan
dofruya indikatriks ydntemle hesaplanmsg efrilerle ¢ok iyi uyugmaktadir.
Bulunan bu efirilerin indikatriks y&ntemle bulunan egrilerle tam uyum sag-
lamasi igin daha ileri yaklagimlara gitmek gerekmektedir. Ancak, daha
yiksek basamaktan yaklagimlarin hesaplanmasindan elde edilecek yarar,
gereken hesap zahmetine gore az kaldifindan daha ileri yaklagimlara gidil-
medi.
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3.2. Analitik Ydntemle Egzamanli Periyodik Ydriingeler I¢in Kararsizlik

Bélgelerinin Bulunmasi:
Bu bdliimde, 0 < A < 1 igin (A,mz) diizleminde
” 2 3
X + WX+ A(Xcos2t + X7) =0 (3.2:1)

(3.2.1) in bazi1 egzamanli periyodik y®riingelerinin kararsizlik b&lgeleri-
ni 2, mertebeden pertiirbasyon ybntemi ile elde etmek igin b¥liim 3.1 in
sonuglari kullanilacaktir, Pertiirbe edilmemis

wz = ﬂz + ?\BI + }lzaz + w8 ¥ ns= 2’1"IFI (3-2'2)

frekansi1 ile salinan (3.2.1) in ¢dziimleri gbzOniine alinacaktir. Burada

= 1 hali incelenecektir, (n'in diger deferleri igin benzer sekilde in-
celenebilir). Problemin egzamanli periyodik ¢dziimiine gbre lineerlegmisg
(3.2.1) in t ye gdre diizgiin gegerli ¢bziimleri aranacaktir. Pertiirbe edi-
lecek %(t) ¢Bziimleri, kesim 3.1 deki ybntemle elde edilebilir. Hesaplar
gabuk karmagiklagtigi ig¢in %(t), 0(12) mertebesine kadar ilerletildi.
(3.1.10b) yi (3.1.8b) de yerine koyarak

Gla(Yit)

elde edildi. Burada:

= cos2y 2
A 1 A" cos2(wt + &)  cos4(wt + @)
L WE S R R ey i ey e T ML
ve
~ sin2y 2 2 si
Q(y.t) = {sin2t + - +11) - A2 sin (ﬁz + @) ok s;nﬁgﬁt + ¢)}

(3,2.4b)

dir, (3.2.4) i (3.1.9) da yerine koyarak ve (3,1.13) ii kullanarak (3.1.3)
den %(t) igin agagidaki analitik ifade bulunur [}1 12] ;"j;J'J
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&(t) = [A + l&la(y,t) - O(XZJ]COS[mt +—[¢ + AEI¢(y,t) + U(kz)]}

burada

~

cosﬁut + ¢+ lGlm(y.t)] = cos(wt + ¢) - lGlQ(y,t)sin(wt + 9 + O(AZ)
alinabilir. Bdylece
R(e) = {A + G, (y,t)}Hcos(ut + ) - Acl¢(y,t)sin(mt + 9}

bulunur, %(t) ifadesinde (3.2.4a), (3.2.4b) yi yerine koyarak ve (3.1.13)
ii kullanarak

®(t) = Acos(t + k—zﬂ) - 3—}‘2 {4cos(t - k—;) - 2cos(3t +E£1) + 6A%cos(t +%’-‘-)

2 2
+ (1 - %}cos(!&t +1§—“) + (1 - AT)cos(St +&)}

5 (3.2.5)

(3.2.5) bulunur, (3.1.2) nin egzamanli periyodik ¢&ziimi x(t) ye gbre

lineerlegtirilmigtir. Bdylece

x(t) = X(t) + 2(¢v), Z(t) “kiigik" (3.2.6)
alinir ve Z(t) ye gbre lineer bir Hill denklemi [8] olan
;(t) + mzz(t) + AZ(t)cos2t + 31iz(t)2(t) = 0 (3.2.7)

(3.2.7) yi elde etmek igin, Z(t) ye gbre birinci mertebeden terimleri
koruyarak (3.2.5) e gbre (3.1.2) i lineerlegtirilir. Pertilrbasyon teori-
sinin standart goklu Slgekleme tekniklerini kullamarak, A ya gbre bir
seri agilim olarak (3.2.7) nin ¢bzimi yazilir [4, 17].

Z(t,0) = F (£,8) + lFl(t,:} » 300, 0e,0) # ... (3.2.8)

burada

t = At

s I

(3.2.7) de (3.2.2), (3.2.8) i yerine yazip (3.2.5) i kullannrnk'ﬁe l'ﬁ}h .

. -

®
L

\
- &

¥

r
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ayni kuvvetlerini egitleyerek (k =0, A =0,5, n =1 igin):

oF

__-22+F0 =0 (3.2.9)
9t
azpl azro

-+ Fl ==2——-=F (31 + cosit) (3.2.10)
ot ot ot
32F2 32170 ¥ 5k
E;!_ - Fz = - 3:5— -2 3t3E - azFo - alFl - Flcoazt + 7 cos t’Fo (3.2,11)

egitlikleri elde edilir. (3.2.9) un ¢dziimi

o~

Fo(t,t) = Ao(t)cost + Bo(t)sint (3.2.12)

dir. Burada Aa(t}, Bo(t) heniiz belirlenmemig fonksiyonlardir. (3.2,10) da
(3.2.12) yi yerine yazarak

321-‘1 da_ a_ -
—— +F 2.—-—-31nt - 2 — cost - ala cost - aIB sint -E-A (cost + cos3t)

ot 1 de at

- % B_(3sin3t - sint) (3.2.13)
(3.1.13) elde edilir. Diizgiin gegerli ¢bziimler arandifi igin (yani biitiin t
ler igin gegerli) (3.2.13) iin sag tarafindaki cost ve sint ile orantili
terimlere miisaade edilemez. Bu Ao’ Bo'lﬂ

dA
0 =
(3.2,14)
dBo 1
2 dT + (ﬂ.l + }")Ao =0

(3.2,14) U saglamasini gerektirir.

Eger a < (20 ise (3.2.14) iin ¢Bziminiin listel olarak bﬁyﬁdﬂ;ﬁ

ve eger a2 > (ﬁé ise titrestipi kolayca saflanabilir. BSylece ka;#rs1ﬁlmk

bﬁlgESLnxn.81n1r1 tizerinde

. .
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a = t2 (3.2.15)
§VET iy
dir. (k,wzj diizleminde kararsizlik bdlgesinin sinir egrileri )\ ya gdre

1. mertebeden

wf =21 = % A sol kol (3.2.16a)
ar 1

w, =1++=A sag kol (3.2.16b)
Ay 2

ile verilir. Bu iglemleri 2. mertebeye gotiirmek igin &nce (3.2.13) i ¢o-
zerek, (3.2.14) ten yararlanarak

- i s 1 1 2
Fl(t,t) = Al(t)cost + Bl(t)Blnt * 16 Aocos3t T BOsIuBt (3.2.17)

Fl(t.t) bulunur. Fl(t,t) yr (3.2.11) de yerine koyarak

aa, a’s
& - o = 13
2 H_dE + (3~ a)B, = +—ng + 8,8 =358
(3.2,18)
2
dB d A
1 1 o 53
2 — + (5 + a,) B = ———aA +57 A
= Rt s | X e B %
AO(t}, Bo(t) fonksiyonlari (3.2.14) den elde edilir.
A (t) = aoe"t + :;e_”t
(3.2.19)

3 = a+ -z
B (t) =b eut + b e ue
o o o

Burada

1 1 1 1 1.2 2
H = 7 /(i > &1)(5 + 81) =i /(‘i‘) = (al)

ve a_, bo ve bunlarin karmasik eglenikleri baglangi¢ kogullari ile 8zel-
legtirilir, [(3.2.18) homojen denkleminin g¢dziimleri (3.2.19) ile aymi
tiptendir]. '
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~ 2
X(e) = % c(c)x(z). X = (a,, B
P 1=l 1 1

formlu (3.2.18) in dzel gozdmlerlnl arayarak C, (t} C, (t) igin agapidaki
bagintilar bulunur. Burada x (t) (i =1,2) (3 2.18) hamnjen denkleminin

goziimlerinin bir temel kume31d1r.

- -~

dc dc

it / -

_J.;_-ale st 5 %_ale“t._.:§=(u2 "'“z'%)no (3.2.20a)
dt dt

- -

dc dC
u -
¥ of ; ta e gt SRR S Ty e R S Eéqab (3.2.20b)

it 2 1 ac 2 32

kararsizlik b&lgesinin sol sinirinda (3.2.20b) den:

g == 23
* HRS,
bulunur. Burada a, = --% dir ve bdylece (3.2.16a) A ya gére 2. mertebeden
olur.
- S 1 53 52
a* = ] -2 A= A o e
n 1 3 3 sol kol (3.2.21a)
Diger sinirda a, =-% ve (3.2.20a) dan
-17
o

bulunur. (3.2,16b)

2 o 1 17 32
S ™1+ x R v sag kol (3.2,21b)
olur. (3.2.21a) ve (3.2.21b) ifadeleri Sekil-2'de ¢izildi, 27 periyotlu

periyodik ydriingelerin kararsizlik bblgeleri gdsterildi. Aym1 iglemler w

periyotlu y@riingeler igin de yapilabilir.
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3.3. Eszamanli Periyodik Ydriingelerin Sayisal Incelenmesi
Indikatriks ydntemini kullanarak [15,16], v a frekansl:

X + ax + A(xcos2t +bx3) =0, b2>20 (3.3.1)

(3.3.1) denkleminin periyodik yGriingelerinin, &zel bir baglangig¢ kogulu-
nun yani (x(to), :'r.(l:o) = (0.5, 0)) in yakinindan gegtigi a,\ parametre-

lerinin degerleri sayisal olarak belirlendi.

A =0 igin biitiin (x(to), i(to)) noktalary v a frekansli peri-
yodik yoriingeler igin baglangi¢ kogullarini olugturabilir, A # 0 igin

T = 27/V a periyotlu (x(l:D ) . J':(tD + T)) noktalar kiimesi &zel baglangig
kogulunun yakinindan gegebilen veya gegemeyen toc[b,ﬂ] ile parametrikleg-

tirilmis kapali bir epri olugturur. Bu kapali egriye indikatriks [11, 15]

denir ve bu kapali egri a = 0,750688, X = 0,5 igin Sekil-3.a'da gizilmig-

tir, a ve A biraz degigtirildiginde, indikatrikslerin to'zn bazi degerle-

rindeki baglangi¢ kogulundan gegtifi goriildiigliinde istenen periyodik y&riin-

geler elde edilir. Bu to‘xn birden fazla deperleri igin olabilir, Sekil-

3.b,c. Burada t, sirayla m/2 ve O dir. Lineer olmayan Mathieu denkleminin

periyodik ybriingelerinin &zel bir baglangi¢ kosulunun, yani (x(to), i(to)

(0.5,0)) 1n yakinindan gegtifi a,A parametrelerinin degerleri sayisal ola-

rak indikatriks yontemi ile (b = 1), a = 1,4 igin T ve 27 periyotlu peri-
yodik ybriingeler belirlendi, §ekil-4.a,b. t =0, t = /2 de (a,A) diizle-

minde iki kol bulundu, analitik ySntemle bulunan egrilerle aralarinda

iyi bir uyum goriildii, $ekil-5.a,b.

Diferansiyel denklem sistemini ¢Szmek igin 4. mertebeden Runge-

Kutta yontemi kullanildi.
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3.4. Sayisal Yontemle Egzamanli Periyodik Yériingelerin Kararlilik
Analizi

Bu periyodik ybriingeleri daha ayrintili incelemek ig¢in indikat-
riks yontemi ile ilgili Poincaré haritalamasi [16, 26] kullanilar,
Poincaré haritalamasini kullanarak baglangi¢ kogullarindaki kiigiik pertiir—
basyonlar altinda bu periyodik y®riingelerin kararlilik Szellikleri tayin
edilebilir [4, 15, 26]. Poincaré haritalamasi [14] veya

t
(o]

I = {(x (t), i(tn)), t =t + nm}

kesitinin x, % ylizeyi gOzOniine alinsin. Poincaré-Birkhoff sabit nokta
teoreminden [21, 22] X = 0 durumundaki periyodik ydriingelere tekabiil eden
invariyant egrilerin, A # 0 i¢in yarisinin kararli (eliptik), diger yari-
sinin kararsiz (hiperbolik) ¢ok sayida periyodik ydriingelere ayrildifi
bilinmektedir |Ek 2],

Her bir devirde I kesit yiizeyini bir kez delen periyodik hare-
ketler Poincaré tasvirinin sabit noktalari olarak ortaya ¢ikarlar. Daha
karmagik periyodik ydriingeler tasvirin n devri olarak, yani kendisinin
n kez bilegiminin tasvirinin sabit noktalari olarak ortaya gikabilir.
Poincaré tasvirinin sabit noktalarina tekabiil eden periyodik bir hareke-
tin kararly oldugu kabul edilsin [14]. O zaman faz uzayinda periyodik
harekete tekabiil eden kapali egri, hareketin civarini igeren torlar tara-
findan kugatilir. Poincaré tasviri, sabit noktayi ayni merkezli kapali
egriler tarafindan gevrilmig olarak ortaya ¢ikarir. Bdylece kararli peri-
yodik hareketler x, X diizleminde merkezler haline gelirler., Benzer sekilde
kararsiz periyodik hareketler x, % diizleminde "e@er noktalari" olarak or-
taya gikarlar. x, % diizlemi {izerindeki dinamifin bir tasvir dinamifi oldu-

gunu bilmek Snemlidir.

(3.3.1) denklemini a = 1 (b = 1) ve gegitli baglangi¢ kogulla-
rinda integre ederek; i(tn) = X, x(tn) =X, t = t +am, n = 0,1,2,...,
2000,... alarak ve §ekil-6'min x, X kesit yiizeyi iizerindeki ydriingelerin

arakesitlerini gizerek-indikatriks yontemle bulundugu gibi- sistemin 2m~
#

F N
g v ;
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¥
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5 e
i =

o
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periyotlu iki farkli periyodik ydriingeye sahip oldufu bulunur. Poincaré
haritalamasini yaptifimizda Birkhoff'un teoremi ile tanimlandif: gibi
bu yoériingelerden birinin kararsiz (to = 0), digerinin kararl: (to = m/2)

oldugu gdriiliir, $ekil-6.a,b.
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4. TARTISMA VE SONUG
Bu galigmada
x + ax + A\P(Qt)f(x,%x) =0, P(Ot) =P(Rt + 2m) (4.1)

formlu denklemlerin periyodik ydriingelerini bulmak ig¢in son yillarda ge-
ligtirilen sayisal indikatriks ydntemi [11, 15], lineer olmayan Mathieu

denklemine uygulandi, yéntemin
X + ax + AM(x,x)P(Ot) + Ag(x,%x) = 0, P(Qt) = P(Qt + 2m) (4.2)

tarzinda agiklanan modellerin genig bir sinifina uygulanabilecepgi gBste-
rildi. Pertiirbasyon y8ntemlerinin [23, 24] uygulanabilmesi ig¢in A nin ye-

terince kiigiik olmasi gerekmektedir.

(4.1) ve (4.2) tipi parametrik uyarilmig lineer olmayan sistem—
ler uygulamali mekanik problemlerinde sikga ortaya gikar [1]. Bu nedenle
(4.1) ve (4.2) tipi dinamik sistemlerin periyodik y8riingelerinin arasti-

rilmasi, kararlilik analizinin yapilmasi gok Gnemlidir,

Indikatriks yontemi ile (3.2.1) denkleminin &zel bir baglangig
kogulundan, yani [;(to), i(to) = (0.5,0)] gecen 27 ve T periyotlu peri-
yodik ybriingeleri belirlendi. Bu periyodik ydriingeleri veren (a,)) para-
metreleri $ekil-4.a,b'de gosterildi. Indikatriks ySntemin A < 1 degerleri
igin rahat uygulanabildigi gtzlendi. A nin biiyllk degerlerinde (x,%) diiz—
lemindeki (0.5,0) baglangi¢ kogulundan gegen indikatriksleri belirlemek
zorlagmaktadir. Bu galigmada, a = 1 ve a = 4 igin A, 1'e kadar ilerletil~
di. Segilen aralikta dallanma gizlenmedi.

Analitik bir ybntem olan ve J. H. Balbi [13] tarafindan gelig-
tirilen genellegtirilmig ortalama yéntemi ile (3.1.1) denkleminin ) ya
gbre 2. mertebeden 27 ve T periyotlu periyodik ydrlingeleri belirlendi. Bu
periyodik ydériingeleri veren (A,mz) parametreleri §ekil-1l.a,b'de g8sterildi.
Genellestirilmig ortalama yontemi, iglemler hemen karmagiklagtifa i;in’ -

£ gt e
5 mertebesine kadar ilerletilebildi. p 4 v&. )

> / _‘T‘_‘.-\
| " ‘

o

e
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Her iki ydntemle bulunan sonuglar karsilastirildifinda, ara=-
larinda iyi bir uyum oldugu g8riildll, Her iki y8ntemde de ) nin bir dege-
rine kargilik £ 0, 2. /2 de iki periyodik yd&riinge bulundu. Iki
yontemle bulunan e@riler kargilagtirildiginda §ekil-5.a,b, A arttikga
iki egri arasindaki sapmanin arttifii, A nin kiigiik deferlerinde uyumun
daha iyi oldufu gdriildii. Analitik ySntem A ya gbre daha yiiksek mertebe-
lere kadar ilerletilseydi, analitik yGntemle bulunan sonuglar, sayisal

yontemle bulunan sonuglara daha c¢ok yaklagacakti.

Bu periyodik y&riingelerin kararli olup olmadifi sayisal ve
analitik y&ntemlerle belirlendi, bazi degerlerdeki sapmalara ragmen bu
iki ybntem arasinda iyi bir uyum gzlendi. Egzamanli periyodik y@riinge—

lerin kararlilik analizi igin goklu &lgekler ybnteminin Szellikle faydali
oldugu bulundu.

Bu galigmada kullanilan sayisal ve analitik yGntemler, yliksek
boyutlu dinamik sistemlerde egzamanli periyodik ydriingelerin incelenmesin-
de gilivenle kullanilabilir. lki boyutlu lineer olmayan Mathieu denkleminin

periyodik y&riingeleri ayni ydntemlerle aragtirilabilir.
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EK - 1
LINEER VE LINEER OLMAYAN MATHIEU DENKLEMLER! [6, 18, 19, 20]

Parametreleri zamana bagli, tek serbestlik dereceli lineer

bir titresim sistemine ait diferansiyel denklem,

X + Pl(t)i + Pz(t}x =0 (1)

geklinde yazilabilir.

-*% /B (t)de
X = ye

déniigiimii ile (1) denklemi
y + P(t)y =0 (2)

sekline doniiglir. Burada

P(E) = By(t) - 3 5= [p,(0)] - 7 B2(D)

dir. Pl ve P, parametreleri zamanin I, periyotlu fonksiyonlari ise, P(t)
de:

P(t + Tp) = P(t)

zamana periyodik baglidir. (2) denklemi "Hill diferansiyel denklemi" ti-

pinden olup, pratikte rastlanan durumlarda

1 uzt

y(£) = Cle *y (£) + Cpe * y () )

geklinde ¢dziimlere sahiptir. u1 ve H,, (2).denk1eminin karakteristik iis—

leridir. Baglangig sartlarina bagli olmayip, yalniz (2) denklemine giren -

< ,_L.E"

. 4 a

L
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biiyilklilklere bajli olan bu iisler, (3) ¢dziimiinlin kararlilik durumunu belir-
lerler. lki karakteristik iisten birinin pozitif gergel kisma sahip olmasi

halinde ¢8ziimii, t + ® igin sinirsiz olarak biiylir, kararsiz olur. Buna kar-
gi1lik her iki iissiin gergel kisimlarinin negatif olmasi halinde t + ® igin

y, asimtotik olarak sifira gider. Bu durumda ¢8ziim (asimtotik) kararlidir.
Sinmir durumunda iislerden birinin (veya ikisinin) gercel kismy sifir olabi-
lir. Boyle olunca y sifir konumuna asimtotik olarak yaklagmaksizin sinir-

11 kalir. Bu halde y periyodik olabilir.

Titregim teorisinde 6zellikle gergel i iisleri Gnemlidir. Karar-
11 ¢dziim bdlgeleri, kararsizlardan ilizerlerinde tamamiyle periyodik ¢&ziim~
lerin mevcut oldufu sinir egrileri ile ayrilarlar.

P(t) periyodik fonksiyonu

P(t)= Po + APcosfit (4)

(4) Bzel hali igin, Hill diferansiyel denklemi "Mathieu denklemi'ne donii-

gilir.
o (5)
P
0 AP
T v =i (6)
% o2

kisaltmalar: yardimiyla Mathieu diferansiyel denkleminin

'

y" + (A + ycost)y = 0 (7)

normal gekline gelinir. Gizgiler boyutsuz zaman T ya gire tiirevleri gis-

termektedir.

Mathieu denklemi, fizikte ¢ok karsilagilan ilging bir denklem-
dir. Birgok aragtirmacimin dikkatini gekmis ve fizerinde ¢ok caligilmgtir.

Mathieu denkleminin gikigi basit bir Ornek {izerinde goriilebilir:

% uzunlugunda agirliksiz bir gubugun ucuna bir m kiitlesi asilmg olup



o e

Y gubuk O noktasi etrafinda serbestge di-
nebilmektedir. O noktasi diigey dojrultu-
da verilen bir u(t) hareketini yapmakta-

0 dir. Hareketin denklemi bulunabilir.

Genellegtirilmis koordinat ola-

u)

8 rak gubufun diigeyle yaptipi 6 agisi alin-

‘ - sin. Buna gore kiitlesi m olan pargacifin

koordinatlari
x = ginB , y = - fcosB + u

yazilabilir. Pargacigin hiz bilegenleri

X = fBcosp s ¥ = 26singd + u

olur. Dolayisiyla kinetik enerjisi

T= %-m [Lzézcosze + (zésinﬁ + ;)2] = %»m(ﬂzﬁz + ZLLésinﬁ 4+ ;2)

bulunur, Ote yandan pargacifa etkiyen agirlik kuvvetinin potansiyeli
V = mgy = mg(- 2cosf + u)

oldugundan Lagrange fonksiyonu

LaT-V= -lfm(f.zéz + 2000sind + u°) + mg(fcosh — u)

olur. Buna gdre hareket denklemi

%E,(E% = %%-ﬂ m‘%g-(kzﬂ + fusin®) - m{ufcosf + mglsind = 0
90

veya

6 + (m2 + %Jsinﬁ =0
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gikar. Burada w sabiti w = (gll)l!z olarak tanimlanmigtir. Yukaridaki
denklem mesnedi verilen bir diigey hareket yapan bir basit sarkacin ha-
reketini belirlemektedir. Goriiliiyor ki hareket sabit ivmeli olmadifi
takdirde diferansiyel denklemin katsayilari defiskendir. Mesnedin basit
harmonik hareket yapmasi halinde a bu hareketin genlifi, R agisal fre-

kansi olarak

u = acos{t

yazilabilir. Dolayisiyla hareket denklemi

3 + (wz *-E%E cos(it)sinB =0

sekline girer. & = 0 civarinda kiigikk salinimlar igin bu denklem

6 + (mz -%cnaﬂ:)ﬁ =0

olur. Bir boyutsuz T degigkeni 0t = 2T ve o, B sabitleri
b

ile tanimlanirsa yukaridaki denklem

Q=

a’e
— ot (x = 2Bcos21)f =0
dt

gekline girer. Bu denklem lineer Mathieu diferansiyel denklemidir. Bu
denklemin periyodik ¢bziimii ancak a parametresinin § nin belli bazi fonk~
siyonlari olarak belirlenmesi halinde miimkiindlir. Aksi halde sarkacin pe-
riyodik salinimlari sdzkonusu olmaz, Ustelik parametrelerin bazi defer-
leri igin géziim sinirsiz olarak bliylir. Bir tllr rezonans niteligi tagiyan
ancak bir zorlayici dig etken olmadan ortaya gikan bu duruma sistem pa-
rametreleriyle ilgisi nedeniyle "parametrik rezonans” denir,

o ve B parametrelerini ayarlayarak sarkaciy (st konumda kararla
tutmak siimkin olur, Salinmimlar biylk olduunda 1ineer Mathieu denklemi

lineer olmayan Mathleu denklemine dtnligliy, P
"W,
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EK = 2

POINCARE - BIRKHOFF TEOREM! [22,23,24,36]

Poincaré, gtk mekanigindeki problemlerin periyodik g¢dziimlerini
incelemisg, temel zorluklari kapsayan basit bir model yapmigtir. Bu model
diizlem dairesel halkanin alan-korunumlu tasviridir. Bu formda tasvir,
iki serbestlik dereceli sistemlerin incelenmesinden dogmaktadir. lki bo-
yutlu yiizeyin kesitinin tasviri gdyle tanmimlanabilir: Yiizeyin kesitinin
her P noktasi, P de meydana gelen faz efrisinin yiizeyle kesigtigi yeni
nokta olarak alinabilir. Bdylece, kapali faz efrisi, tasvirin sabit nok-
tasina ya da iissiine uygundur. Tersine; tasvirin her sabit noktasi ya da

tissii kapalyl faz efrisini tanaimlar.

Bu yolla, dinamik problemlerin periyodik gdzimlerinin varlifa
ile ilgili soru halkanin alan korunumlu sabit noktalari ile ilgili soruya

indirgenir. Tasviri incelenirken Poincaré agagidaki teoreme ulagti:

A. Halkanin kendisine tasvirinin sabit noktalar:

TEOREM: Diizlem dairesel halkanin kendisine alan korunumlu hemeo-
morfik tasvirinin verildigi ve halkanin gevresinin tasvirde farkli dogrul-
tularda dondiigii farzedilsin, Bu tasvir en az iki sabit nokta igerecektir.

Halkanin sinir ¢emberinin farkli dofirultularda dinme gartinin
anlami, halkanin koordinatlari (x, y mod 2m) segilirse simir gemberinin

Xx=ave x=b olmasidir., Buna giire tasvir

(x,y) » (£(x,y), y + glx,¥))

formiiliiyle tanimlanir. f ve g fonksiyonlar: siiveklidirler ve y de biitiin y
ler igin f(a,y) = a, f(b,y) = b ve g(a,y) < 0, g(b,y) > 0 olmak {izere 2v
periyodiktirler,
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Bu teoremin ispati, Sliimlinden g¢ok az Bnce Poincaré, sonra da
G. D. Birkhoff tarafindan verildi (Dynamical Systems, Amer. Math. Soc.
1927).

Bu yayinlarda teoremle ilgili ¢ok sayida agik soru vardi, Szellik-
le gok serbestlik dereceli problemlerin periyodik g¢bzlimlerinin incelen-
mesi igin yliksek boyutlara genellegtirme fikri Onemli idi. Kendi teoremi-
ne ulagmak i¢in Poincaré&'nin kullandifi kanit, difer problemlerin tiim se-
risine uygulanir. Ancak, Birkhoff'un verdifi zor ispat tek bagina genelle-
nemez. Buna gbre, Poincaré kanitinin iki boyutlu halka ile ilgili teoremin

sinirlari diginda dofrulufu bilinmemektedir. Bahsedilen kanit agafidadir:

B. Tasvirdeki sabit noktalar ve elde edilen fonksiyonun kritik
noktalari arasindaki iligki

Halkanin bir simplektik difeomorfizmi:
(x,y) + (x,y)

seklinde tanimlanir. Xy + S(X,y) fonksiyonunun genellegtirilmesi yardimyla
S fonksiyonu y de 27 periyodiktir. Difeomorfizm olmasi igin 9X/ox # 0

olmas1 gerekir. Buradan
ds = (x - X)dy + (Y - y)dX

yazilabilir ve boylece, difeomorfizmin sabit noktalari F(x,y) = S(X(x,y),y)
fonksiyonunun kritik noktalaridir. Bu F fonksiyonu (x = X)dy + (Y - y)dX
integral formunda tanimlanarak g¢ikarilir. Bu fonksiyonun gradyenti her iki
sinir c¢emberinde bir defasinda halkanin igine ya da digina yOnelmigtir

(donmenin farkli dogrultularda olmasi gartiyla).

Halkanin her diizgiin fonksiyonunun gradyenti her iki sinir gembe-
rinde halkanin i¢ine (veya digina) ySnelmigtir ve halkanin iginde (max veya
min) bir kritik nokta vardir., Halkadaki bdyle bir fonksiyonun kritik nokta—
lari sayisinin en az iki oldupu gdsterilebilir. Eger, F in her kritik nokta-
s1 tasvirin sabit noktasi ise, difeomorfizmin en az iki kritik noktasi var-

dir.

L
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Bu sadece 9X/dx # 0 gartinda dogrudur. Boylece, F, X ve y terim
leri ile ifade edilebilir. Bu durumda kanit, dzdeglikten ¢ok fazla farkla
olmayan tasvirler igin gegerlidir. Urnefin, elde edilen fonksiyon § in

tiirevlerinin 1 'den kiiciik olmas1 yeterlidir.

Bu kanitin incelenmesi (elde edilen fonksiyonun farkli segimi
ile) Jakobi matrisinin D(X, Y)/D(x,y) Gzdegerlerinin herhangi bir noktada
asla -1'e egit olamayacagini gosterir. BSyle gartlarin hepsi &zdesglikten
uzak tasvirler igin bozulurlar. Poincaré teoreminin ispati, genel halde

tamamiyla farkli kanitlar kullanmayi gerektirir.

Tasvirdeki sabit noktalar ve elde edilen fonksiyonun kritik nok-
talari arasindaki iligki, halkanin iki boyutta igine tasvirinde daha derin
bir etkinin oldufunu gostermektedir. Asagida bu iligkinin anlamli sonuglar
verdigi bazi &rnekler incelenecektir, Bunlar, gereklilifi agik olmayan bazi

sinirlandirmalar altinda dofrudur.

X=X Y-y
-
d9 = 3

dX + dx dY + dy

C. Torun simplektik difeomorfizmi
Agirlik merkezinde sabitlesen, torun simplektik difeomorfizmini

gbzoniine alalim.

(x,y) » (x + f£(x,y),y + g(x,y)) = (X, Y)

Burada torun x ve y modu agisal koordinatlarda 2y dir, "Simplektik" anlam,
Jakobiyen D(X,Y)/D(x,y) nin 1'e egit olmasi; agirlik merkezinin korunmasi
gsartinin anlamw f ve g fonksiyonlarinin ortalama degerinin sifira egit ol-

masidir,

TEOREM: Gokkatlilip:i dikkate alarak, en azindan 3 farkli geometri
alip, Jakobi matrisinin Bzdeferlerinin herhangi bir noktada -1'e egit olma-
yacagini kabul ederek bSyle bir difeomorfizmin en az 4 sabit noktasi vardir,

o il
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Ispat, torun agagidaki formiille verilen fonksiyonuna dayanarak

yapilir:
8x,y) =5 [ (X = )@Y + dy) = (¥ = y)(dX + dx)

torun diiz fonksiyonunun, gokkatlilik gézOniine alinarak en azindan 3'ii

geometrik olarak farkli, en az &4 kritik noktasi vardir.

Bu teoremin ispati, 8Szdegerlerde sinirlamalar getirmeksizin hal-

ka ile ilgili Poincaré teoremindekine benzer zorluklar getirir.

(Halka ile ilgili teorem, Bzdeferlere ait gart atilmakla torla
ilgili teoremden gikarilabilir. lki simir gemberi arasinda dar bir baflanta

halkasi birakarak halkanin iki kopyasindan bir tor yapilabilir.

Daha sonra, halkanin tasviri torun simplektik difeomorfizmine
uygulanabilir. Oyle ki:

(1) ki genig halkanin her birinin difeomorfizmi orijinali ile
uymalidair.

(2) Baglanti halkasi difeomorfizmi sabit noktalar igermelidir.

(3) Agirlik merkezi sabit kalmalidar.

Torun bu difeomorfizmi sinir g¢emberinin farkli dofrultulardan
dénme Szelligini kullanir. Her bir baglanti halkasindaki tiim noktalar,
baglanti halkasini sinirlayan her iki sinir ile ayni ydnde hareket ederler.
Baglanti halkasindaki hareketler zit dogrultuda oldufundan, hareketin bo-

yutu agirlik merkezinin korunacapi gekilde segilebilir.

$imdi tordaki 4 sabit noktayi bulmak igin ikisi orijinal halkada
olmak {izere, halka ile ilgili teorem torunkinden gikarilabilir.)

Yukarida ifade edilen tor hakkindaki teorem, diger iki ve gok
boyutlu simplektik manifoldlara genellenebilir, Bu genellemeyi formiilleg—
tirmek i¢in agirlik merkezinin korunumu gartinin yeniden ele alinmasi

gerekir. =



_51_

g:M + M bir simplektik difeomorfizm olsun, Eger B, simplektik
difeomorfizmin diiz B, egrisinden elde edilen difeomorfizm Bzdegligine
baglanabilirse, bdylece her t aninda 8, hizlarinin alani tek degerli Ha-
miltoniyen fonksiyona baglanabilir, bu durumda 8, tzdeglige benzerdir.
Ozdeglige benzer simplektik difeomorfizmin, Szdegligin iligkili bilegeni-
nin alt gurubunun komiitatdril, katli uzayin biitiin simplektik difeomorfizm

gurubunu olugturdufu gsterilebilir.

Katli uzayin iki boyutlu tor oldufu durumda, Bzdeslife benzer

simplektik difeomorfizm, agirlik merkezinin korunmasi igin olanlar aynidir.

Buradan, Poincaré teoreminin agagidaki genellemesine gegilebilir.
TEOREM: Bir kompakt simplektik katlinin her simplektik difeomor—
fizmi Yzdeglife benzerdir, bir diizglin fonksiyonun kritik noktalari olarak

bu katli uzayda ¢ok sayida sabit noktalar vardir, (en azindan bu difeomor-

fizm Szdeglikten g¢ok uzak degilse).

Tasvir gartinin Szdeglik esas oldupunda benzer hale geldifi not
edilmelidir. Torda hareket &rneginden gdriildiigii gibi, sabit noktalar yok-

tur.

Son sinirlamada oldufu gibi, neyin esas oldufu agik degildir,
(Difeomorfizm &zdeglikten g¢ok uzak degilse). Katli uzayin iki-boyutlu tor
olmas1 halinde, difeomorfizmin Jakobi matrisinin Szdegerlerinin higbiri
~-1'e egit degildir {Rzn herhangi bir simplektik koordinat sisteminde).

(Bu tarz bir sinirlama yiiksek boyutlu problemlerde gerekli ola-
bilir. A.I.Snirel'man ve N.A.Nikishin teoreminde oldufu gibi, Poincaré
teoriminin de aslinda iki-boyutlu bir etkiye dayanmasi imk@nsiz defiildir:
lki-boyutlu kiirenin difeomorfizminin her korunmug alani, geometrik olarak

farkly en azindan iki sabit noktaya sahiptir,

Bu teoremin ispati, kritik noktada izole edilmig 1'den biiyiik
olmayan iki degigkenli bir diizglin fonksiyonun vektdr alaninin gradyent in=
disine dayanir (1.0.,-1,-2,-3.... olabilir) ve tiim sabit noktalarin indis=
leri toplamx iki boyutlu difeomorfizm yonlenmesi) korunmug iki boyufiu 4 £
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kiirede ikiye egittir. Difer taraftan, kritik noktada gok sayida defigke-

nin diizgiin fonksiyonun gradyent indisi herhangi bir tam degeri alir.)

D. Lagranjiyen katli uzayin arakesitleri

Halkanin yarigapinda radyal bir kayma oldufunda Poincaré kaniti
biraz farkli verilmelidir. Halka gevresinin sinirlari farkli doprultularda
dondiiglinden her yarigapta bGyle noktalar vardir. Radyal olarak kayan nok-
talarda halkanin i¢ ve dig gevrelerini ayirarak bir diiz egri elde edilmig
olsun. Bu efrinin gdriintiisii, tasvirde efriyi kesmelidir (egri halkayi egit
alanli bélgelere bdldiigiinden).

Eger bu egri ve goriintiisinlin her biri herbir yarigcapi bir defa-
sinda kesiyorsa, efrinin gbriintiisliyle kesigme noktalari tasvirin sabit nok-

talari olacaktair.

Bu kanitin bir kismy yiiksek boyutlara gotiiriilebilir, bu ise dina-
mik problemlerinin ¢Bziimleri ile ilgili faydali sonuglar verir. Cok boyutlu
halde halkanin rolii faz uzayi gibidir: Ayni boyuttaki tor ile Oklid uzayin-
daki bdlgenin dogrudan ¢arpimr (halka, gevre ile bir ara 1fin garpimdair).
Faz uzayinin simplektik yapisi aligilmg yolla tamimlanir: Ornegin,

=1L dx, A dyk formunda. Burada, X ig degigkeni, ¥p ast degisgkenidir.

Faz uzayinda simplektik difeomorfizmin &zdeglife benzer oldugunu
agiklamak zor degildir. Simplektik difeomorfizm A, siirekli bir gekil depi-
¢ikliginden olusan 8zdeglikten elde edilebiliyorsa ve eger herhangi bir

kapali gevre y igin

f xdy =¢ x dy
: | Ay

ise Szdeglikle benzerdir (sifir olmasi gerekli degildir). x dofrultusu bo-
yunca sistematik kaymanin yasaklanmasi igin transformasyonun Gzdeglie

benzer olmasi gerekir; fakat tor boyunca kaymaya izin verilir ("ig depig-

kenlerinin degerlendirilmesi').

Bir n boyutlu tor gdzdniine alinsin, x = ¢ = sabit Gzdeglige ben-
zer simplektik difeomorfizmi uygulansin., Orijinal tor kendi gﬁrﬂgtﬂéﬂnﬁ:gn, »

§
3
§ .

-
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n »
azindan 2 noktada keser. En az n + 1 nokta geometrik olarak farklidir ve

torun gdriintiisii x = f(y) formundaki denkleme uyar, Burada f diizgiindiir.

n =1 igin bu iddianin anlam, ayni merkezli gemberlerin herbi-
rinin kendi goriintilisliyle kesigmesinden olusan en az iki nokta olusmasidir.
Bu, ayni zamanda alanin korunmasini gerektirir, bylece, goriintiiniin denk-

leminin x = £(y) olduBunun farzedilmesi gerekli degildir.

Uyle ya da bdyle, bu kabuliin yiiksek boyutlarda gerekli olmadigi

bilinmemektedir. Bu kabul yapilirsa, ispat agagidaki yolla yapilir,

Orijinal tor, faz uzayinda alt katli uzayi bir Lagranjiyendir,
Difeomorfizm simplektiktir. Bylece, gbriintli toru da Lagranjiyendir.
(x - c¢)dy formu kapalidir. Bu form, torda tek deferli diizgiin fonksiyon £
in tam diferansiyelidir. Difeomorfizm Hzdeglife benzer oldugundan ve her-

hangi bir kapali gevre y igin:

6 (x=-c)dy =06 xdy =6 cdy =0 xdy -6 cdy =cddy-cddy =0
AY Ay Ay Y Ay Y Ay

Torun goriintiisiyle kesim noktalari,F fonksiyonunun kritik nokta-
laridir (bunlarda dF = (x - ¢)dy = 0 olur). Torun gbriintiisiiniin tek-degerli
izdiigiimii sartindan, tersine, F fonksiyonunun tiim kritik noktalarinin, tor-
la kesim noktalari oldugudur. Bu gsartlarda, torda y lokal koordinatlar
icin alinabilir. Torun g¥riintiistine x = ¢ konduunda biitiin vektdr tegetleri

igin dF sifirdar.

n boyutlu torda bir diizgiin fonksiyonun en azindan 2" kritik nok-
tasi vardir. Qokkatlilik gdzbniine alinirsa, bu en azindan n + 1 geometrik
olarak farklilik gerektirir (&rne§in, Milmor, Morse Theory, Princeton

University Press, 1967).

Tor en az 2" noktada kesigir ve en az n + 1 geometrik olarak

farkli nokta wvardair.
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Ayni kanit, herhangi bir Lagranjiyen torun kendi g8riintiisiinii
en az 2" noktada kestigini tam olarak gbsterir, (en azindan n + 1 geomet-
rik olarak farkli nokta vardir). Bu kabule gore, orijinal tor ve gdriintii-
sii y uzayinda sirasiyla y = f(x) ve x = g(y) denklemleri ile verilen tek
degerli izdiiglimdiir. Bu durumda bir &nceki (x,y) =+ (x - £(y),y) kanonik

transformasyona indirgenir.

E. Tanimlanan sabit noktalara uygulamalar ve periyodik ¢dziimler
Simdi, Gzdeglifie benzer bir simplektik transformasyon gdzbniine
alinsin. Ayrica, bu dinamikteki integre edilebilir problemlerde ortaya

gikan &zel bir form olsun. Ornegin,
A (x,y) = (x,y + w(x)) burada w = 28 tir
o\ XY 3 4 ’ = '

xeR" ig degigkeni, mod y 2meT" agisal koordinattir, Torda x = x_ da biitiin

frekanslarin ayni standartla Slgiilebilir oldufu kabul edilsin.

k.
wi(xo) =4ﬁl 2n k., N tamsayilar, m(xo) #0

ve dejenere olmama garti da

det #0

B
ox

b.
o

gergeklegir.

TEOREM: Ozdeglipe benzer ve Ab'a yeteri kadar yakin tor civarin=
. N
da x = X da N periyotlu en azindan 2“, T ya sahiptir (bbyle ki A” =
gokkatlilify gdzbniine alinarak).

tspat, 4n boyutlu uzayin (R™T"xR"*T™) iki Lagranjiyen alt katli
uzayinin (X = x, Y = y) diagonali olan = dx A dy - dX A dY, ile kesigi-

minin incelenmesine ve AN tasvirinin grafipine indirgenebilir,

Mamafih tora dogrudan uygun bir fonksiyon olugturmak kolaydir.

R g
Ao'ln tasviri

-
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doi

o
x

(x,y) * (x,y + a(x)). Burada a(xo} = 0, det

formundadir,

Tam fonksiyon teoremiyle AN tasviri x = x  tor civarinda, tor
yalnizca radyal dofrultuda ((x,y) =+ (X,Y)) yer defistirir ve x = f(y)
formunda bir denkleme verilir: GBriintiisii x = g(y) ayn1 formda denklemle
verilir. Bu notasyonla X(f(y),y) = g(y), Y(f(y),y) = vy.

A Bzdeglife benzer oldufundan, AH, y + S(X,y) formunda elde
edilen tek degerli global fonksiyondur. Burada S, y defiskeninde 27 peri-
yotludur.

F(y) = S(X(£(y),y) fonksiyonu torda.yk noktasinda en azindan
2" kritik noktaya sahiptir. Biitiin Ck = (f(yk),yk) noktalary AV igin sabit-

£ir.
dF = (x = X)dy + (Y = y)dX = (x = X)dy = (f(y) - g(y))dy

dFL = 0 oldufundan, f(yk) = g(yk) dir. Gosterildigi gibi, AN;k =T dair.

k Korunumln sistemin kapali yBriingeleri incelenirse :

SONUG: n= boyutlu torun pargalanmasinda, tamamen ayni emerjili
dejenere olmayan bir sistemin kapali yd&riingeleriyle dolu, pertiirbe edilmis
sistemin en azindan ik kapali ydriingesi (gokkatlilik g&zdniine alinarak),
pertiirbasyon yeteri kadar kiigiikse, geometrik olarak farkli en azindan n

taneden olusmugtur.

Ispat, onceki teoreme (2n-2) boyutlu yilizey kesiti yardimyla
indirgenir. Once y agisal koordinatlar: segilmelidir, Oyle ki, tordaki per-
tirbe edilmemig problemin kapali ydringeleri y, = ... = ¥, = 0 denklemleri
ile verilirler ve yilizey kesiti ¥ 0 ile tanmimlanir.

tki serbestlik dereceli halde halkaya, Poincaré teoremi uygulana-—
bilir (halka, iki boyutlu yiizey ile invariyant torun kesigmesinden olugmug-—
tur). Agagidaki sonucu elde edilir. y r

|
T

\
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Iki serbestlik dereceli, iki boyutlu invariyant tor sisteminin
aralarindaki boglukta eper, torlardaki gartli-periyodik hareketlerin fre-
kanslari orani farkli ise, daima en azindan iki kapali faz yOriingesi var-

dar.

Bu yolla invariyant torlarin bulundufu iki serbestlik dereceli
biitlin problemlerde birgok periyodik ¢bziim elde edilir (gevresi sinirlan-

mi§ 3 cisim problemi, kapali jeodezik probleminde v.s...).

Tahmin edilir ki, kompakt faz uzaylari ile "genel formun" Wa-
miltoniyen sistemlerinde, kapali faz efrileri yoPun kiime olugturur. Effer
bu dogru ise bu efrilerin pek ¢ofunun kapalilifi peryotlari son derece

bliylik oldufundan pek Onemli degildir.

lkiden daha fazla serbestlik dereceli problemlere Poincaré
ybntemlerinin uygulanmasina bir drnek olarak Birkhoff teoremi vardir.
Birkhoff teorimine gBre verilmig genel formdaki lineer kararli periyodik

¢bzlimlerine yakin sonsuz sayida periyodik c¢Oziimler vardir.

lspatta, tasvir &nce kendi normal formuna yaklastirilair ve
tasvirin sabit noktalari ile elde edilen fonksiyonun kritik noktalari

arasindaki baglanti kullanilir,

Diper geyler yaninda periyodik ¢bziimlerin bilinmesi, dinamikteki
klasik olmayan bircok problemde ilk integrallerin olmamasini gdsterir,
11k integrallerin varligini engelleyen faz eprilerinin komplike davranisi,
kompiitiirle, yilizeyin kesiti faz egrileri ile kesigtirilerek periyodik c&-

ziimlerin yardim olmaksizin genellikle belirlemebilir.

Tek serbestlik dereceli halde tor daire ile temsil edilebilir,
Gercekte, yiiksek mertebeden pertiirbasyonlara bagli olarak biyle daireler,
yaris1 eliptik, yarisi hiperbolik olmak iizere gift sayida sabit noktalara

N
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