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GIRIS

Birim daire D = {z: |z| <1} de analitik fonksiyonlarin ciim-
lesi H(D) olsun.
[oe]
n
f gy L RE
(2) Y n=2 n

agilimini haiz yalinkat f ¢ H(D) fonksiyonlarinin sinifini S ile gds-
terelim. S nin iki alt ciimlesini tanimlayalim: Birim daireyi,
sonsuzda bir asimptotik doZrultuyu ve 7/4 &zelligini haiz, tek

bir Yy analitik yayinin biitiinleyeni lizerine resmeden fé€ S fonksiyon-
larinin toplulufunu A 1ile gdsterelim. H(D) lizerinde siirekli bir

L lineer fonksiyoneli igin

Re L (£f) = max ReL(g)
geS
ekstremal problemini ¢ézen f fonksiyonlari, S nin destek noktala-
ri1 adini alir. Destek noktalarinin ciimlesini o ile gdsterelim. Bu
iki alt sinif arasinda ocA iligkisi vardir. (Pfluger [7] ,
Brickman ve Wilken [2]).

Hengartner ve Schober [3] , feo fonksiyonlarinin bazi ekstre-
mal zelliklerini incelemig ve katsayilar igin alt sinirlar vermig-
lerdir. Daha sonra Kirwan ve Pell [5] feA igin bu alt sinirlara
daha da biiyiiltmiiglerdir.

Bu tezin amaci, birim dairede sabit bir noktada kutbu olan ya-
linkat meromorf fonksiyonlarin ekstremal &zelliklerini, yukaridaki
sonuglardan hareketle incelemektir.

Birinci bdliim bu ¢aligmanin baglangig¢ noktasini olugturan hazir-
liklari kapsar.

Birinci boliimiin ilk kisminda Hengartner ve Schober'in S nin des-
tek fonksiyonlgrl hakkindaki incelemeleri verilmigtir. Bir
£(2) =2k 822 T % iiuu K0 igin C-f(D) yayinin sonsuz ve sonludaki



ug noktalari sirasiyla ¢ ve n (|z] =1, |n| = 1) noktalarina kar-
s1 gelsin. Once f£(z) nin katsayilari ile T ven noktalarinin ger-
cekledikleri bazi egitsizlikler elde edilmig, sonra da feo yar-
dimiyla tanimlanan dért fonksiyonun yalinkat olduklari ve birim
daireyi, u-dogrultusunda konveks ve sinirsiz bir bdlge lizerine res-—
mettikleri gdsterilmigtir. Daha sonra Kirwan ve Pell'in, bir fe A
igin Hengartner ve Schober'in sonuglarini geligtiren galigmalari
Ozetlenmigtir.

B6liim 1. in ikinci kisminda yalinkat meromorf fonksiyonlarin
sinifi1 tanitilmakta ve Avci [1] nin bazi sonuglari verilmektedir.
p # o olmak lizere F(0) =F'(0)-1 =0, F(p) =~ kogullariyla
normalize edilmig, birim daire iizerinde yalinkat ve meromorf F(z)
fonksiyonlarinin sinifini S(p) ile gdsterildifine gdre, Once S
sinifi1 ile S(p) arasindaki iligki ve bazi dzdeglikler hatirlatil-
makta, daha sonra da bir lineer ekstremal problemi ¢dzen F € S(p)
destek noktalarinin gergekledikleri diferansiyel denklem ile S
sinif1 igin bilinen 7/4 teoreminin S(p) sinifina genellegtiril-
mesi verilmektedir. Bunlarin sonucuiolarak S(p) nin destek nokta-
larinin toplulugu o(p) ile gbsterilirse, 0(p) nin F(z) eleman-
lari

zF'(z) 2
B et SO W
F(z)

diferansiyel denklemini gergekler ve bu fonksiyonlar altinda birim
dairenin resmi, m /4 6zelligini haiz, sonlu, tek bir analitik
yayin biitiinleyeninden olusgur.

Caligmamizin esasindan clugan ikinci b&liimde S(p) sinifinin
destek fonksiyonlarinin ekstremal |8zellikleri ve katsayi problemi
incelenmekte ve meromorf fonksiyonlarinin alt siniflarina ait bazi
sonuglar verilmektedir.

B5liim 2. nin birinci kisminda S(p) nin destek noktalari ince-
lenmektedir. Bir F(z) € o(p) ig¢in € - F(D) yayinin ug noktala-
r1 gve n(lzg]l =1, |n| =1) noktalarina karsi gelsin.

F(z) € o(p) yardimiyla tanimlanan, kapali birim dairede analitik,
pozitif reel kismi haiz dért fonksiyon yardimiyla, F(z)e o (p) in
Taylor katsayilari ile p,Z,n noktalatrinin, Hengartner ve Schober
in sonuglarina paralel olarak gergekledikleri bir dizi egitsizlik
verilmektedir.

B5liim 2. nin ikinci kisminda katsayi problemi incelenmektedir.
Once birim daireye yarikli bir b&lge lizerine resmeden f(z)e S
fonksiyonlarinin gergekledikleri Lgwner diferansiyel denkleminden



yararlanarak F(z) e S(p) nin A,(p)- Taylor katsayilarinin sagladi-
g1 diferansiyel denklem elde edilmektedir. Daha sonra birinci kisim-
da elde edilen egitsizliklerden de yararlanilarak, Ay(p) ve
A3(p)-Taylor katsayilarinin salt degerleri igin alt sinirlar veril-
mektedir.

B6liim 2. nin son kisminda S(p) nin alt kisimlari tanimlanmak-
ta, F(z) € o(p) destek fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan iki
fonksiyonun meromorf konvekse yakin olduklari gdsterilmektedir.

Sonu¢ olarak, S(p) sinifinin her elemani S nin elemanlarindan
bir Mobiiis doniiglimii ile elde edilebilecegi gdzdniine alinirsa,
ikinci boliimde elde edilen sonuglarin, birinci béliimdekilerin bir
genellegtirilmesi olduklari kolayca goriilebilir.



1. YALINKAT FONKSTYON SINIFLARI

1.1. S Sinifinin Ekstremal Uzellikleri

Birim daire D = {z : |z| <1} ﬁzsrinde analitik fonksiyonla-
rin sinifi H(D) olsun. f£(z) =z + ap 2°+... agilimini haiz yalin-
kat fe H(D) fonksiyonlarinin cilimlesini S 1ile gdsterelim. Birim
daireyi, sonsusda bir asimptotik dogrultuva sahip, 7/4 &zelliZini
haiz, yani her hangi bir noktasindaki teZeti ile merkezden gegen
1g1n1in yaptii agi salt degerge /4 den daha kiiglik olan tfek tir
Y @analitik yayinin biitiinleyeni lizerine resmeden f€S fonksivonla-
rinin toplulugunu A 1ile gdsterelim.

m. H(D) tlizerinde siirekli bir L linee: ionas.yoneli igin

ReL(f) = max ReL(g)
geS

ekstremal problemini ¢dzen f €S fonksiyonlarina S nin destek
noktalari denir.

S nin destek noktalarinin toplulugunu o ile gdsterelim. S nin
yukarida tanimlanan iki alt ciimlesi arasindaki o c A 1iligkisi
Pfluger [7] ve daha sonra da Brickman ve Wilken [2] tarafindan ince-
lenmigtir.

Once S sinifinin destek fonksiyonlarinin Hengartner ve
Schober [3] tarafindan verilen ekstremal 8zelliklerini hatirlatalim.

Teorem 1.1. feo S bir destek noktasi olsun. € -f(D) yayinin
sonsuz ve sonludaki ug¢ noktalari sirasiyla Z, nedD ={z:|z|=1}
noktalarina karsi gelsin. Bu halde



n 2zt , zf'(z)
(1.1) L(z) = -— ( )¢ (———)
i o £(z)

fonksiyonu D kapali birim dairesinde analitik ve D iginde

ReL(z) > 0 dir. Ayrica

£1.2) ReZn < 0
ve 0< |z|] <1 igin
(1.3) 1—|z| 2 z=C 2 zf'(z) 2 1—(2;?1)2 1+|z|
: ¢ isprie tind 3" 7 )+ | <
1+]z]  1#@m° (z-n £(2) 14?2 1-|z]
egitsizlikleri vardir. f£(z) =2z + n§2 a z"  ise
(1.4) fa = THA] < e g7 %

(1.5) | bag - P 4a2(8—ﬁ) s 2o Zie3n> | < -2Rezh ,

2

(1.6) |a2| >3

egitsizlikleri gergeklenir.

Bu teoremin sonuglarindan (1.2) elemanter egitsizligi ilging
bir geometrik 6zelligi haizdir : ¢-f(D) nin ug noktalarinin kar-
s1 geldigi T, nedD noktalari1 90° den daha biiyiik bir agiyla
ayrilmiglardir. S sinifindaki her fonksiyon igin l32| € 2 oldu-
gundan, S nin her bir destek noktasi 1 < |a2| £ 2 ©Bzelligine
sahiptir. :



Agagidaki teorem S nin destek noktalari hakkinda bazi ana11—
tik ve geometrik bilgileri verir.

Teorem 1.2 f, S nin bir destek noktasi ve C€-f(D) yayinin
sonsuz ve sonludaki ug¢ noktalari sirasiyla {,ne€dD noktalarina
kargi gelsin. Bu takdirde

zf'(2) ) z~-C (Z"C)z
(1.7) BAE) .= {( —s 5" )
£(z) z=C Tz
ve
ey 2 R
i e Bia) = L avasiweny- & )
zf'(z) z-Nn Nz

fonksiyonlar1 D de analitik ve D iginde

19 ReG(z) > 0 ve ReH(z) > 0
dir. Ozel olarak f(z) =z + L a_ z" ise
n=2 0
£1.10) Re azl; =1 s Rea2 n < -1
2 =

(1.11)  |(4ay-ay)5 -4a, +2C | < 4 Re(az ) - 4

: el 3 =
(1.12) I(l&a3 5a,) n-4a, 2| < -4 Re (a,n)-4

egitsizlikleri vardir. Bundan bagka



(1.13) |4az-az| > 2
ve
| 3
(1.14) a,| >—
2 8
dir.Ayrica
R tf'(t) , t-¢ dt - 5 .E-N dt
g (2) = J © Yostiend R Pk B Esth § >
o £(t) " eril o 1P RE ok 4 B
(1.15)
z EETCE) 2 dt z f(t) dt
gz) = I (( PUuel) <o pg P BlE)m= L (( Yiaijecs
o £t t o tE L) t

fonksiyonlari yalinkattirlar ve D birim dairesini u-dogrultusunda
konveks ve sinirsiz (yani, her yatay dogru ile arakesiti ya bog veya
pozitif dogrultuda bir yarim dofru olan) bir bdlge iizerine resmeder-
ler.

S sinifinin bir £(z) = z+a 22 #o st degtek noktas1 igin dnce-
ki iki teoremde verilen Iaz| > 1% ve |ag| >= alt sinirlari

Kirwan ve Pell [5] tarafindan daha da bﬁyﬁtﬁ?mﬁg ve |ap| igin en
iyi alt sinir verilmigtir.

Péorem 1,3: fi¢tASI(Z)y =2 & azzzf... olsun. Bu takdirde

|a2| > V2 dir ve bu en iyi alt sinirdir.

Teoremin ispati LOwner teorisi ve (1.10) daki ikinci egitsiz-
likten yararlanilarak yapilir. 0 < X < %- igin
*Zelxcosk

fA(z) = z(1l-z)

i
gseklinde tanimlanan fX(Z) fonksiyonu igin A = o iken



|a2| = ¥2  alt siniri alinir. Bu teoremin sonucu olarak alan

teoreminden de yararlanilarak |a3| > 1 alt siniri elde edilir.

1.2. Yalinkat Meromorf Fonksiyonlar

Birinci kisimda S sinifinin destek fonksiyonlari ile ilgili
olarak verilen ekstremal Gzellikleri, birim dairede sabit bir nok-
tada kutbu olan yalinkat meromorf fonksiyonlar sinifina genellegti-
recegiz. Bu amagla nce yalinkat meromorf fonksiyonlar sinifini
tanitalim. peD -{0} olmak iizere F(0)=F'(0)-1 =0 ve F(p)=%
kogullariyla normalize edilmig, birim daire {izerinde yalinkat ve
meromiorf F fonksiyonlarinin ciimlesini S(p) ile gdsterelim.

S(p) sinifinin Avci [1] tarafindan verilen karakterizasyonunun ve
bazi sonuglarini hatirlatalim.

Bir feS wverildiginde her 2z, peD igin

£(p) £(z)
{(1.16) P2, p) == —F e
f(p)-£f(z)

ile tanimlanan F(z) = F(z,p) fonksiyonu sabit bir p(p+#o0) igin
S(p) sinifinin bir elemanidir. Tersine bir F(z)e S(p) verilsin.
F(z) yalinkat ve Riemann tasvir teoremine gdre birim dairenin res-
mi biitlin diizlem olamayacaZindan F(z) fonksiyonu diizlemin her nok-
tasini alamaz. Her z¢D igin F(z) # w olacak gekilde bir

weC vardir. Bu nedenle

F(z)
(1.16)"* f£(z) =
1
1-— F(2)
w

ile tanimlanan f(z) fonksiyonu S sinifinin bir elemanidir ve

f(p)= -w olur. (1.16)' den F(z) c¢ekilirse (1.16) elde edilir.
0 halde her F ¢ S(p) fonksiyonu bir f€S yardimiyla (1.16) bigimin-
de tanimlanir. F(z) nin

o

2R B A (p)z" (lz| < |pl



Taylor agilimiyla tanimlanan A_(p) fonksiyonuna f nin n-ci
Taylor katsayi  fonksiyonu denir.

Yardimci Teorem 1.1. Her f€S icin A,(p) fonksiyonu birim
dairede z — 0 noktasinda n-l.ci mertebeden basit bir kutbu olan
meromorf bir fonksiyondur.

Ispat. (1.16) ile verilen F yardimi ile her 2z, peD icin

p?z o]

F(z,p) = I € (p) z
pz k=o

k

fonksiyonunu tanimlayalim. Sabit bir fe€S igin Ck(p) fonksiyo-
nunun, D birim dairesinde analitik oldugu tanimindan kolayca gdrii-
lir. Her iki yandaki katsayilar kargilagtirilirsa her k igin

5 &
A -— A (= ¢,
P

ve buradan da
n-1i
ns—l k
p A (p) —kZ C.(p)p

6zdegligi elde edilir. C (p) lerin analitiklifinden yardimci teore-
min iddiasinin dogrulugu g¢ikar.

Yardimci Teorem 1.2. Her z, peD igin

1
F(z,p) = —————
AZ(Z)—Az(p)
%
dir. Ayrica Az(z) =—— blz + ... olmak iizere
VA

|t
AZ(Z) An(Z) - An"’l(Z) +k§.—1 bk An"'k(Z)

6zdegligi vardir.
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lspat. f(z) = z+a222 Hids s olsun. z=0 civarindaki
F(z) =’Z+A2(p) 22 +... agiilim ve (1.16) tanimindan

Az (p) ==a2+1/f(p) elde edilir. Buna gore

F(z) (AZ(Z)-AZ(p))#l

olur. Her iki yandaki katsayilarin egitliinden yardimci teoremde-
ki ikinci 6zdeglik elde edilir.

Simdi S(p) sinifinin destek fonksiyonlarinin gergekledikleri
diferansiyel denklemi verelim.

B bir kompleks bdlge olsun. H(B) iizerindeki siirekli lineer
fonksiyonellerin uzayini H'(B) ile gdsterelim. Agafidaki teorem
iyi bilinmektedir : ‘

Teorem 1.4. Le H'(B) olmas:i igin gerek ve yeter kogul her
f € H(B) igin

L(f) = J f£du
K

olacak gekilde kompakt destegi Kc B olan sonlu bir u kompleks
Borel &lgiisiiniin var olmasidir. (Schober [11] ).

S(p) sinifinin bir geniglemesini g&zdniine alalim. Bir

t € (0,1) wverildiginde
u(t) = {fes(p) = |p| =t}

sinif1 tanimlansin ve D = {z = |z| < t} olsun.
Ce = {z ::|z| = t} olmak {izere U(t) sinifi H(D-C;) analitik
fonksiyonlar uzayinin kompakt bir alt cilimlesidir. Bu nedenle

he H'(D?Ct) verildiginde

(12173 th(t) = max Reh (f)
feU(t)
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ile tanimlanan T, ,(t) nin bulunmasi problemi g&zdniine alinabilir.
Bir lineer fonksiyonel ailesi agagidaki gibi tanimlansin:

(1.18) H, = {he H'(D-Ct) | he H'(D,) Byle ki h=h] }

Ornegin, f €S verildiginde

£(z)£(n)
AL 3 B iy o
£(z)-£(n)

olmak lizere

hse R el An(z)

seklinde tanimlanan h lineer fonksiyoneli HIZI ciimlesinin elema-

1
nidir. Ayrica — € C -f(K) olmak lizere her fe S igin
w

f f(z)du(z)
(1.19) Hw) =h(—) =) —m8M8M (KcD)
1-wf K 1-wf(z)

w nun bir analitik fonksiyonudur. Ornegin he H, ise

-~ € C'f(Dt) igin (1.19) ile tanimlanan H(w) bir analitik
W

fonksiyondur.

Teorem 1.5. he€H_ sabit olmayan bir lineer fonksiyonel ve
Tp(t), (1.17) ile tanimlanmig olsun. Bu kogullar altinda T, (t),
(t,1) araligi lizerinde kesin olarak monoton azalan bir fonEsiyon—
dur. :

he H. olmak {izere (1.17) ile tanimlanan ekstremal problem
bir £ € S(p) igin gergeklensin, T (t) = Reh(f). w ekstremal
resim bdlgesinin sinirinda olmak uzere
e10182 f(z)Z

+ 0" (e>0)

%(2) = f(2)+
: wz(f(z)-w)
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fonksiyonlari ile f kargilagtirildiginda Schiffer'in
genel varyasyonlar teorisinden

7
w

(1.20) e Emsd 50
w

e : e . . ;
elde edilir. Resim bdlgesinin siniri w==f(e1 ) ile parametrelenir-
se (1.20) egitlsizligi

zf'(z) 9
(1.21) Re ()" <0
£(z)

gseklini alir. O halde (1.17) ile tanimlanan lineer ekstremal prob-
lemi ¢ozen fe S(p) destek noktalarinin toplulugunu g (p) ile
gosterirsek, fe o (p) fonksiyonlari (1.21) diferansiyel denklemini
saglar.

Teorem 1.6 h ¢ e NN S(p) igin

Reh(f) = max Reh(g) (|p] =t)
gelU(t)

olsun. Bu halde ekstremal resim bdlgesi f(D) nin siniri, baglangig
noktasindan gegen herhangi bir yayi en ¢ok m/4 radyanlik bir
ag1 ile kesebilen, sonlu, tek bir analitik yariktan olusur.

Bu teorem S sinifi igin bilinen"m/4 Teoremi'" ni S(p) sinifi-
na genellegtirmektedir.

Bir fe S verildiginde (1.16) ile tanimlanan F(z,p) € S(p)
fonksiyonu D'xD' iginde analitiktir, D' =D-{0} . feo ise
f(g) = o olmak {izere bir ¢ €9D noktasi vardir. Bu nedenle

lim F(z,p) = f(z) olur.
p*C

0 halde f(z) fonksiyonunun katsayilari F(z,p) nin Taylor
katsayilarinin p > ¢ igin limitleridir, lig Ay (p) = a;.

Bu sonug S ve S(p) nin destek fonksiyonlari hakkinda bilinen
baz1 ekstremal dzelliklerin kargilagtirilmasina yardimci olur.

Bu nedenle ikinci bdliimde F € 0(p) fonksiyonlari igin verecegi-
miz 6zelliklerin fe 0 fonksiyonlarinin birinci bdliimde verilen
6zelliklerinin genellegiirilmesi cldugu kolayca goriilebilir.
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2. S(p) SINIFININ EKSTREMAL UZELLIKLER{

2.1.0(p) Sinifinda Ekstremal Uzellikler

Birinci b&liimiin sonunda verilenlere gdre bir
F ¢ o(p)eS(p) fonksiyonu igin (1.21) diferansiyel denklemi sagla-
nir ve birim dairenin resmi 7 /4-6zelliini haiz, sonlu,tek bir
analitik yayin biitiinleyenidir. Bu kisimda S(p) nin destek noktala-
rinin bazi ekstremal 8zelliklerini.verebiliriz.

Teorem 2.1. Fe 0(p) ve C-F(D) yayinin ug noktalari
z,n € 9D noktalarina kargi gelsin. Bu halde

2F'(2) , (p-2) (1-p2)’
(2.1) K(z) = - ng( ) 3
F(z) (z-2)%(z-n)?2

fonksiyonu D de analitik ve D iginde ReK(z) > 0 dir. Ayrica

(2.2) Rep Rt <0

(2.3)  Relp’ A (pz-1) (pi-1)” }< 0

i : 2
olur. |z|< |p| 1i¢in F(2) = zfAz(p)zz+... ise x =1+ |p|
olmak iizere

i -
(2.4) |p2A2-px+p2(n+C)l< = Rep nz,
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(2.5) | (4A3—A§)pz-lgpr2+4p2(T-]+Z)A2-4XP(TT+E)
2.:% 2 =3 s
+3p (n+2;)2+x2+2|p| -2p2ni;| < -2Rep2nc‘;

egitsizlikleri vardir.

Ispat. K(z) fonksiyonunun D de_analitik oldydu agiktar.
L,nedD ve zedD igin kisaca Tz —eith ye Nz = el 1d dersek

2
(z-%) € 9 O
=cz=2 + CZ = <Usin — .
Cz 2
(z=m?® ;0
= Tz-2+ Nz = -4sin —
Nz 2
(p-2) (1-pz)

W (i) = (1) (E5500)° = [Pl
z

olur. Feo(p) igin (1.21) gergeklendiginden, z ¢ 9D igin

zF'(z) ) Cz nz (p-2z) (1-pz) )
ReK(z) = Re { —( ) > )}
F(z) (z-8)%  (z-n)? z
4
| 1-pz| zF' (2)
7 6, - Re{ - ( ‘)2}
16sin” — sin” — F(z)
v 2

elde edilir, Bir 2z eD noktasinda ReK(z) = 0 olsaydi, bir ana-
litik fonksiyonun reel kismi olan harmonik Rel((z) fonksiyonu
igin maksimum prensibine gdre her zeD igin ReK(z) = 0 olurdu.
Bu halde K(z) = it , Te R dir. Ozel olarak. K(o) = -p?fZ =it
olur, Ayrica K(z)=it dan B = (p=2)(p-n)p~ La- |p2 )

olmak iizere
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F'(z) 1 B pnc B

F(z) z p-z 1-pz

ve integre edersek
~pncB F2
F(z) = z exp(log(p-z) +pBlog(1l-pz)+pniBlogp),

-pnZB £ 5
F(z) = +(p-2z) z exp(pBlog(l-pz)+pncBlogp)

ve

P
(z=p)F(z) = =(p-2) z exp(...)

elde edilir. z = p igin sol yan a(f)= rezidii (F,p) oldugu halde

sag taraf o veya ® dur. Oysa bu

a(f)

F(z) = +regiiler € S(p)

Z-p

ile geligir. Bu nedenle z €D igin Re K(z)> 0 olmalidir. Ozel
olarak Re K(0) > 0 ve Re K(p) > 0 dan sirasiyla

Re pzﬁE.< 0
ve
Re(p?FE (p2-1) (Bn-1)%) < 0
elde edilir.

F(z) = 2+A2(p)z2 +... (|z]< |p|) agilimindan x =1 + |p|2
olmak lizere

- = 3 2
K(z) = -pzﬂC-anC(PAz'x*P(n*C))Z?ZHC {(4A3—A2)p2~

B - o g Erie 2
~2p2ige2| p| 2 +x-hxph, +hp” (WD) A +3p° (WD) bxp () J2° +...

2

dir. Pozitif reel kismi haiz fonksiyonlar igin iyi bilinen
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|K'(O)| < 2Re K(0) ve |K"(0)| <4 Re K(0) egitsizliklerinden sira-
siyla (2.4) ve (2.5) egitsizlikleri gikar.

Sonul 1. Feo(p) ve €-F(D) yayinin ug noktalari sirasiyla
L, nedD noktalarina kargi gelsin. Bu halde

' - ey Y
(2.6) Re p'C A, > Re(xpi- p L)
egitsizligi gergeklenir.

Ispat. (2.4) egitsizliginden
. 2 S AR
-Re p"fiC > [p” A, -xp + p"(7A*D)]
e R SR
= |-p"CA, + xpZ- p AC-P T |
veya
P R P 2.2 o
|-p"TA, + xpZ- p"AZ- p'T |+ Re pTC < O
gikar. O halde
. 2. 2 ke el -
Re p"ZA, > Re p'T A +|= p'TA,*+xpl-p NiL-p L |+ Re p'fiC
y 5 v e S o0 4 2o
= Re(p ZA,+p N0 +|xpZ-p' T -p TA,~p NC|
= Re w +|c-w|
dir. Her ¢, w € C ig¢in |c-w| > Re (c-w) oldugundan

Re pZEA2 > Re (xpZ- p'C)

elde edilir.
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Sonul 2. Feo(p) ve @€-F(D) yayinin ug noktalari
L,nedD noktalarina kargi gelsin. Buna gére 0 < |z| <1 igin

1—|z| 2 zF' (2) 9 (p-z)(1-pz) o 52—(pﬁ2)2 1+|z|
ek | Sipeenvmren  § )7 ( ) *x 5] <
1+]z] P +(pAT)2  F(z) (z-2) (z-n) B +(piZ) 1-| 2|

egitsizligi vardir.

Ispat. K(z), Teorem 2.1. de tanimlanan fonksiyon olsun.
K(z) yardimiyla

K(z)-i.Im K(0)

k(z) =
Re K(0)

seklinde tanimlanan k(z) = l+c, z+... fonksiyonu, normalize
edilmis pozitif reel kisman haiz fonksiyonlarin P sinifina aittir.
w = p2Af  dersek

-4 2F'(2) , (p-2) (1-pz)° tm o
k(z) = (-nz) ( ) - 2 -i
Re w F(z) (z-C)“(z-n) Re W
olur. Ayrica
ng 2ng 2
o Rl e i Iy
Re W pan"'pZnC p+tpnN¢E
ve
= x
Im W pan-ﬁan ‘z-pzﬂ CZ

& - i
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oldugundan

2 zF'(z) 9 (p—z)z(l—f)z)2 pz-(pﬁt)z

k(z) = % ( ) 2 ¥ e
p2+(phiL) F(z) (z=0)“(z-m)2 B +(pTiD)

yazilabilir. k(z)E€P igin iyi bilinen

1-|z| 1+|z|

<|k(z)| <
1+|z| 1—|z|

egitsizliginden sonulun iddiasi g¢ikar.

Agiklama. Birinci bdliimiin sonundaki agiklamaya gbre p > C
6zel halinde K(z) fonksiyonu, bir fe 0 fonksiyonu yardimiyla
tanimlanan (1.1) fonksiyonu ile aynidir. Teorem 2.1. in sonuglarin
dan (2.3) harig digerlerinin, Teorem 1.1. deki egitsizliklerin
genellegtirilmesi olduklari kolayca goriilebilir.

Teorem 2.2. Fe€ S(p) destek noktasi olsun ve C-F(D) yayinin
u¢ noktalari L, N € 9D noktalarina kargi gelsin. Bu halde

(), 2’050’ »
(2.7) G(z) = ( ) - P, +P zz
F(z) tz (z-%) cz

fonksiyonu D de analitik ve D iginde Re G(z) > 0 dir.
Ayrica

Pz Re p i
2.8) Re 2
Z 2
0255 i S W B

gir. |z| < |p|l igin F(2) =z + A(p)z’+ ... ise x=1¢ |p|
olmak iizere
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(2.9) Re{pZEA2 - xpl+ pziz 1%

(2.10) | (4A,-A2)p ~bxpA, +op TA,~bxpl+ 3p L ¥p T ax +2|p|?| <

4 Ref pZEAz-po»LszZ }
egitsizlikleri gergeklenir.
Ispat. K(z), Teorem 2.1 de tanimlanan fonksiyon olmak iizere

(z-m)° () , () (1-p2)
K(z) = ( ) S e

F(z) Tz(2-1)2

2

nz

P
fonksiyonu 2z = 0 noktasindaki ~7 rezidiili basit kutbu harig
D de analitikdir. Bu halde K(z) yardimiyla

(z-m? ooty
K(z)- — - p Lz

n cz

G(z) = -~

seklinde tanimlanan G(z) fonksiyonu D de analitikdir. ze oD

i¢in 2z = e’ olmak iizere

zF'(z2) 5 (p-2)(1-pz) 2 Tz

Re G(z) = Re {(— )| ] 3 -pziiﬂ'»za}
F(z) z (2-%)
zF'(z) 1
F(z) -4sin” —
2
1 4 zF'(2) ?
- ——g | 1-pz]" Re{- ( )"} >0

4 sin 5 F(z2)
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olur. Bir ze D noktasinda Re G(z) == 0 olsaydi, harmonik fonksi
yonlar igin maksimum prensibine gtre her z€ D igin Re G(z) =0

olurdu. Buna gére z = 0 icin Re G(0) = 2 Re {pZEAZ—xpE+ p252}==0
elde edilir. Oysa bu, Teorem 2.1 in Sonul.l. ile geligir. O halde

her ze D igin Re G(z) > 0 dir. Ozel olarak Re G(p) > 0 den

Re{pz (pi-l)_z} > (1-|-p|2 ) pC

egitsizligi gikar. z| <|p| igin “ F(2) = z+A2(p)zz+... ve

x=1+ |p|2 olsun. Buradan

2 = 2-2
G(z) = 2p CAZ—pr§+ 2p'C
2 - = =2
+[(4A3—A2)p2—4p(x-pC)A2-4xpC+3po +

+§2C2+x2+2|p|2]z +ini

agilimr g¢ikar. Re G(0) > 0 ve|G'(0)| < 2 Re G(0) dan sirasiyla
(2.9) ve (2.10) egitsizlikleri elde edilir.

Sonul. Teoremin kogullari altinda

2:2 2 2 2
Re { (4A4-A,)p"~4xpA, b+ x“+2]p|® < 0

gerceklenir.
g iy 45
tspat. (2.10) den & Re{p"TA,-xpT+p"T°} >|-.|>Re{:--},

. 3 e 2 2 2 L = 5
4 Re{pZZAz?xpc+p2§2}:>Re{(4A3-A2)p2-4pr2+x +2|p| +4(p CAz-xpC + ngzn

P - 2
Re{ (4A4-A))p -4xpA,+x+2[p|"}< 0
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Tecrem 2.3. Fe 0(p) ve C€-F(D) yayinin ug noktalari
C,Nn €9D noktalarina kargi gelsin. Bu takdirde

TS HAE (St 1" SR S st -
(2.12) H(z) = ( ) ) T
zF'(2) nz z(p-z) (1-pz) pz P

gseklinde tanimlanan H(z) fonksiyonu D de analitik ve D iginde
Re H(z) > 0 dir. |z| < |p| igin F(z2) = z+A2(p)22+... ise,
x =1+/p|% ,

i =2 12
(2.13) Re{x pznc -2pp (n+L) -2pp nzA,} > 0

ve

2 2,0 = - .= h
|p|.|(5A2—4A3)p2—2pr2-4p (n+§)A2—ZXP(n+C)+x+|p| 5

(2.14)
1
o d el g e a =2
b — pRPThp? (WPHT244RT) | < 2 Relxp ni-2pp” (n+1)-2ppontA,)

P

egitsizlikleri vardir.

Ispat.

2 2
F(z) 2 (z-n) (z-¢)
{ oo Y
zF'(z) nt z(p-z) (1-pz)
ng
fonksiyonu z = 0 noktasindaki — residiilii basit kutbu harig

D iginde analitiktir.Bu nedenle P

F2) , (0’ m W
) - +— z
zF'(2) ng z(p-z)(1-pz) pz P

H(z) = (
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i6

fonksiyonu D iginde analitiktir. z € 0D ig¢in zfi = e ve
20 =em dersek
2 2
F(z) , (z=n) (2-0) z
Re H(z) = Re{ (—— ) }
zF'(z) = f/i= (p-z) (1-pz)
) 9 -1 F(z) 2
= 16 sin — :sin : . Ref( ). it

2 2 |1--[')z|2 : zF'(z)

olur. Bir ze€ D noktasinda Re H(z) = 0 olsaydi maksimum prensibi-
ne gére Re H(z)=0 olurdu. Bu nedenle pe D noktasi igin p o

nc g |p|2-1 L2
0 = Re H(p) = Re{ - — +— p} Re(pnC)
e H(p) = s p ~_pﬁ‘— p

elde edilir. Bu ise (2.2) egitsizligi ile geligir. O halde her

zeD igin Re H(z) > 0 olmaladir. |z| < |p| igin F(2)= z+A2(p)z2+---
agilimindan

H(z) = H(0) + H'(0)z +---

1
olur,Burada H(0)=-—5{ xng- 2p(n+Z)-2png A, }ve
P
ng 9 2 4 ng 4
H' (0)= —— (5A5~4A,)~ — XNCA +— (M)A + —— (x+|p|™ )
2 J )
p P P P
2 e iz
== x(M)+— (NC+NC+4) + —
p? p P

dir. Re H(0) > 0 ve [H'(0)| <2 Re H(0) den (2.13) ve (2.14)
egitsizleri gikar.
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Agiklama. Teorem 2.2 ve 2.3 de tanimlanan G(z) ve H(z)
fonksiyonlari ve p + ¢ ©zel halinde Teorem 1.2 deki fonksiyonla-
rin aynidir. Buradaki sonuglar &zel halde Teorem 1.2. de verilen
egitsizliklerin genellegtirilmesidir.

Teorem 2.4, F € o(p) ve Z,n edD noktalarina C-F(D) yayinin
u¢ noktalari kargi gelsin. Bu halde

zF'(2) 2 (p-z)z(l-fm)2 P2 2
(2.15) E(z) = —( ) L P(X-PAZ)

F(z) 22 22 2

el (x-p,)z

geklinde tanimlanan E(z) fonksiyonu D de analitik ve D iginde

Re E(z) > 0 dir. Bundan bagka

(2.16) Re p A, > 1
ve

2 2 2
(2.17) Re{ (4A-A,)p -4xpA, }+ x7+ 2lp]® <0

egitsizlikleri vardir.

Ispat.
2F'(z) , (p-Z)z(l-ﬁz)2

)
£(z) z2

e

fonksiyonu z = 0 noktasindaki —p2 residiilii 2. mertebeden kutbu
hari¢ D de analitikdir. O halde
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2F'(2) Gre LY p 2
) b e = e e )
F(z) z2 22 z 2

M) e §

—§2z2+2§ (x—ﬁzz)z

fonksiyonu D de analitikdir. ze 9D igin

zF'(z) , (p-z)(1-pz) 2 9 2
) (——————)%+2 i Im(p°Z +2f)z(x-f)A2))}
F(z) z

Re E(z)= Re{- (

4 zF'z) 9
= |1-Pz| . Rel- ( }30

)
F(z)

olur. Bir z € D noktasinda Re E(z) =0 olsaydi maksimum prensi-
bine gére Re E (z) =0 ve 8zel olarak z = 0 noktasi igin de

2
Re E(0) = Re{ -x -2|p|2+4pr2—p2(4A3—A§) }=o0
olurdu. Oysa bu Teorem 2. nin sonulu ile geligir. O halde her

zeD igin Re E(z) > 0 dir.

Ozel olarak Re E(p) > 0  den

0 < Re E(p) = Re {—(l-lpl2)2"1-2><~“21>A2-|p|4 s2x|p|* -2|p|? pA,}

2
= 2(1-|p| " ) BepiA, = 20+1al” 3,
veya

Re pA2 = B |

gikar. Re E(0) > 0 den (2.17) egitsizligi elde edilir.
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2.2. Katsay1 Problemleri

Burada bir Feo(p) fonksiyonunun A, (p) ve A3(p) katsayilari-
n1 alttan sinirlamaya galisacagiz. Bu ince%eme i¢in " dnce, birim dai-
reyi yarikli bir bdlge lizerine resmeden fe¢ S fonksiyonlarinin ger-
gekledikleri Lowner diferansiyel denklemini hatirlatalim.

Tanim 1. Her te [0,») icin

[ee]

(2.18) flz.t) =e(z + T a (t)zh
2 n

fonksiyonu D birim dairesinde analitik ve yalinkat, 0<s <t< @
icin f(z,s) { f(z,t) gergeklenirse, f(z,t) ye [0,°) araligi

. . 3 .0 . . . . B wi .
lizerinde bir Lowner zinciri denir. Her te[0, ») i¢in e f(z,t)e A dir.

t]fim Etf(z,t) nin bir z(l—u)z)—z, |w| = 1 , Koebe fonksiyonu oldugu
00

biliniyor. ([4], s.176)

Teorem 2.5 ([9],s.159) Her fe S icin f(z,0)= f(z) olmak iizere
bir Lowner zinciri vardir.

Teorem 2.6. (Lowner) fe S igin f(z,t) bir Ldwner zinciri
olsun. n(t) , [0,® ) aralipi ilizerinde tanimlanmig, sonlu sayida
nokta harig siirekli ve |n(t)| =1 olmak iizere bir parametrik fonk-
siyon olsun. Bu kogullar altinda f(z,t),

of (z,t) 14n(t) 2 :
(2.19) —_—= zf'(2,t) ——— , £(2,0) = £(2)
ot ) 1-n(t)z

lineer diferansiyel denklemini saglar.

£(z,t) fonksiyonu |z| =1 iizerindeki n(t) noktasini
f(ele,t) (06 < 2m) yariginin sonlu ug noktasina resmetsin ve
1+n(t)z
(2.20) h(z,t)= —
1-n(t)z
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forikksiyonunu tanimlayalim, Re h(z,t) > 0 aciktir. (2.19) diferansi-
yel denkleminde z2 nin katsayilarinin kargilagtirilmasindan

(2.21) éz(c) ==a2(t) + Zﬁfz)

elde edilir, buradaki nokta igareti t ye gdre tiirevi gdstermekte-
dir.

fesS igin f(z,t) bir Lowner zinciri olsun. etf(z,t)e S
fonksiyonu yardimiyla

f(p,t) f(z,t)

(2.22) F(z,p,t) = e

f(P,t)‘f(Z,t)

ile tanimlanan F fonksiyonu S(p) sinifina aittir ve
F(z,p;0)= F(z,g) dir. |z| <|p| igin
F(z,p;t) = z+ L_ A (p,t) z" ise (2.22) den

=2 R

i

(2.23) Az(p,t) = a2(t) + 0 £. £ 8% )

Et f(p,t)

elde edilir. Her z€ D igin A,(z,t), 2z=0 noktasindaki bir basit
kutbu hari¢ bir analitik fonksiyondur. (2.23) den her zeD -{0}
igin

Af(z,t) % Az(z,t)—Z\Z(z,t)+52(t)—a2(t)
(o, (8, (z,6)-a,(6))?
ve
9f(z,t) : -K,(z,t)
3z % (AZ(Z,t)--a\z(t))2

elde edilir.Bunlari (2.19) diferansiyel denkleminde yerine yazar-
sak, (2.20) ve (2.21) ile birlikte,
4 &
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(2.24) Az(z,c) = A,(z,t) + 2n(t) + zA) (z,t) h(z,t)
olur. Ayrica (2.23) den
Ay(z,t) = —e" £'(z,t).£(z,6)

gikar. Bu halde (2.24) denklemi her zeD ve te[0,» ) icin

t

g ot e £4(z;t)

Az(z,t:) = Az(z,t)+2n(t) - ——————— zh(z,t)
f(z,t)2

gseklini alir. F(z,p;t) fonksiyonunun z = p noktasindaki rezidiisii
o = o(p) ise F(z,p;t) nin tanimindan

2 £(p, )
o(f) = e ————
£'(p,t)

bulunur. O halde agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.7. fe€S igin f(z,t) bir Lowner zinciri olsun ve
F(z,p;t) fonksiyonu (2.22) ile tanimlansin. Bu takdirde (2.19)
diferansiyel denklemi her peD -{0} ve te[0,» ) igin

S
(2.25) Az(p,t)==A2(p,t)+2n(t)+--ph(p.t) ( [n®)]=1)
: a

geklinde ifade edilir,burada a = Res (F,p) ve h(z,t), (2.20)
ile tanimlanan fonksiyondur.
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S$imdi  o(p) sinifinda bir katsayi problemini inceleyelim.

F(z,p;t) ==Z+A2(p,t)zz +... bir destek noktasi oldugunda

Inf |A2(p,t)[
ogt<®o
ol b i6 +10
problemini gozoniine alalim. p =pe  ve w=-e (0<p<1l, 0<6<2m)

olsun. 1lim Et E(Z ) ==z(1—on)z)_2 oldugu biliniyor. Bu nedenle

>
(2.22) den
pZ
Lis PUB PIE) v e Sinae
t->o0 (p-z) (1-pz)
ve
lim | A, (p,t)|= |A, (p)|
£ i 2
elde edilir. O halde
tnf |A,(p,t) | = |A,(p,t )
icton 2 2 o I

olmak ilizere bir t, vardir. Rep A2(p,to) > 1 oldugundan genelli-

gi bozmaksizin A2(p,to) > 0 varsayabiliriz. Az(p,to) nin minimal
6zelliginden

3 1 A(p,t)  Ay(p,t)
(. loglaelp,E) ) = —(—=alfetiy SESaree
at t -t 2 Ay(p,t) A2(p,t)
t=b°
A (p,t.)
i il - . > 0
As(p,ty)

ve A%(p,to) > 0 varsayimi nedeniyle Re Az(p,to)z 0 olur.
0 halde t =ty igin (2.25) bagintisindan
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p
Az(p,to)== Re Az(p,to) > -2 Ren(t ) -Re L;— h(p,ty)}

¢gikar. Bu egitsizlik Az(p,to) > 0 1ile garpilirsa

P o
(2.26) Az(p,to)2+A2(p,to) Re (°;'h(P’to)) > —2Re{n(to)A2(p,to)}

bulunur.
p ==pe16 olmak iizere 0 < p = p olsun. Bu varsayim altinda
(2.13) egitsizligini tekrar yazalim.
ik 2 4
0 < Re {xp"nz -2p p(n+Z)-2p pncA, !

< 5 5.8
= pRe{ x Pn -2ppn-2p"-2p nA,}

veya

-2 g .
-2 Ren(t )A,(p,t_ ) > 2-p “(1-p)" Re pn(t )

olur. (2.26) egitsizliginden
X

@ =2 e o
A, (p,t ) +A,(p,t ) Ref 1 ph(p,t )} > 2- p"(1-p)"Re pin
: o3 Perd e b
¢gikar. 2b = Re{-—'ph(p,to) }ve ¢=2-p"(1-p)” Rep n dersek
o

son egitsizlik
2
Az(p,to) +2b Az(p,to)—c >0
gseklini alir. O < bZ =p varsiyimi ile (2.2) den Re pn < 0

ve bu nedenle de c = 2- 52 (lfp)2 Re pn > 0 dir. O halde son

egitsizligin ¢oziimi olarak
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A, (p,t ) > /(b2+c)- b

bulunur. Az(p,t) nin minimal 6zelligi ile
2
fa, ()| =[A,(p,0)] > A, (p,t ) oldugundan |A,(p)| >vb"+g-b

elde edilir. O halde sonug olarak agagidaki teoremi ifade edebili-
riz:

Teorem 2.2. F €0(p)cS(p) bir destek noktasi olsun. C-F(D)
yayinin ug¢ noktalari Z,n € 9D noktalarina kargi gelsin ve
0<pf = p varsayilim. Bu takdirde F(z) ==z+A2(p)22+... (Jz]< |p])
ise

/4
{2.21) |A2(p)|> Y/(b“+c)- b
1 1+hp
dir,burada o = rezidii (F,p) olmak lizere 2b=Re{—p — |}
= 2 BB
ve c.= 2=p (1-p)” Repn dir.
Sonul. Teoremin kogullari altinda
2 2
(2.28) |A3(p)| > 2b“+c-1-2bV(b " +c)
egitsizligi gergeklenir.
s n
Ispat. Alan teoreminden f(z) = z+ Ez a z €S olmak lizere
n-——

ia3*a§| € 1 oldugunu biliyoruz. Yardimci Teorem 1.2 deki Szdeg-

likten n =2 igin A,(p)- A (p)2 = a --a2 ¢ikar. O halde (2.27)
i S R Rl 2 a2

sizligi gozdniine alindiginda

2
|85(P)[> [Ay(p)| *-1 > 2b74e-1-2by(b +c)

bulunur.
1 £'(p)
Agiklama. p > G Bzel halinde 7;-'='Ez;;§ + 0 ve C+2 oldugun-
dan (2.27) ve (2.28) den sirasiyla |az|>/2 ve |a3| >1 g¢aikar.

Oysa bu sonuglar Kirwan ve Pell'in [5] S nin destek noktasi igin
verdikleri alt sinirdir.
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2.3. Meromorf Fonksiyonlarin A1t Siniflar

Birim daire ilizerinde yalinkat, 0 < p < 1 olmak iizere f(p)=
ve f(0)=f'(0)-1 = 0 kosgullariyla normalize edilmig meromiorf
fonksiyonlarin climlesini S(p) ile gdsterelim. S(p) nin alt sinifla-
rini tanimlayalim [6,8].

Tanim. 2.2. 0 < p <p. 8 1 olmak iizere |z| < r (r >oo) dairesi

ni bir konveks ciimlenin .biitiinleyeni {lizerine resmeden f e S(p)
fonksiyonuna konveks denir. Meromorf konveks fonksiycnlarin ciimlesi
K(p) olsun. Yalniz ve ancak f € S(p) ve her z,po< Tz| <1 igin

f"(Z)
(2.29) Re {1l +z——}<0
f"(Z)
gerceklenmek {izere bir po( O < P < 1) varsa £ € K(p) dir.

Ayrica f € K(p) ise her z €D igin

zf"(z) 20 20z
(2.30) Re { 1 + ———— 4+ ee- 1 €9
£)(z) z=p 1-pz

gerceklenir. (2.30) egitsizligini saglayan fe S(P) fonksiyonlarinin
ciimlesini M(p) ile gdsterelim. p < 2 - V3 icin K(p) =M (p)

ve p > 2 - V3 igin K(p) ¢ M (p) oldugu Royster [10] tarafindan
gosterildi.

Tanim 2.3. Her z € D-{p} igin regiiler, £f(0)=£'(0)-1 =0 ve

£'(z)

g'(z)

1.3 Re{ } >0

gergeklehmek {izere bir geM(p) varsa f(z) fonksiyonuna meromorf
konvekse yakin denir. Meromorf konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi-

ni C(p).ile gosterelim.
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Birinci bdliim Teorem 1.2 de gﬁrﬁldﬁgﬁ gibi bir fe 0 destek
fonksiyonu yardimiyla birim dairede yalinkat ve konveks olan
gc(z), hn(z) g(z) ve h(z) fonksiyonlari tanimlanmigti. Benzer so-

nucu meromorf fenksiyonlar sinifi igin incelemek istiyoruz.

¥(z,p) € S(p) olsun. Teknik nedenle degigkenin bir dénmesini
gbzdniine alalim. p==pe1e (0 < p <1) olmak iizere bir
F(z,p)€ S(p) verildiginde
(2.32) £(z,0) = - F(e” 2,p)
geklinde tanimlanan f(z) = f(z,p) fonksiyonu S(P) sinifinin bir
elemanidir. w = eleze D igin F'(w,p)=£f'(z,p) oldugundan
F(z,p) € S(p) bir destek noktasi iken (2.32) ile tanimlanan
f(z)e S(p) fonksiyonu igin

zE(2) 2
Re‘(=i— )" £ O
f(z)

diferansiyel denklemi gergeklenir.

Simdi Fe d(p) c S(p) olsun ve €-F(D) yayimin ug noktalarinin
TL,n €9D noktalarina kargi geldigini varsayalim. ?==oele(0 <p <l
ve a,b € 3D olmak lizere T = ei a ve n= —e19 b diyelim.
G(eie z) =G*(z) ve H(ei'6 z) =H®(z) dersek, f(z) (2.32) ile

tanimlanan fonksiyon olmak lizere

& zf'(z2) 2 (sz)z(lvOz)z 02
(2.33) G (z) = ( ) = -— %0 az
f(z) az (a-2) az
ve
£(2) 2 (b#z)z(a-z)2 ab z
(2,34) H*2) = = (—m ) + -

2f'(2) abz(e-2) (1-pz) 0z oab
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olur. Her zeD igin Gx(z) ve Hx(z) fonksiyonlari analitik ve
her ze D igin

Re Gx(z) >.0 o Hx(z) > 0

dir. 67(z) ve H (z) fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan iki fonk-
ciyonun C(p) sinifina ait olduklarini gostermeye galigalim.

Teorem 2.9. f£(z), (3.4) ile tanimlanan fonksiyon olsun. Bu
halde

R ol TP ST R
(2.35) g(z) = 1 [( ) 40 e |
4 £(t) (p-£)"(1 pt) t
fonksiyonu meromorf konvekse yakindir.
é(a-z)2
lspat. k'(z) = 5 fonksiyonu gbzoniine alalim.
(p-z)2(1-pz)
Logaritmik tiirevle 2k"(z2) 22 20z 22
1+ = 1% + -
k'z) p-z 1-pz a-z
ve buradan
zk" (z) 2p 20z z+a
Re{ 1 + “ - } = Re { }<o0
k'(z) z2=p 1-pz z-a

elde edilir. O halde k(z)e M(p) dir. G (z), (2.33) ile tanimlanan
fonksiyon ise (2.35) den

g'(z)

k'(z)

= Re G (z)> 0

Re

ve Tanim 23'e gore g eC(p) olur.
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1 z
Yardimci Teorem 2,1. S(r,0) = Re { - }
i0 YR 3908
olsun,burada z = re ve U< p <l “dir, Bu takdirde

Y3 cpace s} igin S(r,6) fonksiyonu maksimum degerini z=r
noktasinda alir.

Ispat. Belirli bir r igin A(6)==r2—2rpcose +pz ve
B(6) = 1-2pr cosH +p2r2 dersek

rcosf-p rcosf -pr2
S(r,0) = —
A(B) B(6)
ve
ds(r,0) rsinf. q(r,0)
de A(8)2.8(6)2
olur,burada

a(r,8) =(1-p% £2)a(8)%-(r2-p?)B(6)2

dir. 2 - /3 <p <r <1 igin

202 (102 Y= (1op Yl (1 =0 ) 10" 3

cosltl =
20r(1+p2)

olmak iizere q(r,a) = 0 ve bu nedenle de Sé (r,0)= 0 denkleminin
kdkleri 6= 0,m ve o dir. Kolayca goriiliir ki Sg 0 < Qs
Sg (r,m) <0 ve Sg(r,a) > 0 egitsizlikleri gergeklenir. S(r,9)

nin tanimindan, 2 - V3 < p < r < 1 icin

l-r2

S(r,0) = Drteaty
(r-p) (1-pr)
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: (p-2z)(1-pz)
Ispat. ¢(z) = -ab fonksiyonunu gozoniine
(z+b)%(z-a)2

alalim. Logaritmik tiirevle

$"(z) 1 z b-z atz
192 = p{ e } o+ +
$'(2) z-p 1-pz b+z a-z

elde edilir. Yardimci Teorem 2.1 ve 2.2 den, 2 - /3 <p<r <1,

\ L e
z = re igin

¢"(2) b-z a+z
Re { 1+z } =p S(r§ )+Re + Re
¢'(2z) b+z a-z
b-z a+t+z
< p max S(r,0) + max Re + max Re
§) 6 b+z ) a-z
p(1-r2) 2(1+1)
= +
(r-p) (1-pr) 1-r

-pr2+2(1—p+p2)r—p

= (1l+r)
(1-r) (r-p) (1-pr)
bulunur.
L 2 2
7 ==r1(p) =— [1-p+ p"+(1-p) V(14p")]
o

olmak ilizere p < r, L e = ig¢in



i

o

and B.Pell, Extienal Pr
‘Conformal Mappings. Michigsa Matl
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