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Ö Z E T

Çok değişkenli veri analizinde, değişkenler arasındaki 
bağımlılığın incelenmesi regresyon ve korelasyon teknikleri 
yardımıyla yapılabilmektedir. Ancak, değişkenler arasındaki 
bağımlılığın söz konusu olmadığı, yahut değişkenler arası 
ilişkilerin yapısı hakkında ön bilgilerin bulunmadığı haller­
de başka tekniklere gereksinim vardır.

Bu çalışmada, çok boyutlu veri analizinin önemli yön­
temlerinden biri olan ana bileşenli faktör analizi çerçeve­
sinde, üç girişli veri tabloları incelenmiştir.

Ana bileşenli faktör analizi yardımıyla üç girişli veri 
tablolarının incelenmesi oldukça yeni olup, uygulanmasında 
bazı güçlüklerle karşılaşılmaktadır. Bu güçlüklerden en önem­
lisi, iki girişli veri tabloları için varolan ve ana bileşen­
leri verilere bağlayan yeniden kuruluş formülünün, üç giriş­
li tablolara genelleştirilmesinde ortaya çıkmaktadır. Bu ça­
lışmada, bu tür tablolarda kullanılmak üzere, bir yeniden 
kuruluş formülü önerilmektedir. Hem ana bileşenli faktör 
analizini uygulamak ve hem de formülün geçerliliğini sağla­
mak amacıyla, üç girişli tablolara model olarak bir ekonomi 
problemi seçilmiştir.

Giriş Bölümünde: Çok boyutlu veri analizindeki istatis­
tiksel yöntemlerden kısaca söz edilmiş 've ana bileşenli fak­
tör analizi yöntemiyle ilgili yapılmış araştırmalardan bazı­
ları tanıtılmıştır. Ayrıca, iki ve üç girişli veri tablola­
rında göz önüne alınan yeniden kuruluş formülleriyle ilgili 
son yıllara kadar yapılan bazı çalışmalara değinilmiştir.

Birinci Bölümde: Verilerin çok boyutlu uzayda oluşturdu­
ğu nokta bulutunun, mümkün olduğu kadar az bilgi kaybı ile, 
daha küçük boyutlu bir alt uzayda gösteril imine çalışılmış­
tır. Veri tablosunun satırlarını oluşturan bireyler ile, ko-



lortlarını oluşturan değişkenler yardımıyla, araştırılan alt 
uzaya ait ana eksenlerin bulunması problemi, değişik yönle­
riyle ele alınarak incelenmiştir. Ayrıca bu yöntemde; prob­
lemin çözümünün üzdeğer-(3zvektör araştırılması problemine 
dönüştürülebileceği gösterilmiş ve özvektürlerden ana bile­
şenlere geçiş formülleri çıkartılarak, bileşenler yardımıy­
la asıl veri tablosunun yeniden kuruluşunu sağlayan formül 
elde edilmiştir.

İkinci Bölümde: İki girişli veri tabloları için var 
olan yeniden kuruluş formülü, üç girişli tablolar içir: kul­
lanılabilecek daha genel bir halde verilmiş ve bu formülün 
ana bileşenlerle olan ilişkisi gösterilmiştir. Varlığı ve 
tekliği son yıllarda ispatlanmış bulunan söz konusu formül, 
üçüncü basamaktan etkileşimleri kapsamak suretiyle, üç boyut­
lu verileri ana bileşenler cinsinden tam olarak ifade edebil­
mektedir. Yalnız ikinci basamaktan etkileşimlerin alınması 
halinde dahi, yeterli bir yaklaşım sağlayabilmektedir.

üçüncü Bölümde: Ana bileşunll faktör analizi yöntemiy­
le ilgili, FORTRAN IV dilinde geliştirilen, oldukça genel 
amaçlı bir programın algoritması tanıtılmış ve program çı­
kışlarının yorumunda kullanılan istatistiksel kriterler 
özetlenmiştir.

Dördüncü Bölümde: ülkemizin ekonomik yapısını belirli 
ölçüde yansıtan, son yıllardaki ihracat problemi ele alına­
rak, bu problemin istatistiksel analizi yapılmıştır. 1976/80 
yılları arasında, ülkemiz ihracat ı ıııia önemi i rol oynayan 
ürünler "Değişken" ve ihracatta önemli payı olan ülkeler 
"Birey" olarak seçilmiş ve böylece her yıl için oluşturulan 
(25 x 12) boyutlu veri tablolarının ana bileşenli faktör 
analizi yapılmıştır. Ayrıca; iki ve Uç girişli karşılaştır­
ma tabloları için önerilen yeniden kuruluş formüllerinden 
elde edilen sonuçlar ile, başlangıç tabloları karşılaştırıl- 
mıştır.
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Son Bölüm sonuçlara ayrılmıştır. Burada, analiz sonuç­
larının genel bir değerlendirmesi yapılmıştır.

Analiz sonucunda elde edilen tablo ve grafikler E k 'te 
verilmiş tir.
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S U M M A R Y

Regression and Correlation techniques can be used in 
the investigati'on of dependence in such situations where a 
variable of a multivariate system depends on other variables. 
However, if a differentiation between dependent and indepen- 
deni variables is not a matLor of iıııportaııce, in other words 
if ali the variables carry ecjual importaııce from the point 
of view of the purposes of the investigation, then it is 
essential that other teclıniques will be used in the analysis 
of dependence. The techniques included in this category are 
useful especially when there is not sufficient information 
about the structure of the relationship between the variables

Starting with the Principal Component Analysis method 
and witlı the introduction of formula maintaining the reestab- 
lishment of the starting data table, an analysis of an eco- 
nomical problem closely related to the recent export struc­
ture of Turkey was nıade to prove the conformity of this for­
mula. .

In the introduction chapter, the initiation of multi- 
dimensional data analysis methods and its development has 
been briefly given and the principal component analysis met­
hod and its relation witlı the other multivariate methods has 
been explained. Also, the work carried out on the formula 
whiclı maintain the reestâbl i.shıııent of the starting table 
witlı the uid ol' principal component has been suınmarised.

In the first section, the principal component analysis 
method and the basic hypotlıesis on which it depends has been 
introduced and the related formula are given, also the 
analysis has been investigated from the geometrical point 
of view and the calculations are established more clearly.
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The aim of principal component analysis method is to 
reduce the number of dimension of the problem by using vari- 
ables related to the problem and by creatiııg a few artificial 
variables. In the maintaining, soıııe information in the data 
matriy. is naturâlly lost, stili the method depends on the 
principal of finding and optimum soiution in such away to 
minimize the information loss. Iıı the ınost general sense, 
the principal component analysis method conslsts of looking 
for the liııear combinatioııs of the origiııal variables by 
summarising the starting data table and with the minimum 
information loss possible.

Af ter cstabl isli i.ng the basis ol' Life method, ali the 
definitions and the calculation ınethods reguired for the 
analysis are given, at the end of the first section the 
geometrical study of the principal component is made and 
the principal component under the hypothesis normal distri- 
bution is investigated as well.

In the second section, starting with the principal 
cdmponent, the formula which provided the reestablishment 
of the starting table are introduced. The validity of the 
two way contigency tables of a formula is shown, follov/ed 
by an investigation of a more general formula which can be 
u£ed for the three way tables. Especially in the situation 
where the number of the seiected variables is great, this 
formula gives results close to the starting data table.

In t he Ilı iril sootioıı, the Algorithm of Lho general 
purpose program which can ıııake ali the reguired calculations 
about the principal component analysis method and which is 
coded in FORTRAN IV language is given. This program is prepared 
to analyse (50 x 50) data matrix and to give the results as ' 
appropriate tables and graphs. The algorithmic structure 
of the program can be summarised as follows;
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i. It reads the data table with the required FORMAT,

ii. Starting with the data table it calculates the 
correlation (or covariance) Matrix,

Lii. LL calculates Llıe eigen values and eigen vectors 
of the correlation (or covariance) ıııatrix with the aid of 
iteration method,

iv. Starting with the eigen values and eigen vectors 
and using the transformation formula it calculates the 
cofficients of principal components,

v. Since the calculated eigen values are defined as 
the variance of principal components, it gives the eigen 
value percentages, accumulated percen^ages and the histo- 
grams of the eigen values as appropriate tables,

vi. If required, it prints the data table and its
correlation ınatriq in an appropriate way,

vii. It. gives the quality of the figüre, the average
and standart deviation of the variables and the calculations
of the contribution ratio and thus helps the discussion of 
the results,

viii. It prints the graphs of the calculated principal 
components in the reguired pianes.

İn Uıe forth section the results and discussion ob- 
tained as a resuit of application of a program of principal 
component analysis method to an economical problem which is 
possible to be investigated statistically is given. The re­
sults obtained by the application of the related program to 
the five (25x12) data matrix created in accordance with the 
last five years exports of Turkey can be summarized as follows;
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i. As a result of analysis made by evaluating the 
data matrices in various ways, it is found that the first 
four components are generally meaningful. The possibility 
of explaining the properties, which can be expiained with 
12 variables, by four eguations which are found as the İinear 
components of these variables shows that this analysis is a 
very effective dimension reducing method for the used data.

ii. iVlıeıı Lhe C i ve yeniri;* export guunt il Los botween 
1976/80 is aııalyzed by takiııg the time dimension into ac- 
count, it is observed that the types of products that Turkey 
has exported to the neighbouring couııtries are accumulated 
at the same side of the principal components. This can be 
considered as there is no significant clıange in the export 
structure.

iii. When the calculated components of the countries 
and the relative placement of these countries are observed 
on the graphs, it is seen that the countries having the 
same geographical character are accumulated at the same 
place. Stili it is observed that some countries are very 
closed to the components and some are very far.

iv. Although the results obtained from the analysis 
of the three way kjjrp tables contains the results of two 
way k tables, it is possible to see nıore clearly theX J
grouping of both the countries and the products in the 
analysis of the three way tables.

v. The reestablishınent formula proposed for the data 
tables of correspondance analysis contains density functions. 
Since İL is possible to puss from the correspondance analysis 
to principal component analysis with the aid of appropriate 
transformations, a formula which maintains the reestablish- 
ment of the three way tables can be given in the principal 
component analysis. In this study, a reestabiishment formula



for three way contigency tables is proposed to be used in 
the principal component analysis method.

vi. By analysing the result obtained from two and 
three way contigency tables the similarity with the starding 
table is observed. This means that, the formula put forward 
are very useful in the principal component analysis method.

The tables and graphs obtained as a result of the 
application of the program related to the analysis are 
given in the appendix.
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S E M B O L L E R

c : (p x p) korelasyon matrisi.

d(xl xj ) ,. yg x vektörleri arasındaki uzaklık.

dİjt : k^j. ölçümünün ölçümler çarpımına 
göre yoğunluğu.

DX
: Köşegen üzerindeki elemanları özdeğerler 

olan (p x p) köşegen matris.

Si- : rp  uzayına ait birim vektör.

E (Xı) : x^ vektörünün beklenen değeri.

F (x^ ) : Normlu değişkenlerin dağılım fonksiyonu.

fIJ : İki girişli frekanslar tablosu.

f IJT : Uç girişli frekanslar tablosu.

G (i) : Ana bileşenlerin dağılım fonksiyonu

%
: Bireyler bulutunun ağırlık merkezi.

h
: Değişkenler bulutunun ağırlık merkezi.

IP : (p x p) Birim matris.

J : Jakobiyen.

kIJT : Uç girişli veri tablosu.

kIJ : İki girişli veri tablosu.

k : Veri tablosunun elemanlar toplamı.

KI : İzafi katılma payı.
KM : Mutlak katılma payı.

K o r U 1, xj ) . ve x arasındaki korelasyon katsayısı.

Ko v ( x \  X3 ) : X 1 ve X3 arasındaki kovaryans.

M : Seçilen uzaya ait metrik.

r2 : Gösterilimin kalitesi.
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Rn , RP : n ve p boyutlu reel uzaylar.
S j : Normlu değişkenlerin bileşenlerine ait Varyans

U : Bireylere ait «.ana eksenin birim vektörü.üt
u : (p x p) özvektörler matrisi.
V-  a : Değişkenlere ait a.ana eksenin birim vektörü.
Var U 1) : X 1 değişkeninin varyansı.
X : (ıı x p) veri tablosu.
X' : (p x n) veri tablosunun transpozesi.
*X : (n x p) Veri tablosunun yaklaşık değeri.

*i : Bireyler bulutunun elemanı (i“ 1, ....... n ) .

Kj : Değişkenler bulutunun elemanı (j = 1, ...., p) .
c X 1, ^ 3>m : X1 ve x^'nin M'ye göre skaler çarpımı.

İl*1 1 İM : X 1 vektörünün M normu.

*o : Ek olarak seçilen birey.
OX : Ek olarak seçilen değişken.

Y : (n x p) Merkezi veri tablosu.

Au : Bireylere ait o ana eksen.

\ : Değişkenlere ait r. ana eksen.
L : Lagrange'yen.

Au : Öz değerler (u=l, ....... p) .
j. : Normlu bireylere ail ana bileşenler vektörü.

: Normlu değişkenlere ali ana bileşenler vektörü

pij : i. ve j. bileşen arasındaki korelasyon katsayı

°ij : i. ve j. bileşen arasındaki kovaryans.
£ : Varyans-Kovaryans matrisi.

: Ek bireylere ait ana bileşenler vektörü.
: Ek değişkenlere ait ana bileşenler vektörü.



T : Bireylere ait âna bileşenler vektörü.
f : Değişkenlere ait ana bileşenler vektörü.
*'f : Zaman ile ilgili ana bileşenler vektörü.

Np : p değişkenli normal dağılım.
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Çok değişkenli dağılış gösteren herhangi bir siste­
min değişkenleri arasındaki birlikte değişimin yorumlanma­
sı gereksinimi, çeşitli boyut indirgeme yöntemlerinin kul­
lanılmasında en önemli nedenlerden biri olmuştur. Bu yöntem­
lerin pek çoğu, veri tablosundan elde edilen bazı özellik­
leri kullanarak, bireyler veya değişkenler arasındaki iliş­
kileri, anlaşılması ve yorumu daha kolay bir şekle sokmayı 
amaçlarlar.

Günümüzde, Faktör Analizi (1 -6), Karşılaştırma Ana­
lizi (7 - lû), Çok Boyutlu ölçekleme (8, 11), Kanonik Analiz 
(12< 13) ve Ana Biieşenli Faktör Analizi (14 -16) gibi çok 
değişkenli istatistiksel yöntemler, özellikle uygulamalı 
bilim dallarında yaygın bir biçimde kullanılmaktadır. Bu 
yöntemlerin dayandığı temel ilkeler çok eskilere dayanmak­
la birlikte, gelişmeleri oldukça yenidir.

Faktörel yöntemler içerisinde en eski olarak biline­
ni, psikologlar tarafından ortaya atılıp geliştirilen kla­
sik Faktör Analizi olup, bu yöntemin ilk uygulamaları psi­
koloji alanında olmuştur. Faktör Analizi, bir değişken ta­
kımı arasındaki ilişkilerin analizi amacıyla geliştirilmiş 
yöntemlerin, genel anlamda bir adlandırılması olarak kulla­
nılmaktadır. Bu değişkenler, test skorları, anket y a n ı t l a n  
veya istatistikse) kestirme 1 er olabilirler. Faktör Analizi­
nin bazı yöntemleri, zihni kabiliyetlerin temel yapısını 
konu alan özel hipotezlerin açıklanması için geliştirilmiş­
tir.

Başlangıçta C. SPEARMAN (17), H. THURSTONE(18) ve C. 
BURT (19) tarafından temelleri atılan ve geliştirilen bu 
yöntemler yardımıyla, verilerden elde edilen sonuçlardan 
başka, doğrudan doğruya gözlenemeyen veya gözlemlerin dışın-
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da kalan birtakım değişkenler de ortaya çıkarılmaktadır. 
Böylece, psikolojik testlere tabi tutulan kişiler üzerinde 
elde edilen sonuçlar, bellek, zekâ, çalışma gücü, .... gi­
bi çok az sayıdaki birtakım gizli faktörlerle açıklanabil- 
mektedir (20, 21). Psikologların kurduğu bu yöntemler, bil­
gisayar olanaklarının da artmasıyla kısa zamanda gelişerek, 
çeşitli varsayımlara ve matematiksel kurallara dayanan daha 
değişik analiz yöntemlerinin doğmasına yol açmıştır (22-28).
Bu nedenle, psikologları çok boyutlu veri analizi dünyası­
nın keşfinde ilk öncüler olarak kabul edebiliriz.

Veri analizlerindeki başarılı çalışmaları ile tanı­
nan J.D. CAKOLL, J.B. KRUSKAL, W.S. TORGERSON, G. YOUNG,
R.N. SIIEPARU gibi isimlere Psychometrika adlı bültende rast­
lıyoruz. Bu istatistikçiler, psikolojik deney veya gözlem­
lerden elde edilen veri tablolarının gösterilimleri ile ilgi­
li olarak, çok boyutlu ölçekleme adı altında güçlü ve başa­
rılı teknikler geliştirmişlerdir (29-31).

H. HOTELLING, yine G. SPEARMAN (17) ve K. PEARSON (32)'m 
yaptığı çalışmalara dayanarak ilk olarak 1930'larda Ana Bile- 
şenli Faktör Analizi yöntemini ve 1936'larda da yine ilk ola­
rak Kanonik Analiz yöntemini ortaya koymuştur (33).

Çok değişkenli istatistiksel yöntemler içerisinde, 
kovaryans yapısının incelenmesinde kullanılan en etkin yön­
temlerden birisi Ana Bileşenli Faktör Analizi yöntemidir (4G- 
54). Başlangıçta, psikoloji alanında kullanılan bu yöntem, 
zamanla ekonomi (34, 35), iktisat (3G, 37), ziraat ve hay­
vancılık (38, 39), madencilik (40), ekonometri (41) ve tıp 
(42 -45) alanlarında da yaygın bir biçimde kullanılmaya baş­
lanmıştır. Analiz objektif olarak, başlangıç değişkenlerinin 
maksimum varyanslı lineer kombinezonlarının araştırılması 
esasına dayanır, özellikle, araştırmada kullanılacak değiş­
ken sayısının çok olduğu durumlarda değişkenlerin çok boyut­
lu örnek içerisinde teker teker incelenmesi oldukça zordur ve 
yanlış kararlar vermeye neden olmaktadır. Bu nedenle, başlan-



gıç değişkenleri yerine, bunların lineer kombinezonlarından 
oluşan ve kendi aralarında korelasyonsuz yeni bileşenler 
İncelenmektedir. Metod, büyük varyansı içeren lineer kom­
binezonların araştırılması esasına dayandığından, küçük var- 
yanslı lineer kombinezonlar ihmal edilmektedir. Bulunan ye­
ni değişkenler tamamiyle yapay olup, bir anlamda sistemin 
temelinde var olan esas faktörler olarak kabul edilebilir­
ler. FaktörTer her değişkeni az veya çok etkiledikleri için­
dir ki, değişkenlerle faktörler arasındaki korelasyonlar or­
taya çıkmaktadır.

Faktör Analizi yöntemlerinden olan Karşılaştırma Ana­
lizi yöntemi de 1960'lardan sonra J.P. BENZECRI tarafından 
geliştirilmiştir (55-58). Aslında yöntemin esaslarını H.D. 
HIRSCHFELD (29) ve R.A. FISHER (59)’in 1935-1940 yılları 
arasında tesadüf tabloları üzerine yaptıkları çalışmalara 
kadar götürmek mümkündür. Ancak, o zaman yapılan çalışmalar, 
klasik istatistiğin çok dar çerçevesi içerisinde kalıyordu. 
Konuyla ilgili olarak, son zamanlarda uygulamaya yönelik ba­
zı çalışmaların da yapıldığı görülmektedir (60, 61).

J.P. BENZECRI'nin çalışmalarıyla veri analizinin esa­
sını teşkil eden deskriptif yapıya ait cebirsel özellikler 
de kullanılmaya başlandı (55, 62). Aslında, uygun değişken
dönüşümleri yardımıyla, bu yöntemden, Ana Bileşenli Faktör 
Analizi yöntemine geçilebildiği gibi, onu Diskriminant Ana­
lizi' nin özel bir hali saymak, hatta verilerin ayrık kodlan­
ması halinde de Kanonik Analiz'in özel bir haline indirgemek 
mümkündür (59, 63, 64, 65). W.S. TORGERSON, M.O. IIILL ve L.
GUTTMAN, Kaı ş l J aştırma Anuiizi'ni bir ölçeklenıe yöntemi ola­
rak yorumlamışlardır (66).

İki girişli tabloların Karşılaştırma Analizi'ni, çok 
girişli tablolara genelleştirmek için birçok yöntem vardır. 
Bunların ilk örnekleri, 1964'te J.P. BENZECRI ve 1965'te de
B. ESCOFIER-CORDIER tarafından verilmiştir (62, 67). Fakat
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en önemlisi, 1972 yılında yine J.P. BENZECRI tarafından ge­
liştirilen bir yöntemdir ki, bunun da ana prensipleri, C. 
BURT'un 1950 yıllarında yaptığı çalışmalara dayanır (19).
Bu konu ile ilgili olarak, özellikle J.D. CAROLL (31) ve P. 
HORST (68)'ın yaptığı ve M. MASSON (69)'m bunlara dayana­
rak gerçekleştirdiği çalışmaları, yakın tarihilere kadar ya­
pılan son çalışmalar olarak söyleyebiliriz. Karşılaştırma 
Analizi yöntemini, H. UOTELLING'in Kanonik Korelasyon Ana­
lizi 'ııin özel bir hali olarak da düşünebiliriz (66).

C. ECKART ve G. YOUNG verilen (ıı x n) boyutlu bir 
K IJ = j)| i, j € (1, n)) tablosuna karşılık, en küçük
kareler anlamında, p. basamaktan yaklaşık bir tablo bulma 
problemi ile ilgili olarak basit ve tek bir çözüm elde et­
mişlerdir (70). İki girişli tablolar için verilen bu formü­
lü, J.D. CAROLL ve J.J. CHANG üç girişli tablolara genelleş­
tirmek istemişlerse de, çözümün tekliğini sağlayamamışlardır 
(30, 31, 55, 71).

İki girişli veri tablolarına uygulanan klasik Faktör 
Analizi yöntemleri, Uç girişli tablolar için yetersiz kal­
maktadır. Bu nedenle, daha değişik yöntemler kullanmak ge­
rekir. Bu konuda geliştirilmiş ilk ve forınel çalışma, Uç 
girişli karşılaştırma tablolarının, Lojik tablolara dönüş­
türülmesi esasına dayanır (55).

Verilerin Ana Bileşenler yardımıyla ifade edilebilme­
sinin zorluğu, üç girişli veri tablolarının analizinde, son 
zamanlara kadar, en önemli problemlerden biri olarak kabul 
edilmekteydi. Ancak, bu problem 1982'den beri, üçüncü basa­
maktan etkileşimleri de içermek suretiyle, üç boyutlu veri­
leri, Ana Bileşenler cinsinden tam olarak ifade eden bir 
formülün verilmesiyle çözülmüş bulunmaktadır. Sadece ikinci 
basamaktan etkileşimlerin alınması halinde bile, yeterli bir 
yaklaşım elde edilebilmektedir (72).



A . BEMER tarafından ilk defa W *  verilen Uç 
airişli tablolar için yeniden kurulu, formülü 
ma Analizi* nde uygulanarak, başlangıç ««“  ta) osu.
Ç 3 yakın sonuçlar ortaya çıkarmıştır 0 2 ) .

BU çalışmada, varlığı ve tek lig i toorik olarak ka­
tlanan en genel anlamda yeniden kuruluş formülünün. An 

nıtianaıı lterek 1 i düzol.tmeler yapıl-

- - - - -  5L‘; „
F o r m ü l ü n  geçerlilüjini ortaya koymak bakımından. uygülam
olarak. T ü r k i y e ’nin 1916/80 yılları arasındaki ibraca

seç ilmiş t ir•
. I t ü üilqi İşlem MerkeAnaliz ile ilgili programlar. 1.1. •

2İ.„ne nazırı. M  ve tüm u y g u l a m a l a r  bu m e r k e z d e k i
Elektronik Hesap Mak.inasr *ndn gerçekleştirilmiştir.



B Ö L Ü M :  I

ANA B1LESENLI FAKTÖR ANALİZİ YÖNTEMİ

I . I . TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Genel olarak p tane deyişken arasındaki ilişki, bu 
değişkenleri ana bileşenler adı verilen ve aralarında kore­
lasyon bulunmayan yeni değişken takımına dönüştürerek ince­
lenir. Gerçekte, değişkenlerden ana bileşenlere yapılan dö­
nüşüm, koordinat eksenlerinin, birçok özellikleri olan yeni 
bir koordinat sistemine dönüşümünden ibarettir. Eğer, veri 
tablosundaki informasyonun büyük bir kısmı ilk iki ana bile­
şen tarafından açıklanabilınişse, analiz gerçek anlamda ba­
şarılı olmuş demektir. Bununla birlikte, eyer değişkenlerin 
tümü kendi aralarında korelasyonsuz ise, Ana üileşenli Fak­
tör Analizi yöntemini uygulamanın pratik yararı olmaz (14).

Burada, öncelikle çok boyutlu veri analizlerinde kul­
lanılan bazı temel tanım ve kavramları vereceğiz.

1.1.1. VERİ TABLOLARI
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Veri analizinde genellikle (nxp) tipinde

/■
X =

ı
,1
C2

ı
x

\ n

(1.1)

bir X tablosu göz önüne alınır. Bu tablo, p değişkeninin her 
biri üzerinde yapılmış n tane ölçümünün sonuçları olarak yo­
rumlanabilir. Buna göre, tablo
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X = (x) x?    xp )

veya
x = İ2SX < *2 '    * J

olarak yazılabilir. Birinci halde Rn uzayına ait p değişke­
nin, ikinci halde de RP uzayına ait n bireyin, oluşturduğu 
iki nokta bulutu elde edilir.

1.1.2. ÇOK BOYUTLU VEKTÖRLERİN MOMENTLERİ

Beklenen Değer: Herhangi bir şans vektörünün bek­
lenen değeri E (x^) ile gösterilir ve

E(xi) = [ E (x^) , E(x?) , ............   E (xP ) J (1.2)

olarak tanımlanır.

Benzer şekilde, beklenen değerlerden oluşan matris 
tanımlanabil ir.

•jKovaryans: x^ vektörünün ve x^ gibi iki bileşeninin 
kovaryansı

Kov(x|, x^) = E{ [x| - E(x^)J[x^ - E (x^))}

= E (x ■? x*) - |E(x]> J l E (xk: ) j (1.3)

ı) ■ ,Jk

formülü ile verilir.

Eğer j = k ise (1.3) formülü x^ elemanının varyansını
ifade eder. Yani,

Var(x^) = E{|x| - E (x|)J2)
olur.
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Genel olarak, p bileşeni i Xp şans vektörünün varyans 
kovaryans (veya varyanslar) matrisi tanım olarak,

E = E{ - E <Xi}JlXi - E J ’ >

formülü veya açık olarak,

0 12 ........  ü lp

° 22   °2p
£ =- • • . I (1.4)

o .  a n .......... opl p2 pp

matrisi ile verilir.

Ayrıca, a^ e R (i = .1, 2,    p) (Burada R Reel
sayılar kümesidir) ve

a' x. = a x + a2 x ?. +  + ap x^

olmak üzere
P P 

j
Var (a' x,) = y >• a. a . o . . = a '  l a  " -1 i-1 i=l 1 3 13 -

şeklinde tanımlanır. Benzer olarak,

bj fe R (i = 1,    p) ve

b ‘ Xj = b. \ }  + b., x? + ......... ı b x?— — i 1 i 2 1 p ı
için

P PKov(a' X; , b' x.) = E E a. b o . . = a'E b
i=l i=l 1 J 13

yazılabilir.



A ve B sırasıyla reel elemanlı (r x p) ve (s x p) 
matrisler olmak üzere yukarıdaki kavramlar?
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Y = 

alınarak

AX , Z = BX (1.5)

Kov <Y, Y) = A >: A ’
Kov (Z, Z ) = U >; U ' (1.6)
Kov (Y, Z) = A l  B*

şeklinde yazılmak suretiyle, matris notasyonuyla gösterile­
bilirler .

İ kKorelasyon: vektörünün x^ ve x^ bileşenleri ara­
sındaki korelasyon katsayısı,

ile verilir.

Kov (x^, x^)

\ / Var(x1) Var(xk )
(1.7)

*1 kEğer ve x^ bağımsız iseler, Kovaryans ve dolayı­
sıyla korelasyon katsayısı sıfırdır.

Genel olarak x^ vektörünün korelasyon matrisi

1 P12 ..........  Pı

1
c - Pi2

’lp

Jp (1 .8 )

^Plp P 2 p ..........

ile tanımlanır. Böylece, varyans-kovaryans matrisi ile kore­
lasyon matrisini birbirine bağlayan,
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C = D<— ) Z D(— ) o . o .1 1

Z = D(0;L) C D (ai)
(1.9)

(Burada D (cr ) matrisi, standart sapmalardan oluşan 
köşegen matristir) bağıntıları yazılabilir.

I. i.3. NORM

M, simetrik pozitif definit bir matris olmak üzere, 
r P uzayına ait herhangi x^ ve xj elemanlarının M'ye göre 
skaler çarpımı tanım olarak,

üj>M = -i M -j = M(-i' -j* (1.10)

şeklinde verilir.

R^ uzayındaki herhangi bir x^ elemanının Normu ise 
|| Xyll i-*-e gösterilir ve

II Jtjr = X[ M xi (1.11)

olarak tanımlanır.

Böylece Rp veya Rn uzayında simetrik pozitif definit
bir M matrisi verilmekle, bu uzaya Euklidyen bir yapı veril­
miş olur. Burada M 1ye, uzayın metriği denir.

Uzaya ait iki eleman arasındaki açının kosiniisü,

•üi' ü i mCos Ü = ------- J-- -----  (1.12)
II *i Hm  HüjiİM

şeklinde tanımlanır. Ayrıca, nokta bulutunun elemanları ara­
sındaki uzaklık M metriğine göre.
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d2 (xA, Xj) (i£i - Xj ) ' M  (Xi -Xj )
(1.13)

formülü ile verilir.

I Birim matris olmak üzere M = I için,

2
(1.14)

d ' > = " i<j) '  ̂ ~ x j >

yazılabilir.

1.1.4. ANA BKSBNLEK

Veri analizinde amaç, veri tablosondan elde edilen 
nokta bulutunu daha az boyutlu, özellikle iki boyutlu, uzay­
da göstermektir. Bunu gerçekleştirebilmek için, ele alınan 
nokta bulutunun, söz konusu alt uzay üzerine izdüşümü alı­
nır. Öyleki, izdüşüm sonucunda noktalar arasındaki uzaklık­
lar en az düzeyde değişmelidir. O halde, öyle bir indirgenmiş 
alt uzay (izdüşüm düzlemi) bulmalıyız ki, noktalar arasındaki, 
uzaklıkların, izdüşüm sonucundaki değişimi minimum olsun. 
Başka bir ifadeyle, noktaların indirgenmiş alt uzay üzerin­
deki dik izdüşümleri arasındaki uzaklıkların kareleri top­
lamı maksimum olmalıdır.

Ana düzlem adını vereceğimiz izdüşüm düzlemini belir­
lemek için, bu düzleme ait A ; ve A , gibi Lk L doğrunun bulun­
ma:: ı yeı er I i ol aoaktır (!,‘ok il: 1.1).

Aı ve A 2 doğruları dik iseler, bireyler bulutuna ait 
herhangi xo ve Xj elemanı için,

d 2 (xî, x t )  = d ? (a., u •) + d 2 (h., B-) J J J (1.15)



*  *izdüşümleri ve a^, oij ile g^, g^ 1er de sırasıyla x^ ve x̂. 
nin A ve A 2 eksenleri üzerindeki izdüşümleridirler.

Açıktır ki, noktalar arasındaki uzaklıkların kareleri, 
a'lar arasındaki uzaklıkların kareleri ile g ' lar arasındaki 
uzaklıkların kareleri toplamına eşittir.

d 2 ( oı̂ , a j ) uzaklıklarını maksimum yapan Ax doğrusu 
ile, doğrusuna dik olup d ? (g^, g^) uzaklıklarını maksimum 
yapan A2 doğrusu bulunarak, söz konusu izdüşüm düzlemi elde 
edilir. Ancak, nokta bulutunu üzerine izdüşüreceğimiz alt 
uzayın boyutu k ise, Â  ̂ ve A-, doğrularından başka, A-,, A ^ , 
.......,Ak gibi (k-2) tane daha ortogonal eksenin benzer yol­
la bulunması gerekmektedir. Araştırılacak olan bu doğrulara 
aııa eksenler adı verilir.

1.1.5. NOKTA BULUTUNUN YERİ

Analizde, nokta bulutunun orijine göre durumundan çok, 
uzaydaki şekliyle ilgilendiğimizden, ana bileşenlerin orijin­
den geçmesi gerekmez. Ancak, pratik birtakım yararlar sağla­
ması bakımından, söz konusu bileşenlerin ağırlık merkezinden 
geçmesi sağlanır.
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Bulutun ağırlık merkezine karşılık gelen vektör ^ ile 
gösterilecek olursa, bireyler ve değişkenler için

(xx , ^ 2 '    )II
- 1 — 2 — p,- (x , x ,    xl )

yazılabilir. Burada ve x' 1er sırasıyla, birey ve değiş­
kenlere ait ortalamalardır.

Böylece her bir nokta bulutu için 

= x i “ 3b (Bireyler için)
( 1 . 16 )

y J - X"* “ 3(3 (Değişkenler için)

dönüşümleri yapılır. (1.16) formülleri yardımıyla X tablo­
sundan Y ortalanmış tablosuna geçilmiş olur.

Birtakım pratik kolaylıklar getirmesi bakımından, baş­
langıç noktasını ağırlık merkezine taşıyarak, yani 2  = Ç) ko­
nularak ,

Y = X (1.17)
elde edilir.

1.1.6. VARYANSLAR MATRİSİ

Köşegen elemanları ağırlıklardan oluşan (n x n) köşe- 
gon mat r i s

, - ( V
\ °  Pr

olmak üzere, Varyanslar matrisi,

V = X ' D X  (1.18)P

ile veriliır.



RP uzayında , x2 ,    xn bireylerinin ağırlık­
ları için ana bileşenli faktör analizinde

p = p_ = ........ = p = 1  (1.19)*ı ^2 n

alınır. Hu durumda I) ; ? 1 olacağından varyanslar matrisi

V - X 'X (1.20)

olarak elde edilir.

Yukarıdaki V matrisini bir kuvadratik form olarak dü­
şünebiliriz. R*' uzayının ve ej birim vektörleri gözönüne 
alınırsa

£ j ) = v £j = £] x 'x £j
n (1.21)
Y. x^ xj = Var (x*, x^) 

k= 1 k k

olduğu görülür, bu da göstermektedir ki, V matrisinin eleman­
ları, değişkenler arasındaki varyans-kovaryans olarak ortaya 
çıkmaktadır.

1.1.7. METRİK

Ana bileşenli faktör analizinde kolaylık sağlaması yö­
nünden metrik olarak
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şeklindeki köşegen matrisler kullanılır. Böyle bir metrik 
verilince, değişken dönüşümleri yardımıyla, adi Euclid met­
riğine kolayca geçilebilir. Bunun için her bir X 1 değişke­
nine karşılık,



i'1 = v/a"̂  X 1 (1.22)

dönüşümünü yapmak yeterlidir. Bu sonucun, aşağıdaki (Teorem
1.1) ile, daha yenel haller .için de geçerli olacağı gösteri­
lebilir.

Teorem 1.1: Cholesky Doolittle Teoremi.

p boyutlu R*’ uzayında, M Euklidyen bir metrik olmak 
üzere, daima

M = T 1T (1.23)

olacak şekilde (p x p) boyutlu T matrisi vardır.

İspat: p boyutlu RP uzayı, R (Reel sayılar) cismi 
üzerinde tanımlanmış ve RP nin vektörleri, bu uzaydaki Ka- 
nonik B a z 'a göre ifade edilmiş olsun. Ayrıca RP de (p x p)
M metriği ile (p x  p) I Kanonik Euclid metriği tanımlanmış 
olsun. Bu halde M'ye göre skaler çarpım,
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Bütün V , V-, t M  için <V , V-,>„ = M(V , V J  = V ’ M V-,—  1- — Z * — 1 — Z M — ı — z 1 z

şeklinde tanımlanır. Burada ve V 2 sırasıyla ve Vj vek 
törlerirıe karşılık gelen matrislerdir.

M matrisi için aşağıdaki özellikler yazılabilir.

i) M' = M (Simetrik) 
i i ) V  M V -- 0 (Poz it İP)

i i i) V' M V = 0 V '0 (Defini t)

Kanonik Euclid metriğine göre skaler çarpım ise,

<V, , V 0>T = I (V , V 0) = V' I V 0 = V' V-.— 1 — 2 1 p —  1  —  1  p 2 1  2p ^ r

olarak tanımlanır.



Diğer taraftan RP 'nin kanonik baz vektörlerini M'nin 
özvektörlerine karşı getiren ortogonal operatör F olsun, böy- 
lece

F ' = F_i
-

yazılır. Ve M'nin özdeğerlerinden oluşan köşegen matris ise
0ı .

D.
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A
AP

şeklindedir. M pozitif definit olduğundan tüm özdeğerleri 
pozitiftir.

M matrisini özdeğerler matrisine bağlayan ifade 

M = F' D F (1.24)A

şeklindedir. Böylece,

Y 2 ) = V ı M V2 = Vi F ' Dx F V 2

V 2 ) = (F Vx ) ’ Dx (FV2 ) = D x (FVı , FV2 ) (1.25)

elde edilir. (1.25) eşitliğinden şu sonuçlar çıkartılabilir;

i) İler V €. RF için FV vektörü, M'nin özvektörlerine 
göre V nin bir ifadesidir,

ii) D (F V)= AF V = M(F V) dir,

iii) (ii) sonucu F ' ile soldan çarpılarak

F-1 D F V = AV (F' = F- 1 )A

elde edilir.
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Şu halde;

H>1V V, = V ‘ M V0 = V 1 — 2 M ı 2 ı F' Da F V 2

yazılabilir.

DJ\ '
M nin özdeğerloriniıı kare köklerinden oluşan

köşegen matris olsun. Bu halde

ÜA = Ü/Â
olacağından

M = P
' D ’fx  l P Df x l?

yazılabilir.

r , kanonik metriğe göre ortogonal bir operatör olmak
üzere,

T = r
şeklinde bir matris tanımlayalım. Bu taktirde,

T ' T = p ' “ te r
yazılabilir. T* r = I konularak,

T'T = F ' D 'fx  Dr x F

elde edilir. Böylece,

T'T = F' D F = M
bulun.ır.ık teorem i.spa 11 .mıııı ş olur

Ayrıca bu teoremden

<- i ' ü j >M = *i M = -i T 'T x. -3

= (T x i) ' (T Xj) = (T x ! ) I (T x .) i P -3

= <T x ., T x . > T — ı -3 IP



sonucu da yazılabilir. Şu halde 1^ metriği ile işlem yapmak 
istendiğinde X tablosu yerine

Y = X ' T (1.26)

almak yeterlidir.

1.1.8. BİREYLER BULUTU

xx , x 2 -    ler veri tablosundan elde edilen
değişkenleri göstermek üzere ilk koordinat sistemi verilmiş 
olsun. x^ bireyinin bileşenleri açık olarak, bu eksen siste­
mi üzerindeki izdüşümlerdir (Şekil: 1.2).
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Şekil: 1.2) Bireyler bulutunun gösterilimi

Şimdi bireyler bulutuna ait (i = 1, ...... n) ele­
manların, başlangıçtan geçen herhangi bir Ap doğrusu üzerin­
deki izdüşümlerini bulalım. Bunun için, U^, A f ekseni üzerinde 
M-Noıımı I olan birim vektör seçilirse, bu taktirde herhangi 
bir bireyinin 4\ doğrusu üzerindeki izdüşümünün cebirsel 
ölçümü,

''i, £ ‘ — i?M " üj M -  (1-27)

şeklindedir. Böylece tüm bireylerin A^ üzerindeki izdüşümleri 
için



- 19 -

» lf* = < V  — İ>M = ^  M *1

» 2 ,1 = < V  — 2> M = ^  M — 2
(1.28)

»n ,t = <Ut ' — n"M = ^  M — n

yazılabilir. M simetrik olduğundan (i. 27) ifadesi

n , «  ■ ' ™ d '  üi (1.29)
ve

= M U - -t (1.30)

konularak,

Y . = (C*) ' x. = £ C* (i = 1,...... n)
9 ^ j = l

(1.31)

şeklinde gösterilebilir. Böylece T • bileşenlerinden 
vektör Yy olmak üzere,

oluşan

- l  f l,ı' *2 , l' ' 1 n , v. -1

yazılabilir. X veri tablosunu göstermek üzere,

Y . = X Cl  
-S L  -

(1.32)

olduğu açıktır.

M = 1 alınması halinde P

= U-ı (1.33)

olacağından,

t = X u £ “ I (1.34)

elde edilir.



Böylece 4^ 1er, ilk p değişkenin faktörü yardımıy­
la lineer konbinezonu olarak ifade edilmiş olur.

1, 2 . ANA B İ L E Ş E N L E R İ N  ÜZVEKTORLER Y A R D I M I Y L A  

ELDE E D İ L M E S İ

1.2.1. ANA BİLEŞENLERİN HESABI

Bundan önceki bölümde, (n x p) X tablosundan, birim 
vektörü olan ekseni üzerinde p boyutlu bir vektö­
rüne geçiş formülü çıkartılmıştı (1.34). Bu bölümde ana 
bileşenler ile varyans-kovaryans matrisinin özvektörleri 
arasındaki ilişki İncelenmektedir. Bunun için,

boLJi o 1 duk hırı lul.m , oı i j ine ohııı ON . uzaklıkları vc dolayı­
sıyla bu uzaklıkların kareleri toplamı sabittir. Yani,

Şekil: 1..3) Herhangi bir bireye ait birinci 
ana bileşen.

(Şekil: 1.3)te görüldüğü gibi, herhangi bir bireyi 
no ait nokta N olmak üzere, bu noktaların uzaydaki yerleri

 2E ONT = Sabit 
i = l 1

(1.35)

yazılabilir. Diğer taraftan Pithagor teoremine göre,
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n 0 n 0 n ^
Z ÖN7 = Z OH. + Z nTÎTT (1.36)

i = l 1 i=1 1 i=1 1 1

olur.

Amacımız, buluta ait noktaların izdüşümünde, uzaklık­
ları en az değiştiren bir alt uzay bulmaktır. Başka bir ifa­
deyle, nokta bulutuna en yakın alt uzayı (özellikle düzlemi) 
belirlemek istiyoruz. Bunun için buluta ait noktaları ile, 
bu noktaların söz konusu alt uzaya ait A-̂  doğrusu üzerindeki 
Ib izdüşümleri arasındaki N uzaklıklarının ve böylece bu 
uzaklıkların kareleri toplamının minimum yapılması gerekir. 
Diğer taraftan (1.35) ve (1.36) eşitlikleri göz önüne alı­
nırsa, uzaklıklarının kareleri toplamının minimum ya­
pılması, 01K  uzaklıklarının kareleri toplamının maksimum 
yapılması demektir. Yani,

n -----2 n  2Min ( T. M.H. ) < ^ >  Max ( X OH T)
(Ux) i = l 1 (Ux ) i = 1 1

n — 2dır. Şu halde problem, i OII . toplamını maksimum yapacak
i-l 1

şekilde bir alt uzayın belirlenmesi problemine indirgenmiş 
olur. Böylece, alt uzaya ait gibi bir doğrunun bulunması 
için,

n    n
X OII. = T. T? , = T' T

i=l 1 i=l 1,1 1 1

- (X IJ! ) 1 1 X ^ 1  = Uj X* X Uj (1.37)

yazılaıak,

Ux = i (1.38)

koşulu altında X' X ifadesini maksimum yapacak şekilde 
U vektörünü belirleyeceğiz. Böylece nokta bulutunu en iyi
gösteren alt uzaya ait A^ doğrusunun araştırılması problemi,
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(1.38) koşulu altında LD X' X U ifadesini maksimum yapan 
U vektörünün araştırılması problemine dönüşmüş oldu. Bunun 
için Lagrange çarpanı olmak üzere

(V X.' X Ü1 - Aj (U1 U - 1) (1.39)

fonksiyonunu maksimum yapan U vektörünün belirlenmesi. 

Extremum için gerekli olan

= 0 (1.40)
— i.

koşulu gözönüne alınarak,

(U1 X' X U ) = 2 X' X U8 U — ı — ı -ı

T T T  lAı<^ uA - D İ  = 2 a a ux— ı
konulursa,

X' X uj = X 1 U (1.41)

elde edilir. (1.41) eşitliğinin ortaya koyduğu sonuç şudur;

Nokta bulutunu en iyi gösteren alt uzaya ait A ̂ doğru­
su, X' X matrisinin A^ özdeğerine karşılık gelen özvektörü 
yardımıyla belirlenmektedir.

Diğer taraftan
U ’ X ' X U - U ' IX' X U ) ; U ' A . U . \. (1.42)— ı — ı — ı — ı — ı 1 — i L

olduğundan, gerçekte maksimum yapılması gereken ifade öz- 
değeridir.

Şimdi (1.34) eşitliği ile belirlenen bileşeninin
varyansını hesaplayalım.



Var (Tx) - if I x « (X Ux )’ (X Uı) = X 1 (1.43)

Böylece, X ’ X matrisinin en büyük özdeğeri, birinci ana bile­
şenin varyansı. olarak elde edilir.

Şimdi de, RF uzayında başlangıçtan geçen ve nokta bu­
lutunun gösterilimi için en uygun olan alt uzayı belirleye- 
1 im.

Aranan düzlem, daha önce bulunan A^ eksenini kapsama­
lıdır. Aksi halde U vektörünü belirleyen koşullarla çelişir. 
0 halde, aranan düzlem için U den başka ikinci bir U2 vektö­
rünün belirlenmesi gerekir. Öyle ki

— 2>M = 1 (M-Norrnallik koşulu)
(1.44)

<—2 ' — ı>M = ^ (M-Ortogonal1ik koşulu)

koşulları gerçeklenme!idir. Böylece (1.44) koşulları altında 
U2 X' X U2 ifadesi maksimum olacak şekilde, A 2 doğrusunun \J2 

birim vektörü belirlenecektir. Bu vektör ise A2 vey Lagrange 
çarpanları olmak üzere,

L = U2 X' X U2 - A2 (U^ U2 - 1) - \ı\J'2 Ux (1.45)

fonksiyonunu maksimum yapan vektör olarak belirlenir. Bunun 
için
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koşulundan

2 X ’ X JJ2 ' 2 i 2 U2 - p ^  = 0 (1.46)

elde edilir. (1.46) eşitliğinin her iki yanı soldan IT ile 
çarpılarak
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2 ( X ’ X) ü 2 " 2 x 2 -ı -2 ~ u -î -ı = 0 d-47)

bulunur. (1.41) eşitliğiyle (1.44) koşulları gözönüne alına­
rak (1.47)den

M = 0

olduğu görülür. Bu sonuç (1.46) ifadesinde yerine yazılarak,

X ’ X U2 = A 2 ü 2 (1.48)

elde edilir. (1.48) eşitliği, Ui, X' X U2 ifadesini (1.44) 
koşulları altında maksimum yapan Lj2 vektörünün, X'X matrisi­
nin ikinci özdeğerlne karşılık gelen özvektörü olduğunu gös­
terir. Diğer taraftan

Var (f2 ) = T 2 f 2 = (X U2 ) ' (X U2 )

= u; A 2 -2 = *2 (1-49)

yazılabilir. Buradan maksimum yapılması gereken ifadenin 
gerçekte X' X matrisinin ikinci en büyük'özdeğeri ve bu öz- 
değerin de ikinci ana bileşenin varyansı olduğu sonucu çıkar.
Benzer şekilde X 1 X matrisinin A1 A2 — ...... — X özdeğer-
leri ve bu özdeğerlere karşılık gelen , U2 , ......... .
öz vektörleri bulunarak, nokta bulutuna en yakın olan 
q(q p) boyutlu alt uzay elde edilmiş olur. Boyut sayısı 
q = 2 alınarak, bulutun düzlemdeki gösterilimi elde edilmek 
suretiyle inceleme yapılabilir.

yu İnilde problem, ip x p) buyul Iu bir kare matris 
A = X' X ve (p x 1) boyutlu bir vektör de x olmak üzere

Ax = Ax (1.50)

denklemini gerçekleyen bütün özdeğerlerin belirlenmesi prob­
lemine indirgenmiş olur. (1.50) denkleminin çözümünün olabil­
mesi için,
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> 1 M II o (1.51)

gereklidir. Bu ise p'inci dereceden

(-1)°AP .+ (-l)'C r\p 1 + (-d 2c 2a p" 2 + ......

+ (-1)P cp = 0

veya

I 1 >-• NJ ........  (A " A ) = Ü

polinomudur. Burada

^ 1 = X 1 + X 2 + *...... + Ap

C 2 = 1x^2 + x 1x 3 + ........ + XlXp + X2X3

p-1 p

°p X1X2 ...... • AP

dır. Böylece A matrisinin Determinantı ve İz 1 i için

lA l ~  ̂2 ... Ap

İz (A) = Ax + \2 + ..........  + AP

yazılabilir.

A matrisi ile buna bağlı olarak elde edilen Aj (i = 1,
........ p) öz d eğer I er i n i ıı sağladığı bazı l eme 1 özellikler
vardır. Uuııları teoremler lıal inde şöyle sıralayabiliriz.

Teorem 1.2: A simetrik bir matris ve A ^ l n  ......, X

1er A matrisinin özdeğerleri olmak üzere,

\ °  V

olsun. Bu taktirde,
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U 1 A U = D^ (1.52)

olacak şekilde daima bir U ortogonal matrisi vardır.

İspat: U ortogonal matrisi, kolonları A'nın öz vek­
törlerinden oluşan

u ; İÜ! > * 2 ' .......... '■ -pl

matrisi olsun. Buradan

AU = A 1  ̂ x.2 ,  * J5p l

veya,
AU = I Ax  , A x ~ ,    Ax I1 —ı  —2 —p 1

yazılabilir. Diğer taraftan,

Ax = A ı x ,    Ax = A x— ı 1— ı — p p — p

olduğundan

AU = Uj.*ı' X 2 - 2 '  .........   Ap^pl d-53)

elde edilir. Son eşitliğin ikinci tarafının UD^ olduğu göz- 
önüne alınarak,

AU = Uiv • (1.54)

yazılabilir. U ıııalı isi tekil olmadığından (1.54) denkleminin 
her iki tarafı' soldan U  ̂ ile çarpılarak

U-1 A U = D (1.55)A

elde edilir. Şayet U matrisinin her bir kolonunda bulunan 
Xp (i = 1,....... . p) vektörü normlanırsa



U ‘ = U_1 

olacağından (1.55) eşitliği 

U' A U = p A 

yazılarak teorem ispatlanmış olur.

Teorem 1.3: Bir A matrisinin bütün özdeğerleri bir­
birinden farklı ise, bu özdeğerlere karşılık gelen özvektör- 
ler de birbirinden farklıdır.

İspat: A matrisinin A ve A^ gibi farklı iki özdeğe- 
rine karşılık gelen özvektörler sırasıyla x^, xs ve xr “ *s 
olsun. Bu durumda (1.50)den

Ax = A x , Ax = A x— r r — r — s s — s

yazılabilir. İkinci denklemde xg = konulup birinci denk­
lemden çıkartılırsa,

(A - A ) x = 0 r s — r

elde edilir. x r  7 £ olduğundan Â_ = 1 olduğu görülür. Bu
ise varsayımla çelişir. O halde x^ / xg olmalıdır.

Teorem 1.4: Reel simetrik bir matrisin bütün özdeğer­
leri reeldir.

- 27 -

t s pat : \ , A>,    Jer verilen A matrisinin
özdeğerleri ve x.. x , ........ . x ler de bu özdeğerlere kar-—1 2  —p J
şılık gelen özvektörler olsun.Bu durumda (1.50)den

A xr = A^ xr (r = 1,...........   p) (1.56)

yazılabilir. Varsayalım ki Xr (r = 1, .....   p) ler kompleks.
tir. Bu durumda herhangi bir Ar = a + iB şeklinde yazılabilir.
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(1.56) denkleminin her iki yanının kompleks eşleniği 
alınarak,

it it *A xr = Ar *r (1.57)

(Burada * lı harfler eşleniği göstermektedir)
elde edilir. (1.56) ve (1.57)nin her iki yanını sırasıyla 
. •xr ve X,'. ile soldan çarparak

* '  . . * ' x A x = A x x— r -r r — r -r
(1.58)

-r A -r = Ar -r -r

bulunur. İkinci denklemin her iki yanının transpozesi alınıp 
A' = A konursa,

x* A x = A* x* x (1.59)— r — r r — r — r

elde edilir.

(1.59) denkleminden (1.58)deki birinci eşitlik çıkar­
tılarak ,

(A* - Ar ) x*' *r = 0 (1.60)

*  'bulunur. xr >  ̂ olduğundan

A* - Ar = ' i iû = 0 

buradan da P = 0 bulunur. Yani Â _ özdeğerleri reeldirler.

Teorem 1.5: A herhangi bir kare matris olmak üzere,
A nııı norııılu öz vek töıl erinden oluşan matris U olsun. Hu durum­
da A ile U ‘ A U matrisinin özdeğer ve özvektörleri aynıdır. 

İspat:
i U' A U - Al| = 0  

dır. U ortogonal olduğundan U ‘ U = I yazılır. Böylece,

|U’ A U - AU' U| = 0
veya



IU• (A - XI) U| = O (1.61)

olur. Ve bu da

|U*| |A - XI| |U| = 0  (1.62)

şeklinde yazılabilir. Böylece (1.62) denkleminden

| a  -  A r  | = 0

elde edilir. Bu ise A matrisinin karakteristik denklemidir.
O halde, U ’ A U ile A matrisinin karakteristik denklemi ay­
nıdır. Bu sonuç, tekil olmayan herhangi bir matris Q olmak 
üzere Q A Q ̂  matrisi için de geçerlidir. Çünkü}

IQ A Q _ 1  - A 1 1 = |Q (A - XI) Q_11 (1.63)

yazılabilir. Ve benzer şekilde

|Q A Q ~ l  ~ AI| = |Q o"1 ! |A - XII

yazılarak Q Q ̂  = I den

IQ A Q _ 1  - XI| = |A - XI!

olduğu görülür.

Teorem 1.6: Pozitif definit reel simetrik bir matrisin 
bütün özdeğerleri pozitiftir..

lspat: A matrisi pozitif definit reel simetrik bir
matris olmak üzere, A ııın özdeğerleri (i = i, ........  p)
ve bu öz değe ı I ere karşı I ı k ıieleıı ö/vektörler de x. olsunlar— ı
(1.50)den dolayı

A = Ai (i = 1 .......... . P)

yazılabilir. Bu denklemin her iki yanı soldan x| ile çarpı­
larak ,

x! A x .  = X. x! x.— ı — ı ı — ı — ı
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elde edilir. x'. A x. ve x! x. skaler olduklarından,-ı — ı — ı — ı

-i A *i

bulunur. ^  A r  > 0 ve xj_ x^ > 0 olduğundan her i e [1,pj 
için A^ > 0 olduğu görülür.

Teorem 1.7: Reel simetrik bir matrisin farklı özvek-
törleri ortogonaldır.

İspat: i / k olmak üzere, Aj ve A^ reel simetrik bir 
matrisin farklı iki özdeğeri ve x^, xk da sıraslY 1-a bu °z- 
değerlere karşılık gelen özvektörler ise

A Xi = Ai x A A xk= Ak xk

yazılabilir. Birinci denklemin her iki yanını xk ve ikinci 
denklemin her iki yanını da x| -ile soldan çarparak,

x.' A x . = X . x.' x . — k — ı ı — k — ı

x! A x, = Aı x ’ x, -ı — k k -ı -k
(1.64)

elde edilir. (1.64)deki birinci denklemde transpoze alınıp 
A 1 = A konularak,

x ' A x. = \ . x ! x.  ( 1 . 6 5 )— i — k ı — ı — k

ve bundan (I. (>4) dek i ikiıu-i denklem çıkarılarak

(Vi - *k> ük = 0

bulunur. A • / Av. olduğundan, x! x. = 01 K ~  1 — K
olur. Bu da özvektörlerin ortogoııal olduğunu gösterir.



- 31 -

1.2.2. DEĞİŞKENLER BULUTUNUN Rn UZAYIMDA İNCELENMESİ

X tablosundan elde edilen değişkenler Rn uzayında bir
N = {X3 |j = l r ........, p } bulutu oluşturur. Buluta ait
herhangi bir x 3 değişkenini göz önüne alalım (Şekil: 1.4).

Şekil: 1.4) Değişkenler Bulutunun Gösterilimi

x 3 değişkenine uzayda bir M 3 noktasr karşılık gelece­
ğinden, OM 3 uzaklığı sabittir. Böylece,

p  -2
E OM 3 = Sabit (1.66)

3 = 1

yazılabilir. Pithagor teoremi kullanılırsa,

p  .2 p  -2 p — .— r2
E OM 3 = E 0113 + E M 3 » 3
j = 1 j = l j = ı

0 I de ctii lir. I>ıır.ıda II1 noktası, M 1 ' n i 11 ,\(. ekseni üzerindeki
1 /.düşütündü r. Amacımız, değişkenlerin oluşturduğu ııo^ta bulu­
tuna en yakın alt uzayı belirlemek olduğundan, M 3 H 3 uzak­
lıkları toplamının minimum yapılması gerekmektedir. Başka bir 
ifadeyle, OH 3 uzaklıkları toplamını maksimum yapacak şekil­
de Ar doğrularını belirleyeceğiz.

x 3 değişkeninin Ar üzerindeki bileşenlerinden oluşan 
vektör T olmak üzere,



yazılabilir. Bu durumda

V V 1 = 1 (1.68)— r — r

koşulu altında V̂ . X X' V ifadesinin maksimum yapılması ge­
rekmektedir. Bireylerle ilgili bileşenlerin hesabında daha 
önce izlenen yol, değişkenler için de aynen tekrarlanırsa
Vr vektörlerinin bulunması için XX* matrisinin p^, p^, .....
pg (S —  n) özdeğerlerinin bulunması problemi ortaya çıkar. 
Böylece, p^, .........   pg özdeğerlerine karşılık gelen V^,
V-,, ........ . V özvektörleri aranan eksenlere ait birim— 2 — s
vektörler olarak elde edilir.

1.2.3. RP ve Rn UZAYLARI ARASINDAKİ İLÎŞKl

RP ve Rn uzaylarında, ana eksenleri taşıyan özvektör­
ler sırasıyla (U1# U2, ........ . U ) , (V.^ V2 , .........   Vn )
ve bu özvektörlere karşılık gelen özdeğerler de (A^, 
Ap) , (p-̂ , ....... . Pn > olsun. Bu taktirde

X'X U = A U (a = 1,.......... . p)—a a —a r

xx‘ Xt = /i<. (<« = 1 .............  n)
(1.69)

yazılabilir, (1.69)daki ikinci eşitliğin her iki. yanı soldan 
X' ile çarpılırsa,

(X’X) X* Vu = PU (X’ Vu ) (1.70)

elde edilir. Buradan X' V vektörünün, X ’X matrisinin özvek-— a
türlerinden biri olduğu sonucu çıkar. 0  halde
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A = M(1 u
U = C X' V-(X ~Xl

(1.71)

(Burada c bir sabittir)
yazılabilir. Diğer taraftan U ’ = 1 olduğundan,

(c X' V ) ' (c X' V ) = i — 11 — 11 (1.72)
veya

c 2 V' X X' V = c 2 A V' V = 1  — 11 — 11 (t —11 —n (1.73)

yazılabilir. Burada V' V = 1  olduğundan

1c = ---
ot

(1.74)

elde edilir. Böylece uzayından Rn uzayına geçiş formül-
leri olarak bilinen aşağıdaki formüller elde edilir

U = CX'V = — L- X' V -a -<t —a v u
♦ (1.75)

V = - L -  X u
-a VTa -

1.2.4. ANA BİLEŞENLERE GEÇİŞ FORMÜLLERİ

R*3 uzayındaki ıı bireyin U üzerindeki bileşenler vek-— fi
törii, (1.75)deki ikinci denklem cjözöııüne alınarak,

V ■ \ n — ,, — \
yazılır ve

II 2
ı

ı< X (1.76)

formülüne göre lıesaplanır.

Rn uzayındaki p değişkenin V üzerindeki bileşenler
vektörü ise,
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(1.77)

bağıntısı yardımıyla hesaplanır. Açık olarak J,, ve bile 
şen v e k törleri-bütün u ' 1 ar için,

yazılabilir. Hu son bay m i  ulaıı bireyler ve değişkenlerin 
u ' y m c ı  ana eksen üzerindeki bileşenlerinin varyansları bir­
birine ve d'yıncı özdeğere eşittir.

1.2.5. VE İli TABLOSUNUN ANA BİLEŞENLER YARDIMIYLA
YENİDEN KURULUŞU 

(1.76) formülünün her iki yanı sağdan U^ ile çarpılırsa,

elde edilir. Bu son ifadede a üzerinde toplam alınırsa,

X U -U* (1.79)

X ı J: Ua U M  = ):/Âu v a u;(a= u= ı
(1.80)

bulunur.

U vektörlerinden ibaret matrisi U ile gösterelim;

U = (Uj, u2,

Açık olarak,

U* =

(

yazılabilir. Böylece.



p
U U' = L' u ('x (1.81)

a = 1

elde edilir. U a 1 ar birim vektörler olduklarından

U U' = IP
yazılabilir. Buradan (1.80) formülü

X U U ‘ = 1 v/T V U ‘ (1.82) ̂ a - a  - a

veya

P r-X = T. J x  V U' ( 1 .8.1)
( ( =  1 <t — <1 — et

olarak bulunur. Bu formül ilk olarak 1.9 36-1939 yıllarında 
ECKART-YOUNG tarafından verilmiştir (70).

(1.83) formülünü değişik şekillerde de ifade etmek 
mümkündür. V)( ve LJ~'ıun (1.76) ve (1.77) ile verilen değer­
leri yerlerine konularak, ı

p    T T ' p -i
1 r. J T  —  - T. a 3' î' (1.84)
« - 1  u J A f x  n - L  a ~ Urn • rv

bulunur. Bilindiği üzere T lar bireylerin ana„eksenleri
-üzerindeki, lar da değişkenlerin buna karşı gol en ana ek­
senler üzer indeki b i 1 eşeıı I «r i d i.ı . (1.84) formülüne dikkat
edilirse, veri tablosundaki değerler, ana bileşenler yar­
dımıyla tanı olarak İfade edilebilmektedir. Kğer toplam ilk 
q (q < p) bileşen için hesaplanacak olursa, o taktirde X 
tablosunun gerçek değeri yerine X ile göstereceğimiz yak­
laş r k değer i,

* ü - J / 2 X ~ X = )' . 7 T V  ( t . 89), A — ot — ua~l ot

b a ğ ı n t ı s ı y l a  e l d e  e d i l i r .



1.2.6. GÖSTERİLİMİN KALİTESİ

'
Euclid metriğinin tanımlandığı R 3̂ uzayındaki'Aq ek­

sen sistemine göre, bireylerin oluşturduğu nokta bulutunu 
tekrar gözönüne alalım. Ortalanmış X tablosu n bireyden olu­
şan bir kolon matris olarak yorumlanabiliyordu (1 .1 ). x^ bi­
reyine karşılık gelen N^ noktasının A(t ekseni üzerindeki bi­
leşeni T ̂  t olmak üzere, bu eksen üzerindeki gösterilimin 
kalitesi

rj = (1 .8 6 )
l f “  ON?

olarak tanımlanır. Diğer taraftan

 2 P i 2ON. = <x,, x.>T = x! x. = l  (x?) (1.87)1 1 İp — 1 1 1

olduğundan (1 .8 6 ) ifadesi 

,2
r =  İS  (1 .8 8 )ı,a p . ,

L ( x h 2

j = l
olur.

Aynı bireyin A^ ve A^ gibi iki ana eksenin belirle­
diği ana düzlem üzerindeki gösteriliminin kalitesi de

v r  V 7 ,
—  iS (1.89)

şeklindedir. Daha genel olarak, N^ noktasının A^, A 2 * 
Ag ana eksenlerir 
liminin kalitesi
Ag ana eksenlerinin belirlediği ana alt uzayındaki gösteri-
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q ,2
T. H' .9 =1 ^r: , o „ = — ----  (1.90)1 , 1 , 2 ,

veya

ON?1

q 2
Z 4' ■ ia

* 1 . 1 .........q = V ----—  (1’91)
>; (x| ) 2

j  = ı  1

formülü ile verilir. Açık olarak q = p olması halinde

r 2 = 1 (1.92)ı,l,......,p

yazılabilir. O halde gösterilimin kalitesi 0 ile 1 arasın­
da değişen bir büyüklük olur.

1.2.7. KATILMA PAYLARI

İ'yinci bireyin a ' y m c ı  ana eksen üzerindeki bileşeni 
y ̂  olmak üzere tüm bireyler için

n  o
Z OH 7 = '¥ ' V = (X U ) ' (X U )= A ı — a — a — a — a a

yazılabilir. \ , a'yıncı bileşene ait varyansı ifade ettiğin-
01 2 den i'yinci bireyin bu varyansa olan katılma payı T j ile

ifade edilebilir. Şu İnilde i'yinci bireyin « ’yıııcı ana ökse­
nin kurulusundaki mutlak katılma payı KM. ile ııi is L er i J erekl ıt

KM. = u, ? (1.93)ia ia

olarak tanımlanır. Aynı bireyin K I ^  ile gösterilen relatif 
katılma payı da

KI. = — ^  (1.94)ia A a
formülü ile verilir.
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Açık olarak relatif katılma payı 0 ile 1 arasında 
değişen bir değerdir. Zira tüm bireyler için

n 
T. 

i = l
yazılabilir.

KI . = 1ıa

1.2.8. EK ELEMANLAlt

Ek elemanlar ana bileşenli faktör analizinde önemli 
rol oynarlar. Bu elemanlar (birey veya değişkenler) esas 
elemanlar gibi faktörel eksenlerin belirlenmesine doğrudan 
katılmazlar. Ancak, bunlarla birlikte ana düzlem üzerine 
izdüşürülerek, birlikte gösteril imleri sağlanır. Bu durumu 
gerektiren birçok nedenler arasından en önemlilerini şu şe­
kilde sıralayabiliriz;

i) Veri tablosu analiz edilirken konu ile ilgili yeni 
bazı bilgiler sağlanmış olabilir. Bu yeni bilgiler yardımıy­
la elde edilen elemanların doğrudan doğruya analize sokul­
maları yerine, tabloya ek satır veya ek sütunlar olarak yer­
leştirilirler. Bu şekilde, yapılacak analiz sonucunda yeni 
elemanların eski elemanlarla birlikteki gösterilimi elde 
edilebilir.

ii) Bazı elemanların ana eksenlerin kuruluşundaki ka­
tılma payları çok yüksek olabilir. Bu durumda analiz sonuç­
ları gerçek olayı tam olarak yansıtmaz. Gizli kalmış birta­
kım bilgiler, söz konusu etkili elemanlar yanında kaybolup 
gider. Bu durumu düzeltmek için, katılma payları çok yüksek 
olan elemanlar ek olarak tabloya ilave edilir. Böylece, ve­
rilerin sakladığı gerçek olayın bir tasviri kesin bir şekil­
de ortaya çıkar.

iii) Analiz sonucunda, birtakım elemanların hatalar içer­
diği veya gerçek probleme yabancı kaldığı izlenimi doğabilir.
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Bu durumda, bu elemanları atmak yerine, tabloda son satır 
veya son sütuna ek olarak almak daha uygun olur. Böylece 
bu elemanlar analize girmeseler dahi, diğer elemanlarla kar­
şılaştırılmaları ve birlikte gösteril imler i sağlanır.

Ek olarak alınan elemanın xQ bireyi olduğunu varsa­
yalım. Bu bireye karşılık gelen noktasının A ana ekseni 
iizerindek i izdüşümü,

U 7 = x ’ U— -o -u

olacaktır. Burada U vektörü, A ekseninin birim vektörüdür.— <( u

Ek elemanın x° gibi bir değişken olması halinde, buna 
karşılık gelen Tq noktasının Ar ana ekseni üzerindeki izdü­
şümü ise,

Û r = x°' Vr

olacaktır. Burada da V vektörü, A ana ekseninin birim vek-— r r
törüdür.

Diğer taraftan ııin (1.76)daki değeri yerine yazı­
larak ,

y ,  - ~  .x°’ i , (1.95)

şek I i ıule i'k değişkenin, bireylerin bileşenleri cinsinden 
i i.nlt')) ı e iılı' < 'ıl i I i r.
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1. 3 , NORMLU ANA B İ L E Ş E N L E R

Veri tabloları oluşturulurken, değişkenlerin birey­
ler üzerindeki -ölçümleri, değişik ölçü birimlerine göre (Yaş, 
yıl olarak: Ağırlık, kilogram olarak: v.s.) yapılmış olabi­
lir. bunun sonucunda veri tablosundan elde edilen bireyler 
veya değişkenler arasındaki, uzaklıkların hesabında, birtakım 
biıey ve değişkenlere dalın çok öneııı verilmiş otur. Uu bakım­
dan, bireyler arasındaki uzaklığın lıesaplanıııas ıııda bütün de­
ğişkenlerin aynı önemi taşıması ve uzaklıkların yapılan ölçü 
birimlerinden bağımsız olması için ilk veriler üzerinde

ler ölçü birimlerinden bağımsız olduklarından karşılaştırıla­
bilirler. Ayrıca

(1.96)

dönüşümü yapılır. Burada

dır.

Böylece yeni Y tablosundan elde edilen ^  (j=l,....,p)

Var (y 3 ) = 1 (1.97)

olduğundan her bir v nin dağıtutu aynı dikliği haizdir.

Metrik olarak I) ağırlıklar matrisinin alınması lıalin-
i k ^de y . ve y değişkenleri arasındaki uzaklık

P
(1.98)

(i = i' ise p . ., = p. aksi halde p . .. = 0 )rll * 1  1 1 1
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formülü ile verilir. (1.9G) dönüşümünden sonra gözönüne 
alınacak olan tablo, elemanları

x^ - x 3
z 3 = J f :  —  :  = J f .  y,ı sj vtı 1 1

ile verilen

Z = Dy- Y (1.99)

matrisi olacak tır. Buradan, özdeğorLori ve dolayısıyla 
özvektörleri bulunacak olan (p x p) matris

C = Z ’ Z = Y ’ Y (1.100)

olur. Burada = köşegen (p^)dir. Her bir Cb elemanı,

, n ,
^  - v , kC i = E t3! ! 1 yi y i' 

3 i,i ’ = 1  1 1 1 1

k i kile verilir. Görüldüğü gibi Cj 1ar ^ ve X arasındaki kore­
lasyon katsayılarıdırlar. Yani C korelasyon matrisidir. Böy­
lece

Z ' Z U  = Y 1 D Y U = A U (1.101)— « p — u — u

koşulunu sağlayan U 1 ar, korelasyon matrisinin özvektörleri 
ve A 1ar da bunlara karşılık gelen özdeğerlerdir.

1.1.1. NOKMI.H H 1 KKYI.MH İN B I l.K-V 1:NI,l-lK I

Bireylerin ekseni üzerindeki izdüşümlerinden oluşan
vektör £ ile gösterilirse, i ıx 3

t = Y U (1.102)-*(t —ıx

yazılabilir. Buradan i'yinci bireyin u'yıııcı eksen üzerindeki 
bileşeni
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P i
Ç ict y i Uja (1 .1 0 2 )

olur. Buradan bileşenlerin ortalaması ve varyansı sırasıyla

E (£a ) = l Y=1 Pi îoc = 0 ((i = l, 2 ,...... ,p)

n (1.103)
Var(^ ) = İ \  p i 4  = \  (« = 1 , 2 ........ p)

olarak bulunur. (1.103)deki ikinci ifade matris gösterilimi 
ile

Dp Act

yazılabilir. Dp pozitif definit karesel bir form olarak alı­
nırsa

P ^ot '  ^a^ <£ -a ' •S-a>D = (1.104)P
bulunur. Buradan da

< b r  . >D = 1STa p

bulunur ki bu da £ a / ^ T  nın D ye göre normlanmış olduğu 
anlamına gelir.

1.3.2. NO HM! Al DEĞİŞKENİ.E KİN BİLEŞENLERİ.

Normlu değişkenler için aşağıdaki sonuçlar yazılabilir:

i) Her j için-, d 2 (G, y j) = 1 (1.105)

dır. Yani herhangi bir değişkenin 0 = G başlangıç noktasına 
olan uzaklığı l'dir. Çünkü:

I
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veya

O halde

0 d 2 (y3 , 2 k) X 4

0 i. d ( ^ 3 - X k ) - 2

(1.107)

(1.108)

olduğu kolayca görülür. Du da gösteriyor ki,herhangi iki 
değişken arasındaki uzaklık 0 ile 2 arasında değişmektedir. 
Ekstrem hallerde noktalar ya çakışık veya köşegen üzerinde 
karşılıklı noktalardırlar (Şekil 1.5.a,b,c). _ _ _ _ _

K 0 r(yjjk ) ^ 1  Kor(yJ,yk ) « 0  KortV4, ^ ) » * - 1

d (yjjyk)'^0 d(yj,yk)«t/7 d(y^yk) ^ 2

(a) d -=i0 (b) d^ 2 (C ) d

Sekil: 1.5) Normlu değişkenlerin korelasyon
katsayılarına bağlı olarak gösterilim .

İ Ü )  I  , normlu değişkenlerin g'yıncı ana eksen uze- 
(Xrindeki bileşenler vektörü olmak üzere

■ *• v, ■

yazılabilir. U.iğer taraftan

f-i« " ^  Vi-

olduğundan

>: 7 p ,  v }  y , „  ( 1 - 1091i - i



d 2 (G, y 2)
n
>:

i=l (yj)‘
n
)! 

i = 1
x3 - x3

P i < -

(SJ)
x ı\(xİ - x 3 )2

yazılabilir. Dicjer taraftan

n • .
Var(^J ) = ;; p. (x3 - x3 ) “ = (S3 ) 2

i = l 1 1

olduğundan sonuç elde edilir. Böylece, Rn uzayındaki p de­
ğişkenin her biri, yarıçapı i olan bir Hiperküre üzerinde 
bulunur.

ii) Herhangi iki değişken arasındaki uzaklık

d 2 (x1., y k ) = X p. (yj - y'h 2 
i = l 1

= i  P x ( y 3i ) 2  -  2 \  ı ^ i Y i  + * Pify -)2ı-ı ı— i ı = l

yazılabilir. Diğer taraftan

Î  P i  ( y 2 ) 2 = ”  P,  (yk )2 = ı  i=i 1 1  i=ı 1 1

n k
, »'i y Ji Y ( = KorlyJ, y k )

olduğundan

d2(I 1 ' y k > = 2 [1 - Kor(y3 , y k )] (1.106)

yazılabilir.
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 ̂ia . î? j  ̂ia
f j .  -  1; 1 y l >  ^  p i  y î  7 Ta a

Ç= D - (y3 , ^ r )  = Kor (yJ , ^ ) (1.110)
' K

bulunur. Buradan da açık olarak 

PE Kor^ 
< = 1

' İ a ) = l '  (1 .1 1 1 )

olduğu görülür. Çünkü: Korty-1, £ ) ifadesi değişkenler ile 
rt'yıncı ana eksen arasındaki açının kesinüsüdür. p iane eksen 
için bu ifadelerin kareleri loplaını 1 olur.

Sonuç olarak, Rn uzayındaki p değişkenin ana düzlem 
üzerindeki gösteri .İlminde, noktalar hep birim çember içerl- 
n İnde kalır. Bu değişkenlerin ağı ılık merkezi bireyler gibi 
orijinde değildir. Çünkü:

P
• 5: | P j *  ° (P j ” 1 » .h  I  .............. ı P>

dlr. Ana düzlem ile hlperkürenin arakesit çemberi üzerinde 
veya çembere yakın olan noktalar, gösterilimi iyi olan nok­
tala rdırl fır.

1.4. ÇOK DEĞ 1 SKİNİ t NORMAL VERİLER İÇİN ANA BİLEŞENLİ 
FAK I ÖR AN Al İZİ

Genellikle, ana bileşenli faktör analizinde, örnekle­
rin seçildiği, topluluklara ait dağılımlar gözönüııe alınmaz. 
Ancak örneklerin normal dağılıml] topluluklardan seçilmesi 
halinde elde edilecek olan ana bileşenlerin yorumu daha kolay 
yapılab 11 ir.

x^rv/N (u , V) olmak üzere, V'nin özvektörler inden—  p . ^
oluşan matris O ise
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£  = U' (x3 ~ ]i) (1 .1 1 2 )

yazılabilir. Yani 4̂  nin herbir bileşeni, x 3 lere ait bile­
şenlerin lineer kombinezonu olarak ifade edilebilir. X -1 1 er 
normal dağılımlı olduklarından, bunların lineer kombinezon­
ları da normal dağılımı haiz olur. Yani i N (0 , D ) ya-- P - P
zılabilir (Burada D = köşegen (A )dır). V nin tekil olnıadı-P 1 iğı hallerde (1.112) dönüşümü birebirdir. Böylece x J ve T_ nin
olasılık dağılım fonksiyonları için,

G(£) = F(x3)- IJ1 (1.113)

bağıntısı yazılabilir. Burada J, jakobiyendir.

U ortogonal olduğundan (1.112) eşitliği 

U 4' = x^ -  V

veya,
x 3 = U 4 ’ + M (1.114)

şeklinde yazılabilir.

Böylece

|J| = |U| (1.115)

elde edilir.

f(x3) -------- !-------  ox|. [ -  4  (x’-H)' V  (xj-M)j (1.116)
(2 lt)P/ 2 \ v\ 1 ^ 2

olduğundan ve

|U| = 1 ; |V| = |Dp | ; V _ 1  = U' ü” 1 U(1.117)

yazılabildiğ inden,
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g ('i')
(2 n ) p / 2  [D | 1 / 2

ya da

g(H')

(2lr) p / 2  ( İT A . ) l / 2  
i=l 1

exp (- i  £ 1 D_ 1  £)

1 P  *  \  exp (- i t: (1.118)
i = l i

elde edilir. Böylece T_ nın olasılık yoğunluk fonksiyonu, p 
bağımsız normal değişkene ait yoğunluk fonksiyonlarının çar­
pımı şeklinde yazılabilir.

Çok değişkenli normal dağılımdan elde edilen ana bile­
şenlerin geometrik yorumu da şu şekilde yapılabilir; C bir 
sabit olmak üzere,

(x;İ - U) ’ V _1 (xj - JJ) = C (1.119)

p boyutlu uzayda bir eli.psoid ailesi gösterir. (L.114) ve
(1.119) eşitlikleri gözönune alınırsa

î 1 D 1 '? = A = C (1.120)~ p - a

bulunur. (1 .1 2 0 ) bağıntısı, ana eksenlerinin yarı uzunluk­
ları JJ (« = 1,....... p) olan elipsoid ailesini, gösterir. C(I
parametresini değiştirmekle elde edilecek elipsoid ailesi, 
ortak bir |i merkez noktasını İmizdir. İler bir elipsoidin en 
büyük ekseni, birinci ana eksen ile çakışır. Yani, yüzey 
üzerinde ile JJ arasındaki uzaklığı maksimum yapan doğrul­
tu birinci ana ekseni oluşturacaktır. O halde

(xj - P) ' (xj - JM)

ifadesi (1.119) koşulu altında maksimum yapılmalıdır. Çünkü
(1.119) koşulu, X.-5 nin elipsoid yüzeyi üzerinde olmasını



ifade eder. Böylece, problemin çözümünü verecek olan Lagran- 
g e 1yenin ifadesi

£  = (xj y) ' (xj - y) - X[(xj - y) • v " 1 (xj - y) - C]

( 1 . 1 2 1 )

olur. Buradan türev alınıp sıfıra eşitlenerek

(xj - y) - XV- 1  (xj - y) = 0 (1.122)

veya
[I - Av"1 J (xj - y) = 0 (1.123)

elde edilir. Son denklem soldan V ile çarpılarak

[V - Al] (xj - y) = 0 (1.124)

bulunur. Bu ise, ana ekseni belirleyen koordinatların V'nin 
öz vektörleri olacağını ifade eder. Öz değerlerin tümü farklı 
ise, V pozitif definit olduğundan,

A. > A0 > ..........  > A > 0i z  p

özdeğerlerine karşılık gelen özvektörler birbirine dik olacak 
ve böylece eksenlerin konumları tek türlü belirlenecektir 
(Teorem 1.6-1.7).
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B Ö L Ü M  2 

ÜC GİRİŞLİ VERİ TABLOLARININ FAKTÖR ANALİZİ

2.1. ÜC GİRİŞLİ VERİ TABLOLARI

Mit K tııııı.-si vcı i I. I i. ı i ıı.l. •, I, .1 ve T sonlu s.ıyiıLı
elemaniı üç küme olmak üzere, 1 x J x T kartezyen çarpım 
kümesi üzerinde tanımlanan pozitif reel değerli bir fonk­
siyona üç girişli bir tablo adı verilir:

İler (i, j, t) € I x J x T için (i, j, t)— »k(i,j,t)eR

O halde üç girişli bir tablo,

k <I,J,T) = { k (i, j,t)| i 61, j e J , teT) (2.1)

şeklinde tanımlanır. Kısalık bakımından,

k (1 ,J ,T )= k 1JT ; k ( i,j ,t) = k .j t

alacağız. Uç girişli bir tablodan aşağıdaki şekilde iki gi­
rişli üç alt tablo elde edilebilir.

k IJ = fkij|ie I, J GJİ ! k ij = : 1 k i j 1 1 t G T '

k,t|. !k., | i e ı, ı e Tl ; k j( !k. (2.2)

k JT 1 k j U I j e j >  teT) * k jt = ‘ 1 k i j t i 1 6  l!

Ayrıca üç girişli L j j,j, tablosu aşağıdaki şekilde iki 
girişli bir tablo olarak da düşünülebilir:

- 4‘J -

k I (J T ) = lk(İ' <3't))lİ € I ' İ e j ' t G T İ  <2 -3 >
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Burada k(i,(j,t)) = k(i,j,t) dir. Aynı gösterilim 
kT(ij) ve k j t a b l o l a r ı  için de düşünülebilir. Uç giriş­
li veri tablolarının faktör analizinin bu gösterilim şekli­
ne göre yapılması literatürde (55) önerilmektedir.-

2 .2 . ÜÇ GİRİŞLİ TABLOLAR İÇİN YENİDEN KURULUŞ FORMÜLÜ

Kik tür analiz i yöntemlerinin teorisi, genellikle iki 
girişli tablolara uygulanacak şekilde hazırlanmış ve geliş­
tirilmiştir. 1536'lardan bu yana iki girişli tablolar için 
kullanılan yeniden kuruluş formülü üç girişli tablolar için 
başarılı olamamıştır. Son yıllara kadar bu konuda yapılan 
çalışnıaleırdan da olumlu sonuçlar elde edilememiştir.

Uç girişli veri tabloları için yeniden kuruluş for­
mülü ilk olarak karşılaştırma analizi yönteminde, etkileşim­
lerin ayrışımı çerçevesinde ele alınarak, tansörel incele­
mesi yapılmış ve aynı formülün varlığı ve tekliği de ispat­
lanmıştır (72) .

Uç girişli tablosu yardımıyla fj-j.̂. ile gösteri­
len frekanslar tablosu aşağıdaki şekilde elde edilebilir:

L'sas tabloda olduğu gibi (2 . 1) formülü 1 1c verilen 
frekanslar tablosundan marjinal frekans tabloları aşağıdaki 
gibi oluşturulabilir.

fİJT |fijt|i&I, j £J, t GT) ; f.jt = (2.4)

B u i a d a  k .\| k . . t | l ı. t , j o.l , t t. T! dır.

fIT = ı fit|ieı, t e  t ı 

r.JT 1 f jt I -• G J ' 1 ‘ T 1
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İki girişli olan bu tablolardan da, bunların profil­
leri olan tek girişli tablolar elde edilebilir.

fı = {fJ  1 el} » fı = fj j| j € J)

f J  = f f j I i 6  J] ; f . = y. { f ... | i (2 .6 )

^ 1 1  e t ) ; r L = ,vı rjL|,i G I ,

una gore aa , b(3, cy ve d,s lar ileride belirlenecek 
tsayılar olmak üzere, Uç girişli tablolar için, karşılaş- 

rrma analizinde önerilen yeniden kuruluş formülü,

fijt = fifj ft f1 + a J a e A )

+ E[Cfe ^ e  V 6 £ B }  + c y | Y 6 C }

+ E { İ  İ  d I ^ d j j  (2.7)

şeklindedir (72). Burada A, B , c, D 1er indis kümeleri ve
^ct' ler ise, elemanlarına sırasıyla f i ,  f  , f  kütle

« u »  X , „zerlnde
varyansları 1 e eşit olan ortogonal yoğunluk fcnksiyon- 

^ r ı n ı  göstermektedir. 0  halde, ö r n e ğ i n i ^  v e ^ ,  («, a . € A)

E (^) = Eff± ^  I i e T ) = o

Var(C0  ~ Ilfi LC  i9a' I İ6IJ = { " / '
t ise 

1 r ot = a 1 ise

yazılabilir. Daha açık bir ifadeyle,^' , (J? 3 ve in t ,S 1V 1 , „ct 6 v a B ler sıra~
I ’ UJ ve u-r birim eksen vektörlerini]ıın yoğunluklarıdır.

(2.7) formülünün ikinci tarafındaki ilk üç £ toplam, 
ı inci basamaktan, sonuncu toplam ise, üçüncü basamaktan et­
kileşimleri kapsar.
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Burada üçüncü basamaktan etkileşimleri ihmal ederek, 
belirli bir hata riskine karşılık, formülün, yoğunluk fonk­
siyonları yerine ölçüler cinsinden ifadesini daha basit ve 
kullanışlı bir şekilde vermeye çalışacağız.

üçüncü basamaktan etkileşimlerin ihmal edilmesi ha­
linde (2 .7 ) ile verilen kuruluş formülü

f i j L = l1 + a,J'l£AI f bliU'fcU|

+ ^ c ^|y eC) j (3.8)

şeklini alır.

Bu formülde, her iki taraf tf\ (a‘G A )  ile çarpılıp 
i ve t üzerinde toplam alınırsa,

i \ c  t  f cti ^  r v r f f . f f i  + 1 ^ af. | o. G. A}ı 1 -̂» t b l j   ̂ X "i t U 01 Li
^ 1 ıjt 1

+ £<w b u b V eGB1 + cYh £C)J}lifeI'
■ (2.9)

elde edilir. Ayrıca, ortogonal olan U> lerin ortalama değeri­
nin 0 olduğu gözönüne alınarak,

i j (2 .1 0 )
£ifijı*î.|i£ n-ffj u î .  v

bulunur. Bu son eşitliğin her iki tarafı f. ile bölünerek

U ^ i ^ , | i e i )  =M?j, aa . <2 -n )
j

veya
E{f3 U î \  | i e D  = C^ *  au - l 2 ' 12)

elde edilir. Bu ise karşılaştırma analizinde geçiş formülü 
olarak bilinir. O halde a katsayıları ı ç m
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aa = V T  (a£ A) (2.13)

bulunur. Böylece, karşılaştırma analizinde verilen bu for­
mülden, ana bileşenli faktör analizine geçerek bir yeniden 
kuruluş formülü vermek mümkündür. Bunun için (2.12) formü- 
lündekiL?^, yoğunluk fonksiyonu yerine U ö l ç ü s ü  ve f? ye­
rine de kj . almak yeterlidir. Çünkü, M metrik olmak üzere 

t yoğunluk fonksiyonu

M =L^a (2<14)
olarak tanımlanmaktadır (63).

Böylece (2.8) formülündeki ilk toplam içinde bulunan 
a^ değerinin bulunması için yapılan işlemler aynen diğer iki 
toplamdaki b^ ve c^ 1 ar için tekrarlanarak

b 8 = / r B ; CY = ^ Y  ( 2 - 15)

elde edilir. Böylece üçüncü basamaktan etkileşimlerin ihmal 
edildiği kuruluş formülü, ana bileşenli faktör analizinde

k i j t  :

*  I M j u J  A 6 İ B S B ]  *  £ l l P l * k / Ç l v e c l )

olarak verilebilir. Eşitliğin ikinci yanındaki herbir topla­
mın karşılaştırma analizinde verilen kuruluş formülüne göre 
ifadeleri gözöııüne alınarak

k , . = k .k .k.  [ I  +ıjt ı j  t 1

k . , - k . k , + 3
k .k,
3 t

k . . — k , k . k . — k , kJ- I -i- J + it ı t
k .k . k , k,ı 3 ı t

(2.17)

yazılabilir (72). Buradan açık olarak
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( 2 . 18 )

elde edilir. Böyle bir formülün ana bileşenli faktör anali­
zinde de kullanılabilmesi için, eşitliğin ikinci yanına belir-

proyrnmı uygulanmak suretiyle elde edilen sonuçlardan, bu dö-

almacaktır. Bu formülün geçerliliğini göstermek için, for-

sonuçlar, başlangıç tablosu için elde edilen sonuçlarla kar­
şılaştırılmış ve bu yaklaşımın yeterliliği saptanmıştır (Şe­
kil 6.9-6.10).

Benzer grafiksel sağlama, ECKART-YOUNG ın önerdiği ye­
niden kuruluş formülü için de sağlanmıştır (Şekil 6 .2-6.4).

lero bağlayan ifade, yani üç girişi i tablolar için yeniden 
kuruluş formülü yazılabilir. Bunun için (i.84) göz önüne alı­
narak.

Buna göre ana bileşenli faktör analizinde başlangıç 
tablosundaki k ^ ^  lerin yaklaşık değeri olarak,

(2.19)

mül yardımıyla yaklaşık olarak hesaplanan k^jfc lerden oluşan 
tabloya, ana bileşenli faktör analizi uygulanarak elde edilen

(2.19) formülünden, tablodaki ölçümleri, ana bileşeıı-

( 2 . 2 0 )



ifadeleri (2.19) formülünde yerine konursa, herhangi bir 
k. . . nin ana bileşenler cinsinden ifadesi,l]t

, ^  k t - 1 / 2  , N  .. - 1 / 2  'k. . . = To J. A T T f —i: /-A. I . t1
k u <x “"'l "~u k ^
k . , . , k.k.k.

+ ~  Y. A 7 T T* - 2 ■ (2.21)
k 2 1 > “ V -V k 2

eldo edilir.

2 . 3 . Y E NİD EN  KURULUŞ FORMÜLÜNDEKİ ÖLÇÜMLERİN İNCELENMESİ

k .. ölçümünün k.k.k ölçümler çarpımına göre yoğun- ı j r ı 1 t
luğunu d 1 9t ile göstererek 

... k . . ,
d 13 = — (2 . 2 2 )

k.k.k, ı j t

şeklinde tanımlayacağız. Buna göre

d ij = k_Ü. . d U  = İ i L_  . d İL = kjt. ( 2 23)a k.k. ' ü k.k. ' k.k,1 3  ı t  3 t

yazılabilir.

Böylece (2.19) formülü yoğunluklar cinsinden

.1 1 '1 ~~ (d1 1 • .11 1 ı d 1 1 - .’) (2. .M )
k'

olarak yazılabilir.

Teorem 2.1: I .x J kümesinin hor (i, j) elemanının öl-
L .

k olur.
çüınU olarak k^kj alınırsa, d 1J yoğunluğunun ortalama değeri



İspat; Kısaca,

£{k.k. d lj|iei, j 6  j) = E(k . . | i fc I, j 6 j) = kı ] J • i]
olur.

Teorem 2.2: I kümesinin her i elemanı için d 1-*, J
üzerinde tanımlanmış k. ölçümlü bir yoğunluk olarak gözönü-

i i ine alınabilir. O taktirde d J ııiıı ortalaması 1 dir.

İspat: Her i için ^
K(dİJ) - >:ik. d ij|j£j) - >:(ır^ İ3GJ)

yazılırsa

E (dİJ) = E{k. . | j £ J ) = 1ki ıj

bulunur.
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B Ö L Ü M  3 

U Y G U L A M A

3 . 1 .  A N A L İ Z İ  Y A P IL A C A K  VERİ  TA BLO LA RI

Analizi yapılacak veri tabloları, 197C/80 yıllarını 
içeren beş yıllık süre içinde, ülkemizin 25 değişik ülkeye 
ihraç ettiği 1 2  farklı tür üründen sağladığı gelir miktarla­
rından oluşmaktadır. Grafik gösterilimlerde kolaylık bakı­
mından, birey ve değişkenler için kullanılan notasyonlar 
aşağıdaki gibi belirlenmiştir.

Değişkenler:
1. Yaş sebzeler (YSEB)
2. Kuru sebzeler (KSEB)
3. Turunçgiller (LIMO)
4. İncir (INCI)
5. üzüm (UZUM)
6 . Kuru yemişler (KYE'M)
7. Yaş meyvalar (YMEY)
8 . Hububat (UUBU)
9. Tütün (TUTU)

10. Pamuk (PAMU)
11. Kimyasal ve inorganik bileşikler (KIMY)
12. Maden cevherleri (MAD1J)

Bireyler:

1. Fed. Alın. Cuın. (ALMA)
2. Suudi Arab.(ARAB)
3. Avusturya (AVUS)
4. Belçika (BELC)
5. Danimarka (DANi)
6 . İngiltere (INGL)

- 57 -
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7. A.B.D. (AMER)
8 . Fransa (FRAN)
9. Yunanistan (YUNA)

10. İran (IRAM)
11. Irak (IRAK)
12. İsrail (IS RA)
13. İtalya (ITAI.)
1 *1. Drdüıı (URlıll)
15. Japonya (JAL’O)
16. Libya (LIBY)
17. Lübnan (LUBN)
18. Hollanda (HOLL)
19. Kuveyt (KUVE)
20. Romanya (RUMA)
21. Suriye (SURI)
22. İsveç (IS VE)
23. İsviçre (ISVI)
24. Rusya (RUSY)
25. Yuyoslavya (YUGO)

Burada 12 üründen (yani değişkenlerden) oluşan küme I 
ve 25 ülkeden (yani bireylerden) oluşan küme de J ile göste­
rilirse, her bir yıl için = (k^j|iei, j e Jİ şeklinde
iki girişli bir veri tablosu elde edilmiş olur. Her yıla ait 
kjj tablosundaki k^j değeri, i yinci ülkeye j yinci ürünün 
ihraç edilmesiyle elde edilen gelir miktarını (1 0  ̂ dolar ola­
rak) ifade eder. Böylece beş yıllık ihracat için beş adet 
iki girişli veri tablosu düzenlenmiş olur. Burada esas olarak 
farklı karakterde üç tablonun analizi yapılacaktır.

1 ) ülkelere yapılan yıllık ihracattan elde edilen ge­
lir miktarları gözönüne alınarak oluşturulan beş adet iki 
girişli tablo,

2) Beş yıllık toplam ihracat gelirlerinin hesaplanma­
sıyla elde edilen iki girişli bir tablo,
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3) 1976'dan 1980'e kadar geçen beş yıllık sureyi üçün­
cü boyut olarak gözönüne almak suretiyle oluşturulan gerçek 
Uç girişli bir tablo.

Yıllık ihracat gelirlerinin ayrı ayrı analiz edilme­
siyle ortaya çıkan sonuçlar, yorumları itibariyle, beş yıl­
lık toplam ihracat gelirlerinin analiz sonuçlarına çok yakın 
bulunmuştur. IJu nedenle, yıllık ihracat gelirlerinin analiz 
sonuçları üzerinde durmayacağız.

3 ,2 . ANALİZ PROGRAMININ HAZIRLANMASI .

Bu çalışmada, ana bileşenli faktör analizi yöntemine 
ilişkin, oldukça genel amaçlı bir program hazırlanarak FORT­
RAN IV dilinde kodlanmıştır.

Tüm analizler, söz konusu program yardımıyla, Î.T.U. 
Bilgi İşlem merkezindeki IBM 4341 hesap makinalarında ger­
çekleştirilmiştir .

Burada program algoritması şu adımlardan oluşmaktadır.

i) Veri tablosunun arzu edilen FORMAT'a göre okunması,
ii) Korelasyon (veya Kovaryans) matrisinin hesaplanması,

iii) Korelasyon (veya Kovaryans) matrisinin ö z d eğerve 
özvektörlerinin hesaplanması (lloushoulder (74) algoritması 
kul 1 ;ım 1 ,ı r.ık 1

iv) Bulunun özdeğer 1 e le uit, özdeğer yüzdel eri ile bi­
rikimli özdeğer yüzdelerinin hesaplanarak, özdeğerler Iıisto- 
g r a m m ı n  çizimi,

v) özdeğer ve özvektörlerden hareketle ve ilgili for­
müller yardımıyla ana bileşenlerin hesaplanması,
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vi) Analiz için gerekli olabilecek, katılma payları, 
gösterilimin kalitesi ve bireylerin ana bileşenlerle yaptık­
ları açıların kosinüs karelerinin hesaplanması,

vii) D e ğ i ş k e n l e r e  ait maksimum ve minimum değerler ıLe 
ortalama vo standart sapmaların hesabı,

vii i) 13 i rey ve değişkenlerin ayrı ayrı ve birlikte gös­
ter il imi er inin, birinci ve ikinci eksenlerden oluşan A ( 1 , 2 ) 
düz 1 em i ııde (istenilirse ikinci ve üçüncü eksenlerden oluşan 
A (2, 3) düzleminde, vb.) verilmesi.

3 . 3 . UYGULANACAK ANALİZLERDE SECİM KRİTERİ

Analizde korelasyon matrisi kullanılabileceği gibi, 
kovaryans matrisi de kullanılabilmektedir. Ancak bu ıkı 
matristen elde edilecek sonuçlar farklı olduğu için, anali­
zi yapılacak olan matris rasgele seçilmez (14). Matris seçı 
minde göz önüne a l m a n  kriter, bu çalışmada, değişken birim­
leri arasındaki farklılıktır. Değişkenlerin birbirlerine 
kıyasla çok farklı değerler aldığı durumlarda, bunlara iliş­
kin bileşenler fazla bir anLam taşımayabilir. Böyle durum­
larda değişkenler arasındaki farklılıkları yok eden, kore­
lasyon matrisi kullanmak daha doğru olur. Değişken değerle­
rinin karşılaştırılabilir olduğu veri tabloları için kovar­
yans matrisi seçilmelidir (76).

Çalışmada, değişken birimlerinin aynı olmasına rağ- 
miktarla, arasımla büyük farklılıklar olması nedeniyle, 

kore 1 as\en matrisi kullanılmıştır. Ancak, kovaryans matrisi 
kullanılarak yapılan analizlerden de benzer sonuçlar elde 
edilmiştir.

önceden de belirtildiği gibi, hesaplanan ana bileşen 
lerin, çok değişkenli sisteme ilişkin toplam informasyonu 
açıklama payı, ilgili özdeğer ile doğru orantılıdır. İnfor-



masyonun tamamının açıklanması, ancak tüm özdeğerlerin alın­
masıyla gerçekleşebilir. Ancak bu durumda bileşen sayısı 
ikiden fazla olacağından, sonuçları grafik üzerinde yorum­
lamak mümkün olmaz. Bu nedenle, tüm analizlerde ilk iki bi­
leşen alınmıştır.

3 . ,l. GRAFİKSEL YORUM TEKNİĞİ

Birey ve değişken bulutlarının düzlemsel gösterilim- 
lerini, yani grafiklerini yorumlayabilmek için, her bir bu­
lutun elemanları arasındaki ortak özellikleri gözönünde bu­
lundurmak gerekir. Bu ortak özellikleri her bir bulut için 
ayrı ayrı inceleyelim.

-iDaha önce, y J ve y gibi iki değişken arasındaki uzak­
lığın, korelasyon katsayısı cinsinden ifadesi

II y j - /|| 2 = 2 (1 - r.k ) 

olarak verilmişti (1.108). Burada,

rj k = Kor (/, / )

dır. O halde bu bağıntıya dayanarak şu sonuçları sıralayabi­
liriz:

i) r . ̂  = 1 veya l'e yakın ise, || /  - y k || = 0  dır.
Yani v 1 ve y çakışır veya l> i rbi r 1 er j ne çok yakındırlar. Şu 
ha 1 de ora tik ürerinde hiıim çembere yakın olan gruplardaki 
değişkenler .ir.ısında poz i I it işaret I i yüksek bir korelasyon 
olduğu söylenebilir.

ii) r^k = 0 ise yani /  ve /  bağımsız ise, /  ve /  or- 
togoııal olur. Ayrıca || y^ - y k || = v/2~ elde edilir. Şu halde
grafik üzerinde, birbirine dik durumlu değişken veya değişken 
gruplarının elemanları arasındaki korelasyonun sıfır olduğunu 
anlarız.

- 61 -
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iii) = - 1 olması halinde ise || ^ II = 2 olur.
Yani noktalar 1 yarıçaplı Hiper kürenin çapı üzerinde, kar­
şıt uçlarda bulunur. Böylece, grafik üzerinde birim çembe­
rin çapı üzerinde, karşıt uçlardaki değişken veya değişken 
grupları arasındaki korelasyon katsayısının - 1  olduğunu söy­
leyebiliriz .

Değişkenler bulutu bilindiği gibi, bireyler bulutu 
gibi ortulanıııamıştır. Yani, bireyier bulutunun grafik gös- 
teriliminde, bireyler başlangıç noktası etrafında dağılmış 
oldukları halde, değişkenler için aynı durum söz konusu ol­
maz. Hatta, bütün değişkenlerin başlangıçtan geçen eksenler­
den birinin başlangıca göre, yalnız bir tarafında olduğu du­
rumlar da vardır (Şekil: 6.4).

Şimdi, değişkenler için yorumu büyük ölçüde kolaylaş­
tıran yeni bir kavram tanımlayacağız.

Tanım: y p değişkeni ile A ana ekseni arasındaki iv 
korelasyonunu, bütün değerleri için 

n
1 Ç . y  -! ıu J ı

r _ ± z ± . ; -----    (3.1)
u o 3 J T» a

olarak tanımlayacağız. Burada,

i yinci bireyin A ekseni üzerindeki izdüşümüdür 
(ana b i I eşen ).

e 1 : v 1 değ i şkeıı i n i n staıuhu t sapmasıdır ve I 'e eşit­
tir (Normlu analiz hali).

Au : nın varyansıdır. Aynı zamanda a ' y m c ı  eksene
karşılık gelen özdeğerdir.

Teorem 3.1: y-* (j = 1, 2  .......,p) değişkeni ile A ana-----------  a- Cı
ekseni arasındaki korelasyon, bu değişkenin eksen üzerindeki
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r., = L  (3.2)3u 3u

bileşenine eşittir.

İspat: (1.76) ve (1.77) bağıntılarından açık olarak

f, . = / T  V .İU V «Y L< (
(3.3)

£ ; = /  A U .3u u J«»

yazılabilir. Ayrıca (1.102)den dolayı da

£i° ' Viı Uj« ' <J^' V ı  ■ l 3 üc <3-‘"J p

yazılır. O halde (3.3) ve (3.4) birlikte gözönüne alınarak

Ci = a-1/2 ı yİ £ •(X . t J i ^jaJ "1
(3.5)

r X- V 2 " j
"3 0 1 = a i=l * iu

bulunur. Diğer taraftan o 3 = 1 olduğundan ve (3.1) gözönüne 
alınarak teorem ispat edilmiş olur.

lîu teoremden elde edilen sonuç, y^ nin A üzerindeki(l
.izdüşümünün, değişkenin bu eksen ile, yani bireylerin n'yıııcı 
bileşenleriyle olan kore I asyoıııııuı eşil olmasıdır ve burada 
üç farklı hal ayırdedilebilir.

i) E , ja = 1 ise, 4 ^^ ile y? değişkenleri arasında

= a y| (a / 0) (3.6)

şeklinde lineer bir bağıntı vardır. Du taktirde £^ faktörünü,
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bireylerin A ekseni boyunca bir sınıflandırılışı olarak
a i .yorumlarız. Bu sınıflandırmada bireyler, y J değişkeninin

artan değerlerine göre sıralanır.

1 ise bireyler A ekseni üzerinde, y^ nin
n

i i i) i  . ~ 0 olması hal inde ise i . lar ile y^ larJu Lı ( ı
arasında bir ilişki olmayabilir. Yani I  . Jar ile yİ 1erlu ı
incelenen topluluk üzerinde bağımsız olabilir.

Özet olarak denilebilir ki, |£. | değeri l'e ne ka- 
dar yakınsa, yT 1 er ile ( ^ lar arasındaki lineer ilişki o 
ölçüde büyük olur.

Teorem 3.2: y3 , ana düzlemlerden birinde birim çem­
ber üzerinde (veya yakınında) bulunan bir değişken ve bun-

k “idan farklı herhangi bir y değişkeninin üzerindeki iz­
düşümü L ise, bu iki değişken arasındaki korelasyon OL uzak­
lığına eşittir. Yani,

rjk = OL (3.7)

d ir.

İspat: Burada

' Y k = II X j H II X k || cos 0 = ÖL ||yk || (3.8)

y .ız ı I .ıI-> i I ir. PUjor taraftan |l y k || 1 (veya 1) olduğundan

ÖL = (yj ) ■ y k (3.9)

elde edilir. Ayrıca

Var (yk ) = Var (y^) = ı (3.10)

olmasından dolayı da,



■
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r = Kov , yk ) = f^1 )' Y.k (3.11)
yani

rjk = 5 1

bulunur. Böylece, grafik düzleminde y-* değişkeni birim çeın- 
ber üzerinde veya yakınında gözükmüşse, bunun diğer bir 
değişkeni ile arasındaki korelasyonu grafik üzerinde
ko 1 ayca lıesap.1 anab i lir .
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B Ö L Ü M  4 

ARAŞTIRMA SONUÇLARI■ .

l \ . \ .  VERİ T A B L O L A R I N I N  ANALİZİ

r.ık ( ör .ın.ı I izinde i ııco J unu.' konımu oi.li.loii Lrıblolar, 
çoğunlukla ya bir karşılaştırma tablosu voya da lojik bir 
tablodur. Bunların veri analizinden bildiğimiz bazı klasik 
koşulları sağlaması istenir. İler şeyden önce, verilerin yapı­
ları ve içerikleri itibariyle homojen olması ve gerek satır­
lar (bireyler) arası ve gerekse sütunlar (değişkenler) arasın­
daki uzaklıkların bir anlamı olması gerekir. Ayrıca, ince­
lenen olayın yapısını yansıtan veri tablosunun, bu yapının 
basit istatistiksel yöntemlerin uygulanması halinde bile 
çözülemeyecek ölçüde büyük olması amaca daha uygun olacaktır.

Çalışmada, değişkenler ile bireylerin ana bileşenli 
faktör analizi birlikte yapılarak, yorum için gerekli ola­
bilecek tüm istatistiksel büyüklükler uygun tablolar halin­
de verilmiştir. Ayrıca, birey ve değişkenlerin, birinci ve 
ikinci bileşenden oluşan (1 ,2 ) düzleminde grafik göster il im­
leri yapılmıştır.

Grafiklerin yorumu, bir eksenin her iki tarafında 
gruplanmış bulunan noktalar arasında bir ilgi ve benzerlik 
araş t ir 1 1 ması şeklinde yapılır. Noktaların mutlak katılma 
payları dikkate alınmalı ve en uzaktaki noktaların her zaman 
katılma payları en büyük olan noktalar olmayacağı göz önün­
de bulundurulmalıdır. Ayrıca bir eksenin her iki tarafında, 
merkezden eşit uzaklıkta bulunan nokta veya nokta grupları 
için, istatistiksel anlamda "Birbirlerinin zıtlarıdır" şek­
linde bir yorum yapılmalıdır.



Bireylere ilişkin sonuçlar tablosunda, bireylerin 
eksenlere yakınlık derecesini ifade eden K02 kolonu bulun­
maktadır. Bu kolon aynı zamanda, bireylerin bileşenlerle 
yaptıkları açıların kosinüsünün karesini vermektedir. Do­
layısıyla her bir bireye ait K02 değeri l'e yaklaştıkça, o 
bireyin söz konusu eksene yakınlığı daha fazla olacaktır. 
Aynı tabloda, KLT ile gösterilen ve gösterilimin kalitesini 
veren bir başka kolon daha bulunmaktadır. Bu kolon, her bi­
reyin bütün eksenlerle yapmış olduğu açıların kosinüs kare­
leri toplanarak oluşturulmuştur. Bu nedenle, KLT kolonundaki 
herhangi bir değerin l'e çok yakın olması, o bireyin göste- 
riliminin iyi olduğu anlamına gelir.

Analiz sonucunda, birey ve değişkenlerin ayrı ayrı 
gösterilimlerinden başka, birlikte gösteril imleri de yapıl­
dı. Birlikte gösterilimdeki amaç, bireylerle değişkenler 
arasındaki çok yönlü ilişkileri ortaya çıkarmaktır.

Uygulama olarak seçilen ekonomik problemin analizin­
de, beş yıllık toplamlardan oluşan iki girişli tablonun or­
taya koyduğu sonuçlar ile, yeniden kuruluş formülünden elde 
edilen sonuçlar, grafikler üzerinde karşılaştırılmıştır.

Zaman faktörünü de gözönüne alarak, iki girişli ait 
tablolar yardımıyla oluşturulan (25 x 60) boyutlu üç girişli 
veri tablosunun analizinden başka bireylerle değişkenler yer 
değiştererek oluşturulan (60 x 25) boyutlu üç girişli tablo­
nun da analizi yapılmıştır.

Ayrıca, analizler sonucundu elde edilen grafikler 
ile, üç girişli veri tabloları için önerilen formüle ait 
grafikler karşılaştırılarak, söz konusu formülün geçerli­
liği gösterilmiştir.
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4 . 2 .  İKİ GİRİŞLİ kjj T A B L O S U N U N  ANALİZİ

Burada beş yıllık zaman süresi üzerinde toplam alı­
narak oluşturulan k ^  tablosunun analizi ile birlikte ista­
tistiksel anlamda yorumu yapılacaktır. (Jç girişli tablo­
sundan elde edilen k ( tablosu gerçek anlamda iki girişli 
bir tablodur (Tablo: 6.1).

Önce kTT tablosundan elde edilen bireyler bulutuna J. J
ana bileşenli faktör analizi yöntemi uygulanarak, ekte veri­
len grafik elde edilmiştir (Şekil: 6.1). Birinci ana düzlem 
ile ilgili karakteristik değerler aşağıdadır:

\ 1 = 3.99 A p = 1-91
T 2 = 0.33 T 2 = 0.16

Buradan toplam informasyon miktarının % 49 kadarlık 
bir kısmının i. ve 2 . bileşenden oluşan (1 ,2 ) düzlemi ta­
rafından tüketilebileceği anlaşılmaktadır (Tablo: 6.3).

Grafik düzleminde ilk bakışta ikinci ana eksenin, 
Avrupa ülkeleri ile Ortadoğu ülkelerini ayırdığı göze çarp­
maktadır. Sağ tarafta (ISVI, AMER, INGL, FRAN, ITAL, ALMA, 
RUSY, IRAK) yer alırken sol tarafta IRAK müstesna, tüm Orta­
doğu ülkeleri ile birlikte bazı Avrupa ülkelerinin de yer 
aldığı rıöz 1 enmektedlr. Bireylerin rjrnf.ik düzlemi üzerindeki 
bu konumu, ihraca!tn, ürünlerin satıldığı ülkelerin coğra- 
fik konumlarından ileri gelen ortak gereksinimleri yansıttı­
ğı ilk yorum olarak söylenebilir. Böylece, özet olarak deni­
lebilir ki, (1,2) düzlemi Ortadoğu-Avrupa ikilemini kesin 
bir çizgi ile vurgulamaktadır.

Değişkenler bulutunun (1,2) düzlemindeki gösterili- 
mine ait grafik Ek bölümde (Şekil: 6.2) ile verilmiştir. 
Grafik düzlemi üzerinde, değişkenler arasında birtakım grup­
laşmalar göze çarpmaktadır. Bunları şu şekilde sıralayabili­
riz:



i) (KYEM, YMEY, I1UBU)
ii) (UZUM, PAMU, INCI)

iii) (KIMY, MADE)
iv) (LIMO, YSEB)

Bunların dışında TUTU ve KSEB başlıbaşma grup oluş­
turan değişkenler olarak düşünülebilir. Aynı gruptaki değiş­
kenler arasındaki korelasyonların yüksek olduğu (Tablo: 6.2) 
ile verilen korelasyon tablosundan da sağlanabilir. Bu sonu­
cun böyle olması gerektiği, grafiksel yorum tekniği bölümün­
de (3.4), birbirine yakın olan değişkenler arasındaki kore­
lasyonun yüksek oluşu gerçeğinden anlaşılabilir.

Burada grup oluşturan, yani aralarındaki pozitif ko­
relasyon katsayısı yüksek olan değişkenlerin, geçen süre 
içindeki ihracat artışlarında bir paralellik olduğu söyle­
nebilir. Bunun gibi, aralarındaki korelasyon katsayıları yük­
sek fakat negatif olan-ürünler için, "birinin ihracat artı­
şına, diğerinin azalması karşılık gelir" şeklinde bir yorum 
yapılab il ir.

Şimdi bireyler ile değişkenleri aralarındaki çok yön­
lü ilişkileri gözönüne alarak birlikte yorumlayalım. Değiş­
kenlerin gösterdiği grafik düzleminde, birim çembere yakın 
olan değişkenlerden PAMU, UZUM ve INCI ürünleri göze çarp­
maktadır. Bu ürün grubu, bireylerin birinci ana eksen üze­
rinde bir sıralanışını sağlamaktadır. Yani, birinci ana ek­
sen üzerinde, pozitif yönde, başlangıçtan en uzakta olan bi­
reyler, bu ürünlerin en çok ihraç edildiği ülkeler olarak 
görülecektir. Bireylerin gösterildiği grafik düzlemi üzerin­
de bu özelliği sağlayan ülkeler olarak ALMA, ITAL, FRAN, INGL 
ve ISVI görülmektedir. Bu sonuç (Tablo: 6.1) de verilen veri 
tablosundan da sağlanmaktadır. Gerçekten de veri tablosunda­
ki PAMU, UZUM, INCI kolonlarında en yüksek ihracatın yapıl­
dığı ülkeler, yukarıda söz konusu edilenlerdir.

- 69 -



Bu incelemeyi yaparken bireyler arasında birinci ana 
eksen üzerindeki gösterilimi en iyi olan, yani kalitesi yük­
sek olan bireyleri dikkate almak gerekir (Tablo: 6.5).
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4 . 3 .  ÜC GİRİŞLİ k IJT TABLO S U N U N  ANALİZİ VE S ONUÇLARIN YORUMU

Daha önce de ifade edildiği gibi, iki girişli k^j 
tablosu, üç girişli k ^ ^ t a b l o s u n u n  marjinal bir tablosu 
olduğundan, her iki tablonun analizlerinden elde edilen so­
nuçlar da belirli ölçüde bir benzerlik bulunacaktır.

Burada üç girişli k.LU I
leri şöyle belirlenmiştir:

tablosundaki I , J ve T küme-

I = {ihracatın yapıldığı 25 ülke )
J = {12 faiklı grupta toplanan ihraç ürünleri]
T = {1976-1980 yıllırını kapsayan 5 yıllık sürej

O halde tablodaki k , . = k(i,j,t) değeri, t yılında1 3 1
i ülkesine ihraç edilen j ürününden elde edilen gelir mik­
tarını gösterir. Bu tabloyu bitişik beş alt tablo gibi dü­
şünebiliriz (Tablo: 4.1).

Tablo: 4.1) (25x60) boyutlu üç girişli veri tablosu

t 1 = 1976

2 5

1 , 3-,

, k . . il t

( 1 )

'12

t 5 = 1980

3ı 12 312

. . . . k . .,i3t5

(5)



Burada 25 birey ve 60 değişkenden oluşan bir tablonun 
analizi söz konusudur. Ancak, analizi yapılacak tablolardaki 
kolon sayısının birey sayısından daha az olması uygun olaca­
ğından, (25 x 60) tablosunun transpozesi alındıktan sonra,
ana bileşenli faktör analizi uygulanmıştır. Böylece, analiz­
de ülkeler, değişken ve ürünler de birey olarak göz önüne 
alınmıştır.

Önce, değişkenler bulutunun analizi yapılarak Ek bö­
lümde verilen grafik elde edilmiştir (Şekil: 6.5). Burada 
birinci ana düzlem ile ilgili karakteristik değerler aşağı­
daki gibidir:

\ 1 = 5.95 \ 2 = 3.59
Tl = 0.24 t 2 = 0.14

Görüldüğü gibi birinci ve ikinci bileşenden oluşan 
ana düzlem tek başına, toplam informasyonun % 38 kadarlık 
bir kısmını tüketmektedir.

Grafik düzleminde ilk bakışta, Ortadoğu ülkelerinin
net bir biçimde diğer Avrupa ülkelerinden ayrıldıkları göze
çarpmaktadır. Bu durum, K tablosunun analizinde de ortayai. J
çıkmakla birlikte, IRAK'ın Avrupa ülkeleri ile birlikte gö­
rülmesi Avrupa-Ortadoğu ayırımında istisna oluşturmaktaydı. 
Bu da, zaman boyutunu da dikkate alarak, problemi üç giriş­
li tablo yardımıyla analiz etmenin daha gerçekçi olacağını 
vurgulamaktadır. Grafik düzleminde oluşan gruplar şu şekil­
de sıralanabilir:

i) (AMER, DANI, ISVE, YUGO, AVUS, RUSY, JAPO)

İi) (ARAB, LIBY, ISRA, IRAN, SURI, LUBN), (URDU, KUVE) 
İİİ)(YUNA, RUMA, i t a l , b e l c )
iv) (HOLL, ALMA, FRAN)
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Be n z e r i  d u r u m  (Şekil: 6 . 6 ) da verilen, ikinci ve UçUn- 
cti b i l e ş e n d e n  olu ş a n  (2,3) d ü z l e m i n d e  de b e l i r g i n  b i r  ş e k i l ­
de göze çarpmaktadır.

O r t a d o ğ u  ü l k e l e r i  ile A v r u p a  ü l k e l e r i n i n  grafik d ü z ­
lemle r i n d e  b i r b i r l e r i n d e n  a y r ı l m a  n e d e n lerinin, eeğrafik 
k o n u m l a r ı n d a n  k a y n a k l a n d ı ğ ı  bura d a  da s ö y l e nebilir.

Aynı gruptaki ü l k e l e r  ara sı n d a k i  k o r e l a s y o n l a r ı n  y ü k ­
sek oluşu, (Tablo: 6.6) dan da gerçekl e n e b i l i r .

Gerçekten, bu tabloda p o z i t i f  işaretli b ü y ü k  k o r e l a s ­
yonların, söz konusu gruplara giren ü l k e l e r  aras ı n d a  oldu ğ u 
görülmektedir.

.Diğer taraftan, b i r e y l e r  b u l u t u n u n  grafik g ö s t e r i l i m i  
de (Şekil: 6.7)de verilmiştir. Bu grafik Ineeian d i ğ i n d a  d ü z l e m  
üzerinde d e ğişik y ı l l a r a  ait aynı ürün t ü r l e r i n i n  b i r b i r l e ­
rine çek y a k ı n  b u l u n d u ğ u n u  görmekteyiz. B u n u n  yorumu, söz 
k o n u s u  ür ü n l e r  farklı yıllarda, de ğ i ş i k  m i k t a r l a r d a  ihraç 
e d i l m e k l e  birlikte, bu ü r ü n l e r i n  i h r a e a t m d a  çok büyük s a p m a ­
lar m e ydana g e l m e d i ğ i  şekl i n d e  yapılabilir. Aneak KYM, T U T U  
ve PAMU gibi ü r ü n l e r d e  bu g r u p l a ş m a n ı n  olma d ı ğ ı  grafik tize» 
rinde g ö r ü l d ü ğ ü  tfibi, veri t a b l o s u n d a n  da sağlanabilir.-

t nc v  I emekle,  b i r e y i  et  u r a n ı m l a ,  b I ı I ne  I a n a  e k s e n  ( i ze-  
ı İ nd e k i  ut ' s l  e r I I I ııt1 e  ı 1 en İyi  e l a n ,  y a n i  ka l  İ l e s i  y ü k s e k  o l a n ­

l a r  ( T a b l o :  u . 0 ) a  b a k ı l a r a k  (KY76,  K 1 7 6 ,  TU77,  J U 7 8 ,  PA78,

YS79, K179, f.IBÖ) ş e k l i n d e  b e lirlenmişi i r . B u n l a r  a r a s ı n d a  
birinei ana eksene en yakın ola n  (YS79, Ul 8 û, KI79) b i r e y ­
leri, KQ2 kol o n u  incelenerek a y ı r t  edilebilir.

Son o l a r a k  2§ b i r e y  ve 60 d e ğ i ş k e n d e n  o l u ş a n  (21x60) 
veri t a b l o s u n u n  a n alizi yapılmıştır, ö z d e ğ e r l e r  tablosundan, 
b i rinei özdeğerin, d i ğ e r l e r i n d e n  açık bir b i ç i m d e  ayrıldığı  
g ö r ü l m e k t e d i r  (Tablo: 6.11), Aynı tablodan ilk iki b i l e ş e n d e n



oluşan (1,2) düzleminin tek başına toplam informasyonun % 44 
kadarlık bir kısmını açıklandığı da anlaşılır.

Bireyler ile ilgili grafik incelendiğinde (60 x 25) 
veri tablosunun analizi sonucundaki kadar net bir biçimde, 
Ortadoğu-Avrupa ülkeleri ayırımı görülmemektedir. Bunun ne­
deni, daha önce belirtildiği gibi, değişken sayısının birey 
sayısından az olmasındandır. Bireylere ait grafik gösterilim­
de, gösterilimi iyi yapılan ülkelerin sırasıyla ALMA, AMİJR, 
ITAL ve YUNA olduğu (Tablo: 6.13)'den görülebilir. Aynı ül­
kelerden birinci eksen ile açısı küçük olan sadece YUNA'yı 
K02 sütununa bakmak suretiyle görebiliriz.

Değişkenlerle ilgili grafikte, tüm değişkenlerin ikin­
ci bileşenin pozitif tarafında yer aldığını görüyoruz. Ayrı­
ca, değişik yıllara ait aynı ürün türlerinin bir arada grup­
laşması, bu ürünlerin ihracatında bir paralellik olduğu an­
lamına gelir. Grup oluşturan değişkenlerin aralarında yük­
sek korelasyonlar bulunduğunu, (Tablo: 6.l0)dan da görmek 
mümkündür. Aynı grafik düzleminde, yarıçapı 1 olan çembere 
yak ı.n olarak IIU70, IIIJ70 değişkenleri görülmekledir. Bu de - 
ğişkenlor, birinci bileşen üzerinde bireylerin bir sınıflan­
dırıl ışını vermektedir.

ÜC GİRİŞLİ k İJT TABLOSUNUN YENİDEN KURULUŞ FORMÜLÜNÜN 

GRAFİKSEL SAĞLANMASI

Uç o i ı i ç. I i veri tabloları için t. bölümde önerilen 
yeniden kuruluş torımilü, (00x25) ve (25x00) boyutlu veri 
tablolarına uygulanarak elde edilen grafikler yardımıyla 
yapmak, formülün geçerliliğini ortaya koymak için yeterli 
olacak tır.

(60 x 25) boyutlu üç girişli veri tablosunun yeniden 
kuruluş formülüne ait değişkenler bulutunun grafik gösteri­
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limi (Şekil: 6.8) ile verilmiştir. Bu grafik (Şekil: 6.7) 
ile karşılaştırıldığında, değişkenler arasındaki gruplaş­
malarda büyük benzerlikler bulunduğu göze çarpmaktadır. Ay­
nı durum, bireyler bulutuna ait grafikte de, Ortadoğu ülke­
leri ile Avrupa ülkelerinin ayrılması şeklinde ortaya çık­
mıştır.

Diğer taraftan, (25 x 60) boyutlu üç girişli veri 
tablosunun yeniden kuruluş formülüne ait değişkenler bulu­
tunun grafik gösterilimi de (Şekil: 6.9)da verilmiştir. Bu 
grafik, esas tablonun analizi sonucunda elde edilen, de­
ğişkenlerle ilgili grafikle karşılaştırıldığında, yine grup­
laşmalarda büyük benzerlikler bulunduğu, hatta bazı nokta­
ların üst üste çakıştığı görülmektedir. Bu sonuç önerilen 
formülün, ana bileşenli faktör analizi için kullanılabilir 
olduğu anlamına gelmektedir.



B Ö L Ü M  5 

S O N U Ç L A R

1. Ana bileşenli faktör analizinde kullanılmak üzere, 
Uç girişli tablolar için başlangıç tablosundaki değerleri, 
marjinal değerler yani ölçümler cinsinden ifade eden bir 
yeniden kuruluş formülü verilmiştir.

2. Yeniden kuruluş formülünde yer alan ölçümlerin 
özellikleri incelenmiş ve iki teorem ispatlanmıştır (Teorem: 
2.1, Teorem: 2.2).

3. Yeniden kuruluş formülünden hareketle, başlangıç 
tablosundaki değerler, ana bileşenler cinsinden ifade edil­
miştir.

4. Grafiksel yorum tekniği çerçevesinde iki yeni kri­
ter belirlenmiştir (Teorem: 3.1, Teorem: 3.2).

5. Türkiye'nin beş yıl <|ibi kıs.t bir süre içindi- ele 
a l m a n  ihracatının analizlerinden, bu çok kısa süreye kar­
şın önemli sonuçlar elde edilmiştir. Gruplaşmalar, ihracatın 
gerçek yapısını yansıtacak biçimdedir. Beş yıllık toplam 
gelir miktarlarından oluşan tablo ile, yıllık gelirlerden 
oluşan tabloların ana bileşenli faktör analizlerinden elde 
edilen sonuçlar arasındaki benzerlikler, ihracat yapısının 
sez konusu şiire içinde değişmediği şeklinde yorumlanmıştır. 
Avrupa ülkeleri ile, Ortadoğu ülkeleri bu ihracatta zıt iki 
grup oluşturmakta ve doğu-batı ikilemini belirgin bir biçim­
de yansıtmaktadır. Ayrıca Uç girişli veri tablosunun anali­
zinden, beş yıllık süre içinde yapılan ihracatta, satılan 
ürünlerde, diğerlerine göre büyük ölçüde değişme gösteren 
ürün olmadığı ve değişmenin bütün ürünler için aynı oranda 
olduğu saptanmıştır.
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6. Uç girişli k tablosunun analizlerinden elde 
edilen sonuçlar, iki girişli kTT tablosundan elde edileniu
sonuçları kapsamakla birlikte, üç girişli tablonun analiz­
lerinde gerek bireyler (yani ülkeler) ve gerekse değişken- 
er (yani ürünler) arasındaki gruplaşmalar, istatistiksel 

ifadeyle çekmeler ve itmeler daha net bir biçimde gözlene- 
bilmiştir. Böylece, olayın zaman akışı içindeki gelişimini 
izlemek ve yorumunu bu zaman akışındaki değişmeleri gözönü­
ne alarak yapmak için, üç girişli tabloların ve buna bağlı 
olarak yeniden kuruluş formülünün kullanılmasıyla elde edi­
len sonuçlar karşılaştırılmıştır.

7. Veri tablosundan elde edilen bireyler (yani ülke­
ler) bulutunun analizinde, ihraç edilen ürünlere göre, bir- 
birleriyle ilişkili olan ülkelerin şu gruplardan oluştuğu 
gözlenmiştir:

i) (AMER, DANI, ISVE, YUGO, AVUS, RUSY, JAPO)
ii) (HOLIj , ALMA, FRAN)

i i i ) (YUNA, RUMA, ITAL, BELC)
iv) (URDU, KUVE, ARAB, LIBY, ISRA, IRAK, IRAN, SURI,

LUBN)

8. Veri tablosundan elde edilen değişkenler (yani 
ürünler) bulutunun analizinde, değişkenlerin ihracat yapı­
lan ülkelere göre gruplaşmaları şu şekilde belirlenmiştir:

1) (1.1 MO, YSEB)
İi) (TUTU, KSEB)

i i i ) (KYEM, HUBU, YMEY)
iv) (KIMY, MADE)
V) (INCI, UZUM, PAMU)

9. Bireyler ve değişkenlerin grafiksel gösterilimle- 
rinde, grafik düzleminin aynı bölgelerine rastlayan değişken
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ve birey grupları arasındaki ilişki, grup oluşturan ülkele­
re ihraç edilen ürünler olarak yorumlanmıştır. Buna göre, 
(TUTU, KSEB) ürünlerinin (AMER, DANI, ISVE, YUGO, AVUS, RUSY, 
JAPO) ülkelerine, (UZUM, INCI , PAMU) ürünleriyle birlikte 
(KIMY, MADE) lerin sırasıyla (ALMA, IIOLL, FRAN, YUNA, BELC,
ITAL, RUMA) ülkelerine ve (LIMO, YSEB) ürünlerinin ise Orta­
doğu ülkelerine daha fazla ihraç edildiği grafik düzleminden 
anlaşılmış ve bu sonuç veri tablosundan da sağlanmıştır.

10. Uç girişli veri tablolarının yeniden kuruluş for­
mülü yardımıyla oluşturulan tablo ile, başlangıç tablosunun 
grafiksel gösterilimlerindeki noktalar, birbirlerine çok 
yakın bulunmuştur. Bu da ana bileşenli faktör analizinde 
kullanılmak üzere önerilen yeniden kuruluş formülünün elde 
edilmesinde, göz önüne a l m a n  hata riskinin küçük olduğunu 
ve dolayısıyla güvenle kullanılabileceğini göstermektedir.
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R I 51 1 NL A l i  0 ZOE GC RLER VE OZOEGER YUZ UE L ER 1 .

t ------------+-----------------------------------» ---------------------------------
I NO | OZUliGC RLE R | YU/UEL1R] U1R1K1ML1I MAT Rİ S İ N ÜZDEGEKLER II1ST0GRAMI

1 16.61229 30. 7 7 30. 7 72 7.2015 (1 13.95 9 9.21J 5.99291 11.10 5 6.319 9.55900 8.9 9 6 3.765 9.062 7 0 7.52 71.280 2.91)9/ 5.9 1 76.697 2.68962 9.98 81.6/u 2.56590 9.75 86.92s 2.03996 3.77 90. 1910 l.16399 2.16 92.391 1 1.09303 2.02 99 . 3712 0 . U 91 Ü 3 1 .65 96. 021 3 0.60062 1. 1 l 97.1319 0.33919 0.63 97.7615 0.31556 0.5 8 98 .3916 0.2530 7 0.97 90.81l 7 0.17190 0.3 2 99. 1318 0. 1 5023 0.28 99.9119 0.10750 0.20 99.6120 0.00112 0.15 99. 7621 0.06256 0.12 99.8722 0.03690 0.07 99.9923 0.02797 0.05 99.99
29 0.00369 0.01 100.0025 0.00003 0.00 100.0026 0.00001 0.00 100.0027 0.00001 0.00 100.0028 o.ooooı 0.00 100.0029 o.ooooı 0 .00 100.00
30 0.00000 0. 00 100.0031 0.00000 0.00 loo.oo32 0.00000 0.00 100.0033 0.00000 0.00 ıoo.oo39 0.00000 0.00 100.0035 0.00000 0.00 100.00
36 0.ooouo 0.00 100.00
37 0.00000 0.00 100.0038 o.o u u ü ü 0.00 100.0039 0.00000 0.00 100.0090 0.00000 0 .00 100.00
9 l 0.00000 0.00 ıoo.oo9 2 0.00000 0.00 100.0093 0.00000 0.00 100.00

' 9 9 0.00000 0 .00 100.00
95 0.00000 0.00 100.00
96 0.00000 0.00 100.00
9 7 0.00000 0.00 100.0098 0.00000 -0.00 100.009 9 0.00000 -0.00 100.0050 0.00000 -o.oo 100.0061 0.00.100 -0.00 100.006 2 0.00000 -0.00 100.00
5 3 0.00000 -0.00 100.0059 0.00000 -0.00 100.0055 0.00000 -0.00 100.00
56 0.00000 -0.00 ıoo.oo
5 7 0.00000 -0.00 ıoo.oo58 o.ooooı -0.00 100.0059 o.ooooı -0.00 100.0060 0.00001 -0.00 100.00
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