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ONSOz

Hardy operatori Uzerindeki calismalarda son zamanlarda 6nemli derecede artis
gorilmektedir. Bir ¢cok yazar Hardy operatortnin sinirlihgl, limit durumu, kompakthgi
vs. konusunda ¢ok sayida makale yayinlamistir. Tabi bu ¢alismalari matematigin farkl
uzaylarinda ele almislardir. Ornegin, Orlicz uzayi, Degisken Uslii Lebesgue uzayi,
Lebesgue uzayi, Lorentz uzayi, Agirlikli Lebesgue uzayi vs. Bizde bu ¢alismalardan farkl
olarak Agirlikli ve Degisken Usli Lebesgue uzayinda Hardy Operatorinin Kompakthgini
inceledik. Bu uzayda ki caismamiz farkl alanlar ile de baglantilidir. Ornegin, esneklik
problemleri, elektroreolojik sivilarin matematiksel modellerinin yazilmasi, varyasyon

hesaplari, diferansiyel denklemler vs.

Calismalarimda her zaman yanimda olan, beni anlayan ve degerli katkilarini
esirgemeyen muhterem hocam Yrd. Dog. Dr. Yusuf ZEREN’e sikranlarimi sunuyorum.
Yine benim bu konuda ilerlememi saglayan ve beni katkilari ile tesvik eden degerli
hocam Prof. Dr. Farman MAMEDOV’a tesekkirli bir borg¢ bilirim. Yine tez izleme
komitemde bulunan degerli hocalarim Prof. Dr. ismail TOK ve Prof. Dr. Omer GOK ‘e

tesekkirlerimi sunarim.

Son olarak bu c¢alismalarimda blyik bir 6zveri ile beni destekleyen basta annem,
babam, esim ve sabirla beni bekleyen ¢ocuklarima her seyin gonillerince olmasini

diliyorum.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti
1920 de Godfrey Harold Hardy [1] tarafindan (ispati verilmeksizin) a>0, f(x)>0,
p>1 ve

I f P(x)dx < o (yakinsak) iken;

a

o0

j[ If(t)dtJ dx<( j [ £7(0dx (1.1)

a

esitsizligi elde edilmistir. G. H. Hardy nin aslinda temel amaci {an} negatif olmayan reel

terimli bir dizi olmak Utzere,

Saine(ga) (2]

mn:Lm"'r| m=1

seklinde ki Hilbert esitsizliginin yeni ve daha basit bir ispatini bulmakti. 1925 yilindaki

[2] makalesinde p>1ve a, >0 igin,

o n p ©
ZGZakj < (ﬁJZax’ (1.2)

2\Na



seklinde ki esitsizligini ortaya koymustur. Ayni zamanda (1.1) esitsizliginin gercekte f,
herhangi sinirl (0, X) araliginda integrallenebilir p>1ve f°*, (0,oo) araliginda

integrallenebilir ise,

o0

f(t)dt | dx < f P (x)dx (1.3)
[(3fromf o327

0

seklinde esitsizliginin saglandigini ispatlamistir. Bu esitsizlik Hardy esitsizligi olarak
bilinir.

G. H. Hardy (1.3) esitsizliginden sonraki agirlik fonksiyonlari ile ilgili ilk Gnli esitsizligini,

p
p>1, e<p-1ve f Olgllebilir negatif olmayan fonksiyonlar igin, {%}
p-l-¢

muimkin olan en iyi sabit olmak Uzere,

0 X p

[ (1 | f(t)dtJ xgdxs(LJ [ 2 0xcax (1.4)
oL X9 p-1-¢

seklinde ifade etmistir.

Son on yila kadar (1.4) ile verilen esitsizlik —coc<a<b <o, u,v,(a,b) araliginda

tanimli olgilebilir pozitif agirlik fonksiyonlari p ve g , O<p<wo, 1<q<w

esitsizlikleri ile uygun parametreler olsun.

b a , %—1 0
i‘fiuu(t)dtj .uv“’(t)dtj <o (p__lzp'j

ancak ve ancak

1/q 1p

TU f(t)dt} u(x)dx SC.U). f p(x)v(x)de (1.5)

a\a

seklinde ki esitsizlik saglanir.



X
Bazi yazarlar j f (t)dt operatoriiniin yerine daha genel olan

a

(H,,fXx)= u(x)Jx.v(t) f (t)dt

operatorind tanimlamistir. Burada u,v pozitif fonksiyonlardir.

Ornegin, Levinson [3] de ; Eger u, (O,oo) da agirlik fonksiyonu, bazi p>1, 4 >0 ve

tim x>0 igin,

1 xu'(x) >£

pou(x) 4
ise H, operatériniin,

1
xu(x)

H, f(x)= fu(t) f (t)dt

seklinde yazilabildigini ispatlamistir. Ve buradan,

[IH, 10| dx < 2° [ £ ()| dlx
0 0
yazabiliriz.

Bununla ilgili bir cok sonu¢ Kantorovich-Akilov, Korotkov, Szeptyeki ve Genebashvili-

Gogatishvili-Kokilashvili-Krbec makalelerinde vardir.

Muhtemeldir ki ilk sonuglar L? de agirlikli Hardy esitsizligi ile ilgilidir. Gercekten Kac

Krein [4] de asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.



Teorem 1.1 0 <b < oo alalim. O zaman tiim f  L*(0,b) igin,

2

f (t)dt| u(x)dx < C.i f(x)?dx

O e T
O ey <

esitsizligi saglanir ancak ve ancak

b
A= sup rju(x)dx <0

re(0,b)
dir. Ustelik burada A< C <4A esitsizligi sz konusudur.

1966 da Talenti [4]; Eger u agirhk fonksiyonu oyle ki

1 , (0, b) de lokal integrallenebilir ve
u

b

1
A, = sup |u(x)dx| —dx <
° J ! u(x)

0<r<b
r

ise o zaman f(x) >0 igin,

Tﬁ f (t)dtJ u(x)dx < 4/103)‘ f (x)?u(x)dx

saglanir.

1969 da Talenti ve Tomaselli [4] f >0, 0<b <o sartlariile

T [I f (t>dt] u(x)dx < CT () °v(x)dx

b
Iu(x)dx<w ; O<b<oo;
0

esitsizligi icin gerekli ve yeterli sartlari elde etmisve 1< p <o igin

B= d P (x)d. o0
rﬁgg)(ju(x) X]UV (x) xj <

r 0



p
dogrulugunu gérmistiir. Ustelik B<C < P I B esitsizligi gegerlidir.

(p-1)
2012 de Mamedov, F. I. ve Zeren, Y. [5] ; L"Y(0,1) de Hardy operatorii igin gerekli ve

yeterli sartlari elde etmislerdir.

Kompakthk sirekliligin bir sonucudur. Ve biz biliyoruz ki H operatérinin sinirliligi,

g > p oldugunda

b 1/q X - 1/ p' ’ p
AM(x):(IuayﬂJ ({v (odfj , P =0

fonksiyonunun sinirhligi ile karekterize edilir.

Muhtemelen kompakthk ile ilgili ilk sonu¢ 1958 de Kac-Krein [6] tarafindan tiretilmistir
(v=1, (0,b)de p=q=2, O<b<w).

ikinci kisi 1973 de Stuart [6] (p=( = 2,(a, b): (O,oo)ve bazi u,v, agirlik fonksiyonlari

icin ) dir.

Daha genel olarak kompaktlik problemi 1974 de Juberg [7] (p=q ve p<q)

tarafindan incelenmistir.

J =J, +J, olmak lzere,

A28 gox<q

J, =Ilim supﬁu(t)dt] le‘p' (t)dt}

JbzynwpUumm) @wwamq

—b pex<b X

olsun.
Ozel olarak, H,, kompakttir ancak ve ancak J =0 dir. Ustelik eger, 1< p<q <o ise

ozaman H,  kompakttir ancak ve ancak a,b noktalarinda

5



A(X) = ( j u()° dtU [ﬂv P (t)dt\]

fonksiyonunun limiti sifirdir. Bu sonug¢ genelde p=1 ve (q=o i¢in saglamaz.
Gergekten eer U=y, ve V= ile H,,: L'(R) = L”(R) operatériinii alirsak

J =0 olur fakat H, , kompakt olmaz.

Yine 1987 de bagimsiz olarak Opic-Kufner [8] tarafindan Hardy operatoriinin

kompaktlik kriteri tamamen farkli bir ispat ile gosterilmistir.

1990 da Stepanov [9] tarafindan, daha genel olan Riemann-Liouville operatoriniin

kompakthgi 1< p<g<ow ve 1<q< p<o durumlarinda gosterilmistir.

1994 yilinda David E. Edmunds, Petr Gurka, Lubos Pick [10] tarafindan agirlikh Banach

fonksiyon uzaylarinda Hardy tipi integral operatoriiniin kompaktligi incelenmistir.
2005 yihinda David E. Edmunds, Vakhtang Kokilashvili, Alexander Meskhi [11]
tarafindan  LP® wuzaylarinda agirlikli Hardy operatériinin kompakthigi ve sinirliligi

incelenmistir.

2006 yilinda Amiran Gogatishvili, Alois Kufner, Lars-Eric Persson ve Anna Wedestig [12]
tarafindan Hardy operatoriniin kompakthigi ve sinirlihg icin degisik denklik sartlari

incelenmistir.



1.2 Tezin Amaci

Agirlikh ve Degisken Uslii fonksiyonlar icin ( gerekli ve yeterli sartlar olabilir ) kesin
sartlari, Hardy operatériiniin Agirlikh ve Degisken Uslii Lebesgue uzaylarinda

kompaktligini arastiracagiz.

1.3 Hipotez

Degisken Usli Lebesgue uzayinda, temel integral operatorinin kompakthk problemi
son zamanlarda bir ¢ok yazar tarafindan ele alindi. Fakat Hardy operatdrindn sinirlilig
ve kompakthgl problemi ile ¢ok az kisi ilgilendi. Bununla birlikte Hardy operatérinin
kompaktligl icin gerek ve yeter sartlar konusunda herhangi bir ¢calisma simdiye kadar
yapilmadi.

Bizde bu eksiklige binaen, p(x) ve g(x)sonlu (0,1) araliginda olgllebilir fonksiyonlar,

v(.)ve W(.) agirlik fonksiyonlari olmak tizere, L"™®(0,1) — L' (0,1)ya;
H,,. () =v() [ ftw(t)dt
0

Hardy operatoriniin kompakthgi icin gerekli ve yeterli sartlari kurmaya calisacagiz.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Metrik Uzay

Tanim 2.1 X bostan farkli bir kime olmak lzere X Uzerinde tanimh reel degerli

d: XxX—R fonksiyonu

M1) Vx,ye X igin d(x,y)>0

M2) Vx,yeX icin d(x,y)=0<=x=y

M3) Vx,y e X icin d(x,y)=d(y,x)

M4) Vx,y,ze X icin d(x,z)<d(x,y)+d(y,z2)

ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna X Uzerinde bir metrik fonksiyonu denir. (X,d)

ikilisine bir metrik uzay ve M1-M4 aksiyomlarinada metrik aksiyomlari denir. Bir kiime

Uzerinde birden fazla metrik tanimlanabilir.

Ornek 2.2 X =R olmak lzere d:RxR—R, d(x,y):|x—y

, Vx,yeR donlisimi R
Uzerinde bir metriktir. Bu metrige adi metrik ( euclid metrigi ) denir.

Ornek 2.3 X bostan farkli bir kiime olmak lizere Vx,y € X igin

0 ,x=y

ol(x,y)z{1 Xy



seklinde tanimlanan d doénisimi X Uzerinde bir metrikdir. Bu metrige X Uzerindeki

ayrik metrik denir.

Ornek 2.4 (*, (1<p<o) terimlerinin p. kuvvetten toplamlari olan dizi uzayr olmak

uzere x=(x,%,,...X,), ¥y =(Vy,Y5,,y, ) €L° ve d: (P x(” —R igin
- Yo

d(X:y):(Z|Xk_yk|pj
k=1

seklinde tanimli  d donltsumia ¢°  Gzerinde bir metrikdir. Bu metrik 6zel olarak p=2

icin (¢,d) seklindeki Hilbert uzayini olusturur.
Tanim 2.5 (X,d) metrik uzay x, € X ve reR pozitif bir sayi olmak tzere;
B(xo,r):{xeX:d(xo,x)<r} kiimesine x, merkezli r yarigapl bir agik yuvar,
B(xo,r):{xeX:d(xO,x)Sr} kiimesine x, merkezli r yarigapli bir kapali yuvar,
B(xo,r)={xeX:d(x,,x)=r} kiimesine x, merkezli r yarigapli bir yuvar yiizeyi denir.
Tanim 2.6 (X,d) metrik uzay ve G < X olmak lzere,

(i) Ve >0 sayisticin 0<d(c,x) <& olacak sekilde bir xe X varsa ce X sayisina G

kiimesinin bir yigilma noktasi denir.

(ii) Eger bir ceG noktasi G ‘nin bir yigilma noktasi degilse ¢ elemanina G ‘nin bir

izole noktasi denir.
Teorem 2.7 (X,d) metrik uzay ve E < X olmak lizere asagidakiler denktir.
(i) ce X noktasi E kiimesinin bir yigilma noktasidir.
(ii) Ye>0 igin B(c,&) acgik yuvari E kiimesinin sonsuz ¢oklukta elemanini kapsar.

(iii) E kimesinde bir (x,) dizisi vardir ki n—oo iken x, #c ve x, —c dir.



Tanim 2.8 (X, d) bir metrik uzay olsun. Ac X alt kiimesi ve X € X noktasi verilsin.
Eger £ >0 icin B(x,e)MA= O ise x noktasina A nin bir limit noktasi denir.

Tanim 2.9 (X,d;) ve (Y,d,) metrik uzaylar ve ceX olmak Uzere f:X—>Y
fonksiyonunu alalim.

Eger, V& >0 igin d,(x,c)<0 iken d,(f(x),f(c)) <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa

f fonksiyonu ¢ noktasinda sureklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kimesindeki her noktada surekli ise f fonksiyonu X uzayinda

stireklidir denir.

Tanim 2.10 (X ,d, ) ve (Y,d,) metrik uzaylar olsunlar. f:X —Y fonksiyonunu alalim.
Eger Ve>0 igin d,(x,,x,)<d iken d,(f(x,),f(x,)) <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi

varsa f fonksiyonu X ’de diizglin yakinsaktir denir.

Tanim 2.11 (X,d) bir metrik uzay ve (x,)< X bir dizi olsun

Ve>0 igin m>n=N olmak Uzere d(x,,x )<¢& olacak sekilde bir N sayisi varsa (x,)
dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.12 (X,d) bir metrik uzay ve (x, ), X’de yakinsak bir dizi ise (x,) ayni

zamanda bir Cauchy dizisidir.

Bu teoremin tersi R ve C de adi metrige gore dogru olmakla birlikte genel olarak

dogru degildir.

Tanim 2.13 (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X deki bir noktaya yakinsiyor ise

(X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.
Ornek 2.14 &, R ve C adi metrige gére tamdir.
Teorem 2.15 (X,d) bir metrik uzay ve E < X olsun.
(i) Eger E kimesitam ise kapalidir.
(ii) Eger X kiimesi tam ve E kimesi kapaliise E kiimesi tamdir.

10



Tanim 2.16 (X,d) bir metrik uzay ve E < X olsun. Eger E deki her dizi limiti £ de olan

yakinsak bir alt diziye sahip ise E kiimesine kompakt kiime denir. Eger X kompakt ise

(X,d) metrik uzayr kompakt olur.

Bir Ec X alt kiimesinin kompakthgi X uzayinda tanimlanan metrige baglidir. Ornegin

[O,l]gR alt kimesi, R deki adi metrige gore kompakttir ancak ayrik metrige gore

kompakt degildir. Bir tam metrik uzayin ayni zamanda kompakt olmasi gerekmez.
Teorem 2.17 Bir metrik uzaydaki kompakt bir kiime ayni zamanda tamdir.
Teorem 2.18 (X,d) bir metrik uzay ve E < X olsun.

(i) Eger E kiimesi kompakt ise E kiimesi kapali ve sinirlidir.

(ii) Eger X kumesi kompakt ve E kiimesi kapaliise E kiimesi kompakttir.

Tanim 2.19 (X,d) bir metrik uzay ve Ec X olsun. X=E ise E kiimesine X de yogun

kiime denir.

Ornek 2.20 Q rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur. Fakat Z tamsayilar kiimesi R

de yogun degildir.

Tanim 2.21 Bir (X,d) metrik uzayinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa bu uzaya

ayrilabilir metrik uzay denir.

Ornek 2.22 x=(x_),y=(y,)e (" igin

d(x,y)=(2|xk—yk|] , 1<p<w
k=1

seklinde tanimli d: /" x /" —R metrigi ile (Z”,d) ayrilabilir metrik uzaydir.

11



2.2 Vektor Uzay
Tanim 2.23 V bostan farkli bir kime ve F bir cisim olmak lGzere

+:VxV >V, (x,y) > x+y
o:FxV >V, (a,x) >ax

dontgumleri ile sirasi ile vektorel toplama ve skalerle garpma islemlerini tanimlayalim.
Vx,y,zeV ve a,beF igin asagdaki kosullar saglansin.

1. x+y=y+x

2. x+(y+2)=(x+y)+z

3. VxeV igin x+0=x esitligini saglayan bir tek 0V vardir.

4. Vx eV igin x+(—x)=0 esitligini saglayan bir tek —x eV vardir.

5. VxeV igin 1.x=x

6. a(x+y)=ax+ay

7. (a+b)x=ax+bx

8. (ab)x =a(bx)

Bu durumda V'’ye F cismi lzerinde bir vektor uzayi ( lineer uzay ), elemanlarina ise
vektdr yada nokta denir. V=R alinirsa Vye reel vektoér uzay,, V=C alinirsa V'ye

kompleks vektor uzayi denir.

Tanim 2.24 V, F cismi Uzerinde bir vektdr uzayi ve W, V’nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Eger W, V vektor uzayindaki toplama ve skalerle carpma islemlerine

gore bir vektor uzayi olusturuyorsa W ye V 'nin bir (lineer) alt uzayi denir.

Teorem 2.25 =W cV kiimesinin V 'nin bir alt uzayi olabilmesi icin gerek ve yeter

sart Vx,yeW ve Va,beF igin ax+by e W olmasidir.

12



Tanim 2.26 V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi ve M:{xl,xz,x3,...,xn}cv olsun.
a,,a,,0,,...,0, €F olmak Uzere ax, +a,x,+..+a.x, =0 esitligi ancak ve ancak

a,=a,=..=a,=0 olmasi halinde gercekleniyorsa x,,x,,...,x, vektorlerine lineer

n

bagimsiz, aksi halde en az bir a,#0 (i=1,2,...,n) ise lineer bagimhdir denir.

Tanim 2.27 V, F cismi Uzerinde bir vektor uzayive @ =M cV olmak lzere
(i) M lineer bagimsizdir.

(ii)V=Span M ise M’ye V ’nin bir tabani veye bazi denir.

Eger M={X,,X,,...,.x,}, V'nin bir tabani ise Vx eV vektorii a,,a,,...,a, €F olmak tizere
x=a,x, +a,x, +...+a x, seklinde tek bir gésterime sahiptir. Eger V vektér uzayinin bir

sonlu tabani varsa V 'ye sonlu boyutlu vektor uzayi, aksi halde sonsuz boyutlu vektor
uzay! denir. Sonlu boyutlu bir vektor uzayinin bir tabanindaki vektorlerinin sayisina

V ’'nin boyutu denir ve Boy V seklinde gosterilir.

2.3 Normlu Uzay

Tanim 2.28 V, F cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.

l:V—=R, x—|x| dénisimii Vx,y eV ve VaeF igin

N1) |x|>0
N2) [x|=0<x=0
N3) x| =al]

N4) ||x+y||£||x||+||y|| (Uggen esitsizligi)

ozelliklerini saglyorsa V Uzerinde bir norm olur ve (V, . ) ikilisinede normlu vektor

uzay denir. Bu uzay V=R icin reel normlu uzay, V =C icin kompleks normlu uzay

olarak adlandirilir.
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Ornek 2.29 neN icin R” euclid vektdr uzayini diisiinelim.

X=(X,,X,,...,x,) €R" i¢in |||:R" =R dénistimi

n Py %
W=( S

normu ile birlikte bir normlu vektér uzayi olusturur. Bu uzaya R" deki adi norm veya

euclid normu denir.

Teorem 2.30 F cismi lizerinde tanimli bir V vektdr uzayi zerinde |[|:V —R seklinde

tanimh her norm V Uzerinde sureklidir.

Tanim 2.31 V, F cismi lUzerinde taniml bir vektor uzayi olsun. Vx eV igin

al|, <, <bl,

olacak bicimde a,beR pozitif sayilari varsa V izerinde tanimli ||

Ll normlarina

denk normlar denir.

Tanim 2.32 (x,), (V,

) normlu uzayinda bir dizi ve x, €V olsun. Eger

lim |[x,, —X,||=0
m—o0

oluyorsa (x,) dizisi x, noktasina yakinsiyor denir. limx, =x, veya x, —x, seklinde

m—o

gosterilir. Bu ifadeye nordaki yakinsama denir.

Tanim 2.33 (x,), (V,.

) normlu uzayinda bir dizi olsun. Ve&>0 igin m,n>n,

X —xm||<5 olacak sekilde &’na bagh bir n_ dogal sayisi varsa (x,) dizisine

n

oldugunda

bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.34 Bir (v, .

) normlu uzayinda her Cauchy dizisi V deki bir noktaya yakinsiyor

ise bu (V,

) normlu uzayina Banach uzayi denir.
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Ornek 2.35 ¢ normlu vektor uzayi x| =sup|x,| normuna gére bir Banach uzayidr.
kel

Tanim 2.36 (V,

. ) normlu uzayini alahim. V sayilabilir yogun bir alt kiimeyi kapsiyorsa

v,

) normlu uzayina ayrilabilir normlu uzay denir. Ornegin Q rasyonel sayilar kiimesi

R icinde sayilabilir yogun bir kiime oldugundan (R, .

) ayrilabilir bir normlu uzaydir.

Tanim 2.37 (V, .

) normlu bir uzay ve W, V 'nin bir lineer alt uzayi ise (W,

) de bir

normlu uzaydir. Bu uzaya (V, .

) normlu uzayinin bir alt uzayi denir. Eger W kapali ise

(W)

) uzayi kapal alt uzay olur.

Teorem 2.38 Bir Banach uzayinin her kapali alt uzayi yine bir Banach uzayidir.

Teorem 2.39 (V,

) bir Banach uzayi ve W, V 'nin bir lineer alt uzayi ise (W,

)’nin

bir Banach uzayi olmasi icin gerek ve yeter sart W 'nin kapali olmasidir.

Tanim 2.40 (V, ) bir normlu uzay ve AcV olsun. Eger A kimesinin her acik

ortlistinin sonlu bir alt 6rtisi varsaA kiimesine V de kompakt kiime denir. Eger A
kiimesinin kapanisi (Z\,A 'nin kapanisi ) V de kompakt A kiimesine X de 6n-kompakt

kiime denir. Ve (V, .

) normlu uzayina kompakt uzay denir.

Tanim 2.41 (V,

) bir normlu uzay ve AcV olsun. A kiimesindeki her dizinin A da

bir limit noktasi varsa A kiimesine V de dizisel kompakt kiime denir.
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2.4 Hilbert Uzayi

Tanim 2.42 V=R(veya V=C)ve V, F cismi lzerinde bir vektor uzayi olmak Uzere,

(,):VxV —>F déniisimi

1) Vx,y eV igin (x,y)=(y,x)

2) Vx,y,zeV i¢in (x+y,z)=(x,z)+(y,2)
3) Vx,yeV ve aeF icin (ax,y)=a(x,y)

14) VxeVigin (x,x)>0 ve (x,x)=0<>x=0

kosullarini sagliyorsa <,> donisimiine V (izerinde bir ic carpim, (V,<.,.>)iki|isine deic
carpim uzayi denir.

Ornek 2.43 x=(x,,%,,....X. ),y =(V1,V,,--Y,) €R" igin

<x,y> :ZXkyk seklinde tanimli i¢ carpima gore R" bir i¢ carpim uzayidir.

k=1

Onerme 2.44 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi)

(V,<.,.>) ic carpim uzayl ise Vx,y eV igin

[y <Cex)voy)

dir.

Tanim 2.45 (V,<.,.>) ic carpim uzayi ve x €V olmak lzere bir x vektériiniin normu

||x||:<x,x>1/2 seklinde tanimlanir. Bu tanimdan Cauchy-Schwartz esitsizligini

Jean) < Jixx)(v.y) =

seklindede yazabiliriz.

()= G o) = [yl < ellv]
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Onerme 2.46 (V,<.,.>) i¢ carpim uzayi ve Vx,y eV icin
[+ yIF -+ lx = =2( |l + 1)

esitligi paralel kenar kuralini ifade eder.
Paralel kenar kurali bir normlu uzayin i¢ carpim uzayi olup olmadigini gésterir.
Tanim 2.47 (V,<.,.>) ic carpim uzayi ve Vx,y eV icin

12

d(x,y)=[x—y|=(x-y.x-y)

seklindeki i¢ ¢carpim uzayi bir normlu uzaydir, yani her i¢ ¢carpim uzayi ayni zamanda bir

normlu uzaydir.

Teorem 2.48 (V, .

) normlu uzayinin bir i¢ ¢arpim uzayi olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul Vx,y eV vektorleri igin Paralel kenar kuralini saglamasidir.

Teorem 2.49 Bir (V,(.,.)) i¢ carpim uzayi ||x||:<x,x>1/2

normuna gore tam ise, yani
(V,<.,.>) icindeki her Cauchy dizisi Vicinde yakinsak ise bu i¢ carpim uzayina Hilbert

uzayi denir.

Ornek 2.50 (.,.):(,x(, >F, (x,y)=> xy, donisimi ¢, tzerinde bir i¢ carpimdir.

k=1

Bu i¢ carpima gore /, i¢ carpim uzay! bir Hilbert uzayidir.

Bir F cismi lzerinde tanimli her Hilbert uzayl bir Banach uzayidir, ancak bir Banach

uzayinin Hilbert uzayi olmasi gerekmez. Ornegin, (* uzayi bir Banach uzayi oldugu

halde ayni norm altinda Hilbert uzayi degildir.
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2.5 Lineer Operatorler

Tanim 2.51 X ve Y, K cismi Uzerinde iki vektor uzay olsun ve D X olsun.D’nin her
elemanina Y’nin bir elemanini karsilik getiren T:D—Y kuralina D’den Y’ye bir

operator denir.
Tanim 2.52 X ve Y ayni K cismi lizerinde iki vektor uzay olsun. T: X —Y operatord,

T(ax+by)=aT(x)+bT(y) a,beK ; x,yeX

kosulunu sagliyorsa T 'ye lineer operator denir.

Ornek 2.53 a,beR, a<b ve [*[a,b] uzayi

b 12
||f||=[ ﬂf(t)rdtj

normuna gore karesi [a,b] Uzerinde integrallenebilen 6lgulebilir fonksiyonlarin normlu

vektdr uzayi olsun.

Vf el’[a,b] ve Vte[a,b] icin T(f)(t)=¢(t)f(t) seklinde tanimh T:[a,b]—L[a,b]

operatori lineerdir.

Tanim 2.54 T:D, c X —Y operatoriine belli bir c>0 sayisi ve her x €D, (X) icin,
IT(x)|<c||x| olacak sekilde c>0 varise T operatérine sinirli operatdr denir.

[T <c|x| ifadesini M=c seklinde de yazabiliriz ki bu da ¢ sabitinin en az

I

D, —{0} kiimesi tzerinde alinan supremum kadar biyik olabilecegini gosterir.

Daha acikcasi,

c= Sup M
xeDr(X) ”X”
seklindedir.
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Teorem 2.55 X, Kcismi Uzerinde bir vektdr uzay olsun. Her T:X—K lineer

donlisimii icin asagdakiler denktir.
(i) T, X Uzerinde sureklidir.

(ii) T, x=0 noktasinda sureklidir.
(iii){|T(x)|:xeX ve ||x||£1} kiimesi sinirhdir.

Tanim 2.56 X ve Y Banach uzaylarive T:X—Y lineer operatori verilsin. Eger T
operatori X uzayinin her sinirh kiimesini Y uzayinin bir dn-kompakt kiimesine
gotiriayorsa T operatoriine kompakt lineer operator ( sirekli lineer operator ) denir.

Teorem 2.57 X ve Y normlu vektér uzaylar verilsin ve T:D, cX—Y bir lineer
operator olsun. Eger D, kiimesi X normlu uzayinin sinirli bir al kiimesi iken T(X)’e
Y normu Uzerinde 6n-kompakt ise, bu durumda T(X) operatoriine kompakt, eger T

surekli ve kompakt ise tamamen ( total ) stirekli operator denir.

Tanim 2.58 X ve Y normlu uzaylar ve T:D, c X —Y bir operatér, eger T kompakt

operator ise sinirlidir.

Teorem 2.59 X ve Y normlu uzaylar ve T:D, c X =Y seklindeki her sinirl operatér

sureklidir. Béylece her kompakt lineer operatér tamamen sireklidir.

Tanim 2.60 X veY birer Banach uzayi, (T,)elL(X,Y) operatérler dizisi ve TelL(X,Y)

olmak tzere;

(i) (T,) dizisi dizgln sinirhidir << 3k >0 6yle ki VneN igin ||T <k.

(ii) (7) dizisi diizglin Cauchy dizisidir < V& >0 i¢in 3n_eN o&yle ki Vn,m>n_ i¢in

T.-T.|<e.

(iii) (T,) dizisi T operatériine diizgiin yakinsaktir < Ve >0 igin 3n_eN dyle ki

vn>n,_ i¢in [T, -T||<e.
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(iv) (T,) dizisi T operatériine kuvvetli yakinsaktir < Ve>0 ve VxeX igin

dn,=n(e,x)eN o6yle ki Vn>n, icin

Tnx—Tx”Sg.

Tanim 2.61 (X,.) normlu uzayinda bir (x ) dizisi xeX elemani igin eger

lim|x, —x|=0 oluyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve lim(x,)=x seklinde

n—oo

k
gosterilir. Bu yakinsakliga kuvvetli yakinsaklk denir ve bu durum x, —x ile ifade edilir.

Buradaki x noktasina (x,) dizisinin kuvvetli limiti denir.

Tanim 2.62 (X, .

) normlu uzayinda bir (x,) dizisi verilsin. Vf € X" (X', X uzayinin duali)
icin lim f(x,)= f(x) olacak sekilde bir xeX elemani varsa (x,) dizisi x noktasina zayif
yakinsiyor denir ve x —x seklinde gosterilir.

Tanim 2.63 X, K cismi Uzerinde bir normlu uzay olsun. X lzerinde tanimli tim sinirli

lineer fonksiyonellerden olusan L(X,K) Banach uzayina X uzayinin dual uzayi denir ve

X' ile gosterilir.

Tanim 2.64 X, Kcismi uzerinde bir normlu uzay olsun. X'=X ise

(X", X uzaymin ikinci duali) X uzayina reflexive ( yansimali ) uzay denir.
Teorem 2.65 Yansimali bir X Banach uzayinin her alt uzayida yansimahdir.

Tanm 2.66 f , (a, b) de tanimli, pozitif ve dlcilebilir bir fonksiyon olmak (izere,
(Hf )Xx)=[ f @)t (2.1)

seklindeki operatore Hardy operatori denir.
1 X

Tanim 2.67 f(x) >0 igin (Hf )(X) = —I f(t)dt seklindeki operatore Ortalama Hardy
X a

operatori denir.
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Tanim 2.68 k cekirdek fonksiyonu,
(i) k(x,t)>0, O<t<x ve k, x icin artan t icin azalan
(i) k(x,t)~k(x,z)+k(z,t), O<t<z<x

ozelliklerini saglasin. Buna gére x>0 olmak Uzere,

(KF)(x) = [ k(x,t)f(t)elt

seklinde verilen K donisuimine Genel Hardy tipli operatér denir.
Tanim 2.69 a=a(x) ve b=b(x) fonksiyonlari,

(i) a(0)=b(0)=0

(i) a(x)<b(x), 0<x<o0

(iii)) a(o0) = (o)
ozelliklerini saglayan ve [O,oo] Uzerinde kesin artan diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsun.
Vf(t)>0, 0<t<oo fonksiyonu igin

b(x)

()= | fledt

a(x)

seklinde tanimlanan T donisimiine Hardy-Steklov operatori denir.
Bu Hardy-Steklov operatoériniin,

1 b(x)

j f(t)dt

bl —alx) 2,

(s2f)x)

diizenlenmis hali borsadaki ekonomik hareketlerin davranisi hakkinda kestirim

yapabilmek i¢in kullaniimaktadir. [13]
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Ornegin, f fonksiyonu t zamanindaki fiyati f(t) olan bir hisse senedinin fiyatini
gostermek Uzere, borsa analistlerine goére bu hisse senedi igin en iyi ahs fiyati

(Sf_zoof)(t)gf(t), en iyi satis fiyati ise bu esitsizligin tersi oldugu zamandir.

2.6 Olgii Kavrami ve Lebesgue Olgiisii

Tanim 2.70 X bir kiime ve X kiimesinin bir 2. sinifi igin
(i) XeX

(i) VE€ icin EC=(X—-E)e2.
(i) k=1,2,...,n icin E,eX=| JE eX
k=1
ozellikleri saglaniyorsa bu 2. sinifina X Uzerinde bir cebir denir. Eger (iii) yerine,

(iv) VneN igin E, eZ:UEk €. ozelligi saglanirsa bu takdirde . cebirine bir

k=1

o —cebir denir. Bu tanima gére X Uuzerinde tanimli bir Y o —cebiri asagdaki

ozelliklerini saglar.

(i) eX

(i) k=1,2,...,n igin E,eX =, eX
k=1

(iii) k eN igin EkeZ:ﬁEkeZ
(iv) VE,Fe2. icin (E—F)eX

Ornek 2.71 X bir kiime ve X ={X,}, X izerinde bir o —cebirdir.

Teorem 2.72 X JUzerindeki o —cebirlerinin herhangi adetteki kesisimleri yine bir

o —cebirdir.
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Tanim 2.73 Bir X sinifini kapsayan o —cebirlerinin en kigUgline 2 'nin Urettigi

o —cebiri denir.

Tanim 2.74 X bir kime ve >, X zerinde bir o —cebiri olsun. (X,Z) ikilisine

Olcllebilir uzay, >, daki her kimeye ise > .—dlcllebilir kime veya kisaca 6lgulebilir

kiime denir.

Teorem 2.75 (X,Z) bir Olgllebilir uzay olsun. X {zerinde tanimli genisletilmis reel
degerli bir 1 fonksiyonu;

1. u(D)=0

2. Her AeX igin u(A)=0

3. Her ayrik (A,) dizisiigin ,u[UAnJ=Z,u(An)
n=1

n=1

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6lct fonksiyonu veya kisaca 6l¢l denir.

,u:Z—)R*U{+oo} seklinde gosterilir. Eger VA€ZX igin p(A)<oo ise u fonksiyonuna

bir sonlu 6lct denir. X kiimesi her biri sonlu Olcliye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin

birlesimi olarak yazilabiliyorsa u 6lglsi o —sonludur denir.

Tanim 2.76 X bir kime ve P(X) de X'in kuvvet kiimesi olsun. A":P(X)—R, U{oo}
seklinde tanimli genisletilmis reel degerli bir A~ fonksiyonu icin,

(i) A (@)=0

(i) VA€ P(X) icin 1'(A)=0

(i) VAcBc X igin A (A)< A (B)

(iv) VneNigin A eP(X) ise l*(OAaniﬂ*(An)

n=1 n=1

ozellikleri saglanirsa A" fonksiyonuna bir dis 6lcii denir.

Bu tanimlardan ne 6lc¢i bir dis 6l¢li ne de dis 6lci bir 6lcti olmasi gerekmez. Bir 6l¢liniin

dis 6lcli olabilmesi igin tanim kiimesinin kuvvet kiimesi olmasi gerekir.

23



Tanim 2.77 (X,2) bir dlciilebilir uzay ve (E,)e X koleksiyonu UEn S A olacak sekilde

n=1

alinsin. Buna gore Ac X kiimesinin dis ol¢isi

4 (A)=inf> (e,

n=1

seklinde tanimlanir. y* Olglsi bir dis olgudir ve bu dis 6lgliye Lebesgue dis oOlglsi

denir.

Tanim 2.78 X bir kiime ve u* de X (zerinde Lebesgue dis 6lgiisii olsun. VA X igin

L (A) =1 (ANE)+ 1 (ANE)

oluyorsa Ec X alt kiimesine 1 —&lgiilebilir ( Lebesgue &lciilebilir ) kime denir.

Tanim 2.79 (X,Z) Olgllebilir uzay ve f, genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun.

VaeR igin {x: f(x)>a} kimesi 8lcilebilir ise f’ye 8lgilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.80 (X,Z) Olcllebilir uzay ve f, genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun.

Asagdaki ifadeler denktir.
(i) YaeR igin {x:f(x)>a} kiimesi dlgulebilirdir.
(i) YVa eR igin {x:f(x)Za} kiimesi dlgulebilirdir.
(iii) Ya eR igin {x:f(x)<a} kiimesi dlgulebilirdir.
(iv) VaeR igin {x: f(x)<a}kiimesi 6lcilebilirdir.
Teorem 2.81 f ve g Olgllebilir fonksiyonlar, k € Rolmak lzere,
(i) kf
(i) f+g
(iii)) f.g
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L, g=0)
g

(v)max{f,g}
(vi)min{f,g}
fonksiyonlari élgilebilirdir.
Teorem 2.82 (X,Z) olculebilir uzay ve (f,), élgulebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

neN olmak tzere,

(i) inf £ (x)
(i) sup f,(x)
(iii) Iimio?ffn(x)

(iv) limsup £, (x)

n—o0

fonksiyonlari élcilebilirdir.

Tanim 2.83 >, X'in alt kimelerinden olusan bir o —cebiri ve u de X tzerinde bir

6l¢ii olmak tizere, (X,Z, 1) igliisiine bir 6lgii uzayi denir.

Tanim 2.84 (X,Z,u) bir &lgii uzayi ve AeX olsun. Eger u(A)=0 ise A kiimesinin

Olgimu sifirdir denir.

Tanim 2.85 (X,Z,,u) bir 6lci uzayr ve f,g:X—R fonksiyonlari verilsin. Eger

N:{x:f(x);tg(x)} kiimesinin 6l¢ciim sifir ise hemen hemen her yerde (h.h.y) f =g dir

denir.

Tanim 2.86 f_?:Ru{—oo,+oo} olmak tizere, f: X —R fonksiyonu verilsin.

fr=max{f(x),0} ; f~=min{—f(x),0}
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seklinde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlari da X Uzerinde tanimh negatif olmayan

fonksiyonlardir. Burada
f=f"=f vel|fl=f+f

seklindedir.

Tanim 2.87 E olgllebilir bir kiime ve f(x) de bu E kimesinde taniml ve gergel
degerli bir fonksiyon olsun. Eger her K gergel sayilar igin, f(x)>K olan xeE
degerlerinin kiimesi Olgllebilirse, f fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue anlaminda

Olgulebilirdir yada kisaca 6lgulebilirdir denir.

Bir fonksiyonun élgilebilirligi {x€E: f(x)>K} , E[f(x)>K] sekillerinden biri ile ifade
edilir.

Tanim 2.88 Bir £ kiimesi igin;

(x) 1 xeE ise
X)=
e 0 xgE ise

biciminde tanimlanan y,(x) fonksiyonuna E kiimesinin Karekteristik fonksiyonu denir.

E olgulebilir oldugundan y,(x) fonksiyonuda 6l¢ilebilirdir.

;xeQ ,xe(0,1)

.. 1
Ornek 2.89 f(x)=
;xeQ°,xe(0,1)

seklinde tanimli Dirichlet fonksiyonu tanimlanan aralikta 6lctlebilirdir.

Tanim 2.90 Gorintl kiimesi sonlu elemandan olusan fonksiyona basit fonksiyon denir.

(X,Z,u) bir dlgii uzayi, E ={x:k(x)=a;, i=1,2,..,n}, a,eR birbirinden farkli ve

UE,. =X, E,NE; = (i # j) olmak Uzere k:X —R 6lculebilir basit fonksiyonu

i=1

K=30,2, (0
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seklinde gosterilir. Burada k ’nin &lgilebilir olmasi icin ancak ve ancak E,,E,,...,E,

kiimelerinin dlgulebilir olmasidir.

Tanim 2.91 k(x):Za[;(E’_ (x) negatif olmayan, olgilebilir basit fonksiyon olmak lizere,

i=1

k ‘nin Lebesgue integrali
(k)= [ kdpe=")"a,u(E,)
E i=1

olarak tanimlanir.

Tanim 2.92 f: X — R fonksiyonu negatif olmayan 6lgilebilir bir fonksiyon olmak lizere

f fonksiyonunun Lebesgue integrali

J.fdyzsup{.[kd,uzosksf, k basitfonksiyon}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.93 (X,X,x) bir 6lcii uzayi ve f fonksiyonu negatif olmayan 6lgilebilir bir

fonksiyon olmak Gzere,

[ fdu=|fdpu-[fdu

X X X

ifadesinde If*dy ve If‘dy integrallerinin her ikiside sonlu ise f fonksiyonuna X
X X

Uzerinde u Olglsune gore Lebesgue integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.94 I|f|dy<oo ise f fonksiyonuna X (izerinde Lebesgue integrallenebilirdir

X

denir.
Lebesgue integrali icin asagdaki 6nermeler dogrudur.
(i) Eger f fonksiyonu, X Uzerinde oOlgilebilir, sinirli ve g(X)<oo ise X de

integrallenebilirdir.
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(ii) Eger f fonksiyonu, X Uzerinde 6lgulebilir, 1(X)<oo ve Vx igin a< f(x)<b ise

au(X) < j fdu<bu(X) dir.

(iii) ¥x icin f(X)<g(X) ve f, g fonksiyonlari dlgllebilir ve integrallenebilir ise

jfdﬂsjgdﬂ dir.
X X

(iv) Eger f integrallenebilirise VceR igin J.cfd,uécj.fd,u dir.
X

X

(v) Eger f olgulebilir ve 1(X)=0 ise Ifdy:O dir.
X

Teorem 2.95 Eger f el'(X) ise |f|eL'(X) dir. Bu durumda

[ fdu

X

<[|fldu

dir.

Teorem 2.96 (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi)

(X,Z,1) bir dlgii uzayi, E€X, ve {f,} fonksiyon dizisi 0<f (x)<f,(x)<... olacak

bicimde 6lgulebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Buna gore,

i [ 9= lim £
E E

olur.

Teorem 2.97 (X,Z,4) bir élgii uzay, E€X ve {f,} negatif olmayan &lgiilebilir

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Buna gore,

Iifndﬂ = ijfndﬂ

E n=1 n=1

olur.
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Teorem 2.98 (Fatou Lemma) (X,Z,u) bir élgii uzayl, E€ X ve {f,} negatif olmayan

Olgulebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Buna gére

[liminf £,dy < liminf [ £,d
E E

olur.
Teorem 2.99 (Lebesgue Temel Yakinsaklik Teoremi)
(X,Z, ) bir 6lgti uzayl, E€X ve {f,} olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve x eE igin

limf (x)= f(x) olsun. Eger, n=1,2,3,... ve x€E olmak lizere,

f,,(x)|£g(x) esitsizligini

saglayan bir g(x) fonksiyonu E Uzerinde g(x)L'(X) olmak {izere,

i =

olur.
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BOLUM 3

AGIRLIKLI VE DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYINDA HARDY
OPERATORUNUN KOMPAKTLIGI

3.1 Agirlikli ve Degisken Uslii Lebesgue Uzayi

Tanim 3.1 (X,Z,,u) bir 6l¢l uzayi ve 1<p <o olmak tizere; Qc X, R" de bir bolge ve

Q bolgesinde tanimh

I|f(x)|p dx <o

ozelligine sahip tum olcllebilir fonksiyonlarin sinifina [°(QQ) uzayr denir. [°(QQ)

uzayindaki norm asagdaki sekilde gosterilir.

1/p
”f () =(J.|f(x)|pdxj <0

Q bolgesinde f(x)<K olacak bigimde bir K sabiti varsa f fonksiyonuna hemen

hemen sinirlidir denir. Bu K sabitlerinin en biylk alt sinirinada |f(x) ‘nin Q

bolgesindeki esas supremumu (esasli sinir1) denir ve ess sup|f(x)| olarak ifade edilir.
PES)
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Q bolgesindeki hemen hemen sinirli f fonksiyonlari ile tanimlanan uzay L[*(Q)

seklinde gosterilir.

Buna gére bir f fonksiyonunun [* dakinormu ||f| =ess sup|f(x)| seklindedir.

XxeQ)

Tanim 3.2 v fonksiyonu hemen hemen her xeR" icin v(x)>0 olacak sekilde R" de

lokal integrallenebilir olsun. Bu v fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. Ozel olarak

xeQcR" igin d(x)=in£|x—y| ve aeR olmak lzere v(x)=(d(x))" agirlk
ye

fonksiyonuna a mertebeden agirlik fonksiyonu denir.

Tanim 3.3 v fonksiyonu agirlik fonksiyonu, 0<p<oo ve Q, R" de acik bir bolge olsun.
[Iff vdu <o
Q

ozelligine sahip olcgllebilir fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Agirlikh Lebesgue uzayi

denir ve [ (Q)=L"(v) ile gosterilir. L2(€) uzayi

|7

1/p
» =[_[|f|” vdx] <o, 0<p<eo, |f] , =ess§)up|f(X)| <00
o Xe

normlariile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.4 (Q,Z,y) bir 6lci uzayr olsun. Qx[0,0) da tanimh bir ¢ fonksiyonu

asagdaki ozellikleri saglarsa @ -sinifindandir denir.
(i) ol(t,v)fonksiyonu her t eQ igin v>0 degiskenli bir ¢ fonksiyonudur, yani v’nin
azalmayan, surekli dyle bir fonksiyonudur ki ¢(t,0)=0, v>0 icin ¢(t,v)>0 ve

v — 0 igin ¢(t,v)—oo dir.
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(i) Yv=>0 igin ¢(t,v) fonksiyonu t 'nin 2 -6l¢llebilir bir fonksiyonudur.

Konveks sol-yari siirekli bir ¢:[0,00)—[0,0), ¢(0)=0, limp(t)=0 ve limg(t)=o0
t—0" t—w

fonksiyonuna @® fonksiyonu veya Orlicz fonksiyonu denir. Orlicz fonksiyonu kisaca

surekli, artan ve sinirsiz bir ®:[0,00)—[0,), ®(0)=0 fonksiyonudur. Konveks Orlicz

fonksiyonlarina Young fonksiyonu denir.

Tanim 3.5 (Q,Z,,u) bir 6 —sonlu, tam 6l¢gim uzayl olsun.p:Q—[1,0) seklinde

tanimh tum u Olgulebilir fonksiyonlar kiimesini P(Q, 1) ile tanimlayalim. peP(C, 1)

fonksiyonlarina Q’da degisken Ust denir.

p =p,=ess Anfp(x) ve p =p,=ess supp(x) olarak tanimlariz. Eger p* <oo ise bu
X€. xeQ

durumda p’ye sinirh degisken Ust denir.

1 1 1
peP(Q, 1) olmak iizere p'eP(Q, 1) degisken Ustl —=0 ile ——+——=1 seklinde

o0 plx)  p'(x)

tanimlanir. (p')'ne p’nin dual degisken Ustu denir. Ayrica x'niin n—boyutlu Lebesgue

Olgimi ve Q’nin R" de acik bir alt kiime olmasi durumunda P(QQ)=P(C2, 1) esitligini

kullanabiliriz.

Degisken istlii Lebesgue uzayl [PY(Q,u) veya kisaca [ ile gosterilir. Ozel olarak

degisken Ustli Lebesgue uzayi 1°Y(Q, 1),

f

||f Lpl.)(Q,m:inf{/l>0:pr(.)(Q)(z)S1} normu ile

L””(Q,,u):{feL’””(Q,,u):Li_I’IgPLp(.)(Q)(Zf) :0} seklinde veya buna paralel olarak

L”"’(Q,,u):{feL”“(Q,,u):pL,,(_,(Q)(/lf)<oo bazi 1>0 igin} seklinde yazilabilir.
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[PV uzayi ilk olarak 1931 yilinda 1<p™ <p<p" <o durumunda ¢, :g_op(,) ile W. Orlicz

[14] tarafindan tanimlanmistir. Y nin p" <o durumundaki tanimi ilk olarak I.

Sharapudinov [15] tarafindan ve sonra ¢ok boyutlu durum igin O. Kovacik ve J. Rakosnik

[16] tarafindan yapilmistir. Ayrica O. Kovacik ve J. Rakosnik [16] olcllebilir f

fonksiyonu igin

pKR(f):;P(~)(fZ{P¢°°})+Hfl{p:°°}

o0

tanimini yapmis ve buna paralel olarak Luksemburg normunu

_ C(f
I, =it 20: (£ <1}

seklinde tanimlamiglardir.

Teorem 3.6 " uzayi tamdir.

o , 1 1 . )
Teorem 3.7 (Holder Esitsizligi) p ve p’, 1<p<oo, —+—=1 kosullarini saglayan iki say!
p p

olsun. f(x)el’(Q), g(x)el’(Q) ise f(x)g(x)el}(Q) olur. Yani,

1

[1£0ag(lex < ( f170ar dxjp [ [lgtal’ dxjp veya | f(xigbe)abe <[ 7], g,

seklinde tanimlanir.
Teorem 3.8 (Ters Holder Esitsizligi) 0<p<1igin p’=Ll<0 ve f(x)el’(QQ) olmak
p_

Uzere;

1 1

[ |f(x>g(x>|dxz[ [1r0a0r dxn [lgtal’ dx}p

olur.
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Teorem 3.9 peP(Q,u) ve 1<p <p' <o olsun. O zaman *"(Q, 1) uzayi refleksif'tir.

Lemma 3.10 Eger peP(Q)) ve p' <o ise bu durumda Q’daki tim sinirl fonksiyonlar

kimesi 1”“(Q) de yogundur.
Teorem3.11 peP(Q) ve p' <o ise C(Q), 'Y'(Q) de yogundur.

Teorem 3.12 peP(Q)NL (Q) olsun. Bu durumda C(Q)NPY(Q) kiimesi '(Q) de

yogundur.

Teorem 3.13 peP(Q u sinirh bir Gst ve u ayrilabilir olsun. O zaman [Y(Q, )

ayrilabilirdir.
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3.2 Arastirma Bulgulan
Arastirmalarimizda bize yardimci olacak bazi notasyonlari verelim.

£:(0,1) > (,) olgllebilir fonksiyon,
LP®@(0,1); f :(0,1) > R tiriinde ki tum olciilebilir fonksiyonlarindan olusan uzay,
f , (a,b) de tanimli pozitif bir fonksiyon olmak iizere L"(a,b,w)=L" (w)

seklindeki agirlikl Lebesgue uzayindaki norm,
b i/p
”f”pwz(ﬂf(x)vw(x)dx) <o , 0<p<ow

seklindedir.

|
P (f)= “ f (x)| POdx <o modiiler fonksiyon ( sonlu ),
0

Eger esssup p(x) <o ise ozaman f ‘nin moduly,
x(0,1)

. f
[l =inf {/1 > 0% pyg (ﬂ < oo}

seklindedir. LPY uzayi genellestirilmis Orlicz uzayinin 6zel bir halidir.
a> 0 igin,

w(x)?® e L1(B(0,a)) , v(X)*™ eL'(a,l)
V() = [vy)™dy  W(x) = [w(y)"dy

7, (0,1) deki degerlerisonlu f :(0,1) > R seklindeki dlgllebilir fonksiyonlar sinifi,
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A, , f:(0,1) >R seklindeki élgilebilir fonksiyonlar sinifi ki,

<o (3.1)

lim sup|f (x)— f(0)[In W

Lemma 3.14 p,q olgllebilir fonksiyonlar olmak lizere; 0<s<Xx<t igin,

1 1

w) o >twe e
C

esitsizligi gecerlidir.

ispat (3.1) sarti ve W(x) :jw(y) "M dy esitliginden W(t)<C olmak iizere,
0

1 1 1 1
W(t)" =W(t)™ W)™ )
1 1 1 1 1

:W(t)m.W(t)"‘s’ PO L/(£)P1O) P

<W(t)?™ (LJ'WI() (Lj%
wit) wit)

1 2C

= 1

S G
w(t)

1

<2CW(t)P™

Lemma 3.15 p,q Olgllebilir fonksiyonlar olmak lizere; 0 <x<t<| igin,

_a(x) _a©
W(t) p(x) Z—W(t) p(0)
C

esitsizligi gecerlidir.
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ispat (3.1) sarti ve p(.) ve g(.) fonksiyonlari igin,

qtx) at0) atx)_q(0)
W(t)p(x) :W(t)p(o) .W(t)p(X) p(0)

q(0) q(x)

4(0) p(0) p(x)
S
W(t)

<W(t)"O | —— [*Bwin
W(t)

<W(t)PO| —— "B
w(t)
q(0)

<CW(t)"©

Lemma 3.16 p,q olgulebilir fonksiyonlar olmak tizere;

W(X)q(x) > EW(X)q(O)
C

esitsizligi gecerlidir.
Ispat (3.1) sarti ve g(.) fonksiyonu icin,

W(X)q(X) — W(X)q(O).W(X)q(X)_q(O)

C

1
log——
> W(x)™O W(x) W

1
— _W(X)q(O)
C

Teorem 3.17 p,ge A,n 7 ve f(x)=0 &lgllebilir bir fonksiyon olsun.

p >1, q(0)>p(0) alahim. O zaman

v, f()

wogn <CIFC)

LﬁU(o//)

esitsizligi saglanir ancak ve ancak

1 1

B=supB(t)= supV(t)MW(t)m <.

o<t<l/ Oo<t<l/
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Uyar 3.18 B—0 olmak lizere C=0(B) dir.

Teorem 3.19 Ec X, Tel(X,Y) kompakt bir operatér ve (u,), E’de bir dizi olsun.
Tel(X,Y) kompakt operatdru her zayif yakinsak bir (u,) dizisini kuvvetli yakinsak bir

diziye donistirir.

Sonug 3.20 (O,l)’de tanimli 6lgilebilir pozitif f,g fonksiyonlar ve s,a,f pozitif

sayilarini alalim.
/ X X b a
F(x)= j flt)dt, G(x)= j g(t)dt ve B (x)=F*(x)G” (), B4(X,s):(j ft)G « (t)dt] G*(x)

ifadelerini alahm. O zaman B, =supB,(x) ve B, =supB,(x) sayilari karsilikl denktir.

O<x</ O<x</

Teorem 3.21 X,Y Banach uzaylan olsun. Eger {T,}:X —>VY, L(X,Y)’deki kompakt

operatorlerinin bir dizisi ve bazi T eL(X,Y) igin

T,-T|,., —0 ise T kompakttir.

Teorem 3.22 p,ge A,z ve f(x)>0 olgllebilir fonksiyonlar dyle ki p~ >1,

q(0) > p(0) >1. 0 zaman LPY(0,1) - LY (0,1)’ye H,, operatdrii kompakttir ancak

w

ve ancak

!irTC)lSUpV(t)%(O)W(t)%"(O) =0 ve sup V(t)%(O)W(t)%"(O) <o

te(0,)

dir.

ispat “Yeterlilik”

H, . f(x)= ZP,-J‘ (X)=Pf(X)+Pf(x)+P.f(x)

seklinde alalim. P, f(x),P,f(x),P,f(x)’leri asagdaki gibi ifade edelim.

1 1

ae(0,1) ve B(t):V(t)mW(t)m olmak (zere,
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PN = Zo VX[ FlE (0N,
PF(X)= o VW[ FlEIW()dt

PF(X) = Zioy V) [ FlEW(E)ct

Burada P,, sonlu rank operat6ri olmasi halinde P,, sonlu rank operatér dizisinin

norm limitidir.

Simdi yukaridaki Teorem 3.17, Uyari1 3.18 ve IirromB(t)=O sartindan
t—>

”Plf(x)”q(.),(o,/) - V(X),[f(t)w(t)dt SC”f”p(-),(O,I)

q(-1(0,])

yazilabilir. Béylece t — 0 iken,

H,.f-P—-P

PO _ya0) _” 1

P, PO_@l = O(EUPB(t)) —0
<t<a

elde edilir. Buradan yeterlik ispatlanmis olur.

“Gereklilik”

t , o) '
ft(X) :(J.W(T)P (r)dTJ Z(Olt)(x)w(x)p(x)—l

fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonu (3.2)'de yerine yazarsak asagidakini elde ederiz.
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1 p(x)

pp(ft) :J. (J'W(T)p’(r)dTJ p(x) Z(O,t)(x)w(x)p'(x)fl dx

< [j.w(x)”'(”deU‘W(z’)pr(”drj

<1

Boylece p,(f,)<1 olur.

Degisken Usli normlarin elementer 6zelliklerinden,

I£.(x)

L”("(O,l) Sl
diyebiliriz.
Holder esitsizliginden ve tim @ <1”Y(0,/) igin t—0 iken,

—0

0,1

<k(p)||f.(

poion | Zontol)

[ £,00px)x

esitsizligini yazabiliriz.
Boylece f,—0 ‘a zayif yakinsar. Buradan H,, ‘nun kompaktlik hipotezinden ve

Teorem 3.19 dan £°(0,/) normunda {H,,f.}| -0’ ayakinsar.

Boylece t —0 iken,

p,(H, . f.)—0 (3.3)

olur.

Diger tarafdan,
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1 q(x)

1 x(t ' “ols) '
poH,,5)=] v(x)j(f W(der] oo (SWIs) w(s)ds | dx

1 q(x)

t x( t ) pl(s) .
2Iv(x)q‘x’ I Iw(r)”"’dr w(s)’“'ds | dx
0 0O\ 0

Lemma 3.14’ den,
t _g(x)

> (20" [Vix\ ™ Wi Wit) *¥dx

0

Lemma 3.15’ den,

2*17+ _q(0) ¢
> w(t) P© J‘ v(x)7 W (x)™ dx
1 0

Lemma 3.16’ den,

1 7900

1|l a©
> Wi " [vba ™ w (x)ax

2 0

Sonuc¢ 3.20’ den,
1 1 q(0)
>C, {V(t)‘”o’ w(t)” }

elde edilir.

Bu esitsizlikten ve (3.3) den t —0 igin,

1 1

V{E) O W(t)"® —0
olur. Buradan gereklilik ispat edilmis olur.
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Dikkat edilirse (3.5) esitsizliginin ispatinda asagidaki sartlar altinda Sonug¢ 3.20" ye

basvurduk.
F(t)=V(t)= IV(X)q(X)dX , G(t)=W(t)= _[W(x)”"*’dx

ve

1 1 1 ,
— , B= ,S= , f(t)= q(X)’ t) = pix)
a 20) 2 0) s 0] ft)=v(x)™, g(t) =w(x)

O zaman,

1
1

t Bs o t alo 1
[ [F6(x) « dxj G(t)* =[ | v(x)"‘*’W(x)qw’de " wie) oo

0

Sonuc¢ 3.20’ den,

1

> CF(t)“G(t)’ =CV(t) O W(t)™

olur ki bu ise Teorem 3.22’ un ispatini tamamlar.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Hardy esitsizlikleri ve Hardy operatorleri, kompaktlk teorisinde ¢ok 6énemli bir yere
sahiptir. Ozellikle giiniimiizde sabit veya degisken Uslii Lebesgue ve Sobolev Uzaylari
teorisinin, elastik mekanik, akiskanlar dinamigi ve varyasyonel hesap ile ilgili
problemlerle yogun bir iliski icerisinde olmasi ve s6zi edilen uzaylarin Hardy
esitsizlikleri ve Hardy operatorleri ile olan yakin iliskisi disintldigliinde konunun

onemi daha iyi anlasiimaktadir.

Esitsizliklerin - sinirlilikla  ve sinirhiliginda  kompakthk ile olan iliskisini biliyoruz.
Kompakthgin sinirlihgl gerektirdiginden bu tez calismasinda agirlikh ve degisken Uslu
Lebesgue uzayinda Hardy operatorii incelenmis ve verilen sartlarda kompaktlig

gosterilmistir.

ileri bir calisma olarak benzer ya da ayni kosullarda agirlikli ve degisken usli Lebesgue
uzayinda Hardy operatorinin kompakthg! icin daha kolay, uygulanabilir, gerekli ve

yeterli kosullar arastirilabilir.
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