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OZET

GAMMA MODULLERIN BULANIK ALT MODULLERI

Ferdi CELIKER

Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi

Tez Danigsmani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bu ¢alismada bulanik cebirde gecerli olan bazi teoremlerin, bulanik gamma modiiller
icin de var oldugu gosterilmistir. Oncelikle Klasik cebir ve bulanik cebire ait temel
tanim ve teoremler verilmistir. Ardindan 6zellikle tezimize kaynaklik edecek bulanik alt
modiil ve gamma modiil kavramlar1 aciklanmistir. Hipotezlerimizi igeren son bdliimde
ise gamma modiillerin (normal) bulanik alt modiillerine ait yapilar incelenmistir. Bu
dogrultuda, gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiil olma sart1 arastirilmig, gamma
modiiliin (normal) bulanik alt modiiliiniin goriintlisiiniin ve ters gorlintiisiiniin de gamma
modiiliin (normal) bulanik alt modiilleri oldugu gosterilmistir. Sonrasinda klasik
cebirdeki izomorfizma teoremlerinin, gamma modiillerinin (normal) bulanik alt
modiillerinde de benzer sekilde oldugu ifade edilmistir. Son olarak bulanik asal alt
modiil ile gamma modiillerin bulanik asal alt modiilleri arasindaki iligki analiz
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik alt modiil, gamma modiil, gamma modiiliin (normal)
bulanik alt modiilii, bulanik asal alt modiil, gamma modiiliin bulanik asal alt modiilii
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ABSTRACT

FUZZY SUBMODULES OF GAMMA MODULES

Ferdi CELIKER
Department of Mathematics
Ph. D. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

In this thesis, some theorems valid in fuzzy algebra are shown to be existing in fuzzy
gamma modules. Initially, basic definitions and theorems related to classical algebra
and fuzzy algebra are given. Afterwards, fuzzy submodule and gamma module
definitions which will act as a source to our thesis are defined. In the final section,
structures that belong to (normal) fuzzy submodule of gamma modules which contain
our hypothesis are investigated. Moving from this point, the conditions when gamma
modules belong to fuzzy submodules are studied, the image and inverse image of
(normal) fuzzy submodules of gamma modules are also shown to be (normal) fuzzy
submodules of gamma modules. After that, isomorphism theorems in classical algebra
are pointed to be smilar in (normal) fuzzy submodules of gamma modules. Finally, the
relation between fuzzy prime submodule and fuzzy prime submodules of gamma
modules is analysed.

Keywords: Fuzzy submodule, gamma module, (normal) fuzzy submodule of gamma
module, fuzzy prime submodule, fuzzy prime submodule of gamma module
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BOLUM 1

GIRIS

1.1  Literatiir Ozeti

Bos olmayan bir X kiimesinden I=[0,1] araligina taniml1 bir ¢ fonksiyonunu, bulanik

alt kiime kavrami olarak ilk tanimlayan Zadeh [1] oldu. Bulanik Mantik’ mn ilk kez 1965
yilinda Zadeh tarafindan ortaya konulmasindan kisa bir siire sonra, bu mantiga olan
gereksinim, ona karst olan ilginin hizla artmasiyla kendiliginden kanitlanmistir.
Ozellikle 1980’ li yillarin ortalarindan itibaren, gerek bilimde ve gerekse teknolojide
kullanilmaya baslanilmasi ile bu iki alanda da farkli diizeylerde inanilmaz gelismelerin

yasanmasina neden olmustur.

Zadeh’ in 6grencisi Chang’ in 1968 yilinda yayinladig:r “Bulanik Topolojik Uzaylar”
adli makalesinden sonra bir cebirci olan Rosenfeld [2], “Eger Chang bunu topolojik
uzaylar i¢in yapabiliyorsa, ben de bunu cebirsel yapilar i¢in yapabilirim” diyerek yola
koyuldu ve 1971 yilinda “Bulanik Gruplar” adli makalesini yayinladi. Bu bulanik cebir
alaninda yayinlanan ilk eserdi. Daha sonra bir¢ok bilim adami tarafindan cebirin hemen
hemen biitiin yapilarinda kullanilarak gelistirilmistir. Malik ve Mordesen [3],[4]
halkalardaki bulanik iliskileri inceledi. Bulanik alt halka kavramindan sonra bir
halkanin bulanik idealinin tanimlanmasi gerekliligi dogdu. Bulanik ideal kavramini ilk
ortaya atan Liu [5],[6] oldu. Bulanik alt modiil ise ilk olarak Negoita ve Ralescu [7]
tarafindan tanimlandi. Pan [8] ve Sidky [9] sonlu iiretilen bulanik modiilleri ve bulanik
boliim modiillerini ortaya koymustur. Daha da o6tesinde, Makambra ve Murali [10],

Bhambri ve Kumar [11] bulanik asal alt modiilleri ve radikallerini incelemistir.

Gamma halka kavramimi ilk olarak ortaya atan Barnes [12] ve Booth [13],[14],

devaminda gamma halkanin ideali ve gamma halkanin asal modilleri ile ilgili



caligmalar yaptilar. Gamma halkalarin radikalleri ise Coppage ve Luh [15] tarafindan

gelistirildi.

I' halkalarin bulanik idealleri Jun ve Lee [16] tarafindan tanimlandi. Hong ve Jun [17],
normallestirilmis bulanik ideal ve maksimal ideal tanimlari yaptilar. Dutta ve Chanda
[18] ise T" halkalarin bulanik ideallerine ait yapilarin gelistirilmesine yardimci oldu.

Modiillerin gesitli karakteristikleri ise Dauns [19] tarafindan analiz edildi.

1.2 Tezin Amaci

Bu ¢alismanin amaci gamma modiillerinin alt modiillerine karsilik bir bulanik gamma
modiliiniin varlig1 ve bulanik gamma modiiller i¢in bulanik cebirde gecerli olan bazi
temel teoremlerin varhigini gostermektir. Bu baglamda izomorfizma teoremlerinin
gamma modiilerin (normal) bulanik alt modiilleri i¢in de gegerli oldugunu ispatlamaktir.
Ayrica gamma modiillerin bulanik asal alt modiillerini tanimlayip bulanik asal alt
modiiller de gordiigiimiiz teoremleri benzer bigimde gamma modiiller i¢in de

gostermektir.

1.3 Hipotez

u nin G 'M modiliin (normal) bulanik alt modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
vt e[0,1] i¢in 4 nin gamma modiiliin bir (normal) alt modiilii olmasidir. Ayrica u ve
o, G I'M modiiliin iki alt modiilii olmak iizere £ ® o islemi de, G I'M modiiliin
bulanik alt modiilii olur. f:G, — G, degismez fonksiyonu G, den G, I'M modiile
tanimlt ve g, G, in (normal) bulanik alt modiilii olsun. Bu durumda f (), G, TM
modiilin (normal) bulanik alt modiilii olur. Buna ek olarak f:G, —» G, degismez
fonksiyonu G, den G, T'M modiile tanimli ve g, G, nin (normal) bulanik alt modiilii
olsun. Bu durumda f *(z), G, TM modiiliin (normal) bulanik alt modiilii olur. Klasik

cebirdeki izomorfizma teoremlerine paralel olarak, f:G —G' gamma modiillerin bir

epimorfizmasi ve Cekf <G, olmak lizere, 4 G nin (normal) bulamk alt modiilii
olsun. Bu durumda %;G% (1) olur. Ikinci izomorfizma teoremi benzeri,

1(0) =v(0) olmak iizere x# ve vV gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiilleri ise,



N

G#+G% olur. Nihayetinde 1(0)=v(0) ve v s olmak iizere sz Ve v

G,U
Ve
%
gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiilleri ise /Y G /;% olur ve iglincii
)7
v

izomorfizma teoremi gerceklenir. Son olarak M =G degismeli ve birimli bir halka

olmak tizere, 1 <[0,1]" gamma halkasinin bulanik asal ideali ise, ¢ <[0,1]Y G I'M

modiliin bulanik asal alt modiili olur.



BOLUM 2

ON BIiLGILER

Bu boliimde ¢alismamizin i¢inde yer alan temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanmmm 2.1 G bos olmayan bir kiime, * da G {izerinde tanimli bir ikili islem olmak
lizere, asagidaki aksiyomlari saglayan (G, *) cebirsel yapisina grup denir.

(G1) Her a,beG igin a*beG dir. (kapalilik 6zelligi)

(G2) Her a,b,c G igin a*(b*c) =(a*b)*c dir. (birlesme 6zelligi)

(G3) Her aeG igin a*e=a=ex*a olacak sekilde bir e € G vardir. (birim elemanin
varhigi)

(G4) Her aeG igcin a*b=e=b=a olacak sekilde bir beG vardir. (ters elemanin
varligi)

Tanmm 2.2 (G,*) bir grup ve her a,beG i¢in a*b=b=*a (degisme 6zelligi) ise bu
gruba degismeli veya Abelyen grup denir.

Tamim 2.3 (G,*) bir grup ve H de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H
kiimesi G de tamimlanan * iglemine gore bir grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu

denir.

Tamim 2.4 Bos kiimeden farkli bir R kiimesinde (+) ve (.) sembolleri ile gosterilen iki
islem tanimlanmis olsun. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan (R,+,-) iki islemli cebirsel

yapiya bir halka denir.
(R1) Her a,b,ceR i¢in a+(b+c)=(a+b)+c dir.
(R2) Her a,beR i¢in a+b=b+a dir.

(R3) Her aeR i¢in a+0=a sartin1 saglayan R nin bir 0 eleman1 olmalidur.
4



(R4) Her aeR i¢in a+(-a) =0 sartini saglayan bir —a € R olmalidur.
(R5) Her a,b,c eR i¢in a.(b.c) =(ab).c dir.

(R6) Her a,b,c eR i¢in a.(b+c) = (ab)+(ac) dir.

(R7) Her a,b,ceR i¢in (b+c).a=(b.a)+(c.a) dir.

Tamim 2.5 Her a,b e Ri¢in ab=Db.a ise R ye degisimli halka denir.

Tamim 2.6 Her aeR i¢in ae=a=ea olacak sekilde bir e R var ise € ye birim

eleman, R ye de birim elemanli halka denir.

Tamm 2.7 R bir halkave | , R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

(i) Her a,bel veher reR i¢gin a—bel, rael ise I ya R nin bir sol ideali denir.
(i) Her a,bel veher reR i¢gin a—bel, arel ise | ya R nin bir sag ideali denir.
(iii) 1, R nin hem sag hem de sol ideali ise | ya kisaca R nin bir idealidir denir.
Ornek 2.8 (Z,+,-) halkasinda her ne Z i¢in | =nZ alt halkas1 bir idealdir.

Teorem 29 R bir halka ve |, R nin bir ideali olsun. Her reR igin

r+l={r+ajael} seklindeki tiim Kkosetlerin kiimesi R/l ile gosterilirse,
vr+1,r,+1 eR/I igin;
h+D)+(+)=(n+r)+1,

(h+D)(+1)=rr,+1

seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore R/I bir halkadir.
Tamim 2.10 R bir halka ve | ,R nin bir ideali olsun. (R/I,+,.) halkasma R nin |
idealine gore boliim halkas1 denir.

Ornek 2.11 R=7Z halkasinda | =4Z ideali icin R/I={1+0,1+11+2,1+3} boliim
halkasi elde edilir.

Tamm 2.12 (R,+,))ve (R,+,”) iki halka ve f:R— R’ bir fonksiyon olsun. Her

a,beR igin;

f(a+b)=f(a)+ f(b),



f(ab) = f(a)- f(b)

kosullar1 saglaniyorsa f ye R den R’ ye bir homomorfizma denir.
R halkasindan R’ halkasina bir f homomorfizmasi

(i) f bire-bir ise bir monomorfizma,

(if) f orten ise bir epimorfizma,

(iii) f bire-bir ve Orten ise izomorfizma,

olarak adlandirilir.

R halkasindan R’ halkasma f bir izomorfizma ise f* de R’ halkasindan R

halkasina bir izomorfizmadir. R halkasindan R halkasina bir izomorfizmaya da

otomorfizma denir.

Tanmm 2.13 f, R halkasindan R’ halkasina bir homomorfizma olsun. 0, R’

halkasinin toplamsal birimini belirtmek iizere;
Cekf ={faeR| f(a)=07%
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.

Ornek 2.14 n pozitif tamsayisi ile iiretilen <n> ={dan|q € Z} idealini ele alalm. ae Z
olmak {izere, (n) nin Z kimesindeki kosetleri, a +<n> ={a+qgn | qeZ} ve
z / <n> boliim halkast, Z/ <n> :{a+<n> |aeZ} seklindedir. (Z,,+,) halkasindan

(Z/ <n>,+) halkasmna f:Z — Z/ <n> ,f([a]) = a+<n> doniistimii bir izomorfizmadir.
f([a]+, [b]) = f ([a+b]) = (a+b)+<n>: (a+<n>)+(b+<n>) = f([a])+ f([b])
f(lal, b)) = f ([ab]) = (@b)+(n)= (@+(n))(b+(n) = f([al).f ([b)

esitliklerinden f nin Z_ den Z/ <n> lizerine bir izomorfizma oldugu goriiliir.

Teorem 2.15 (1. izomorfizma teoremi) f, R halkasindan R’ halkasina bir

izomorfizma olsun. Bu durumda f(R), R’ halkasmin bir idealidir ve R/Cekf = f(R)
dir.



Teorem 2.16 (2. izomorfizma teoremi) | ve J bir R halkasinin iki ideali olsun.

1/(1nJ)=(1+J)/J dir.

Teorem 2.17 (3. izomorfizma teoremi) |, ve I, bir R halkasinin iki ideali ve |, < 1,
olsun. (R/1,)/(1,/1,) = (R/1,) dir.

Tamm 2.18 PR nin bir ideali ve R nin A ve B idealleri icin ABc P oldugunda
Ac P veya B c P oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Teorem 2.19 R nin bir P idealinin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a,beR igin

abeP=aecP veya beP olmasidir.
Ornek 2.20 Z tamsayilar halkasinda P ={3k | k € Z} ideali bir asal idealdir.

Tamim 2.21 R degismeli bir halka ve Q, R nin bir ideali olsun. Her a,be R, abeQ

ve ag¢Q igin, b" €Q olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 varsa Q idealine bir

asallanabilir ideal denir.

Tamim 2.22 R degismeli bir halka ve | R nin bir ideali olsun. | idealinin radikali,
JI ={aeR|a" el,neZ"} seklinde tanimlantr.

Tanim 2.23 R bir halka olsun. Her r,se R ve m,m’e M i¢in RxM — M doniisiimii,
@ r.(m+m)=rm+rm’,

(i) r.(s.m)=(r.s).m,

(iii) (r+s).m=rm+sm

kosullarini saghyorsa, (M,+) degismeli grubuna bir sol R—modiil veya R iizerinde bir
sol modiildiir denir. R birimli bir halka ve her me M i¢in 1.m=m ise M grubuna
birimli veya birimsel bir sol R—-modiildiir denir. Sag R-—modiil de benzer sekilde

tanimlanabilir.

Tanim 2.24 M bir R—modiil ve N M nin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun.
N M nin bir alt grubu ve her re R, ae N i¢in rae N oluyorsa N ye M nin bir alt

modiilu denir.



Tanmm 2.25 X, M nin bir alt kiimesi ve <X> M nin X tarafindan iretilen alt

modiilii olsun. Herhangi bir xeM i¢in <X>, M nin {X} tarafindan uretilen alt

modiiliidir. M nin herhangi bir N alt modiilii igin,
N:M :{r| rerR, rM gN}ve JN:M :{r‘ reR, 3meNoyle ki r"M gN}

esitliklerine sahibiz.

Tamm 2.26 M bir R—modiil ve K M nin bir alt modiilii olsun. K #M olmak tizere,

reR, meM ve rmeK oldugunda meK veya re(K:M) oluyorsa K alt

modiilune asal alt modil denir.



BOLUM 3

BULANIK ALT MODULLER

3.1 Bulanik Kiimeler

Tamim 3.1.1 X herhangi bir kiime olmak tizere, p: X —>[0,1] seklinde tanimlanan u
fonksiyonuna X in bulanik (fuzzy) alt kiimesi denir. X in biitin bulanik alt
kiimelerinin olusturdugu kiimeye X in bulanik kuvvet kiimesi denir ve [O,l]x seklinde

gosterilir [1].
Tanmm 3.1.2 u E[O,l]>< olmak {izere {,u(x): Xe X } ile tanimlanan kiimeye x niin

gOriintli kiimesi denir ve ,u( X) ya da Im(u) seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.3 u e [0,1]S olmak tizere,
#o={x:u(x)>0,xeS} (3.2)

kiimesine x niin destekleyicisi denir. Eger 4 sonlu bir kiime ise & ye sonlu bulanik
alt kiime, 4" sonsuz bir kiime ise u Yye de sonsuz bulanik alt kiime denir. Ayrica

le ,u(X) ise ¢ ye X in birimli bulanik alt kiimesi denir.

Tanimm 3.1.4 Y c X ve a€[0,1] olmak iizere a, € [0,1]X asagidaki sekilde tanimlanir:

a: xe¥Y

aY(x)={ o oy (3.2)

Ozel olarak; eger Y ={y} ise a, kiimesi veya y, seklinde ifade edilir, [0,1]—nokta

Ay

(point) veya [0,1] —singleton ile adlandirilir.
9



Eger a=1 ise,

1: eY
Lwﬁwﬂw={o " (33)

;. Xe X\Y

fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir.

Tamm 3.1.5 ,u,ve[O,l]X olmak iizere VXxe X igin u(x)<v(x) ise v bulanik alt

kiimesi, x# bulanik alt kiimesini kapsar denir ve v seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.6 y,ve[O,l]x olmak iizere unv , ,uuve[O,l]X kiimeleri su sekilde

tanimlanir: VX e X i¢in,

(uMV)(X) = () AV(X) (3.4)
(Uv)(X) = u(x) v v(X) (3.5)
Tanm 3.1.7 ye [O,l]x olmak iizere a €[0,1] igin,

,uaZ{XZXEX,/J(X)Za} (3.6)
kiimesine x niin seviye alt kiimesi denir.

Teorem 3.1.8 u,ve [0,1]>< olmak iizere, asagidaki ifadeler dogrudur.

) ucv, ae[O,l]:>,ua cv,

i) a<b, a,be[O,l]:>,ub C U,

) u=veou =v, , Vae[O,l]

Tamm 3.1.9 X, Y herhangi iki kiime ve ,ue[O,l]X, ve[O,l]Y ayrica f: X =Y bir
doniisiim olsun. f(,u)e[O,l]Y ve (v)e[O,l]X bulanik alt kiimeler olmak iizere
vyeY igin,

vipx): xeX, f(x)=y}; fiy)=J

3.7
0 , fH(y)=0 41

f(ﬂ)(Y)Z{

10



VX e X ig¢in,
£ (v)(x) = f (X)] (38)

seklindeki fonksiyonlara sirasiyla f nin g altindaki goriintiisii ve f nin v altindaki

ters goriintiisii denir [3].

3.2 Bulanik Alt Grup, Bulanik Alt Halka ve Bulamk Idealler

Bu boliimde G daima birimi e olan ve ¢arpimsal ikili isleme sahip keyfi bir grubu, R
ise degismeli bir halkayi temsil edecek. Grup ve halkanin bulanik alt kiimelerinde bazi
islemler tanimlayip ardindan sirasiyla bulanik alt grup, bulanik alt halka ve bulanik
ideal tanimlarin1 verecegiz. Daha sonra ise bulanik asal ideal, bulanik idealin radikali ve

bulanik asallanabilir ideal kavramlari verilecek.

Tamim 3.2.1 G birgrupve V u,ve [O,l]G bulanik kiimeleri olmak iizere, VX e G igin
(uov)(X)=v{u(y)av(z) : y,2€G, yz=x}, (3.9)
p(X) = p(x7). (3.10)
LoV islemine u ve v niin nokta ¢arpimu, * ifadesine x bulanik alt kiimesinin tersi
denir.

Tamm 3.2.2 G bir grup ve ,ue[O,l]G olsun. Eger u asagidaki kosullari sagliyorsa s

ye G nin bulanik (fuzzy) alt grubu denir [2].
(G1) Vx,yeG igin, u(xy)=pu(x)Au(y),

(G2) WxeG igin, u(x™)= u(x)

G nin tiim bulanik alt gruplarinin kiimesini L(G) ile gosterelim.

Tamim 3.2.3 € L(G) olmak iizere,
,uk={XeG : ,u(x)=,u(e)} (3.11)

seklinde tanimlanir.

Ayrica ne N olmak iizere VX G i¢in (G1) kosulundan ,u(x”)z 1(x) elde edilir.
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Teorem 3.2.4 u e L(G) olmak lizere, Vx e G i¢in;
(1) u(e)= pu(x)

(2) (X)) = p(x™)

olur.

Teorem 3.2.5 H bir grup ve ve L(H) olsun. f:G — H doéniisiimii bir homomorfizma
ise f(v)eL(G) olur.

R degismeli halkasinin bulanik alt kiimelerinde bazi islemler tanimlayalim.

Tanim 3.2.6 R bir halka, £ ve v R halkasinin bulanik alt kiimeleri olsun. gz+v, —u

, 4—v, pov bulanik alt kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir. ¥ x € R i¢in,

(u+v)) =viu(y)av(z)ly.zeR y+z=x}, (3.12)
(=£)(X) = p(=x), (3.13)
(=) =viurv(@)ly.zeR y-z=Xx], (3.14)
(uov)(¥) =v{u(y) Av(@)]y, z€ R, yz = X] . (3.15)

u+v, g—v ve pov sirastyla 4 ve v niin toplami, farki ve nokta garpimi olarak

adlandirilir. —x, g niin negatifi olarak tanimlanir. Tanimdan g+v=v+u ve
{—v=pu+(-v) olur. R halkasi degismeli oldugundan Vv e[0,1]% icin gov=vou

dir.

Tamm 3.2.7 u,v €[0,1]% olsun. ¥x eR ic¢in uv e[0,1]%,

(u)(X) = AN AVED Y7 eRISISNNENY 2, =)

i=1

(3.16)

seklinde tanimlanir. R degismeli oldugundan Vz,v €[0,1]% icin zv =vu olur.

Tamim 3.2.8 R bir halka ve x, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda

eger,

12



(R1) p(x—y)=u(x)Au(y) vx,yeR
(R2) p(xy)=p(x)Ap(y) vxy <R
sartlar1 saglanirsa ©# ye R halkasinin bulanik alt halkasi denir.

R nin tiim bulanik alt halkalarinin kiimesini L(R) ile gosterelim.

Tanmm 3.2.9 x4, (R1) sartin1 saglasin. Eger u,
(R3) p(xy)=p(x)v u(y) vx,y <R

sartin1 da sagliyorsa R halkasinin bulanik ideali olarak adlandirilir [5]. R nin tim

bulanik ideallerinin kiimesini LI(R) ile gosterecegiz. R bir halka, x, R nin bulanik

ideali ise, bu durumda,
,u*:{XeR‘,u(X)z,u(O)} (3.17)

seklinde alabiliriz.

£ <[0,1]% olsun. R halkasi degismeli oldugundan z niin (R3) kosulunu saglamasi igin

gerek ve yeter kosul,

1(xy)=pu(x) vx,yeR (3.18)

olmasidir.

Teorem 3.2.10 g, v € LI(R) olsun. Bu durumda;

(1) ©#(0)=pu(x) VxeR

(2) R halkas: birimli ise, (1)< u(x) VxeR

(3) x,yeR olsun. x(x—y)=p(0) ise u(x)=u(y)olur.
(4) w. R nin bir idealidir.

(5) & R nin bir idealidir.

6) v (unv).

13



Tanim 3.2.11 &, u,v e LI(R) olsun. & sabit olmamak tizere, pov & iken pucé

veya v < & oluyorsa & idealine R nin bulanik asal ideali denir.

Teorem 3.2.12 &, u,veLI(R) olsun. & sabit olmamak iizere, & idealinin R nin
bulanik asal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul puv <& iken ucé& veya vl

olmasidir.
Tammm 3.2.13 ce[0,1] ve 1=c olsun. Va,be[0,1] icin anb<c iken a<c veya

b <c oluyorsa c elemanina [0,1] in bir asal elemanidir denir.

ell(R), {cu ve & < . olacak sekilde R nin tiim bulanik asal x4 ideallerinin
kimesini P, ile gdsterecegiz.
Tamm 3.2.14 £ € LI(R) olmak iizere,

m{,u: /JePg}; P.#0

(3.19)
1, , P.=C

2

seklinde tanimlanan \E ifadesine bulanik & idealinin radikali denir.

Teorem 3.2.15 &, R nin sabit bir bulanik ideali olsun. Bu durumda \/E =1, olur.

Tanmm 3.2.16 &, u,velLl(R) olsun. & sabit olmamak iizere, povc & iken ucé

veya v < /¢ oluyorsa & idealine R nin bulanik asallanabilir ideali denir.

3.3 Bulanik Alt Modiiller

Bu boliimde ilk olarak bir modiiliin bulanik alt kiimelerinde toplama ve skalerle carpma
ile ilgili birkag islemi ele alacagiz, ardindan bulanik alt modiil tanimini verecegiz. Bu
bolimde aksi belirtilmedik¢e R birimi 1 olan degismeli bir halka, M bir R modiil ve

0,,» M nin sifir eleman: olarak alinacaktir. | kiimesi de bos kiimeden farkl bir indeks

kiimesi olsun.

Tanmm 3.3.1 4, v e[0,1]" olsun. H+V, —ye[O,l]M bulanik alt kiimelerini Vxe M
i¢in,

(u+v)()=v{ u(NArv(@) | y.2eM, y+z=x],

14



(~) (%) = (%) .

seklinde tanimlamistik.

M4V, u ve V nin toplami, —g de g niin negatifi olarak adlandirilda.

ue[0]", 1<i<n ve neN olsun. “+” igleminde birlesme ve degisme ozelligi
oldugundan, 4+ u, +...+ g, toplamimi diisiinebiliriz ve bu toplami Zin:l 4 olarak

yazariz.

| 1|>1 olmak iizere, her i<l igin 4 <[0,1]" olsun. O zaman > s €[0,1]" toplam

her xe M ig¢in,

iel

[quij(x)=v{/\ielﬂi(xi) ‘ xeM,iel, in :X} (3.20)

seklinde tanimlansin Syle ki D x =Y. X ve en fazla sonlu tane x, 0, e esit

olmasin. Ziel M, lerin zayif toplami olarak adlandirilir.

Agiktirki, I ={1,2,.,n } ve n>2igin >z =>" 4 dir.

Tamm 3.3.2 reR ve xe[0,4]V olsun. rue[0,1]" su sekilde tammlansm. VxeM
i¢in,

(r) ) =v{uy) | yeM, ry=x j. (3.21)
ru, r ile g niin ¢garpimi olarak adlandirilir.

Teorem 333 r,seR ve u,v,& 1 €[0,1]",iel olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir:
(D) lu=p, (Du=-u

(2) rl,,; =10,
@) ucv=rucrv

(4) r(su)=(rs)u

15



(5) r(u+v)=ru+rv
®) r(U.4)=U,. 4

(7) (r) () = u(x) Vx e M

(8) S(rx)= u(x) VxeM < rucé

(9) (ru+sv)(rx+sy) = u(x) av(y) vx,yeM

(10) E(rx+sy) = u(X) Av(y) VX, yeM < ru+svcé
Ispat (1) den (6) ya kadar asikardur.

(@) (re)()=v{ ()| yeM, ry=rx} > u(x) VxeM
(8) Eger &£(rx)> u(x) VxeM ise,

(re)()=v{uy) | yeM,ry=x}<v{&(ry)|yeM,ry=x}=£(x) Vxe M,

ruc & dir.

Eger ruc & ise, (7) den &(rx)=ru(rx)> u(x) VxeM olur.

(9) (7) ve “+” isleminin tanimindan,
(ree+sv)(rx+sy)=(ru)(rx)A(sv)(sy)= u(x) Av(y) Vx,yeM olur.

(10) Farz edelim ki, &(rx+sy)> u(x) Av(y) VX, y €M olsun. O zaman VzeM igin,
(ru+sv)@=v{(rr)WA(sv)M)|uveM, u+v=2z|
:v{(v{,u(x)|XeM, x=uf)a(vV{v(y)yeM, sy:v})|u,VGM,u+v:z}
=v{ () Av(Y) | x.yeM, rx+sy=z
<&(2)

olur. Buradan ru+sv < & elde edilir.

Tersine ru+sv < & oldugunu varsayalim. O zaman Vx,y € M i¢in,

16



E(rx+sy)=(ru+sv)(rx+sy)
>(ru)(rx) A(sv)(sy)
> u(x)Av(y)  ((7)den)

olur.

Teorem 3.3.4 r,seR ve x<[0,1]" olsun. Bu durumda,
) rucpus u(rx)=u(x) vxeM,
(2) ru+suc ps u(rx+sy)> u(x) A uly) vx,yeM.

Ispat Bir onceki teoremin (8), (9) ve (10). maddelerinden elde edilir.

Teorem 3.3.5 Varsayalim ki, N bir R—modiil ve f, f:M — N seklinde taniml bir

homomorfizma olsun. r,seR ve u,v €[0,1]V icin,
(1) f(u+v)=F)+10),
(2) f(ru)=rf(w),

(3) f(ru+Sv)=r f(u)+sf(v).

Ispat (1) Kolaylikla gosterilebilir.

(2) V yeN icin,

Fre)) =vi(rm) ()| xeM, f(0=y]
=v{v{uwlueM, ru=x} | xeM. 109y
=v{uu)|ueM, f(ruy=y}
=v{uW | ueM, r(tw)=y}
=r ()

Buradan da f (ru)=r f(x) elde edilir.
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(3) Bu ifade (1) ve (2) nin sonucu olarak hemen ¢ikar.

Tamm 3.3.6 ¢ €[0,1]% ve ©<[0,4]" olsun. ¢-u, & Quel0,4]" islemlerini V x e M

icin agagidaki sekilde tanimlayalim:

(&) =v{S)nu(y) | reR, yeM, ry=x}, (3.22)
(Q’Qu)(x):v{/\i”_l(cf(ri)/\y(xi)) ‘ reR, x eM, lSiSn,neNZ:in:lriXi :X}. (3.23)
Teorem 3.3.7 1 <[0,1]" olsun. O zaman

(1) Tim r eR igin, L -p=ru,

(2) Tim reR ve xeM ig¢in,

(1{r} @,u)(X)=\/{/\in=l,U(Xi) X eM,1<i<n,neN riZl:xi :x}.

Tamm 3.3.8 1 <[0,1]" i¢in;

(M2) u(rx)=pu(x) vreRve xeM,
(M3) p(x+Yy) > u(x)Au(y) ¥V xyeM

kosullarini saglayan 4 ye M nin bir bulanik alt modiilii denir [7].
M nin tiim bulanik alt modiillerinin kiimesini L(M) ile gésterecegiz.

R kendi iizerinde bir modiil oldugundan, bir 6nceki tanimdan g niin R modiiliiniin bir
bulanik alt modiilii olmast i¢in gerek ve yeter kosul 4 niin R halkasinin bir bulanik

ideali olmasidir.
V xeM i¢in —1x=-x oldugundan (M2) kosulu ¥V xe M igin u(—X) > p(x) 1 saglar.
Buradan da e L(M) olmasi igin gerek ve yeter kosul g niin M toplamsal grubunun

bir bulanik alt grubu ve (M2) sartin1 saglamasidir.

Teorem 3.3.9 x<[0,1]" olsun. O zaman g e L(M) olmasi igin gerek ve yeter kosul

4 nlin (M1) ve asagidaki sart1 saglamasidir:
18



(M4) p(rx+sy)=u(x)Au(y) Yr,seR ve x,yeM.

Ispat Farzedelim s e L(M) olsun. Tanimdan dolay1 x (M1) kosulunu saglar. x aym

zamanda (M2) ve (M3) sartlarin1 da saglar. Buradanda ¥V r,seR ve x,ye M igin,

p(rx+sy) = p(rx) A p(sy)= u(x) A u(y) olur.
Boylece u (M4) kosulunu da saglamis olur.

Tersine, x (M1) ve (M4) sartlarini saglasin. Budurumda VreR ve xeM igin,
p(rx) = p(rx+r0y )= 1(X) A (0y,) = p(X) Ve vV X,y e M igin,

p1(x+y)=p(Ix+1y) = p(x) A u(y) olur.
Boylece 1 (M2) ve (M3) kosullarini saglar. Buradan da x e L(M) elde edilir.

Teorem 3.3.10 x<[0,1]" olsun. e L(M) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x4 niin

M toplamsal grubunun bir bulanik alt grubu ve asagidaki sart1 saglamasidir:

(MZ)’ rucu VreR.

Teorem 3.3.11 x<[0,1]" olsun. e L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul 4 niin

asagidaki sartlart saglamasidir:
(ML) 1, cu,

(M2) rucuVreR,
(M3) p+ucu.

Teorem 3.3.12 x<[0,1]" olsun. e L(M) olmasi icin gerek ve yeter kosul x niin

asagidaki sartlar1 saglamasidir:
(Ml) 1{0M}g‘u’

(I\/|4)' ru+spucu vr,seR.
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Ornek 3.3.13 R=7Zve M =7, olmak iizere,

1 x=0 ise,
1

u(x) = 3 Xx=2,4 ise,
1 x=13,5 ise,
4

seklinde tanimlanan 4, M nin bir bulanik alt modiiliidiir.

Biz simdi bulanik alt modiiller ile ilgili baz1 temel 6zelliklerden bahsedecegiz. Eger

u,v [0, ise, U+V, vV xeM i¢in

(u+v)(X) = v{ Y Av(z) | v.2eM, x=y+1 } seklinde tanimlanmisti.

Teorem 3.3.14 u,ve[0,1]" olsun. O zaman x+v e L(M) dir.

Ispat Vv r eR i¢in Teorem 3.3.3(5) ve Teorem 3.3.10 dan r(u+v)=ru+rvc u+v

olur. Buradan x+v e L(M) elde edilir.

Teorem 3.3.15 ¢ e LI(R) ve xeL(M) olsun. Bu durumda ¢ Gue L(M) olur.

Ispat(¢ Qu)(0,, ) =1 oldugu agiktir. V reR, xe M igin,

(¢ou)(n)=v| AL (¢(s)ru(a))| s eRzeM 1i<nneN Y sz = x|
zv{Ai"_l(;(rri)Aﬂ(xi))‘ [ R, xielvl,lsisn,neNZi"l(rri)xi=rx}
zv{A?_l(g(ri)Ay(xi))‘ feR, xieM,1sisn,neNzi“qui=rx}

=(¢ u)(x)

olur.
A isleminin Vv islemi lizerine dagilma 6zelliginden, ¥V X,y € M i¢in,
(& ou)(x+y)= (¢ Qu)(x)A (S Qu)(y) olur. Buradan da ¢ Gu e L(M) bulunur.

M =R alinirsa bir dnceki teoremden, eger £, e LI(R) ise ¢ Gu e LI(R) olur.
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Teorem 3.3.16 ¢ e LI(R) ve e L(M) olsun. Eger £(0;) =1 ise {.zze L(M) olur.

Ornek 3.3.17 R=7 ve M =7, olmak iizere, # niin M nin bir bulanik alt modiilii

oldugunu Ornek 3.3.13 de sdylemistik. 2, € LI(R) ve xz e L(M) igin,

2

(21.;1)(0) = \/{21 (2) A u(3), 21 ) A u(d), e }
1 1 1
= \/{E AN Z y (0N é errerananas }
_1
2
(2,00 = (2,20(@) = (2, £)(6) =0
(2,0(2) = A2, () 1 12),2, (2) A p(8) 2, (A) A J(E). )
:v{O/\%,%/\%,O/\%, ........... }

1
=5 = (2.1)(4)

1 x=0 ise,
2
1
(2,.1)(x) = 3 X=2,4 ise,
2
0 x=135 ise,

elde edilir. Sonug olarak (2,.1£)(0) #1 oldugundan 2,.xz¢ L(M) olur.

2 2
3.4 Boliim Modiillerinin Bulanmik Alt Modiilleri, Rezidiiel Boliimler ve Asal Alt
Modiiller

Bu boliimde oncelikle bir bolim modiiliiniin bulanik alt modiillerinin yapisinin
olusumundan ve modiill homomorfizmalarindan bahsedilecektir. Sonrasinda rezidiiel

bolumler kavrami ve asal bulanik alt modiil tanimi1 verilecektir.
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Teorem 3.4.1 A, M nin bir alt modiilii ve v e L(M) olsun. ¥ xe M igin, & [0,1]"/*

y1 asagidaki sekilde tanimlayalim:

E([x])=v{vw)|ue[x]| (3.24)

Burada M/A, M nin bolim modiiling, [x] ise x+A kosetini ifade etmektedir. Bu

durumda & e L(M/A) olur,

Ispat £, M/A boliim modiiliiniin toplamsal grubunun bir bulanik alt grubudur. Simdi

VreRve xeM isin,

£(r[x])=¢([))
=v{v(a)| ac[r]]
—v{v(rx+y)| yeA)
—v{v(rx+m2)| ze A}
—v{v(r(x+2))| zeA]
>v{v(x+2)| ze A}
=v{v(v)| ue[x]}
=&([x])

olur. Buradan da & e L(M/A) elde edilir.

Simdi Teorem 3.4.1 in &6zel bir durumunu ele alalim. veL(M), a€[0,1] ve A=v,
olsun. Bu durumda A, M nin bir alt modiiliidiir. Boylece Teorem 3.4.1 den (3.24)

esitligi ile tanimlanan &, £ e L(M/A) olur. xe M olsun ve §([X]) i gbz Oniine alalim.
Eger [X]= A ise, £([x])=1 dir. Eger [x]# A ise, 0 zaman x ¢ A ve buradan v(x) <a
olur. Boylece herhangi bir y € [X] icin z € A vardir 6yle ki y =X+ z dir. Buradan,

v(y)=v(x+z)2v(x) Av(z) =v(X)
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olur. Benzer bicimde v(x)=v(y+(—z))2v(y)/\v(—z)=v(y) dir. Sonug olarak
v(x)=v(y) elde edilir. O halde v xe M i¢in &([x]),

1 v(X)>a
v(X) diger durumlarda

£(14)- |

seklinde verilebilir. A= Via] olmasi durumu benzer sekilde elde edilebilir.

Biz simdi Teorem 3.4.1 de tanimlanan ¢ bulanik alt modiliinin &zelliklerini

inceleyelim.

ucv olacak sekilde g,velL(M) alalim. x* ve v* m her ikisinin de M nin alt
modiilii oldugu biliniyor. " < v" oldugu agiktir. Boylece 4", v* m bir alt modiilidiir.
Dahas1 agiktir ki v‘v* € L(V*) dir. Buradan Teorem 3.4.1 den eger, fe[O,l]V*/”* 1

V Xev’ i¢in,
§([X))=v{v(@) | z¢[4]

seklinde tanimlarsak [x], koset x+v" 1 ifade eder ve bu durumda & e L(V*/ ,u*) olur.
Bulanik alt modiil &, v niin g ye gore bdliim modiilii olarak adlandirilir. v/u ile

gosterilir.

uelL(M), N bir R—modiil ve f:M — N bir homomorfizma alirsak f (,u) e L(N)

olur.

Tanim 3.42 M, N bir R—modil, xzeL(M) ve v eL(N) olsun.

(1) Bir f:M —N homomorfizmasi; eger f(u)cv ise x den v ye zayif

homomorfizma olarak adlandirillir. ¢ den v ye f homomorfizmas: zayif

f
homomorfizma ise u, v ye zayifca homomorfiktir denir ve u~Vv ya da basit¢ce u ~v

seklinde yazilir.
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(2) Bir f:M — N izomorfizmasi; eger f(u)cv ise u den v ye zayif izomorfizma

olarak adlandirilir.  den v ye f izomorfizmasi zayif izomorfizma ise o zaman g, vV
f
ye zayifca izomorfiktir denir ve g =v ya da basitce 2 =v seklinde yazilir.

(3) Bir f:M —N homomorfizmasi; eger f(u)=v ise ux den v ye bir

homomorfizma olarak adlandirilir. Eger f, 4 den v ye bir homomorfizma ise o
f

zaman g, v ye homomorfiktir denir ve u~v ya da basitce ¢~ v seklinde yazilir.

(4) Bir f:M — N izomorfizmasi; eger f(u)=v ise u den v ye bir izomorfizma
olarak adlandirtlir. Eger f, x den v ye bir izomorfizma ise o zaman u, v ye
izomorfiktir denir ve ,uév ya da basitce x = v seklinde yazilir.

Teorem 3.4.3 v olmak iizere 4, < L(M) olsun. Budurumda v/ . ~v/u olur.
Teorem 3.44 velL(M) olsun. N bir R—modil ve &eL(N) olmak lizere v~¢&
oldugunu varsayalim. Bu durumda, # < L(M) vardir éyle ki gz cv ve v/,u = ‘f‘gﬁ olur.

Teorem 3.4.5 v eL(M) olsun. Bu durumda v/(znv)=(u+v)/u olur.

Teorem 346 upucvcé olmak dizere v, &elL(M) olsun. Bu durumda

(&/u)/(v/u)=E&fv olur.

Tanmm 3.4.7 u,ve[0,1" ve ¢ €[04 igin rezidiiel boliimler :ve[0,1% ve

w:¢ €[0,2]" icin asagidaki sekilde tanimlanir:

piv=u{n|nel0llr, n-veu

pig=ulé| el {scu | (3:25)
Teorem 3.4.8 u,v €[0,1]" ve ¢ [0,1]% olsun. Bu durumda,

(1) ,u:v=u{ r, | reR, ae[01], r,-vcu }

(2) ,u:§=u{xa | xeM, ael[01], X, cu }
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olur.

Ispat (1) Tanim 3.4.7 den,

u{r | reR, ael01], rveu jcuv

oldugu aciktir. 7€[0,1]%, 7-vc u, reR ve n(r)=a olsun. Bu durumda VvV xe M
igin,

(r-v)(X)=v{r(s)av(y)| seR, yeM, sy=x]

<vin(r)a(y)l yeM, ry=x}

Boylece r, -v < u ve bundan dolay,
,u:vgu{ r, | reR, aelL,r,-vcu }

olur. Sonugta,

,u:v=u{ra| reR, ael, ra~vg,u}

elde edilir.

(2) (1) e benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.4.9 u,v <[0,1]" ve ¢ [0,1]% olsun. Bu durumda,
Q) (u:v)veu,

2 ¢(u:¢)cu,

@) vocusdcuveovoud

olur.

Teorem 3.4.10 u,v €[0,1]" ve ¢ <[0,1]% olsun.

(1) Eger e L(M) ise, ,u:v:U{n| neLI(R), n-vgy} olur.
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(2) Eger ¢ e LI(R) ise, u:¢=U{&| EeL(M), &-Ecu} olur.
Teorem 3.4.11 ueL(M), ve[0,1]" ve ¢ eLI(R) olsun. Bu durumda s:v e LI(R)
ve u:¢ eL(M) olur.

wvel(M) ve EeLI(R) olsun. w:&, u ve & nin rezidiiel bolim bulanik alt

modiilii, z:v de ux ve v niin rezidiiel boliim bulanik ideali olarak adlandirilir.

Tamm 3.4.12 gvel(M)ve v, u niin bulanik alt modilii olsun. r, €[0,1]% ve
x, €[0,1]" olmak iizere, r,x, = v iken x, v veya r,ucv oluyorsa, v ye u niin bir

bulanik asal alt modiilii denir [10].

Eger ozellikle i = y,, aldigimizda, rx, cv iken x, cv veya r,y,, v oluyorsa, v ye

M nin bir bulanik asal alt modiilii denir.

Teorem 3.4.13 Eger M =R alirsak, v €[0,1]% niin M nin bir bulanik asal alt modiilii

olmasi igin gerek ve yeter kosul, v niin M nin bir bulanik asal ideali olmasidir.

Teorem 3.4.14 u,velL(M)ve v, u nin bulanik alt modiilii olsun. Eger v, # g, ise,

V,, M, nin bir asal alt modiilii olur.

Teorem 3.4.15 v, M nin bir bulanik asal alt modiilii olsun. Bu durumda,

v.={xeM |v(x) =v(0,,)} M nin bir asal alt modiili olur.
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BOLUM 4

GAMMA MODULLER

Bu béliimde oncelikle gamma halka ve gamma ideal tanimlarini verecegiz ve ardindan

tezimizin temel unsurlarindan biri olan gamma modiil kavramindan bahsedecegiz.

Tanmm 4.1 M ve I toplamsal degismeli gruplar va,b,ceM, «,B,yel’ ve

M xI'xM — M seklinde bir doniisiim verilsin.
(i) acbeM ,

(i) (a+b)ac =aac+bac

a(a+ p)c=aac+apc

ax(b+c)=aab+acc,

(i) ax(bpc) = (acb)pc .

sartlarini saglayan M ye I" —halka denir [12].

Ornek 4.2 (R,) ve (S,) I —halkalar igin,
(1,8, 7, (,8,)) = (- 71,8, 0 7 ©8,)

doniisiimii ile tanimlanan Rx S ¢arpimi bir I — halka olur.

Tammm 4.3 M bir I'—halka, A M nin bir alt kiimesi ve ATA={acalac A ael}
kiimesi i¢in A M nin bir toplamsal alt grubu ve AIAc A oluyorsa A ya M nin bir alt
halkasidir denir.

Tanom 44 M bir I'—halka, I, M nin bir alt kimesi ve
ITM ={aam|acl,ael',me M} kiimesi i¢in | M nin bir toplamsal alt grubu ve

ITM c | oluyorsa | ya M nin bir sag ideali denir [13].
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M nin bir sol ideali de benzer sekilde tanimlanabilir.

Tanmm 45 M bir T—halka, S ve T M nin idealleri olmak tzere SI'T < P iken

Sc P veya T <P oluyorsa M nin P idealine asal ideal denir.

Tanmim 4.6 G toplamsal degismeli grup ve M TI'—halka olsun. vg,9'€G, «,peT,

Vx,yeM ve GxI'xM — G doniisiimii verilsin.

1) gaxeG,

i) ga(xpy) =(gax)By

i) (g+9g)ax=gax+g'ax
ga(x+y)=gax+gay.

sartlarin1 saglayan G ye bir sol T'M modiil denir [14].
Ornek 4.7 | , M T —halka nin bir ideali olsun.

MxIxM/l ->M/1, (m,y,m +1) > (mym’)+I

doniigtimii ile tanimlanan M /1 bir I'M modiildiir.

Tamim 4.8 N, toplamsal degismeli G grubunun bir alt grubu olmak tizere, Vg e N,
ael’, VxeM i¢in gaxeN oluyorsa N T'M modiliine, G TM modiiliin bir alt

modiilu denir.

Tanim 4.9 N, toplamsal degismeli G grubunun bir alt grubu olmak iizere; Vge N,
ael’, VXeM ic¢in gaxeN oldugunda xe N veya gI’xc N oluyorsa N I'M

modiiliine, G I'M modiiliin bir asal alt modiilii denir.

Tamm 4.10 G ve G', I'M modiiller olsun. ¥x,y e G, Vy eI i¢in,
(i) f(x+y)=1(x)+f(y),

(i) f(xyy)=T0)rf(y)

kosullarini saglayan f :G — G’ fonksiyonuna I'M modiil homomorfizmasi denir.

f 1-1 ise monomorfizma, Orten ise epimorfizma, hem 1-1 hem de orten ise

izomorfizmadir.
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Teorem 411 f:M—>N  fonksiyonu bir TR  homomorfizmasi ise
Cekf ={xeM |f(x)=0} ve Imf={yeN|IxeM;y=Ff(x)}, M nin TR alt

modiilleridir.

Teorem 4.12 B ve C, M nin I'R alt modiilleri olsun. B/(BNC)=(B+C)/C olur.
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BOLUM 5

GAMMA MODULLERIN BULANIK ALT MODULLERINE AiT
YAPILAR

Bu boliimde tezimizin diger bir temel unsuru olan gamma modiillerin (normal) bulanik
alt modiillerini arastiracagiz ve bulanik gamma modiillerin bazi 6zelliklerini verecegiz.
Klasik cebirdeki izomorfizma teoremlerinin, gamma modiillerin (normal) bulanik alt
modillerinde de gegerli oldugunu gosterdik. Sonrasinda ise gamma modiiliin bulanik

asal alt modiiliinii tanimladik ve aradaki iliskileri analiz ettik.

Tamm 5.1 £ <[0,1]" ve M bir I —halka olmak iizere, VX,y € M ve Vy eI igin,
(i) pu(x=y) = A{u(x), u(y)},

(i) w(xyy)= pu(y) (u(xyy) = pu(x)),

sartlarin1 saglayan # ye M T'—halkanin bir bulanik sol(sag) ideali denir [17].

Tanmim 5.2 £, M T —halkanin bir bulanik ideali ve M nin herhangi iki x ve v
idealleri i¢in, #I'v < & iken uc & veya v < & oluyorsa & ye M T'—halkanin bir
bulanik asal ideali denir [18].

Tanmm 5.3 1,0 [0,1]° olsun. O halde toplam,

viAn(p(),o(v)) 1<i<n, x=u,+v,u,Vv, G

UDo(x)= {O diger v (5.1)

seklinde tanimlanir.

Tamm 5.4 1 <[0,1]° ve o €[0,1]" olsun. O halde ¢arpim,
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L ®o(X) vn(u),o(v)) 1<i<n, X:Zin:ui;/ivi,ui eG,v,eM,y el

0 diger (5.2)

seklinde tanimlanir.

Tanm 5.5 1,0 <[0,1]" olsun. O halde 2 ve o nin ¢arpimlari,

<ﬂra><x>-{%#A[u(u%a(vﬂ ) uve veyer
0 diger 5.3)

seklinde tanimlanir.
Tanmm 5.6 f, G, TM modilinden G, I'M modiil lizerine taniml1 bir fonksiyon ve
uel(M) olsun. Eger VX,yeG, TI'M modil icin f(x)=f(y) oldugunda

1(X) = u(y) oluyorsa, u ye f—degismez denir.

Simdi, modiillerin bulanik alt modiilleri hakkindaki benzer argiimani Kullanarak G,

I'M modiiliin bulanik alt modiiliinii tanimlayalim.

Tamm 5.7 G toplamsal degismeli grup, #<[0,1]° ve M T'—halka olsun. vg,g' G,
a,fel, VmmeM ve GxI'xM — G doniigimii;

i) 1(05)=1,

i) p(gam) = pu(9),

i) p(gam+g'pm’) = 1u(9) A 1(9")

sartlarim1 sagliyorsa g, G I'M modiliin bulanik alt modiilii seklinde adlandirilir.
Bundan sonra gamma modiillerin tiim bulanik alt modiillerinin kiimesini L(I'M) ile

gosterelim. A, G nin bir alt grubu olmak iizere VX,y € A i¢in Xayfx € A oluyor ise

A ya G nin bir normal gamma alt modiilii denir.

Tammm 58 4, G I'M modiliin bulanik alt modiili olmak i{izere VX,yeG igin
u(xaypx)=u(y) ise u, G I'M modiliin normal bulanik alt modiili seklinde

adlandirilir.
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Ornek 5.9 4, G nin bulanik alt kiimesi G ={[a O]|anZ}, F={ﬂ|x,y62} ve

M= {[C O]|ce ZZ} olmak iizere,

1 x=0=[0 0]
1(X) = % xeG-{[0 0]}
0 xeG

nin G I'M modiiliin bulanik alt modiilii oldugu kolayca goriilebilir.

Bir sonraki teorem de gamma modiillerin (normal) bulanik alt modiilleri ile gamma
modiillerin (normal) alt modiilleri arasinda dogrudan bir iliski oldugu kolayca

goriilebilir. O halde bulanik modiil yapilariyla ilgili temel teoremleri ispatlayabiliriz.

Teorem 510 x4 niin G I'M modiiliin bulanik alt modiilii olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul vt e[0,1] i¢in g nin gamma modiiliin bir alt modiilii olmasidir.

Ispat = Her geu, x,yeM ve a,fel oldugunda pu(g)=t ve u, G TM
modiiliin bulanik alt modiilii oldugundan p(gax)> p(g) >t esitsizliginden gaX e g,
elde edilir. Bundan dolayr 4, gamma modiiliin bir alt modiiliidiir. Benzer sekilde
ga(xBy) =(gax)By, (9+9)ax=gax+g'ax ve ga(x+y)=gax+gay sartlar da

saglanmis olur.

< 4, gamma modiiliin bir alt modiilii oldugundan Og € z, ve u(0;)=1 olur.

u(g)=t aldigmizda gey olur ve Vvx,yeM i¢in gaXey oldugundan
u(gax)>t=pu(g) saglanir. u(g)=t, wu(g’)=t, ve t <t, olsun. Bu durumda
t, <, elde edilir. z, gamma modiilin bir alt modilii oldugundan gax+g'By € 14
olur. Buise u(gax+g'By)=>t =t At, =u(9) A u(g’) ifadesini gercekler. Boylece u
niin G I'M modiiliin bulanik alt modiilii oldugu goériiliir, bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.11 g niin G T'M modiiliin normal bulanik alt modiilii olmast igin gerek ve

yeter kosul Vte [0,1] i¢in g, nin gamma modiiliin bir normal alt modiilii olmasidir.
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Ispat = x,ye olsun. Buradan p(y)>t ve u(xayBx)>u(y)=>t oldugundan

Xaypx € y, dir. Su halde g gamma modiiliin bir normal alt modiiltidiir.

< x4, gamma modiilin bir normal alt modiili, X,y eG i¢in u(X)=t, u(y)=t, ve
t, <t, olsun. Buradan xaypBxe u , p(xaypx)=t, = u(y) ifadesini gergekler. Boylece
u nin G TM modilin normal bulanik alt modiilii oldugu goriiliir, bu ise ispati

tamamlar.

Teorem 5.12 x, G TM modiiliin bulanik alt modiilii ise z ve x da gamma
modiiliin birer alt modiiliidiir.

Ispat 1. ={geG: u(g)=p(0)}, her g, e, ael’ ve meM i¢in 1, G TM
modiilin bulanik alt modili oldugundan u(g,am) > u(g,) = «(0) ifadesinden
g,ome g olur. Benzer sekilde, /,1*={g €G: wu(g)>0}, her gey , ael ve
meM i¢in 1, G T'M modiiliin bulanik alt modiilii oldugundan, z(gam)> u(g) >0

ifadesinden game 4" olur. Sonug olarak, x4 ve 4 da gamma modiiliin birer alt

moduludir.

Teorem 5.13 2, G I'M modiiliin normal bulanik alt modiilii ise . ve x da gamma

modiiliin birer normal alt modiiliidiir.

Ispat 1 = {g eG: u(g)= ,u(O)} , her x,yeu icin 4, G T'M modilin normal
bulanik alt modiilii oldugundan, u(XaypBXx)> u(y)= (0) ifadesinden xaypfXxe p.
olur. Benzer sekilde z :{g eG: u(g)> 0}, her x,yeu icin #, G TM modiiliin
normal bulanik alt modiilii oldugundan, z(xerySx) = u(y) >0 ifadesinden xayBx e u’
olur. Sonug olarak, s ve "  da gamma modiiliin birer normal alt modiiliidiir.

Teorem 5.14 4 ler, G TM modiiliin bulanik alt modiilleri olsun. Bu durumda ﬂ yn

de G I'M modiliin bulanik alt modulidir.

IspatHerg,g'eG, mm' eM ve o, BT igin

i) ()44(0) = 14(0) A 11, (0) ...
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=1A1A...
=1

i) ()44 (9am) = 4(gom) A g1, (gam) A...

2 14(9) A () A

=m/ui(g)'
ii) ()44 (gam+g'pm’) = 14(gam+g'fm') A pr,(gam+g'm) A..

> 14(9) A 4 (9) A 1 (9) A 1,(7) A
= () A 1 (@) Ao A 11 (G) A o (Q) A
=Oﬂi(g)/\0ﬂi(g’)-

Boylece ﬂ 4, G I'M modiiliin bulanik alt modiiliidiir.

Teorem 5.15 g ler, G I'M modiiliin normal bulanik alt modiilleri olsun. Bu durumda

ﬂ 4 de G T'M modiiliin normal bulanik alt modiiltidiir.

Ispat Her x,y eG igin,

(w4 (xayfx) = i (xary BX) A iy (Xey BX) A...

> 1 (Y) A (Y) A

=m/ui(y)'

Boylece ﬂ 4 G, I'M modiilin normal bulanik alt modiilidiir.
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Teorem 5.16 4 ler, G TM modiilin (normal) bulanik alt modiilleri olsun. Bu

durumda U 4 nin, G TM modiiliin (normal) bulanik alt modiilii olmas1 igin gerek ve
yeter kosul 24 < 4, < ...olmasidir.

Teorem 5.17 x4 ve o, G T'M modiiliin bulanik iki alt modiilii olsun. Bu durumda

1@ o toplami da G I'M modiiliin bulanik alt modiiliidiir.
ispat
1D o(x)={v(A(uu),o(v)):x=u+v, x,uveG}

1®0(0) ={v(A(u(0),0(0))): x=u+V, x,u,veG}=1.

u@ao(gam) = {V(/\(/u(glalml)! o(9,a,my))) :gam = g,asm, + g,,M,, 9,9, € G, 4,2, eI ,m,m e M }
> {v(n(u(9,),0(9,)):9=0,+9,, 95,9, <G}

=u®o(9).
Benzer sekilde u® o(gam+g’'fm’) > u(g9) Ao(g’) olur. Boylece u@® o toplami G,
I'M modiiliin bulanik alt modiilii olur.

Teorem 5.18 x4 ve o, G T'M modiliin bulanik iki alt modiilii olsun. Bu durumda

#®oc,G I'M modiiliin bulanik alt modiiliidiir.

Ispat
L ®o(x) = vin(u(),o(v)) 1<i<n, X:Z:]:uiyivi,ui eGv.eM,y el
0 diger
1 ®0(0) = v(a(u(u),o(v))) 1<i<n, O=Zui7iVnUi €GY, eM,z el |
0 diger
V(/\(/u(glalml)’ 0(gza2m2))) 1<i<n,
u®o(gam) =

gam :Z:g]loclr‘rllJrgzazm2 0,0, €6G,0,,0, eI’ m,m € M

2{\/(/\(#(91),0(92)): g :igi +9; 019 EG}
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=u®o(9).

Benzer sekilde u®o(gam+g’'pm’)> u(g) Ao(g’) oldugu da gosterilebilir. Boylece

#®oc, G T'M modiiliin bulanik alt modiilii olur.

Tanim 5.19 4 ve o, G nin birer bulanik alt kiimesi olsun. Vx,y € G i¢in x4 ve ¢ nin

kartezyen ¢arpimi,

uxo(Xy)=n(u(x),o(y)) (5.4)

seklinde tanimlanir.

Teorem 520 ¢ ve 0, G T'M modiliin bulanik alt modiilleri ise xxo kartezyen

carpimi da G x G nin bir bulanik alt modiiliidiir.

Ispat vg,g,,9,9, €G, mm,m’,m'eM ve a,B,a,, B €T olmak iizere,
1(0) =1=o(0) esitliginden,

ux0(0,0) = A(1(0),0(0)) =1
puxo(gam,g’pm) = A(u(gam),o(g’'sm))
> A(1(9),0(9)

=uxo(9,9).
pxo((gam,g'pm)+(gem;, g, AM))) = uxo(gam+gem;, g'Am'+ g, fm,)
= A(u(gam+g,am), o (g'Am' + g, Am,))
> (A(1(9), 1(9,)), A(o(9"), o(9,)))
= (A((9), 5(9"), A((9y), o(9,)))
= A(uxo(9,9"), ux (9, 9,))-

Boylece pxo , GxG nin bulanik alt modiiltidiir.

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Benzer teoremlerin gecerliligini degismeli

cebirde de gorebiliriz.

36



Tezimizin bu kisminda [20] de ki ¢alismalara benzer olarak normal bulanik alt modiiller

icin izomorfizma teoremleri incelenecektir.

Teorem 5.21 f :G, —» G, degismez fonksiyonu G, den G, I'M modiile tanimli ve

G, in normal bulanik alt modiilii olsun. Bu durumda f (), G, 'M modiiliin normal

bulanik alt modilii olur.

Ispat vg,,9,,x,yeG, 0,0,,X,yeG,, mym' m,m'eM ve afel' olmak

uzere,

4, G, in bulamk alt modiilii oldugundan,
f(u)(0g,) =V {105 ): f(x)=f(05)=0g, |
=1.
f (u)(g,0m,) = Au(g,am,): f(gam;) = g,am,}
>viu(9): 1(9)=0,}

= f(1)(9,)
f (1)(g,0m, +9, Bm,) =~ Au(g,am +g, pm/): f(g,am +g, fm) =g,am, + g, am, }

2 u(9) A p(9,): T(9)=9,, T(9,) =09,}
= (v{u(9)): T(9) = 9, D A (A(9)): F(9,) =9,
= F(1)(9,) A T (1)(g,)-
f(L)(Xay' BX) = Au(xaypx): f(xaypx) =X'ay X}
viu(y): f(y)=y'}
= f()(Y)
Boylece f(u), G, TM modiiliin normal bulanik alt modiilii olur.

Teorem 5.22 f :G, > G, degismez fonksiyonu G, den G, I'M modiile taniml ve s,

G, nin normal bulanik alt modiilii olsun. Bu durumda f‘(z), G, TM modiiliin

normal bulanik alt modiilii olur.
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Ispat vg,,9,,x,yeG,, m,m' eM ve a,f T olmak iizere,
4, G, nin bulanik alt modiilii oldugundan,
f(1)(0g) = (T (0g,))
= 41(0g,)
=1.
7 (u)(g,0m,) = pu(F (g,amy))
= u(f(g)af(m))
> p(f(9,)

= (u)(9,)
f2(u)(gem, +g, ) = u(f (g,o0m +g, fm;))
= u(f(g,am)+ (g, sm,))
= u(f(g)af(m)+f(g,)Bf (M)
> p(f(9,)) A p(F(9,))

= F ()9 A T (u)()-
() (xary px) = u(f (xary fx))
=u(F (e f(y)B(x)
> u(T(y))

= f7(u)(y)

Boylece f*(u), G, T'M modiiliin normal bulanik alt modiilii olur.

Bundan sonraki kisimda bulanik degismeli cebirin bulanik halka izomorfizmalarindaki
benzer teoremlerin gamma modiillerindeki varligini inceleyecegiz. Bunun igin benzer
caligmalarda yapilan bir denklik bagintis1 ve sonrasinda denklik simifi tanimlamasi

yapilacaktir.
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Tanim 5.23 x4, G nin bir bulanik alt modiili olsun. G kiimesi iizerinde

x=y(mod 1) < u(x—y) = u(0) seklinde bir baginti tanimlayalim. Bu bagintiyr Xz'y
seklinde ifade edelim.

Teorem 5.24 4 bagintisi bir denklik bagintisidir.

Sonuc 5.25 x4y oldugunda z(x) = u(y) olur.

£ [x], X elemanm igeren denklik sinifi, % = { y*[x]|x € G} kiimesi de tim denklik

siniflarinin =~ kiimesi  olsun. dael” ve reG icin @& Vve © islemlerini,

£ Tyl ={u T2|z e 1 TX]+ 1 Tyl} ve
rouxl=ulrax]
seklinde tanimlayalim.

Bu islemlerin ardindan takip eden teoremi verebiliriz.

Sonuc¢ 5.26 (%,@, ©®) bir gamma modiildiir.

Teorem 5.27 f :G — G' gamma modiillerin bir epimorfizmasi, u# ve v sirasiyla G ve
G' modiillerinin bulanik alt modiilleri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:

(i) f bir epimorfizmaise, f(f *(v))=v olur.

(ii) 1 Cekf iizerinde sabit ise, f*(f(u))=u olur.

Yukaridaki teoremlerin yardimiyla, gamma modiillerin bulanik alt modiilleri ig¢in
izomorfizma teoremlerini olusturabiliriz. Bundan sonra G, :{g eG: wu(g)= ,u(O)}
olsun.

Teorem 5.28 (1. Izomorfizma teoremi) f:G—>G' gamma modiillerin bir

epimorfizmasi ve Cekf — G, olmak iizere, £ G nin normal bulanik alt modiilii olsun.

Bud da G/ =G/ lur.
u urumaA %(ﬂ)our
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Ispat Oncelikle % ve %(ﬂ) gamma modiillerdir. Her xeG i¢in

h:% %G%(ﬂ), h(z"[X]) = f () [ f(x)] olsun.

h iyi tanimlidir;

w1 [x]=p[y] esitliginden u(x—y)=u(0) elde edilir. Dolayisiyla z(X)= u(y) olur.
Cekf =G, ve U, Cekf tizerinde sabit oldugundan
F(x—y)=0= F(X)= f(y)= f(u)(F ()= F()(F(y) elde edili.  Sonucta
f () (f(x)) = () (f(y)) sonucuna variriz.

h bir homomorfizmadr;
h(u' [X]@ u' [y =h(u [2]|z e [x]+ £ [y))
= {1 (f Gaa)|ze i [x]+ [y}
={ () (f (x+y)eaa)|z e ' [x]+ ' [y]]
={ ()" (f (xaa) + f (yaa)[xe 4 [X],y € " [y]}
{

={1()"(F (xa@) + 1 ()" f (ya@)) x e ' [x],y e ' [y]}

h(ga' [x])=h( [x)
= f (1) [ (gxaa)]
= (1) '[df (xaa)]
=of (1) [ (xaa)]
=g ch(x [x])
Boylece h gamma homomorfizmasidir. Ayrica agiktir ki h oOrtendir. f 1-1

oldugundan f(x) (f(x))= f ()" (f(y)) aldigimizda, s [X] =u [y] elde edilir. Bu da

ispat1 tamamlar.
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Teorem 529 f:G —G' gamma modiillerin bir epimorfizmasi ve Cekf — G, olmak

tizere, v G’ nin normal bulanik alt modiili olsun. Bu durumda (7 =G 'v olur.

fv) ~
Ispat Bir 6nceki teoreme benzer sekilde kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 5.30 (2. izomorfizma teoremi) x(0)=v(0) olmak iizere x ve v gamma

modiiliin normal bulanik alt modiilleri ise, G/ ~Gut G/ olur.
LAV v

Ispat NV ve v sirasiyla G, ve G,+G, niin normal bulanik alt modiilleri, ayrica

G, G +G/ o . G,+G/
%mv ve , 9amma modiillerdir. Her xeG, i¢in h:G, — ™ v

h(x) =v'([x]) olsun. h(x+y) =V ([x+y]D=v([xD+V ([y]) ve

h(gx) =V ([gx]) = gv"([x]) oldugundan h homomorfizmadir ve agiktir ki h 6rtendir.

Gekh={xeG, |n(x)=v'[0 ]}

x € G, [v(xaa) =v(0) = 1(0) = (xab)}

{
{x<6, v [x)=v'[0])
{
{

xeG |XeG}

G _G +G/
Sonugta %mvz " ¢ olur.

Teorem 5.31 (3. izomorfizma teoremi) £(0)=v(0) ve v c u olmak iizere i ve v

G/
gamma modiiliin normal bulanik alt modiilleri ise 'V, = (7 olur.
G / 7
\

. G/ .G . e - et 11 .G G
Ispat ~ ( an A niin gamma alt modiilii oldugu kolayca goriilebilir. h: A - A
h(v’ [X]) =u [X] doniistimiinii tanimlayalim. v [X] = [y] esitliginden

u(xay) =v(xary) =v(0) = u(0) = 4 [X] =i [y] olur. Dolayisiyla h iyi tanimldir.

Ayrica,
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h(v'[x]@v [y) =h(v'[z]jzeV’ [x]+V'[y]
(u [alle v [+ v [y}
=i [V []eu [V ]
=u [x]@uy]
=h(v' [x]) ®h(v'[y])
n(@v" [ =h(v"[ox]) = & [9] = 94’ [x] = gh(v" [x)

h orten oldugundan ayrica epimorfizmadir.

v Cy‘h(v }
[x)=u [0])

Cekh =

v [x] & lutay) = u(0)]

v
([
VI
VI

V| G/‘Xelu}
G/

% G
Sonugta 7V = olur.
G / A

v

Bu bdéliimde gamma modiillerin bulanik asal alt modiillerini tanimlayacagiz. Bulanik
asal alt modiiller de gordiiglimiiz teoremleri benzer bigimde, Acar [21] in de yardimi ile

gamma modiiller i¢in de gosterecegiz.

Tanmim 5.32 4 ve v G, I'M modiiliin bulanik alt modiilleri olsun. Eger pc v ise u

ye Vv niin bulanik alt modiilii denir.

Tamim 5.33 g, V niin bulanik alt modiilii olsun. Eger g, €[0,1]°, x, €[0,1]" ve y €T
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icin, gI'x,cu iken x,cu veya gI'vc u oluyorsa w4, v niin bulanik asal alt
modiiliidiir denir. Eger burada v = y,, alirsak 4 ye G I'M modiiliin bulanik asal alt
modiilii denir.

Teorem 5.34 M =G degismeli ve birimli bir halka olmak tizere, x<[0,1]" gamma
halkasmin bulanik asal ideali ise, ¢ <[0,1]Y G I'M modiiliin bulanik asal alt modiilii
olur.

Ispat 4 M gamma halkasinin bulanik asal ideali olsun. Bu durumda uc y,, ve u G,
I'M modiilin bulanik alt modilii olur. g,,x, €[0,1]° i¢in gI'x, = u olsun. Eger
X;cp ise x4, G I'M modiliin bulanik asal alt modiilii olur. Diger durumda,
gamma halkasinin  bulanik asal ideali oldugu i¢cin g, < u ifadesinden
0,(9) =09,Tx, (gym) < u(9) < u(gym) elde edilir. Boylece g, G I'M modilin

bulanik asal alt modilii olur.

Simdi bulanik asal alt modiillerle gamma modiillerin asal alt modiilleri arasindaki
iligkiyi arastiralim.

Teorem 5.35 x4, v niin bulanik asal alt modiilii olsun. t [0,1] icin g, #V, ise 4, V,
nin bir asal alt modiiliidiir.

Ispat 3geG,meM ve yeT icin g #V, ve gyme g olsun. Buradan u(gym) >t
icin (gym), =g,ym, — u elde edilir. x, v niin bulanik asal alt modiilii oldugundan
m, c u veya g yvc u olur. m < p ise p(m)=>t den me g bulunur. Diger durumda
gyvc u olsun. Her wegyy, icin mev, olacak sekilde w=gym alabiliriz. Bu

durumda v(m)>t elde edilir. t=tAv(m)<sup{t Av(X)}=g,v(w)c u(w)

W=gyX
esitliginden we g, ve dolayisiyla gyv, — g olur. Sonug olarak g, , v, nin bir asal alt

modiiltidiir.

Teorem 536 x, G I'M modilin bulanik asal alt modiilii olsun. Bu durumda
M = {g € G|,u(g) = ,u(OG)} ve i = {g € G|y(g) > 0} sirastyla gamma modiiliin asal alt
modiilleridir.

Ispat Teorem 5.35 e benzer sekilde gosterilir.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada bulanik cebirde gecerli olan bazi teoremlerin, bulanik gamma modiiller
icin de gegerli oldugu gosterilmisti. Gamma modiillerin (normal) bulanik alt
modiillerine ait yapilar incelenmistir. Gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiil olma
kosulu arastirtlmig, gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiiliiniin goriintiisiiniin ve
ters goriintiisiiniin de gamma modiiliin (normal) bulanik alt modiilleri oldugu
gosterilmistir. Klasik cebirdeki izomorfizma teoremlerinin, gamma modiillerinin
(normal) bulanik alt modiillerinde de var oldugu gosterilmistir. Ayrica bulanik asal alt
modiil ile gamma modiillerin bulanik asal alt modiilleri arasindaki iliski analiz
edilmistir. Gamma modiillerin bulanik alt modiillerine ait bir topolojik yapmin da
kurulabilecegi diistiniilmektedir.
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