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SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN SINIR DEGER
PROBLEMLERI UZERINE

Fatma AYDIN AKGUN
Matematik Miihendisligi, Doktora Tezi

Sinir kosulunda spektral parametre bulunan smir deger problemleri fizik problemlerinin
¢Ozlimiinde ortaya ¢ikmis ve giinlimiize kadar bu tiir problemlerin bir¢cok o6zelligi degisik
calismalarda incelenmistir. Bu tezde sinir kosulunda spektral parametre bulunan iki tip
problem ele alinmustir. Ilk olarak simir kosulunda spektral parametre bulunan matris katsayili
ikinci dereceden sinir deger probleminin spektrumu incelenmis ve 6zfonksiyonlara gore
acilim formiilii elde edilmistir. Bunun yani sira bu sinir deger problemi ile tanimlanan kendine
es operatoriin bir alt uzayda spektral fonksiyonunun ve rezolventinin matris ¢ekirdekli integral
operatorler oldugu gosterilmistir. ikinci olarak siireksizlik noktasinda doniisiim kosullarina
sahip, sinir kosullarinda spektral parametre bulunan, geciken arglimanh siirekli olmayan sinir
deger problemi incelenmis, Ozdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarinin asimptotik ifadeleri
bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Kendine-es operator, spektral parametre, 6zdeger, gec kalan argiimanli
diferansiyel denklem
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ON BOUNDARY VALUE PROBLEMS WHICH HAVE SPECTRAL PARAMETERS
IN BOUNDARY CONDITIONS

Fatma AYDIN AKGUN
Mathematical Engineering, Doctorate Thesis

Boundary value problems which have spectral parameter in boundary conditions are
encountered while solving physics problems and until now various properties of this kind of
problems are examined in several studies.In this thesis two types of problems which have
spectral parameters in boundary conditions are handled. Firstly, the spectrum of second order
boundary value problem with matrix coefficients, which has spectral parameter in boundary
condition, is examined and expansion formulas according to eigenfunctions are obtained.
Besides it is shown that spectral function and resolvent of self adjoint operator which is
defined by this boundary value problem in a subspace are integral operators with matrix
kernal. Second, discontinuous boundary value problem with retarded argument which has
spectral parameter in boundary conditions and transmission conditions in discontinuity is
examined, the asymptotic expressions of eigenvalues and eigenfunctions of this boundary
value problem are obtained.

Keywords: Self-adjoint operator, spectral parameter, eigenvalue, differential equation with
retarded argument



1. GIRIS

Sinir kosulunda spektral parametre bulunan Sinir Deger Problemleri bazi fizik ve mekanik

problemlerin ¢oziimiinde ortaya ¢ikmuistir.

[lk olarak Poisson ( 1820) bir mekanik problemini sinir kosulunda spektral parametre bulunan

—y =y, a<x<b
10)=0, y(b) = y(b)

seklinde siir deger probleminin incelenmesine indirgemistir. Bu ¢calismadan giiniimiize kadar
sinir kosulunda spektral parametre bulunan birgok sinir deger problemi incelenmistir. Bu
caligmalara ornek olarak sirasiyla Walter (1973), Poisson(1820), Fulton (1977, 1980),
Russakovskii (1975, 1996), Binding, Browne, Seddighi (1993), Amara (2004), Binding,
Browne ve Watson (2006) calismalar1 gosterilebilir. Ozet kisminda da belirtildigi gibi bu tez

calismasi iki boliimden olusmustur.

Tezin birinci bdliimiinde
—(P(x)y) +0(x)y = AR(x)y , a<x<b
lim P(x)y' (x) = 0

By(b) = B,y (b) =~y y(b)

sinir deger probleminin spektrumu ve 6zfonksiyonlara gore agilim formiilleri incelenmistir.
Bunun yani sira bu sinir deger problemine karsilik gelen kendine es operatoriin spektral
fonksiyonunun ve rezolventinin matris ¢ekirdekli integral operatorler oldugu gdosterilmistir.
Katsayilar1 nxn boyutlu matrisler olmak iizere, ek kosullarla, g6z 6niine alinan bu problem

katsayilar1 adi fonksiyonlar olan Walter (1973) calismasinin genellestirilmesidir.
Calismanin ikinci bolimiinde

Y () + 2 y(x) + g(x)p(x = A(x)) = 0

denklemi,

W(O0)+y(©0)=0

Ay(m)+y (m)=0

sinir kosullart
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dontisiim kosullartyla verilen geciken argumanli, denklemde ve sinir kosullarinda 6zdeger
bulunan siireksiz sinir deger problemi goéz Oniine alinmis, problemin 6zdegerlerinin ve

ozfonksiyonlarinin asimptotik ifadeleri bulunmustur.

Belirtelim ki, ilk olarak ikinci mertebeden ge¢ kalan argumanli diferansiyel denklem igin
Sturm-Liouville tipli smir deger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarinin asimptotik
ifadeleri Norkin (1958) tarafindan bulunmustur. Bizim ¢aligmamizdaki problemin siireklilik

hali Bayramoglu, Ozden K&klii, Baykal (2001, 2002) calismalarinda incelenmistir.

Sinir kosulunda spektral parametre bulunmayan ikinci mertebeden gec¢ kalan argumanl
siireksiz diferansiyel denklemin spektral 6zellikleri Bayramov, Oztiirk Uslu, Kizilbudak

(2007) calismasinda incelenmistir.

Ge¢ kalan arglimanli diferansiyel denklem yardimiyla olusturulan farkli  sinir deger
problemlerinin farkli 6zellikleri (6rnegin; 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri,
Ozfonksiyonlara gore agilim formiilleri, 6zdegerlerin dagilimi, 6zdegerler icin iz formiilleri
vs.) birgok makalede incelenmistir. Ornegin Bayramoglu, Ozden Koklii, Baykal (2001, 2002),
Deminko, Matveeva, (2005), Demidenko, Likhoshvai (2005), Jablonski, Twardowska (1987),
Kamenskii (1954), Nersesjan (1961), Norkin (1958,1972) calismalarinda. Bellman, Cook
(1963), Norkin (1972) calismalar1 bu tiir problemlerin ¢esitli fizik uygulamalarinin listesini

vermektedir.
Tezin kolay sekilde anlagilmasi i¢in gereken bazi 6nbilgiler asagida verilmistir..

H herhangi bir Hilbert uzay1, 7 : H — H ise tamim kiimesi D(T) olan bir lineer operator

zaman T ’ye kapah operator denir.

Eger x, € D(T), x, € D(T) igin x, = x,x,'>x ve Tx, = y,Tx,'—> y iken y =y olursa

o zaman 1 ’ye kapamisa sahip operator denir. 7 lineer operator oldugundan bu tanim

asagidaki tanima denktir.



x,€eD(T) , x, >0 ve Tx, >y iken y=0 olursa o zaman 7 ’ye kapamisa sahip
operator denir. 7 kapanisa sahip operatér olsun. D' ise x,eDT), x, >x, Tx, >y
olacak sekilde x € H elemanlarmin kiimesi olsun. Buradan D de Tx= y olacak sekilde f

operatoriiniin tanimlandig1 agiktir. T lineer kapali operatordiir ve 7' ’nin genisletilmesidir. T

operatoriine 7' ’nin kapamsi denir.
Eger AeC (Ckompleks sayilar cismidir) i¢in (T -\ )_] ({ birim operator) ters operatori

biitiin A *da tanimli, sinirli operator ise o zaman A sayisina 7 ’nin regular noktas1 denir.

Regular noktalar kiimesi p(7) sembolii ile gosterilir. C\ p(T') kiimesine 71’ operatoriiniin
spektrumu denir ve o(7) sembolii ile gosterilir. p(7') kiimesine T ’nin rezolvent kiimesi de
denir. p(7)’de tanimli , (T - M )_l operator degerli fonksiyona 7 ’nin rezolventi denir.
Tanimdan goriildiigii gibi 7 ’nin ozdegerleri o(T)’ye aitti. H uzayr sonlu boyutlu
oldugunda o(7T") sadece 6zdegerlerden ibarettir fakat H sonsuz boyutlu uzay oldugunda bu

sdylenemez. T *nin dzdegerler kiimesi o, ile gosterilir.

lim(7 —Al)x, =0 olacak sekilde sinirli, kompakt olmayan x, € D(T) dizisi varsa o zaman

n—>0
A sayis1 I’ operatoriiniin bir esash (essential) spektrum noktasidir denir. 7 ’nin esash

spektrum noktalar kiimesi ,(7") sembolii ile gosterilir. Tanimdan goriildiigii gibi
c,(T)co(T)
saglanir.

Yine T ’nin sonsuz katli 8zdegerlerinin o, (T) ’ye ait oldugu agiktir. Eger (7 — A)™" varsa ve
H ’da her yerde yogun olmayan kiimede tanimlanmissa ( D(T — A1), D(T — AI)™" ’in kapanisi
iken D(T-Al)" # Hise bu kosulu saglayan A’lara 7 ’nin residiial (kalan) spektrum

noktalari denir. Bu kiime o, (T) ile gosterilir.

T, H da her yerde yogun D(T) kiimesinde( D(T) = H ) tamml lineer operator olsun. Her
x e D(T) igin

(Tx,y)=x.y")



kosulunu saglayan y elemanlar kiimesini D"ile gosterelim. y € D* elemanina bir tek
y" € H elemam karsilik gelir. Bu karsilik getirmeyi gergeklestiren operatore 7 ’nin eslenigi

denir ve T" ile gosterilir. 7" lineer operatordiir.

Boylece

xeD(T),ye D(T");D(T")=D" iken

(7x,7)=(x7")

olur.7:D(TYc H—>H ,(M = H) lineer operatdrii Vx,y € D(T) i¢in
(T, y) = (x,7v)

esitligini sagliyorsa 1" ’ye simetrik operator denir. Eslenik operatoriin tanimina goére 7 ’nin

simetrik operatdr olmasi i¢in 7 < T olmas1 gerek ve yeterdir. 7' simetrik operatér iken

(Tx,x) (x € D(T))

kuadratik formu reel degerlidir. T : H — H simetrik operatérii
Vx e D(T) igin

(Tx,x) > au(x, x) (T, x) < B(x, x))

olacak sekilde a € R (B € R) varsa 0 zaman 1 ’ye alttan sirh (iistten sinirh) operator

denir. o >0 ((x > 0) iken T simetrik operatdriine pozitif (negatif olmayan) operator denir.

Eger T =T" ise T ’ye kendine es operator denir. Tanimdan goriildiigii gibi her kendine es

operatOr simetriktir fakat bunun tersi sdylenemez.

Simetrik operatoriin 6zdegerleri reeldir. Reel olmayan sayilar kiimesi kendine es operatoriin
regular noktalar(rezolvent) kiimesine aittir. Yani 7" =7 iken imA # 0 kosulunu saglayan

Vi e C, p(T) ’ye aittir. Bunun yani sira 7° =T iken o(T) < R dir.

Eger T simetrik operatdriiniin kapanisi kendine es operatdr ise yani
-7

ise 0 zaman 1 ’ye esash (essential) kendine es operator denir.



Belirtelim ki her yerde yogun kiimede tanimli ve kapanisa sahip 7 operatérii igin
T** _ ?
saglanir.

T simetrik operator iken her A igin (7'—Af)’nin deger kiimesi R(T —Al) ve R(T — A )

kiimesi biitiin H uzayi ile ¢akisirsa yani
R(T-a1)=R(r-71)=H
ise 0 zaman T kendine es operatdrdiir. Burada A sayisi, A ’nin kompleks eslenigini gosterir.

T : H — H simetrik operatdr iken asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem (Weidman,1980) 7' simetrik operatériiniin kendine es olmasi igin her A (imA # 0)

sayist i¢in
R(T"-A)=R(T" -A)=H
olmasi1 gerek ve yeter kosuldur.

Not Eger T kapali simetrik operatér ise o zaman her A (imA # 0) i¢in R(T" — AI) kapal

kiimedir, yani
R(T"-A)=R(T" - AI)
R(T" — AI) lineer manifoldunun H ’ya tiimleyeni (R(T T A ))l =7, 'nin boyutuna 7 ’nin A

noktasinda defekt sayis1 denir. Eger imA >0 (im/l < 0) kosunu saglayan herhangi bir A4

noktasinda

dimzn, =m (dimn, =n)

ise o zaman keyfi imA >0 (imﬂ < 0) kosulunu saglayan her A igin
dimzn, =m (dimn, =n)

dir. Yani dimz,, A st yar1 diizlemde (alt yar: diizlemde) iken A noktasinin se¢iminden

bagimsizdir.

(m,n)



ciftine 71 operatoriiniin defekt indisi denir. Belirtelim ki m ve n sayilar1 sonlu veya sonsuz
olabilirler. Eger T operatoriiniin defekt indisi (n,n) seklinde ise o zaman 1 operatdrii

kendine es genislemeye sahiptir. Belirtelim ki

n, ={xeD(T*):T*x=Zx} ve 17, ={xeD(T*):T*x:ﬂ.x}

seklindedir.

Teorem (Weidman, 1980) Kapali1 7 simetrik operatdriiniin defekt indisinin
(0.0)

olmasi igin 7 ’nin kendine es olmasi gerek ve yeterlidir.

[fade ettigimiz teoremde 7' keyfi simetrik operatdr ise o zaman 7 ’nin defekt indisinin (0,0)

olmasi i¢in 7" ’nin esash kendine es operator olmasi gerek ve yeterlidir.

Eger T simetrik operatoriiniin defekt indisi n < oo ve (n,n) seklinde ise o zaman T ’nin her

simetrik genisletilmesi olan S operatorii 7 ’nin sonlu boyutlu bir genislemesidir. Yani M bir

lineer manifold ve dim M <n olmak iizere

D(S)=D(T)+M , D(T)NM = {0},

seklinde gosterilebilir. Burada

D(T)+M:{x+y:xeD(T),yeM}

seklindedir.

Teorem (Weidmann, 1980) 7' defekt indisi (n,n), n < oo olan bir operatdr iken, bunun her
simetrik genisletilmesi T ile T ’nin esaslt spektrumu ¢akisir. Yani o, (% )=0,(T) dir.

A= A" kendine es operatorii i¢in asagidaki Ozelliklere sahip bir E, (A1 €R) spektral

fonksiyonu (veya birim ac¢ilimi) vardir.(Akhiezer, Glazman, 1987; Weidmann, 1980;

Smirnov, 1964)

1. E;, ,her A eRiginbiitiin A *da tanimh bir iz diisiim operatoriidiir. Yani
E,=E, ve E; =E, dur.

2.Her A, € R i¢in

E,E, =E

" min(2.u) *



4. Her x € H i¢in

lim £,x=0, lim £, x=x

 —— A—+40

E,’nin yardimiyla / birim operatdrii ve A4 operatorii sirasiyla
I=[dE, , A=[AdE,

formiilleri ile ifade edilir.

Geg kalan arglimanli 2. mertebeden lineer diferansiyel denklem genel olarak
x' (1) = (a, (%t = A, () + b, ()x (t = A, (1)) + (1)
i=0

formundadir. Burada A.(£)>0,a,(t), b,(t) ve c(t)’ler bilinen fonksiyonlar ve x (t—A, (1)),

x(z) fonksiyonunun z =¢— A, (¢) noktasindaki tiirevidir.



2. SINIR KOSULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN MATRIS
KATSAYILI SINIR DEGER PROBLEMI UZERINE

2.1 Probleme Giris

Asagidaki sinir deger problemini gz oniine alalim.

I(y) =~(P(x)y') +O(x)y = AR(x)y : a<x<b @.1.1)
Wia)=0 W@ =1im P(x)y () (2.12)
~U,(» =AU, )y (2.13)
Burada

U,(y)=ayb)
Uy(y)=Byb)- B,y (b)

seklindedir, ayrica

pu(x) . p,(x) q,(x) . q,(x) ) .o,
P(x)= : ) : , O(x)=| : : ve R(x) = :

pnl (x) * pnn (x) qm (x) * qnn (x) an (x) * rnn (x)
elemanlar1 reel degerli siirekli fonksiyon olan kendine-es nxn boyutlu matrisler, P(x) ,

b
P(b) >0 olmak iizere negatif olmayan matris, ‘”‘P*1 (x)”dx<oo ve R(x) pozitif tanimh

a

matristir. Ayrica «,, 3,3, ise a,f, <0 ve ¢, =1 kosullarin1 saglayan reel sayilar, A
(¥

kompleks parametre ve y(x)=| eL,, [a,b] elemanlari [a,b] de tamimli kompleks
Y (X)

degerli fonksiyon olan n bilesenli vektér fonksiyonudur. HP"(x) , P7'(x)’in normunu

gosterir. Belirtelim ki P(x) ve Q(x) ’in siirekliligi basitlik i¢in kabul edilmistir.



b
Genelde Q(x)’in elemanlarinin Olgiilebilirligi ve I||Q(x)||dx<oo olmasi , P(x)’in negatif

a

b
olmamasi, J-HP’1 (x)”dx < oo kosulunu saglamasi ve elemanlarinin dl¢iilebilirligi yeterlidir.

a

Bu boéliimde (2.1.1)-(2.1.3) smir deger probleminin spektrumunu ve 6zfonksiyonlara gore
acilim formiiliinli inceleyecegiz. Bunun yani sira bu sinir deger problemine karsilik gelen
kendine es operatoriin spektral fonksiyonunun ve rezolventinin matris ¢ekirdekli integral

operatorler oldugunu gosterecegiz.

L, [a,b] ile her bileseni lgiilebilir, kompleks degerli ve

(R(x)y(x), y(x))dx < o0,

Q ——

kosulunu saglayan y(x) = (y1 (%), ¥, (x)5ees v, (x)) vektorlerinin kiimesini gosterelim.

Bu kiimede iki vektoriin toplamini

y(x)+z(x) = (y1 () +z,(x),y,(x)+z,(x),...,y,(x)+ z, (x)) ile
bir vektoriin skalerle carpimini

ay(x) = (@, (), 2, (%),-... 9, (x)

seklinde tanimlarsak L, , [a,b] kiimesi lineer uzay olusturur. Eger iki vektoriin i¢ carpimini

(.2) = [(RGA) (), 2(x)

seklinde tanimlarsak L, , [a,b] uzay1 asagidaki norma gore tam i¢-carpim uzayi yani Hilbert

uzay1 olusturur.

||y||=J (R0

a

Tanimladigimiz ig-garpim ve normla olusturulan Hilbert uzaym da L, , [a,b] semboliiyle
gosterecegiz. n=1 iken, (a,b) de tanmimli fonksiyonlar igin, L, , [a,b] bilinen Hilbert

uzayidir.
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Oncelikle (2.1.1) ifadesiyle olusturulan maksimal ve minimal operatdrlerin tanimlarmi

verelim.

D, (a,b) acik araliginmn her kapali alt arahginda kendisi ve y!"(x)= P(x)y'(x)’in her
bileseni mutlak siirekli olan y(x) vektdr fonksiyonlarinm kiimesi olsun. R~ (x)I(y), D, e ait
her y(x) vektor fonksiyonu igin tammli oldugu kolayca goriilir. D, , L, , [a,b] de her yerde

yogun olan bir lineer manifolddur. y(x) elemanlarinin (vektor fonksiyonlarinin) kiimesini
y(x)ye D, NL,, [a,b] ve l(y)elL,, [a,b]

iken D ile gosterelim. Tanim kiimesi D olan L operatoriinii Vy(x) € D ve iken

Ly =R™(0)l(y)

seklinde tanimlayalim.

L:L,, [a,b] > L, [a,b] operatoriine L,y [a,p] de  R'(x)I(y) ile olusturulan maksimal
operator denir (Weidman, 1980). Burada L ’nin bir lineer operatdr oldugu agiktir. (a,b)
araliginda sonlu desteye sahip ve D’ye ait fonksiyonlarin kiimesini D, ile gdsterelim. D,,
L, [a,b]’de hemen her yerde yogundur (Weidman, 1980). Tanim kiimesi D, olan L,
operatdriinii tammlayalim, dyleki her y € D, igin

Ly =R"(0)I(y) ,

seklindedir. L, ’m bir simetrik operatdr oldugu kolayca goriilir.

L,’m kapamsim L, ile gosterelim. Bu durumda L, operatorii L, , [a,b] de

R (0)I(y)

ile olusturulan minimal (kapali) operatordiir.

b
J‘HP’1 (x)”dx <o kosulundan y(x)e D(L) igin y(a),y" (a),y(b),y" (b) vardir ve L, 1n

tanim kiimesi
D(Ly) = {y(x) € D(L): y(a) = y"(a) = y(b) = y" (b) = 0}

seklindedir.
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L, = L oldugu ve L, m defekt indisinin (2n,2n) oldugu bilinmektedir (Weidman, 1980).

L,y [a,b] de T operatoriinii asagidaki sekilde tanimlayalim;
D(T) = {y(x) € L, y[a.b]. y(x) ve y"(x).[a,b] *de mutlak siirekli R(x)"'I(y) € L, ;[a.B]

W@=0, U,y =0
Ve

Vy(x) e D(T) igin

Ty = R™' (0)I(y)

olsun. Bdyle tammlanmis 7:L,, [a,b]—)Lz’R [a,b]  operatorii kendine es operatordiir
(Weidman, 1980). Tanimladigimiz 7 operatoriinii daha sonra kullanacagiz.

(2.1.1)-(2.1.3) probleminde gorildiigii gibi A 6zdegeri ( kompleks spektral parametre)
(2.1.3) kosulunda bulunmaktadir. Buna gore lineer operatorler teorisinin yontemleri direkt

olarak uygulanamiyor, fakat (2.1.1)-(2.1.3) problemi daha genis uzayda géz Oniine alinirsa,

problem olagan sinir deger problemine indirgenebilir.

2.2 Problemin Ozdeger ve Ozfonksiyonlari
(2.1.1)-(2.1.3) probleminin &zfonksiyonu denildiginde ; [a,b] araliginda birinci tlirevi ve
y!"(x) fonksiyonu mutlak siirekli, (2.1.1) denklemini ve (2.1.2)-(2.1.3) kosullarmni saglayan,

0zdes olarak sifir olmayan Vy(x) fonksiyonu anlasilir, ve burada 1 sayist da y(x)
fonksiyonuna karsilik gelen 6zdegerdir. y(x) =0 fonksiyonu A keyfi say1 iken sinir deger
probleminin ¢oziimiidiir. (Bu fonksiyon (2.1.1)-(2.1.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonu

sayilmiyor).Biz bazen P(b)y (b) ifadesini y[l](b) ile gbsterecegiz.

(2.1.1)-(2.1.3) probleminin kompleks dzdegerleri 4, ve A,, sirasiyla bu dzdegerlere karsilik
gelen kompleks 6zfonksiyonlar ise y,(x) ve y,(x) olsun. Bu durumda

~(PGr)y)) +0@)y, = 4Ry, . a<x<b (2.2.1)
~U,()=4U,(») (2.2.2)

Way=0 22.3)



12

ve
—(P)y)) +0()y, = 4,R(x)y, , a<x<b (2.2.4)
~Uy(n) =AU, (7,) (2.2.5)
Way=0 (2.2.6)

olur. (2.2.1) in her iki yanin1 sagdan y_2 ile (2.2.4)’ lin ise her iki yanin1 soldan y_1 ile skaler

carpalim (C" uzayr anlaminda)(Burada ; ile bilsenleri y 'nin bilesenlerinin kompleks

eslenigi olan vektor gosterilmistir). Boylece
~(Peaw) 3 o locoy )= 1Ry, )

(P 3 B0y 37 ) =20 (RGOS, )

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade birbirinden ¢ikarildiginda, R(x) kendine es matris

oldugundan

- ((P(x)yi ) »y_2)+ ((P X)) ay_1)=
(P32 )+ (Poys k) = (=2 Ry, 7,)
bulunur. Esitligin her iki yanimnn integrali alinirsa;

b

[Py |+ Py )| = [ =R RGO, 3, b 2.2.7)

Q —

olur. (2.1.2) kosulundan dolay1 y!'(a)=0 ve y!!(a) =0 oldugundan (2.2.7) esitligi

— (P®)y; (1), 3, (0) 1+ (P®) 1y, 8), 3, (B))= [ (4, = 2, NR(x)p,. 3, Hix (2.2.8)

Q — >

seklini alir.

U,(y)=a,y(b)

Ve
Uﬂ (y) = By(b) _ﬁzy' (b)

esitliklerinden y(b) ve y (b) sirasiyla
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(b) = Ye) (2.2.9)
al
y(b)=pU,(»)-aUy») (2.2.10)

seklinde bulunur. (2.2.9) ve (2.2.10) esitlikleri (2.2.8) de kullanildiginda (2.2.8) esitliginin sol

tarafi

—HP(b)(ﬁIUa () -aU, <y»l%}—(%)(ﬁlua ()=l )b )H

1 1

= —{ﬁ (P@yU, (). U, ()~ (PBU, 1)U, ) %(P(bwa ) U, )+ (PO, (2,),U, ()

a, 1

=(P®YU,(3).U, ()~ (PBYU, (YU, (1))

=4 (PO)U, ), U, )+ 4 (PBU, (5),U, ()

olur. Buradan (2.2.8)

b
(4= 2 PO, (7)U, )= [ (3 = A KR ()17
seklini alir ve boylece

(A -2, ){ [RG)y.7)dx+ (PO, (7).U, (7)) [=0

a

(2.2.11)

bulunur. (2.1.1) denkleminin katsayilari, elemanlar1 reel degerli siirekli fonksiyon olan
matrisler oldugundan ;l(x) fonksiyonuda A Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor olacaktir.
Buna gore (2.2.11) da y, yerine y_l(x) konulursa

(- Z{ [ (RGO, )dx+ (PG, (3).U,, (3 ))} =0 (2.2.12)

a

elde edilir. Burada y,(x) #0, P(b) >0 ve R(x)pozitif matris oldugundan (2.2.12) esitliginin

saglanmasi i¢in (11 —Z)ZO olmas1 gerektigi agiktir.

|
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Dolayisiyla
ImA, =0 (2.2.13)

bulunur. Boylece (2.2.13) denkleminden A, 6zdegerinin reel oldugu goriilir ve A, keyfi

0zdeger oldugundan (2.1.1)-(2.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin reel sayilardan
olustugu sonucuna varilir. Ele aldigimiz problemin katsayilar1 ve 6zdegerleri reel oldugundan

dolay1 6zfonksiyonlar1 da reel degerli alinabilir. Bu sonuca gore bundan sonraki hesaplarda

(2.1.1)-(2.1.3) probleminin 6zfonksiyonlariin R” degerli olduklarini varsayacagiz.

2.3 Problemin Uygun Bir Hilbert Uzayinda Bir Kendine-Es Operatére Indirgeyerek

Spektral Ozelliklerinin incelenmesi

Oncelikle [a,b] araliginda asagidaki sekilde bir “ 1 6l¢limii” tanimlayalim

1i(m) = {IR(x)dx mc [a,b) 23.1)

"py  m=i)

4 °niin tanmmmindan goriildigi gibi m [a,b) kiimesinin 6l¢limii m 'nin Lebesque dl¢limiine

esittir. L, , ([a.b] 1) ile [a,b] de tamimh g Olgiilebilir ve

[I£ @ du = [ (RGOS, £ e+ (PB) £ (B), £(B)) < o0

kosulunu saglayan her x e [a,b] icin C" degerli fonksiyonlar kiimesini gosterelim.

Burada i¢ carpim

(f+8) = [(R() f(x), g(x))dx +(P(b) / (b), 2(b))

n

- [iz b, <x>£<x>)]dx +33 (o, ), ()2, )

i=1 j=I i=1 j=I

seklinde tanimlanmistir. Bu sekilde tanimladigimiz i¢ ¢arpimi £ lgiimiine gore tanimlanmis

ic-carpim olarak adlandiracagiz. Bu kiime de vektorlerin toplami ve say1 ile carpimi

islemlerine gore, bir lineer uzaydir. L,, ([a,b], /1) ayrilabilir bir Hilbert uzayr olusturur

(Weidman, 1980).
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Uyart: p Olglimiinlin tanimindan goriildiigii gibi # ve v e C” iken i¢-¢arpim

(u,v) = (P(b).u,v)

seklinde tamimlanirsa, L, , ([a.b], ) uzay1
L, [a.pl®C”

uzay1 ile gakigir. Buradaki L, , [a,b] daha once tanimladigimiz n bilesenli fonksiyonlardan

olusan Lebesque uzayr ve C" ise n boyutlu kompleks vektor uzayidir. Bir bagka deyisle

Vf(x) € L,z ([a,b] 1) vektorii

LG (A
b
f@ =t (ni=1 O

() [, (D)

seklinde yazilabilir. Sag taraftaki f(x) [a,b) araliginin hemen her noktasinda (Lebesque

ol¢timiine gore) tanimhidir. L, , ([a,b], ,u) uzaymi H harfi ile gosterelim.

(2.1.1)~(2.1.3) smir deger problemini olagan operatér denkleme indirgemek i¢in asagidaki

sekilde bir 4 operatorii tanimlayalim.

A 'nin tanim kiimesi
D(A) = {y(x) eH,y(x) ve y(x) , (a,b) actk araliginda mutlak siirekli ve
W@ =0, ayb)=U,0)

ve y(x) e D(A)iken

A( () Jz {Rl(x)l(y) x€a,b) (23.2)

ay®) | -U,(»)  x={}

olsun. 4 operatoriiniin tanimindan gorildiigi gibi (2.1.1)-(2.1.3) sinir deger probleminin

0zdeger ve 0zvektorleri A’nin 6zdeger ve 6zvektorleridir.
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Boylece (2.1.1)-(2.1.3) problemi A: H — H operatoriiniin spektral 6zelliklerinin incelenmesi
problemine indirgenmis olur. Bu nedenle (2.1.1)-(2.1.3) problemi yerine A operatoriini

inceleyecegiz.
A operatorii simetrik, alttan sinirli, listten sinirsiz ve esasl (essential) kendine es operatordiir.
A Operatoriiniin Simetrik Oldugunun Gosterilmesi

Bir A4 operatorii simetrik bir operatdr ise

(4f.2)=(/. 4g) (23.3)

esitligi saglanmalidir.Burada

Af = R @l (r) + 007 )| _ {R”(x)l(y)]
~Us(f) ~U,(f)

ve g(x) = (g1 (x),g,(x),...,g, (x)) olmak tizere

g(x)
- 234
g (Ua (g)] (2.3.4)

seklinde tanimhidir. Béylece
(47.8)= [(RER™ (y). g )dx~ (PO , (1)U, (2)) (235)

olur. /(y) yerine konularak

(41.2)= [[-(er' ) + 000 £ 8 e (PO, (1., ()

a

Q —

() g+ [(00) £, 0)ax— (P, (11U, () (23.6)

elde edilir. (f,g) :( f, g)+ ( f, g') oldugu gz éniine alidiginda (2.3.6) denklemi

(4r.8)=(pr.g) +[(pr.g Jax+[ (@) f.8)dx~ (PO, (1)U, (2)

seklinde yazilir. /1"'(a)=0 oldugundan yukaridaki esitlikten

(47.2)= (- PO £ 1).g®))+ [ (1, Pg Jax+[(£,0(0)g)dx~ (PG, (/).U, (2))

a
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Cror@aohinre) -

R — >

(1.(Pg") Jax+[ (.00 )ax (P, (.U, (9)
a (2.3.7)

elde edilir. Baslangic kosulu (2.1.2) den ,( f(a), g“](a))= 0 oldugundan (2.3.7) denklemi

(41.8)= (- P11 ®).20))+ (0. Po)E ®)- [ [£.(Pe ) s +[ (. 0012) - (PO, (1).U, (2)

seklinde bulunur.(2.2.10) denkleminden y (b) yerine konularak

(4r.) (P(b)[ﬂlU N -a U, Uz(g)HU;(f ),P<b)[ﬁlva<g)—alUﬁ(g>]]

1
b

+[ (1. Pe Y + 0 g Jix — POV, (1)U, (2))

b (P(b)U U, ()+ (PO, (.U, (9)+ D (P(b)U (U, (2))

- (PO, (1)U ,(2) + j £ (Pg) + 0 g x — (P , (1).U, (2)) (23.8)
elde edilir.(2.3.8)’1 diizenledigimizde

(4f.g)= j F@.-(Pg) +0w) g )lix + (PO, ()~ ()

j S, ROR™ () (Pg) +0@) g s+ (PO, (/)~U 5 (2))

Il
'._'@.

(R(x)f(x) R ()= (Pg) +0() g )lax + (P, (/),-U 4(2))
buluruz. Buradan
b
(4f.g) = [ (f(x), Ag(x))du = (1, Ag)
oldugu goriliir. Bdylece (2.3.3) denklemi saglanmis ve A operatoriiniin simetrik operator
oldugu gosterilmis olur .

A’min alttan sumirl oldugunun gosterilmesi

[(y) diferansiyel ifadesinin katsayilar1 ve sinir kosulundaki sayilar reel oldugundan dolay1

A: H — H operatorii reeldir (Naimark, 1968).Yani;
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( () J e D(A) iken
U,(»)

A( y@) jz SRl () 0|~ Py ) + 0wy
U, () U, (») ~U,y(»)

( y() j A( e j
U, (v) U.(»)

Ve

( () jz Y0 ¢ pay
U,(») \U,(»)
olur. Boylece A4 ’nin alttan sinirli oldugunu gdstermek i¢in, bu operatdriin D(A4) ye ait olan

bilesenleri reel degerli fonksiyonlar olan vektorleri i¢in géstermemiz yeterlidir.

A ‘nin alttan sinirh oldugunu, yani V y € D(A) igin (Ay, y) > —y(y,y) olacak sekilde sabit y

sayisinin varligini gosterelim.

(2.3.2) denkleminden

y= [(Z(EC))/)J e D(A) iken

(tyy) = [[Rl Py ) +0) y(x))] ( y(x) j}

~U,(y) \U.(»)

j((R(X)R (x)( P(x)y(x))+Q(x)y(x))) y(x))a' (PYU,(»),U, () (2.3.9)

seklinde yazilir.
Uy(y)=Byb)- B,y (b)
ve

U, (y) =a,y(b)

oldugu (2.3.9) da g6z oniine alindiginda
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(4y.3)=~(Py@ . y@) + [(P)Iy@) () b +[ (000) (), y(x)Jax

~(P@®)By(b) - B,y (b)) o, y(b)) (2.3.10)

bulunur. (2.1.2) kosulundan , (y" (@), y(a))=0 olur. Béylece (2.310) denklemi
(4y.7)=~(P®)y 5).y®))+ [ (P)y() , y(0) bt + [ (Q)y(x)., y(x)

—a,3,(P(B)y(), y (b)) + @, 3, (P(b)Y (b), y(b)) (2.3.11)

seklinde olur. «,f3, =1oldugundan dolay1 (2.3.11) denklemi

(4. »)= [ (PG)Y@) . y(x) Jax + [ (Qx)y(x). y(x)dx —at, B, (P(B)y(B). (b)) (23.12)

seklinde bulunur. Vy i¢in (P(x)y,y)=0 ve a,f, <0 oldugundan (2.3.12) denklemi

(4y, )= [(O(x)p(x), p(x))dx

QU — >

2=, 27D,
seklinde yazilabilir.Burada y = ngag}s”Q(x)” . Boylece

(4y,7)2 (1. 7)
bulunmustur. Yani A’nin alttan — y sayisi ile sinirli oldugu gosterilmistir.
A Operatoriiniin Esasl (essential) Kendine-es Operator Oldugunun Gésterilmesi

A operatdriiniin esash (essential) kendine-es operatdr oldugunu gostermek i¢in A’nin her

yerde yogun oldugunu gostermeliyiz.

A, A’nm alt siirindan kiigiik 7 'nin 6zdegeri olmayan, herhangi bir reel say1 olsun. Bu

durumda (4 - A)D(A) ’nin kapanisinin (4 — AI)D(A) = H oldugunu gosterelim.

u, Vi
u, V2 .. u . o
u=| | ,v=| | olmaklizere € H sabit tutulmus herhangi bir eleman olsun.
: : v
u %
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) ]:( &)
U,(N) @)

- ”{af}éw} ] H— (ﬂlf(b(f —lg}T'(;)/;)—fﬂalf(b)}(z]J

b

= [(RO(R ™ )T = A)f ulde + (- PGB, B) ~ Bof (b) + 2, f(B))v)

J € D(A) keyfi eleman iken,

(T = AR()) fu)dx + (= PB)U , () + AU, () v)=0 (2.3.13)

'—.@

esitliginin saglandigini varsayalim. Keyfi f € D(T) iken (2.3.13) de

(- PO, () + AU, (f))v)=0 (2.3.14)
kosulu saglandiginda
[(7 = 4R())f,u)dx =0 2.3.15)

elde edilir. T =T" oldugundan

(T = AR(x))D(L) = L, z[a,b]

seklindedir. Boylece (2.3.15)’e gore
u(x)=0

bulunur. Bunu (2.3.13) te géz oniine alirsak

(- PO, () + AU, (1) v)=0

olur. ( /) J € D(A) keyfi eleman oldugundan
a,f (D)

U, (N +aU, ()% 0
olacak sekilde f(x)fonksiyonu vardir. Bundan dolay1 (2.3.14) den v = 0 bulunur. Buradan
(A= AI)D(A)=H

oldugu goriiliir.
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A < —y iken (A - )_1 simetrik operatoriiniin sinirl, A ’da her yerde yogun kiimede taniml

oldugunu dikkate alalim. Bilinen Rellich Teoremine (Hellwig, 1967) gore (A—AI)"

operatoriiniin kapanist kendine es operatordiir. Bu ise A’ nin kapanisinin kendine es oldugunu

kanitlar. Yani A esashi (essential) kendine es operatordiir.

2.4 Ozfonksiyonlara Gore Acilim

Once A’nin kendine es operatdr oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Weidman (1987)

calismasinda oldugu gibi asagidaki sekilde A, operatdriinii tanimlayalim
D(4,)=1{y € D(T)| 3" (b) = 0} iken her Vy e D(4,) icin

Ay =1(y)

olsun. Daha 6nce tanimladigimiz kendine-es 7 operatoriiniin spektrumunun sadece asagidaki

forma sahip 6zdegerlerden olustugu bilinmektedir.

A <A << <4 <. limAd =co.

n n—0
Bu ise T ’nin esasli(essential) spektrumunun yani o, (7 )’ nin bos kiime oldugunu gosterir.

A ve T operatorleri A4, operatoriiniin sonlu boyutlu genislemeleridir. Yani D(A4) ve D(T)
kiimeleri D(4,) modiiliine gére sonlu boyutludurlar. Baska bir deyisle M, ve M, sonlu
boyutlu alt uzaylar olmak tizere D(A) ve D(T) sirasiyla

D(A4)=D(4,)+ M,
D(T)=D(4)+M,

seklinde gosterilebilir. Burada

D(A)NM, =D(A)"M, =¢ (bos kiime)

seklindedir. Asagidaki bilinen teoremi ifade edelim.

Teorem 2.1 Kapali operatoriin her sonlu boyutlu genislemeleri de kapali operatordiir.

[fade ettigimiz teoreme gore A kapali operatdrdiir. A’nin kapanisinin kendine es oldugunu

yani esasli (essential) kendine es oldugunu gostermistik.
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Bilinen teoreme gore (Birman and Solonyak, 1987, Glazman, 1965), kapali operatoriin esas
spektrumu ile bu operatoriin her sonlu boyutlu genisletilmesinin esas spektrumu ¢akisir. Buna

gore
o (4)=0.(T)

olur. o,(T) =¢ oldugundan o,(4)=¢ olur.

Esas spektrumu bos kiime olan her kendine es operatoriin spektrumu saf ayriktir (Akhiezer,
Glazman, 1987). Buna gore alttan sinirlt A operatoriiniin spektrumu, yigilma noktasi sadece

art1 sonsuz olan, 6zdegerlerden ibarettir. Bu 6zdegerleri asagidaki sekilde yazalim.

S, << <p <.. ,limu =0
n—o0

Bu ayni zamanda A4 ’nin {stten smirsiz oldugunu gosterir. g, (i =1,2,...,n..) 0zdegerlerine

karsilik gelen n bilesenli ortanormal 6zvektorleri

¢1 (X),¢2 (x)a'-'awn (X),... (241)
@, (x)

ile gdsterelim. Burada V ¢, (x) = #. (%) seklinde tanimlanir. Belli teoreme gore (Akhiezer,
¢in (.X)

Glazman, 1987; Kato, 1980) (2.4.1) vektorler sistemi H uzaymin bir bazidir. Bununla biz

asagidaki teoremi ispatlamis oluruz.

Ji(x)
Teorem 2.2 f(x)= Srlx € H keyfi bir vektor olsun. Bu taktirde
fu(x
[ =X a0, (2.4.2)
k=1

esitligi dogrudur. Burada

(RX) f(x), 0, (X))dx  , k=12,...

ak=

QU — >
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seklinde tanimlanir. (2.4.2) esitligindeki seri f(x)’ e u(x) Ol¢limiine gore ortakuadratik

anlamda yakinsadigindan

2

du(x) =0

b
lim
N—oow

a

N

f_zak(Pk

k=1

olur. Geleneklige dayanarak (Friedman, 1956; Hochstad, 1989; Walter, 1973) Teorem 2.2’nin

Ozel halini ifade edelim.

Teorem 23 uel,, [a,b] herhangi bir vektor, @, ise ¢, ‘nin [a,b) ’ye kisitlamasi olsun. Bu

taktirde

b

b, = j (R()u(x),p, (X))dx , k=12...

a

olmak tizere

u= ib/ﬁk (2.4.3)
Ve
0= Y 3 @PBILU, (p,) (2.4.4)

esitlikleri saglanir. (2.4.3) serisi u(x)’e L, , [a,b] anlaminda yakinsaktir. Ek olarak

S UL @)(PB).LU, (9,)) =1 (2.4.5)

k=1
saglanir. Burada 1, n bilesenli birim vektordiir.

Ispat Teoremi ispatlamak igin

u(x) asx<b
U,(u) x=1{b}

Ve

3 J.R(x)dx M c[a,b)

A[d#{M Py M=}
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iken uel,, [a,b] elemanina ek olarak u(h)=0 kabul ederek LZ,R([a,b], 1) oldugunu

w b
varsayacagiz ve Z&kj(u(x),%(x))dy(x) serisinin u(x)’e ,u(x) Olciimiine gore
k=l

ortakuadratik yakinsamasini yani;

2

du(x)=0 (2.4.6)

b

u(x) =2, [ (u(x), 9, (0))dua(x)

a

lim
N—>wo

olmasini kullanacagiz.(2.4.6) denklemini

in s o)
m{f

+ [P(b)[Ua @)= 2 U, (@) ()., <x>)du<x>],[Ua @)= YU, (@) ()., (x))dﬂ(x)j}

(2.4.7)

N

1(x) = 27, [ ((x), 0, () )du(x)

k=1

2

u(x) = 22, [ (ROu(x), 0, ()b + 2 (GO(POV, ), U, (1)

a

seklinde yazabiliriz. Buradan

b
-t

—2{P<b)u (w), U ((mf u(x), ¢, (X))dﬂ(x)j

2

dx +(P(b)U , (u),U,, (1))

=

u(x) = X 7, [ (RCu(), 0, (0))dx + Y (3)POGU, ), U, (9, )#

=y k=1

[P(b)z U, @0)] (), 0, ()0, U, (8) ] (), 0, (x))dﬂ(x)]} =0 (24.8)

bulunur. (2.4.8) denkleminde asagida yapilan ara islemlerden sonra (2.4.9) denklemi elde

edilir.
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=nm{j ( {u(x 29 jR(x)u(x),mx))dwZ(@)(P(b)va(u),wk))},
{u(x)—Z [ (Ru(x), 9, (x)) x+2<¢k (P®)U, w),U, <¢k>)Ddx+(P(b)Ua(m,Ua(u))
- 2[P(b)Ua (), ZUa (@) j (ROUCx), @, () )x + ZUa @POW, W)U, (%))J +

[P(b)

YU @) (RGu), 0, (x))dx + YU, @,)POU, @)U, (0, ))},

{Z U, @0 (REOuC), 0, (0)dx + 3 U, @)POU, (.U, (9, ))D}

k=1

{ (R(x){u(x Z [ (RE@u,0,00 dx+2<¢k (P®U, @)U, (%))}
{u(x) X [(RGu(x), 9, (x))x + 2@, (PO, ),U, (9, ))}dx +(PB)U, @)U, (u))}
—{P(b)v (u), ZU (wk)j RO)(u(x), 9, (x))de— (P(b)U (u), ZU @POU, W)U, (9, ))j

+ 2(P<b)z U, (@) j (ROOu(x), 9, (x) ), Zva @PBU, @).U, (9, ))J

+ [P(b)Z U, @) (REu(), 0 ())dx, U, (@) (RGo)u(), 0 (x))dxj

+ [P(b)Z U, (@)(POU, @)U, (9,)). ZUa @)(PBU, (1), U, (cok))j =0 (2.4.9)
Eger (2.4.6)’dan

(u(x)j
u =
0

alirsak, o zaman U , (1) = 0 olur .Boylece (2.4.6)’dan

=

yg;{j [R(x){u(x)—ZcZ [ (RCu(x). g, () Mu(x -2 R(x)u(x),cok(x))dx}}x

k=1 k=1 a

* (P(b)z U, (30| (Ru(), 0, (0))dx, DU, (@) [ (R)u(x), g, (x>)dx] =0 (2.4.10)

bulunur.
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By =u(x)= 29, (R(O)u(x), @, (x))dx

Q C— >

ve
N b

Ay =3 U, @) (Rx)u(x), 0, (x))dx
k=1 "

kabul edersek (2.4.10) denklemi

%ii?o{ [ (RCx)By, By x+(P(b) Ay, 4y )= 0

a

seklinde yazilabilir. P(b) > 0 ve R(x) pozitif matris oldugundan ,(2.4.10) esitliginden;

3 U, @) (RCu(x), 0, () =0
A\~

u(x) = 35, [ (REu(x). 0, (x)

a

bulunur. Boylece
b
by = [ (RGu(x), @, (x))x
olmak iizere
u= Zbk Py
k=1
yani (2.4.3) gosterilmistir. (2.4.9) da

B u(x) (0
”(x)’(vaw)j’(lj

alindiginda (2.4.9) esitligi
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yg;o{ | (R(x)(z @)(P().1U, «m)}(Z @)(P().1U, «m)Ddx

+ (P(b).l,l))—z(P(b).l,ZUa (@)(P(®).LU, ((m)j

+[P(b)2 U,(@)(P®).LU, (%)),Zva (@)(P().1U, «m)} =0

seklini alir. Bu ifade agsagidaki gibi yazilabilir.

a

hgn{ [ (R(x)(z(@ )(PO).LU, (9, ))j, [Z @)(P(D).LU,, (9, ))Ddx

k=1

+ [(P(bn - P(B)Y U, (@)(P(®).1,U, (¢, ))} [1 =Y U, @)(P®).LU, (g, ))B =0

Burada

(l—ZUa (@)(P(b).LU, (cok>)]=AN

k=1

Ve

[Z(@)(P(b).l,ua (qok))j =B,

k=1

dersek (2.4.11) esitligi

}ll_r};{"‘ (R(x)BN By )dx + (P(b)AN Ay )= 0

a

seklinde yazilabilir. R(x)pozitif matris ve P(b) >0 oldugundan (2.4.12)’den

> 7 PB)LU, (9,) =0
veE

i U, (@)(P(b).LU,(p,))=1

k=1

bulunur.

(2.4.11)

(2.4.12)
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Ozel olarak 1 vektoriinii 1=| 0 | seklinde alirsak bu durumda (2.4.4) esitligi

i ¢;k (i Py, (DU (¢, )j =0

ve (2.4.5) esitligi

i (Zn: i U, ((okj ). (DU (9, )J =1

k=1\_j=1 i=l

seklinde yazilabilir. Burada 1 sabit sayidir.

n boyutlu birim vektoriin a. elemani 1 diger elemanlar: sifir olmak tizere (2.4.4) ve (2.4.5)

denklemlerinin en genel halleri sirasiyla

>0, (Z P (B, (9, )j ~0

k=1\_j=1 i=l

i(i i Ua (¢k, )pia (b)Ua ((oki )] =1

seklindedir. Burada 1 sabit sayidir.

2.5 A Operatoriiniin Spektral Fonksiyonu ve Rezolventi

Kendine es A operatoriiniin alttan —y sayisi ile sinirli oldugu biliniyor. 4 'nin spektral

fonksiyonunu £, (-0 < A <) ile gosterelim. 4 € D(A) iken

A(x,x) = —=y(x,x)

oldugundan A < —y iken

E, =0

seklindedir. Yine basitlik i¢in £, fonksiyonunu L, , [a,b] uzayinda goz oniine alacagiz. Daha

once belirttigimiz gibi L, , [a,b] uzayt H’nin f(b) =0 kosulunu saglayan elemanlarinin

olusturdugu alt uzaydir.
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f(x);
£,

r@ =" e L, fab)
/()

seklinde verilen herhangi bir vektor fonksiyon olsun. Her reel 4 igin;

E, f= Z(fa(/’k)(/’k

<A
seklindedir. Burada

@ (x)

Prr (X)

@, (x) = €L, [aab]

¢kn (X )
fonksiyonu A~ operatdriiniin 4, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonunun [a,b) araligina

kisitlamasidir. Burada amacimiz E, ’nin, ¢ekirdegi matris fonksiyon olan, integral operator

oldugunu gostermektir.
f(x) ve ¢, (x) fonksiyonlarinin bilesenleri cinsinden £, f

Ef=Y(f-0)0 = Z[J(Rmf(y),sok Dy |, (x)

A <A <A\ _a

¢k1(x)
- Z[ (@-(y)f,(y)cok,.(y))j 7a Ly,
| @ (X)
= [K(x 3, HRO) S ()dy -

seklinde yazilabilir. Burada

P ()L (V) 0, (00, - 9L, (V)
K(x,y,ﬂ)=z (Dkz(x)fokl(y) (Dkz(x)fokz(J’) . ¢k2(x):¢kn(y) (2.52)

A<

P ()00 (V) 0, (DPL (V) - @, (D)9, (V)
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seklindedir. (2.5.2) den goriildiigi gibi K(x, y,A) simetrik matristir. Boylece

E,f = [K(o,y, RO ()dy

yani E; c¢ekirdegi simetrik matris olan integral operatordiir. # < A iken

EE,=E,

U

oldugundan Vf(x) € L, , [a,b] iken

E,E,f(x)=E,[K(x,t, )R f (t)dt

a

= iK(x,s, ,u)R(s)“K(s,t,ﬂ)R(t) f(t)dt}ds

j { j K(x,s, )R(s)K (s,t, Z)ds}R(t) f(t)dt

E, f(x)

K(x,t, )R() f(£)dt (2.5.3)

Q C— >

bulunur. Burada f'(x) keyfi oldugundan
b
J K5 i) R($)K (5.1, A)ds = K (x.1,2)

oldugu bulunur. / € p(A4) i¢in (Smirnov, 1964)

R =[S

ifadesinden A4 > -y (I birim operator)oldugundan A4’nin /e p(4) noktasinda R,

rezolventinin degeri

d, [ K(x,y, IR [ (»)dy

Rf(x)=[ — o (2.5.4)

-y

formiilu ile ifade edilir.
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K(x,y,A) matris fonksiyonu yardimiyla Vf'(x) € L, , [a,b] icin

S = [d, [Kx,p, DR S (v)dy (2.5.5)

a

ve Vf(x) e D(A4) igin Af(x);

Af(x) = [4d, [ K(x, 3, DR [ ()dly (2.5.6)

4
seklinde yazilir. Boylece A operatoriiniin spektral fonksiyonunun ve rezolventinin ¢ekirdegi

matris fonksiyon olan integral operatdrler oldugunu gdstermis olduk.
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3. SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN GECIKEN
ARGUMANLI SUREKLI OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGER
VE OZFONKSIYONLARI UZERINE

3.1 Probleme Giris

Bu boliimde [0,%) U [%, 7Z'i| araliginda

Y () + 2 p(x) +q(x)y(x = A(x)) =0 (3.L.1)
denklemi ve

(0)+y(0)=0, (3.1.2)
Zy(m)+y(r)=0 (3.1.3)

sinir kosullart

V4 T
__0 — ——|—O =0, 3.1.4
A{5-0)-8{Z+0) 6.14)
(7 (7
—=0|-0y|—+0|=0 3.1.5
o(5-0)-a(%+0) G.15)
dontisiim kosullariyla verilen sinir deger problemini gz Oniine alalim. Burada ¢(x) ve
T T - T . T .
A(x) >0, [O,EJU(E,H} araliginda reel degerli siirekli, sirasiyla q(310j= htﬂn q(x),

x—>—=0
2

limA[%in = lim A(x) sonlu limitlerine sahip fonksiyonlar, xe{o,%j iken

x—>—+0
2

x—A(x)>0 ve xe (%,7[} iken x—A(x) 2> % seklindedir. Ayrica A >0 reel parametre ve
0 # 0 keyfi reel sayidir. w,(x, 1), {O,%} araliginda (3.1.1) denkleminin

w(0,A) =1, w (0,4)=-1 (3.1.6)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.
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(3.1.6) baslangic kosullar1 {O,%} araliginda (3.1.1) denklemine tek ¢oziim tanimlar (Norkin

(1972), Teorem 1.2.1). w,(x,4) ¢dziimiinden sonra [%,ﬂ':| araliginda (3.1.1) denkleminin

w,(x,A) ¢oziimi w,(x,4) cinsinden

offre{ss) ez

dontisiim kosullar1 yardimiyla tanimlanabilir. (3.1.7) doniistim kosullar [%,ﬂ} araliginda

(3.1.1) denklemine tek ¢6ziim tanimlar. Sonug olarak [0,%) U (%, 7Z':| araliginda tanimlanan

w(x,4) , xe€ [O,%j ,
w(x,A) =

w,(x,4) , xe€ [%,7[}

fonksiyonu (3.1.1) denkleminin (3.1.2) ve (3.1.3) smir kosullar1 ile (3.1.4) ve (3.1.5)

dontisiim kosullarini saglayan ¢éziimiidiir.

Lemma 3.1 w(x,A), (3.1.1) denkleminin ¢6ziimii olsun. A >0 i¢in asagidaki integral

denklemler dogrudur.
w,(x,A) = =SinAx + CosAx — %Iq(r)Sinft(x —-o)w,(t = A(r),A)dr, x e {0, %) (3.1.8)
0
Wy (6, A) = 2w (Z,ljsin ﬁ(x —fj LI (Z,ﬂjcosﬂ{x —ﬁj
oA 2 2) o0 \2 2
17 . T
) Jq(r)smxl(x—r) w,(t—A(7),A)dt , xe(z,ﬂ} (3.1.9)
/2

Ispat w,(x,1), (3.1.1) denklemini sagladigindan asagidaki esitlik dogrudur.

jc.wf (z,A)SinA(x —7t)d7 + jﬂz w, (7, A)SinA(x —t)dt + j‘q(r)w1 (r—A(7),)SinA(x —7)dr =0
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Yukaridaki ifadede birinci integrale iki defa kismi integrasyon uygulandiktan sonra (3.1.6)

baslangi¢ kosullar1 yardimiyla
w,(x,A) = =SinAx + CosAx — %Iq(r)wl (t—A(7),)SinA(x—7)dr
0

elde edilir. Boylece (3.1.8)’in dogrulugu gosterilmis olur. Aymi sekilde w,(x,4), (3.1.1)
denklemini sagladigindan asagidaki esitlik dogrudur.

JEW2 (r,A)SinA(x—71)dt + ]i/’tzwz (r,A)SinA(x —7)dr + j'q(z')w2 (r—A(0),)SinA(x—7)dr =0

2 2 2

Son esitlikte birinci integrale iki defa kismi integrasyon uygulandiktan sonra (3.1.4) ve (3.1.5)

dontisiim kosullar1 yardimiyla

wz(x,/i):iw{ E,/i Sind| x-Z +lwl z,/i Cosd| x-Z
oA \2 2) 60 \2 2

_% [4(e) wy (= A@), DSinA(x - r)dr ,

7/2

seklinde bulunur. Bdylece (3.1.9)’un dogrulugu gosterilmis olur. Boylece Lemma

ispatlanmustir.

Teorem 3.1 (3.1.1)-(3.1.5) problemi sadece basit 6zdegerlere sahip olabilir.

Ispat 1, (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zdegeri,

u, (x, ) X e [0,%)
a(x,1)=

~

u,(x, 1) xe(%,ﬂ}

ise 4 0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. (3.1.2) ve (3.1.6) dan

00,1) 1

o Dmon

= — 21, (0,) =, (0,4) = 0

bulunur.
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Norkin (1972)’deki Teorem 2.2.2°den u, (x,/T) ve w, (x,Z) [O,g} araliginda lineer
bagimlidir. Dolayisiyla #,=kw, seklindedir. Ayn1 sekilde E{%,IJ ve wz(g,zj ‘ninda

|:§,7Z’:| araliginda lineer bagimli oldugunu gosterelim. (3.1.2) , (3.1.7) esitlikleri ve 1, (x, 1 )

ile w, (x, A1) nin lineer bagimli oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

bulunur. Buradan u, = k,w, olur. Béylece
() =kw(x,2) , i=12 (3.1.10)

seklinde yazilabilir. &, #0,k, #0 iken k =k, oldugu gosterilmelidir. &k, # k, oldugunu
varsayalim. (3.1.4) ve (3.1.10) esitliklerinden

ﬁ(ﬁ—o,ﬂij—aﬁ(ﬁm,ij:ﬁl[ﬁjj—@(ﬁjj
2 2 2 2
T /2
:klwl(a,ﬂj—&zwz(z,/’ij
T Y/
:kl&vz(z,ij—ékzwz(z,ﬂj

= 5(k, —kz)wz(%jj =0

bulunur. 6 # 0 oldugundan ve k, # k, varsaydigimizdan esitligin sifira esit olmasi i¢in

7[ 0l —
wz(?zj_o (3.1.11)

olmalidir.
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Ayni iglemlerle (3.1.5)’den

W;(E,ijo (3.1.12)
2
bulunur. w, (x,/T) (3.1.1) probleminin |:§,7Z':| araliginda (3.1.11) ve (3.1.12) baslangic

kosullarini saglayan ¢6ziimii oldugundan tiim [%, 7Z:| araliginda

w,(x,4)=0

seklindedir. (Norkin (1972),Teorem 1.2.1). Ayrica (3.1.7), (3.1.11) ve (3.1.12) den

WIE%,ZJ= wi[%,ijo

bulunur. Bdylece tiim {O,%} araliginda w, (x, ) ) =0 bulunur (Norkin(1972), Theorem1.2.1)

Ama bu (3.1.6) baslangi¢c kosuluyla gelisir. Boylece k, =4k, oldugu goriilir ve teorem

ispatlanmis olur.

3.2 Varlik Teoremi

3.1 bolimiinde tanimlanan w(x,4) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin (3.1.2) ve (3.1.3) sinir
kosullart ile (3.1.4) ve (3.1.5) doniisiim kosullarin1 saglayan ¢oziimiidiir. w(x,4) (3.1.3)

sinir kosulunda yerine konulursa
F(A) = A wW(m,A)+w(z,A)=0 (3.2.1)

karakteristik denklemi elde edilir. Teorem 3.1° den , (3.1.1)-(3.1.5) sinir deger probleminin

0zdegerlerinin (3.2.1) denkleminin reel kokleriyle cakistigi goriiliir.

/2

¢ = [lg(o)dz
0
ve

¢, = [lg0)dz

/2

olsun.
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Lemma 3.2

1) A 2 2¢q, iken (3.1.8) denkleminin w,(x,4) ¢dziimi i¢in

|W1 (x,/1)| <22 , xXe [0,%} (3.2.2)

242> max{2ql,2q2} iken (3.1.9) denkleminin w, (x,i) ¢Oziimii i¢in

w, ()| < xe Bn} (3.2.3)

esitsizlikleri elde edilir.

ispat B, = rnax|w1 (x,/1)| olsun . Boylece (3.1.8) den VA > 0 iken
0%

2
1
B, <2 +— B (3.2.4)

olur. 4 > 2¢q, iken

B, <22

esitsizligi yani (3.2.2) bulunur.(3.1.8) in x’e gore tiirevi alinirsa

w, (x,1) = —ACoshx — ASinx — ]iq(r)Cosk(x —D)w, (1= A(7),A)dt
0

bulunur. (3.2.2) yukaridaki esitlikte g6z dniinde bulundurulursa

wi(x, )| < 2[4] + 24,42

seklini alir. Buradan A4 2>2¢g, ve x € {0,%} iken

‘W"%”‘g 27 =242 (3.2.5)

elde edilir.
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B,, = max|w,(x,4)| olsun. (3.1.9), (3.2.2) ve (3.2.5) den 4 > 2¢, iken
5,71'

232 242 1
<=4 27"

B,, < S5 S5 +EB2,1QZ

bulunur. 4 > max{2q1,2q2} oldugunda

82

Be=Ty

esitsizligi yani (3.2.3) elde edilir. Ispat tamamlanmustir.
Teorem 3.2 Problem (3.1.1)-(3.1.5) pozitif 6zdegerlerin bir sonsuz kiimesine sahiptir.

Ispat (3.1.9)’un x’e gore tiirevini alirsak,

w, (x,A) = —% w, (%, /IjSin/I[x - %) + éwl (%, /IJCOS/I[x - %)

- Iq(r) w, (7 = A(7),A) CosA(x—r7)dr (3.2.6)

7/2

bulunur.(3.1.8) ,(3.1.9),(3.2.1),(3.2.2) ve (3.2.6)’dan

/2
F(1)= %Sini%li— iCosl% - iSinxl% - z')‘q(r) w, (= A(7), A1) Cosl(% - rjdr:l

2

/2
4 % cm%{— Sinﬂ% 4 Cosﬂ% —% ! q(0)w,(r — A(z), A) Sinl(% - TJdr}

) fq(r)wz (r — A(2),A) SinA(x —7)dr

7/2

/2
- % Sinﬂ%{— Sinl% + Cosl% —% .([q(r) w,(r —A(7),4) Sinﬂ(% — Tjdr:l

7/2
+1C0s;t£ ~2CosA T~ asina - jq(r)wl(r—A(r),}L)Cos,i T ldr
o 2 2 2 9 2

— ]Eq(f)w2 (t—=A(7),A)CosA(r—71)dTr =0 (3.2.7)

7/2
elde edilir. A’y1 yeterince biiyiik alalim. (3.2.2) ve (3.2.3)’den (3.2.7) denklemi

—2Sind Zcos AT — 28in* A% — 2CosA T Sina "+ 2Cos* AT+ 0(1) = 0
2 2 2 27 2
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— 2[SinAz — CosAz]+O(A) =0

formunu alir. 4 # 0 oldugundan yukaridaki esitligi A ’ya bolersek

~ A|Sindz — CosAz]+0(1) =0

veya

/mm(/m - %j +0(1) =0 (3.2.8)
elde edilir. Buradan da aciktir ki A ’nin biiyiik degerleri i¢in koklerin sonsuz kiimesi vardir.

Teorem ispatlandi.

3.3 Ozdegerlerin ve Ozfonksiyonlarin Asimptotik ifadeleri

Simdi problemin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik ifadelerini bulahm. A ’y1

yeterince biiyiik varsayalim. (3.1.8) ve (3.2.2)’den {0,%} de
w(x,4) = O(1) (3.3.1)
ayrica (3.1.9) ve (3.2.3)’den Bn} de

w,(x,4) = O(1) (3.3.2)

olur. w,(x,1) (OSXS% , /1|<oo igin) ve w,,(x,4) nin (%Sxﬁﬂ' , |/1|<oo igin)

varlik ve siirekliligi Norkin (1972) calismasindaki Teorem 1.4.1° den ¢ikar.

Lemma 3.3 w,,(x,1) ve w,,(x,A) sirastyla {0,%} ve |:%,7Z':| araliklarinda

wy, (x,4) = O(1) ; X € _O,%}, (3.3.3)
w,,(x,A)=0() xe %72} (3.3.4)

seklindedir.
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Ispat (3.1.8) in A ’ya gore tiirevini alirsak (3.3.1)’den
Wiﬂ (x,A) = —xCosAx — xSinAx — %jiq(z')(x - r)wl (t —A(7),)CosA(x —1)drt
0
- %Iq(r)Sinl(x —7)w,, (r —Ar)dr + % I qg(0)w, (t — A(z), A) SinA(x — 7)d7 -

bulunur.

K, (x,4) = —xCosAx — xSinAx + %jﬁ q(0)w,(t = A(7), ) SinA(x —7)dt
_ %If](f)(x - r)w1 (= A(7),A)CosA(x —7)dr

olmak iizere w;,(x, 1)

wlli(x,/l)=—%]iq(r)w{i(r—A(r),/l)Sin/I(x—z')dr +K(x,A) , Kl(x,ﬂ)|SK(l) (Ké > 0)
0

(3.3.5)

seklinde yazilabilir. C,, :max‘w{i(x,ﬂ,)‘ olsun. C,,’nm varhg: xe{o,%} de C,,’nm
0.~
2

stirekliliginden goriiliir.(3.3.5)’den
1 |
C, < Z%CM +K,

olur. Simdi A =2q, olsun. Bdylece
C,, <2K,
olur ki bu da (3.3.3)’ilin dogrulugunu gosterir.

(3.3.4)’lide aymi sekilde gosterelim. (3.1.9)’un A ’ya gore tirevini (3.3.2)’de gbz Oniine

alirsak
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w,, (x,A) = —%WI(Z /ljSmﬂ,(x - Ej + %( - %)Wl (%’ /leos/l(x - %)
+ L W, (z, ﬂ,jSinxl(x - Zj - (x - Ej 1 wl( A)Sznl(x - zj
Ao 2 2 2)0 \2 2

+ é w, (%, )tjCosl(x - %) + % Iq(r) w, (r - A(7), A)Sin/l(x -7)dt

7/2

_% Iq(r) (x—7)w,(r = A(r), 1) CosA(x — 7)dr
z/2

_% j'q(z-) w,, (z- - A(7), A)Sinxl(x - r)dr
7/2

bulunur.

K,(x,A)=- 3 w, (E, ﬂjSin/l(x - E) + L(x - E)Wi (1, A)Cosﬂ(x - E}
Ao \2 2) Ao 2 2 2
= (Z,zjsm/z(x —f) - (x —ﬁjlwl (E,z)smz(x - fj
AS 2 2 2)6 2 2

4 éw; [%,AJCOM[)C - EJ b j q(0)w, (r — A(2), 1) SinA(x — 7)dt

/2

_% j‘(](f)(x —7)w,(t = A(7),A)CosA(x —7)dT
7/2

olmak iizere w,,(x,1)

wy, (x, 1) :_% fq(r)w'u (r = A(r), )SinA(x—1)dr +K(x,2)  |[K,(x,A)|<K; (K; >0)

7/2

seklinde yazilabilir.C,, = max‘w/2 L (x, /1)‘ olsun, bu durumda yukaridaki esitlikten

E,ﬂ'
1 2
C,, < ﬂ%czi + K,

olur. A > max{2¢,,2¢,} iken
C,, <2K;

olur. Boylece (3.3.4)lin dogrulugu gosterilmis ve Lemma ispatlanmis olur.

n bir dogal sayr olmak iizere

n+l—ﬂ
4

2
<%iken A’ sayisi (n+ij sayisinin yakin

komsulugunda yer almaktadir.



42

2
Teorem 3.3 n bir dogal say1 olmak {izere »’nin biiyiik degerleri icin , [n +%) civarinda

(3.1.1)~(3.1.5)’in sadece bir 6zdegeri vardir.

Ispat (3.2.8) esitliginde O(1) ile gosterilen ifade

7/2 s
o(l) = —é j q(0)SinA(xr — 1) w,(t — A(7), A)dt — j q(0)w, (r = A(r), A) SinA(r — 7)dt
0 7/2
7/2
- %(Cosbz’ +SinAx) — é j q(0)w,(r = A(7),A) CosA(x — 1) dt

0

_ % [4(e) w, (- A, 1) Cosa(x — ) dr

/2

seklindedir. Bu ifadenin A ’ya gore tiirevi alinirsa

7/2 /2

—é Iq(r)(ﬂ —)w,(t —A(7),A) CosA(r —t)dt —% Iq(r) w, (t = A(7),A) SinA(x —7)dr

— ]aq(r)(ﬂ —)w,(t = A(7),A) CosA(r —7)d7 — _Tq(r) w, (7 — A(7),A) SinA(z — ) dt
/2 L
7/2

j q(r)w,(r = A7), 1) CosA(x — ) dt

+ zSin/br — £Cos/bz' +—
) o

7/2 /2

—é j 4(2)w,(r — A(r),2) CosA(m ~7) d +§ j g(0)( — 7)w, (r = A(r), ) SinA(x - 1)

+ % ij(r) w,(t = A(7),A) CosA(r —7)d7 + % jq(r)(ﬂ' — )W, (t = A(7),A) SinA(x —7)dt
z/2 L
—% ]Eq(f) w, (t = A(t),A) Cos A(m — 1) dt
7/2
elde edilir.

(3.3.1) ve (3.3.4) ifadelerini gdz oniine aldigimizda, A ’nin biiylik degerleri i¢in yukaridaki
ifade sirhidir. Simdi (3.2.8)’in n’nin biiyiik degerlerinde basit koke sahip oldugunu

gosterecegiz.

) T
p(A) = /ISm(/M - Zj +0(1)=0
fonksiyonunu goz oniine alalim. Basitlik i¢in

Ar —% = ur dersek , A —% = u iken yukaridaki ifade asagidaki formu alir.
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(,u + %)Sinwz +0(1)=0

veya
uSinur +0(1) =0

¢@(\) ’nin tiirevini alirsak;
0, (1) = Sm(/m - %j + /IﬂCos(/lﬂ - %j +0(1)
=Sinumr + (% + ,ujﬂCos,wz +0(1)

bulunur.

@, (1) = Sinpr + pnCospr + O(1)

. . . . 1
ifadesi n’nin biiyiilk degerlerinde ve u’niin n’ye dolayisiyla A ’nin n+Z’e yakin

degerlerinde sifira esit degildir.

Bu durumda Rolle teoremine gore (3.2.8) denklemi n’nin biiyiik degerlerinde n’nin civarinda
tek(basit) koke sahiptir. (3.2.8), (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zfonksiyonlarmin asimptotik

formiillerini elde etmemizi saglar.

n yeterince biiyiik olsun. (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zdegerlerini u, =n+0, iken

1
A, =|—+
=[]

ile ifade edelim. Bu ifadeyi

uSinur +0(1)=0

denkleminde yerine koyarsak
(n+96,)Sin(n+06,)r =(n+0,)Sin(6,7) =0(Q)

elde edilir. Buradan

Sin(o,7) = O( ! j

n

dolayisiyla
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ot
n
elde edilir. Boylece

y78 :n+0(lj ve A, :n+%+0(lj (3.3.6)

n n

seklinde bulunur. (3.3.6) formiilii (3.1.1)-(3.1.5) problemlerinin 6zfonksiyonlarinin asimptotik

formiillerini bulmay1 miimkiin kilar.

(3.1.8), (3.2.4) ve (3.3.1) den

w, (x,A) = CosAx — SinAx + O(%j

veya
w, (x,4) = ﬁcos[% + /ij + O[%) (3.3.7)
ve

W (x,4) = —zﬁsm(% + ij +O() (3.3.8)

bulunur. Ayrica (3.1.9), (3.3.2), (3.3.7) ve (3.3.8)’den
w, (x,A) = %5 Sin/l(x - %j{(—z\/ism(% + z%j + 0(1)}

+ %Cosﬂ[x - %}{ﬁCos(% + ;L%j + OGH

_% j‘q(z-)wz (= A(r),)SinA(x—7)dt

/2

= _é Sin ,1(;; — %){ﬁ&n(g + l%ﬂ + % Cos/l(x - %j{ﬁCos(% + l%ﬂ + O(%)
:Qcos(gmjm(l] (339)

bulunur.
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(3.3.6) formiiliinii (3.3.7) ve (3.3.9) da yerine koyarsak

Uln (x) =W (-x: ﬁv,,) = \/ECOS[% + (n + ijx} + O(lj

n

UZn (x) =W, (xa in) = gCOS(% + (l’l + %jxj + O(lj

elde edilir. Boylece U, (x) 6zfonksiyonlar1 asagidaki asimptotik ifadeye sahip olur.
T
2Cos| Z + (n + l)x + O(lj re {0’ EJ
4 4 n
U,(x)=
N2 (# 1 1
—Cos| —+|n+—|x [+ 0| — T
1) 4 4 n X € E’”

Ek kosullar altinda gecikmeye bagli daha kesin asimptotik ifadeler bulunabilir. Asagidaki

kosullarin saglandigini kabul edelim;

a)q (x) ve A'(x) tiirevleri vardir ve smirlidir. [0,%) U (%,72’:| de

q'@tojz lim g (x) ve A"[%iOJ= lim A'(x).

x—>—=0 x—>—=0
2 2

b)A (x) <1, [O,%)U(%,ﬂ} de AG0)=0 ve lim A(x)=0.

x—=>—+0
2

b’deki kosullardan

X—A(x)>0 xe{o,ﬂ (3.3.10)
x—A(x)Zg xe[g,n} (3.3.11)

ifadelerinin saglandig1 kolayca goriiliir.

(3.3.7),(3.3.9), (3.3.10) ve (3.3.11)’den {0,%) ve (%,72‘:| araliklarinda sirasiyla

o,(z = A(r),A) =2 Cos (% + Ar—A(D))+ OGD (3.3.12)
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o, (r - A(r),A) = gcos [% + A= A(D))+ OGB

bulunur. Bu ifadeler (3.2.7)’de yerine konulursa

2 2

- /1— SinAx + /1— CosAr — & CosAr — & SinArx
o o o o

X

_oNe J-Q( )Sinxl% Cosl(% - rj Cos (% + /I(r - A(r))j dr

NEA

_ - J.q(r)Cosﬂ% Sinﬂ(% - rj Cos (% +A (r - A(r))j dr

0

7
+ Q q(Z’)Sin;t% Sinﬂ(% — Tj Cos (% +A(c— A(T))j dr
- Q%CI(T)COSEE Cosﬂu(£ - r] Cos (f +A(r - A(r))j dr
o 2 2 4
- & i q(r)Sinxl(ﬁ - T)COS (f + A (r - A(r))j dr
o 7 4
NoX

- 7%q(r)Cos/I(ﬂ —7)Cos [% +A(r - A(T))j dr+0(1)=0

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

_AN2%
o

4(2)Sina( - £)Cos [% Ae- A(r))j dr

0

_ g]:q('[)(josﬁ.(ﬂ' —7)Cos G +A(r- A(T))j dr
+ ’12(;5 Cos (M +%j M2 ¢ (/1;” 4j+0(1)= 0

seklinde elde edilir. Bu ifadeyi % "ya bolersek

- \/E]Eq(r)Sin/I(ﬂ —7)Cos [% +A(r - A(T))j dr

0

+/1x/5Cos[ﬂ,7r+£]—£ Sin (ﬂﬂ+£j+0(l)=0
4 ) 4 A

veya daha acik halde

(3.3.13)
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—[]ﬁq(r)Sin/l(ﬁ - T)COS A (T - A(T)) dr - ][.q(r)Sinxl(ﬂ - r)Sin A (T - A(T)) dr}

0 0

+ A (Cos Az — Sin A )—(Cos Az + Sin Ax) + O(%j =0

bulunur. K =1 (Cos Arx — Sin /17r) - (Cos Ax + Sin /17z) + O(%j olsun. Boylece son esitlik

_{]{‘J(T) SinA(m —A(7) )+ Sizn dz-e-No) dr—

0

—]{q(r) Cos A(r —A(7))- Cos A(r — 27 - A(7))) J

r}—i—K:O
2

0

seklinde yazilabilir. Yukaridaki ifade agik olarak

_%{J‘Q(T)Sinﬂm Cos AA(t)—Cos Az Sin AA(z)+ SinAnCos A(27 — A(7))—
0

—Cos Az Sin A(27 — A(7))— Cos AnCos 227 — A(7))— SinAn Sin A(27 — A(7))
+Cos Az Cos AN(t)+ SinAx Sin AN(7) dtj+K =0

seklinde yazilabilir. Esitlikteki integralin i¢indeki ifadeler ortak paranteze alinarak

diizenlenirse
- %{Smm Tq(r)( Cos JA(7)+ Cos A(27 — A(7)) - Sin A(27 — A(7))+ Sin IA(7)) dt +
—CosAx _Tq(z')( Sin AA(7)+ Sin (27 — A(7))+ Cos A(27 — A(7))— Cos AA(7)) dz‘} +K

= —%(COS/UZ'-F SinAzx) Tq(f)( Cos AN(7)—Sin 221 - A(7))) d=

- %(Sin Az —Cos Ar) .Tq(z')(Cos 227 - A(7))+Sin IA(7)) drt

0
+1 (COS Ax — Sin /17[)— (Cos Ax + Sin ﬁﬂ)+ O(%) =0 (3.3.14)

bulunur.
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Asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayalim.

A(x, 4, A(r)) = % [a(z) SinaA() de

’ (3.3.15)
B(x,/i,A(r)) = %jq(z') CosAA(7) dt

0
Bu fonksiyonlar 0 < x <7 ve 0< A <o i¢in sinirl oldugu agiktir.
a) ve b) kosullar1 altinda

q Cosﬂ 22’ A(Z’)) dr = O[%)
(3.3.16)

qlr Sm/i 21' A(z')) dr = 0[%}

0
Jo
formiilleri Norkin(1972) caligmasindaki Lemma 3.3.3’{in ispatinda kullanilan teknikler
yardimiyla ispatlanabilir. (3.3.15) ve (3.3.16) , (3.3.14) esitliginde yerine konulursa

—(Cos Az + SinAzx)| B(m, 1,A(r))+ O(%) + 1}

—(SinAz — CosAx)| Az, 2, A(7))+ 0[%) + 4} =0

bulunur. Bu esitlik agagidaki esitlige denktir.

— Cos (M— %){B(ﬂ, A7) +1+ OGH =Sin (/m B %j{‘{”’ LAY A OGM

Buradan
tanz| A L —l[B(ﬂ,/LA(r))Jr 1]+0 €
4 A Y
elde edilir. Bu ifadede A yerine
1 1
Ay =M, +—=n+—+90
n /Lln 4 n 4 n

konulursa

tanm(n+3,)=tand,m = — 1 {B[n n+1 A(r)j+l}+0( 1 j
n’
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seklinde bulunur ve buradan
d, =—; B n,n+l,A(r) +1]+0 L
( 1 j 4 n’
ol n+—
4
elde edilir. Boylece » ’nin biiyiik degerlerinde

A, = n+l—;{8(ﬁ,n+1,A(r)j+l}+O(LJ (3.3.17)
4 ( 1} 4 n’
n+—\rx

bulunmus olur.

Teorem 3.4 a) ve b) kosullart altinda (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zdegerleri (3.3.17) deki
asimptotik ifadeye sahiptir.

Simdi (3.1.1)-(3.1.5) probleminin 6zfonksiyonlari i¢cin daha kesin asimptotik formiiller elde

edebiliriz. (3.1.8) ve (3.3.12)’den

. V2 ¢ . V3 1
w,(x, 1) = —=SinJx + CosAx — 7jq(r)Slnl(x —7)Cos ” + Az = A7) [dc + O =
olur. Burada
SinA(x 1) Cos(% +A(r - A(r))j - %{Sm (zx — A7) + %j + Sin (zx 227+ AA(7) - %ﬂ

= %{Sin (/I(x —A(7))+ %j +Sin (/l(x ~ (2t - A(7)))- %ﬂ

oldugundan
, (x, /1) = —Sin Ax + CosAx — ﬁ.:[q(r)[&'n (/l(x - A(T))+ %) + Sin (ﬂ(x - (27 - A(r)))— %ﬂ dr

=—Sin Ax + CosAx — iiq(r)[&'n Ax = A(7))+ Cos Ax — A7)+ Sin A(x — (27 — A(7)))
—Cos /1(x -Q27 - A(T)))]dr

bulunur.
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Integralin icindeki trigonometrik ifadeler acik olarak yazilirsa

w, (x, 1) = =Sin Ax + Cos Ax — i j q(7)(Sin Ax CosAA(r) - Sin AA(r) Cosix)drt
0

- L [a(z)(Cos x CosiA(z) + Sinix Sin AA(7))d7

223

- i]i‘I(T)[Sin Ax CosA(2z = A(r))—CosAx SinA(27 — A(7))]dz
0

X

+LI q(7)[Cos Ax CosA(2t — A(7))+ Sindx Sin A2z — A(7))]dr

227

elde edilir. Bu ifade ortak parantezlere alarak diizenlendiginde

w,(x,A) = Cosb{l + i j; q(7)Sin(AA(7))dt —i ;[ q(7)Cos(AA(7))dt
+ % ;f q(7)SinA(27r — A(r))dt + i}‘j q(t)CosA(2t — A(r))dz}
+ Sin/b{— 1- i;f q(7)Sin(AA(7))dt —i;f q(7)Cos(AA(7))dt
+ iqu(z')Sinft(% - A(r))dtr — ij!: q(7)CosA(2t — A(r))dr}

seklini alir. (3.3.15) ve (3.3.16) yukaridaki esitlikte yerlerine konulursa

w(x,4) = Cos)tx[l + A(X’A’A(T))/_1 B(x,ﬂ,A(r))}

A(x, 2, A7)+ B(x,/z,A(z))}+ 0( 1 j
A A

(3.3.18)

— Sinlx{l +

elde edilir. Burada A yerine (3.3.17)de verilen 4, alinirsa
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Uy, (x) = wi(x,4,)
A(x,n + i, A(z‘)) - B(x, n+ i, A(T))

_ Cos((n ; %jxj 1+ - : [ 11 jﬂ {1 ' B(ﬂ,n ; %,A(T)H.x

n+-—
4

A(x,n+i,A(T)j+B(x,n+i,A(T)) 1

- Sin((n + l)x} 1+ {1 + B(ﬂ', n+ l,A(T)ﬂ.x
4 n ( 1} 4
n+—\w

4

+ o(ij (3.3.19)

elde edilir. w,(x,4) 'nin (3.1.8) deki ifadesinin tiirevi alinip A ’ya boldiikten sonra (3.3.12)

esitligi goz onilinde bulundurulursa
MO s — Sinjx - QJq(z‘)Cosl(x —)Cos(Z + Az — A(2)))dr + 0(%)
A A% 4 A
= —CosAx — SinAx — %Jq(r)Cosﬂ(x —17)CosA(t — A(7))dr
0
+ %Iq(r)Cos/l(x —7)SinA(t — A(t))dt + 0(1—12)
0
=—CosAx — SinAx — i.[q(r)[Cosl(x —A(7))+ CosA(x — (27 — A(7)))
0
— SinA(x — A(7)) - SinA((27 — A(z)) — x)[dz + 0(%)
bulunur. Son esitlikte trigonometrik ifadeler agik olarak yazildiginda
w, (x, A) 1 ¢ : .
— = CosAx| —1— 7 j q(0)[CosAA(7) + CosA(21 — A(2)) + SinAA(7) — SinA(27 — A(7)) Jd«
0

+ Sinlx{— 1- %Iq(r)[SinlA(r) + SinA(27 — A(1)) — CosAA(7) + CosA(27 — A(7)) +]dz'}

1
+ O(?)
bulunur. (3.1.15) deki esitlikler buldugumuz denklem de yerine konulursa

wi (x, 1)

X, A,A(7))+ B(x,/l,A(r))}

= Cosﬂx{— 1- A(
A

+ Sin/lx{— G4, A(T)); Blx, 4, A(T)))} + O[%) (3.3.20)
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elde edilir. (3.1.9), (3.3.13), (3.3.16), (3.3.18) ve (3.3.20)’den

[A(z 1.8+ 5 5 A(T)D

A

(o )],

A

w,(x,A) = 5 Smﬂ(x Ej COS/l

—sinaZl 1+
2

(A(;Z,A,A(r)j —B(;T,/LA(T)D

A

+— ! CosA x—— Cosl— 1+
1) 2 2

[A[z 100+ 5 5 A(r)jj

—SinxlZ 1+
2 A

1
L q(T)Sln/l(x r)[Cos[ + At — A(r)ﬂ + O(?j

/2

bulunur. Bu ifade diizenlenirse

( (2nam) e 2.4 A(T)D

A

w,(x,A) = 1 SinAxCosA % — CosxSinA || — CosA Z| 1+
o 2 2 2

(A(Z,/i,A(r)j - B(Z,ﬂ,A(r)B

A

—Sinxl£ 1+
2
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1 (A[Z,A,Amj—B(’z”,A,AmD
+— {CosixCosl% + SinAxSinA 1} CosAZ| 1+

2
(A(;T A, A(z‘)j + B(Z A, A(T)D

A

—sinaZl 1+
2

Y EJ/;CI(Z')Sm;t(x 0)[CosA(z - A(r))ldz +Tﬁ.[2q(r)Szni(x o)[SinA(z — A7)+ 0(/1 j

elde edilir. Buradan ara iglemler yapilarak

(A( % A A(T)j + B[ % A A(T)D
w, (x,A) =% —Sin/GCoszi% 1+ -

Sk A(r))+B( A, A(r)j]

A

(A[Z A A(z')j - B(;[ A A(T)D

A

[A
+ CosﬂxSin/t%Cosﬂ% 1+

— SinAxSinA % Cosl% 1+

[A(;[ A, A(r)) - B(Z A, A(T)D

A

(A(Z,/i, A(r)] - B(Z,/l, A(T)D

A

+ CosﬂxSinz/”t% 1+

+ CosﬂxCosz/?,% 1+
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(A(;T A, A(r)j - B(Z A, A(T)D

A

/4 T
(A{Z A, A(r)) + B(Z A, A(z‘)D

A

V4 V4
2 A, A(r)) + B(z A, A(T)D

A

+ SinAxSinA % Cosﬂ% 1+

— CosixSinft%Cosﬂ% 1+

[A
—Sin/chinz/ig 1+

—/1— j q(7)SinA(x —7)[CosA(r - A(r))]dr+7 j q(v)SinA(x - 7)[SinA(r — A(r))] + 0(—)
/2 7/2

| | [A( % A A(r)] + B[ % A A(z-)j

j (A(;[ A, A(r)j _ B[Z A, A(T)D
+CosAx| 1+

=—|—=SinAx| 1+
o A A

—% q(7)— [Smxl(x A(7)) + SinA(x — (27 — A(0))) Jdt
/2
1 X

1
/15 q(t)— [Cosl(x — (27 -A(1)))— CosA(x — A(T))PT + O(Fj

7/2

bulunur. integralin igindeki trigonometrik ifadeler acilirsa
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( (2 2 A(r))+B( A A(T)D

A

1
wz(x,l)—g SinAx| 1+

+CosAx| 1+

AT A0 =Bl L4, A0)
2 2 1 = .
p ~315 gzq(r)[(SmxGCosiA(r)

—CosAx SinAA(7))+ SinAx CosA(2t — A(7)) — SinA(27 — A(7)) Cosﬂx]dr
2/15 jq(z‘)[(Cos/lx CosA(2t —A(7))+ SinAx SinA(27 — A(7)))
—(CosAx Cos AA(z) + Sinix SinAA@) 7 + 0@}

elde edilir. integralli ifadeler A(x,A,A7) ve B(x,A,Ar) ifadeleri kullamlabilecek sekilde

diizenlenirse son esitlikten

|y, G40} A5 200

w (x,A)=—=|—SinAx| 1 +
2 1) A

A(Z A, A(r)) - B(Z A, A(Z’)))

A

+ CosAx| 1+

llg{Smbcj ()%d Cos/lxj 4(2)

+ SinAx j/2 q(7) COSM?‘; —A@) dr—CosAx £2 q(7) Sinxl(22— A@) d T}

+ L{COS/bc T q(7) CosA27 ~ A(@)) dt + SinAx )jc q(7) SinA(27 — A(7)) dr
/15 /2 2 2

Smﬁ,zA(r) dr

(3.3.21)

—CosAx T q(r)%d
/2

—Sm/lxj ()—S"MA(T)d} 0(i2)
A

bulunur. Burada

Iq(f) CosﬂA(T) J~ ()COSéA(T) COSZA(T) Jr

: d+j()

0 7/2

oldugundan
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B(x, A, A7) = B( A A(z-)j j ()COMA(T)

/2
olur ve bu esitlik

f q(z )C"S’W’)d = B(x, 1,A(7)) - B(z 2 A(Z‘)j (3.3.22)

7/2
seklinde yazilabilir. Ayni sekilde

SinAA(7)
2

Iq(r) dr=A(x, A, A(7)) - A[ A A(r)j (3.3.23)

/2

olur. (3.3.16), (3.3.22) ve (3.3.23)’ii (3.3.21)’de gdz Oniine alirsak

[ (210 )5 5.2 A@D

A

w,(x,4) =% — SinAx| 1+

A(” A, A(r)j - B(” A, A(r)D
2 2 1 . T
+CosAx| 1+ - %{Sm/b{B(x, 2, A(7))— B(E, A, A(r)ﬂ

A

— CosAx| A(x, A, A(r))- A(%, A, A(T)H} + %{— Cosix{B(x, A,A(r))- B(% A, A(T)j:|

- Sin/b{A(x, A,A(r))- A(%,/i, A(r)ﬂ} 4 0(%) (3.3.24)

bulunur.
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Boylece x € ‘:%,72’:| iken

[A( % A A(r)) + B( % A A(T)j]
w,(x,A) = SinAx —é 1+ 7

—%[B(x, i,A(r))—B(Z 2 A(z‘)j+ A(x, A, A(7)) - A[z 2 A(z)m

(A(Z A, A(z')j - B(Z A, A(T)D

+ CosAx l 1+
) A

+;—5{A(x,ﬂ,A(r))—A(%,A,A(r)j B(x, A A(r))+B(2 A A(r)m (,H (3.3.25)

elde edilir.(3.3.25)’1 diizenlersek

A( S A(r)) + B( Y A(r)j + B(x,1,A(r))
A

w,(x,A) = —éSinxlx 1+

(2 A A(r)j+A(x A,A(7)) - A(Z yl A(r)j

- lSin/bc

5 2

| A(”,ﬂ, A(r)j — B(”,}L,A(r)j + A(x, A, A(7))
+—CosAx| 1+ 2 2

5 2

1 - A[ﬁ A, A(T)j B(x,1,A(7)) + B[ A, A(r)j
+ g CosAx 2 )
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Buradan w, (x, 4) *nin son hali

w,(x,4) = %{— Sin/bc(l + B(x’ﬂ’A(T)); A(x’/LA(T)))

N A(x,2,A(7))- B(x, l,A(T))j} n 0(%)  xe€ {E,ﬁ} (3.3.26)

+ Cos/lx[l
A 2

seklinde elde edilir. A yerine A, ’nin (3.3.17) deki ifadesi konulursa

A(x, n+ 41‘ ,A(T)j — B(x, n+ 41‘ , A(r))

n

wy (x,4,)=U,,(x) = %Cos[n + %jx 1+

+;(B(7z,n +1,A(r)j + le
A
V4

B(x, n+ i ,A(T) [+ A(x, n+ 411 , A(r)j

n

—lSin(n + ljx 1+
) 4

- ;(B(ﬁ, n+ l,A(r)j + ljx + O(izj
1 4 n
( j’f (3.3.27)
bulunur.

Teorem 3.5 Eger a) ve b) kosullart saglanirsa, (3.1.1)-(3.1.5) probleminin U, (x)

Ozfonksiyonlar1 asagidaki asimptotik ifadeye sahiptir.

U,(x) xe {0,%)
U, (x) = _
o e[ 2]

Burada U, (x),U,,(x) swrastyla (3.3.19) ve (3.3.27) de verilmistir.
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4. SONUC

Bu tezde siir kosulunda spektral parametre bulunan iki tip problem ele alinmistir. {1k olarak

—(P(x)y) +0(x)y=AR(x)y , a<x<b

W(a)=0 [y“] (a) = 1imP(x)y‘(x))

X—a

By(d) = B,y (b) = —Aa, y(b)

matris katsayili sinir deger probleminin spektrumu incelenmis ve 6zfonksiyonlara gore agilim
formiilii elde edilmigtir. Bunun yani1 sira bu sinir deger problemine karsilik gelen kendine es
operatoriin spektral fonksiyonunun ve rezolventinin matris ¢ekirdekli integral operator oldugu
gosterilmistir. Gelecekte bu ¢alismanin P(x) ve Q(x) katsayilarinin tam stirekli operator

degerli fonksiyonlar olmasi durumunun incelenmesiyle devam ettirilmesi dngoriilmiistiir.
Ikinci olarak {O,%) U (%,7[:| de

y" (x)+ izy(x) +g(x)y(x—Ax)=0
denklemi,

A(0)+ ' (0)=0
2y()+y (1) =0

siir kosullar1 ve

{5-0)-a{3 )0
(o) ali)

dontisiim kosullariyla verilen geciken argiimanli, sinir kosullarinda 6zdeger bulunan siireksiz
sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlariin asimptotik ifadesi bulunmustur.
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