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OZET

Bu ¢aligmada lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin (1+1) boyutta
¢ozilebilirligi incelenmektedir. Bu denklemlerin ¢oziilebilirligini gostermek i¢in gesitli
yontemler vardir. Bu yontemler soliton ¢6ziime sahip KdV (Korteweg-de Vries) denkleminde
gOsterilmigtir. Daha sonra fermiyonik degiskenler ithal edilerek elde edilen KdV denkleminin
siiper ve stipersimetrik genellestirilmeleri incelenmistir. Stiper KdV denkleminin ¢dziilebilir
bir sistem oldugu bi-Hamilton yapist verilerek gosterilebilir. Ote yandan siipersimetrik
doniigtimler altinda degismez olan siipersimetrik KdV denklemlerinin bi-Hamilton yapi
icermemektedir. Bununla beraber bir parametreye bagh olan siipersimetrik KdV denklemleri
ailesinin, bu parametrenin sadece bir degeri igin Lax formiilasyonu kullanilarak ¢6ziilebilen
bir sistem olmaktadir. Son olarak siiper KdV denkleminin ¢ok bilegenli stiper KdV
denklemine genellestirilmesi incelenmis ve ¢ok bilesenli stiper KdV denkleminin bi-
Hamilton sistem oldugu Jacobi 6zdeslifinin bazi bag sartlar1 altinda saglanmasi ile elde
edilmigtir. Cok bilegenli siiper Miura doniigiimii ve elde edilen bag sartlar1 kullamlarak ¢ok
bilesenli stiper mKdV- denklemleri elde edilmistir. Elde edilen ¢ok bilesenli denklemlerin
(1+1) boyuttaki tek bilesenli limitleri bulunarak bilinen tek bilegenli siiper denklemlere

indirgendigi gosterilmigtir.

Anahtar kelimeler: Coziilebilir sistemler, Bi-Hamilton yapi, Siiper lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklemler , Cok bilesenli sistemler
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ABSTRACT

In this work the integrability of non-linear partial differential equations are studied in (1+1)
dimension. There are various methods to show the integrability of the non-linear partial
differential equations. These methods are introduced and described for the integrability of
KdV (Korteweg- de Vries) equation, which admits soliton solutions. The super and super
symmetric generalisation of KdV equation is investigated by introducing fermionic variables.
The integrability of super KAV equations can be given via the bi-Hamiltonian structure. On
the other hand the supersymmetric KdV equations, which is invariant under the
supersymmetry transformations, do not possess a bi-Hamiltonian structure. However it was
shown that one parameter family of the supersymmetric extensions of the KdV equation
exists such that the equations admit a Lax representation for only one particular value of this
parameter and therefore they are integrable. The generalisation of super KdV equations to
multicomponent super KdV equations is studied and the integrability of multicomponent
super KdV is shown by verification of Jacobi identity of Hamilton operators which leads to
some constraints. Thus the bi-Hamiltonian structure is constructed for the multicomponent
super KdV equations. The multicomponent extension of super mKdV equation is obtained by
using the multicomponent super Miura transformations and the constraints found before. It is
shown that in the one-component limit multicomponent super equations reduce to the known
one-component super integrable equations.

Key words: Integrable systems, Bi-Hamiltonian structure, Super non-linear partial
differential equations, Multicomponent systems



1.GIRIS

Dogadaki bir ¢ok olaymn anlagilmasi igin yapilan modeller lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemler icermektedir. Bu nedenle bu denklemlerin ¢6ziimiiniin olup olmamasi
hem fizik, hem de matematik agisindan olduk¢a dnem kazanmaktadir (Das, 1989). Kismi
tiirevli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam olarak ¢&ziilebilirliginin gosterilmesi
i¢in bir kag farkli yéntem vardir. Bu ydntemler sirasi ile, sonsuz sayida korunan biiyiikliige
sahip olmasi, bi-Hamilton yapiya sahip olmasi, Lax ¢iftinin olmas1 (Lax, 1968), AKNS
metodu (Ablowitz vd., 1973a, 1973b) ve soliton bag fonksiyonu i¢in diiz uzay sartidir.
Denklemin bu yontemlerden birini veya bir kagim saglamasi denklemin tamamen ¢6ziilebilir

denklem oldugunu gosterir.

Literatiirde ¢ok iyi bilinen ve (1+1) boyutta tamamen ¢oziilebilir lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerden bir tanesi de KdV (Korteweg-de Vries) denklemidir. Bu denklem
yukarida belirtilen biitiin yontemleri sagladigindan fizik ve matemetik agisindan oldukga
onemlidir. Genellikle elde edilen her yeni formiilasyonun KdV denklemine uygulanmasi, bu

formiilasyon igin 6nemli bir test olmaktadir.

KdV denkleminin soliton ¢oziimlerinin fizigin bir ¢ok alaninda kargimiza ¢ikmasi ve bu
denklemin tamamen ¢6ziilebilir olmasi 6nemini korumasina neden olmaktadir (Dodd R.X vd.,
1984; Ablomowitz ve Clarkson, 1991). Tamamen ¢oziilebilir sistemlerle yapilan ¢aligmalarin
bir ¢ogu KdV denklemi {izerine yapﬂah ¢alismalarla baglamistir. Fermiyonik degiskenlerin
ithali ile KdV denkleminin siiper ve stipersimetrik genellestirilmesi yapilarak tamamen
¢oziilebilir siiper sistemler incelenmeye baslanmigtir (Kupershmidt, 1984, 1987; Manin ve
Radul,1985; Giirses ve Oguz, 1985; Erbay ve Oguz,1985; Mathieu, 1988b). Bu sistemlerin bi-
Hamilton yapilar1 elde edilmigtir. Genellikle tamamen ¢6ziilebilir sistemler (1+1) boyutta
incelenmektedir. Fizik’te karsilagtifimiz (3+1) boyuttaki denklemlerde tamamen
¢ozilebilirligin gdsterilmesi giincel problemlerden birisidir. Bir diger yonde yapilan giincel
caligmalar ise ¢ok bilesenli tamamen ¢ozlilebilir sistemlerin elde edilmesidir. Cok bilesenli
KdV denklemleri son yillarda bir ¢ok galismanin odagi olmustur (Svinolupov,1991; Oguz,
1995; Giirses ve Karasu, 1996). Bu caligmada ¢ok bilegenli siiper KdV denklemi inga
edilmekte ve 6zellikleri incelenerek ¢oziilebilirligi gosterilmektedir.

Bu ¢alismanin 1.Béliim’{in de ¢aligmamin igerigi ve amaci anlatilmigtir. 2.B6lim’tin de KdV

denklemi ayrintili olarak ele alinmis ve ¢ozlilebilirligi yukarida belirtilen bes ayr yontem ile



2

incelenmisgtir. 3.B61ihh’de stiper ve stiper simetrik KdV denklemleri ele alinarak,
coziilebilirlikleri, aralarinda farkliliklar ve benzerlikler ele alinmistir. Caliymanin amacim
olusturan 4.Bolim’de stiper KdV denkleminin ¢ok bilesenli siiper KdV denklemine
genellestirilmesi incelenmigtir. Elde edilen ¢ok bilesenli siiper KdV denkleminin ¢&ziilebilir
bir sistem olup olmadif: bi-Hamilton yapis1 arastinilarak elde edihnisﬁr. Sonu¢ olarak
Hamilton operatorlerinin Jacobi 6zdesligini hangi sartlar altinda saglandig gosterilmigtir. Son
olarak ¢ok bilesenli siiper Miura déniigiimii elde edilerek ¢ok bilesenli stiper mKdV denklemi
bulunmusgtur.
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2. KdV DENKLEMININ COZULEBILIRLIGI

Fizigin bir ¢ok dallarinda 6rnegin, lineer olmayan optik, hidrodinamik, katihal fizigi, plazma
fizigi, yiiksek enerji ﬁzu'gl gibi genis bir alandaki fiziksel olaylarin incelenmesinde lineer
olmayan sistemler karsimiza ¢ikmaktadir. Bu nedenle son yillarda lineer olmayan sistemlerin
tamamen ¢oziilebilirligi fizik¢iler ve matematikgilerin bir ¢aliyma alanim olugturmaktadir.

Tamamen ¢ozilebilirligi bir kag farkli yontem ve yaklagimla incelemek miimkiindiir. Bu
kisimda literatiirde g¢ok iyi bilinen ve tamamen ¢dOziilebilen lineer olmayan diferansiyel
denklem olan Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ele alinacaktir. KdV denklemi ilk defa

1895°te D.J. Korteweg ve 6grencisi G. de Vries s1§ su dalgalarini incelerlerken elde edilen
u, =u,, +uu, 2.1)

seklinde bir denklemdir (Korteweg ve de Vries, 1895). (1+1) boyuttaki bu lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii;

u=3csech’ —\/2—E(x +ct) \ (2.2)

seklinde ¢ hiz1 ile ilerleyen bir dalgay:r tamimlamaktadir (Das,1989). Bu tiir ¢oziimlere
“soliton” ¢6ziimler ad1 verilmektedir. KdV denklemini ¢6zmek igin Clifford S. G., John M
Greene, Matin D. Kruskal ve Robert M. Miura (1968) tarafindan 6nerilen formal metod lineer
olmayan sistemleri ¢6zmek igin temel bir arag ve ters sagilma teorisinin temelini

olusturmustur.

Bu boliimde KdV denkleminin tamamen ¢6ziilebilirlik kriterleri incelenmektedir. Bunlar
strasi ile KAV denkleminin sonsuz sayida korunan biiyiikliiklere (Hamilton) sahip olmasi, Lax
¢ifti, AKNS metodu, bi-Hamilton ve soliton bag fonksiyonu i¢in diiz uzay sarti (Zero
Curvature) seklindedir.

Daha once de belirtildigi gibi KdV denkleminin soliton ¢6ziimleri vardir. Soliton ¢6ziimlerin
olmasi, bu denklemin sonsuz sayida korunan biiyiikliiklere sahip oldugunu ve ard arda gelen
iki korunan biiyiikliigiin Poisson parantezinin sifir oldugu (involution) gosterilerek, elde

edilecektir.
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2.1 KdV Denkleminin Korunan Biiyiikliikleri

Q[u(x, t)], korunan bir biiylikliik olmak iizere, genel olarak;

9%@={Q[u],H}=0 23)
esitligini saglamaldadlf. Ayrica,

Q[U]=_+Idxp[u(x,t)] 24)
seklinde yazilarak ve (2.4) denkleminin t’ye gére tiirevi alinarak,

dQ[u] _ de oplu(x,1)] -0 2.5)
a at

elde edilir. J [u] aki yogunlugu olmak tizere (2.5) denklemi stireklilik denklemi olarak;

ﬂ’[_“],L?J_[E].:o (2.6)
ot ox

seklinde yazilabilir. (2.6) denklemi g6z 6niine alinarak, (2.1) denklemi (KdV denklemi)

2
Ou_ o0 1u2+6121 2.7
ot o0x\2 ox

seklinde yazilabilir. (2.6) ve (2.7) karsilagtirilarak,

2.8)




seklini alir. Aynica,
Qo =H, = [dxp,[u]= [dxu(x,t) (2.9)

oldugunu hatirlayarak; H,, KdV denklemi igin birinci hareket sabiti olmaktadir. Benzer
sekilde ikinci hareket sabitini bulmak i¢in KdV denklemi,

2 2
_a_(luz _0 lus_l(?ﬁ) . 2.10)
atl2" T3 T2\ax) Thae

1,
uj=—1u
Pl[] 5
(2.11)
1, 1{ou) &%u
Jy=—2v 4| —| —u—
3 21 dx dx
ve ikinci hareket sabiti H,,
H, = % j dx(u(x,t))’ ' (2.12)

elde edilir. Withen, Kruskal ve Zabusky {i¢ tane, Miura ve arkadaslar1 da bunlara ek olarak
bes tane daha korunan biiyiiklik bulmuslardir (Miura vd., 1968). Bunlarin disinda kalan
biiytikliikleri inga edebilmek igin;

u(x,t)=v2(x,1)+iv6v, (x,1) (2.13)

ile verilen Miura doniigiimiinii tammlayalim (Miura, 1968). Burada ve bundan sonraki

gOsterimlerde x alt indisi ai kismi tiirevini gostermektedir. Bu déniigiim,
b 4



v, =V, +Viv, : (2.14)

ile verilen Modified KdV denkleminin (mKdV) ¢6ziimlerini, KdV denkleminin ¢dziimlerine
tagimaktadir. mKdV denklemi,

tot

X —> X+-'3—2t
2g
(2.15)

‘ 3
u->u+——
2e

e V6

Vo> —=V+—

J6 2g

ile verilen Galilean doniigiimleri altinda degismez (invariant) degildir. mKdV denklemi
Galilean d6niigiimii altinda;

2
V, =V, +VV, +%v2vx (2.16)

seklini alir. Bu denklemin ¢6ziimi, KdV denkleminin ¢6ziimiine,

82
u=—v>+v+iev, 2.17)

ile verilen Gardner doniisiimii ile tasinmaktadir. (2.13) ve (2.17) denklemleri .(2.15) ile verilen
Galilean dontigimleri ile birbirlerine baglanmaktadirlar. (2.16) denklemi genel bir denklem

olup, € =0igin KdV denklemini ve € — o giderken v —> —j%_—v dénliglimii altinda mKdV

denklemini vermektedir. (2.16) denklemi stireklilik denklemi formunda;

2
vi=2lv sl By (2.18)
2 18
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seklinde yazilabilir. Burada v(x, t) yogunluk olmak {izere J'v(x, t)dt integrali de Gardner

denkleminin korunan biiytikliigii ve

4 [ t)ie=0 219)
dt

olmaktadir. (2.17) denklemini,

v=Yeh,[u] (2.20)

n=0

seklinde, v’ yi u cinsinden seriye agarak,

[v.dt= is“ [b,[ulx =0 | 2.21)

seklinde yazilabilir. (2.21) denkleminde h,[u] terimleri KdV denklemi igin korunan

biiyiikliikleri vermektedir, ¢linkti € ’un her kuvveti i¢in bagimsiz olarak siireklilik denklemi
saglamaktadir. Béylece sonsuz tane korunan biiyiikliik elde edilir.

. . Korunan biiyiikliiklerin toplam tiirev olmamas1 gerekmektedir (Das, 1989). Ciinkii toplam
tiirev igeren korunan bilytikltkler 6nemsizdir. Béylece v’nin u cinsinden agiliminin toplam
tiirevli terimler igermediginden emin olmak gerekmektedir. Bunun igin (2.17) denkleminin
tersinin u’nun tam polinomu geklinde yazilabilecegini g6stermek gerekmektedir. Ciinkii bu tiir
polinomlar toplam tiirev seklinde yazilamazlar. Aynica (2.17) denkleminindeki iev, terimini

2
ihmal etmek bu tiir terimleri etkilemeyeceginden, u =v+ §6— v? denkleminin tersi,

v (l+—§—82u)2 1 (2.22)

ile verilir. (2.22) denkleminden goriildiigii gibi v, u’nun tam polinomlarini, €’un tek
kuvvetleri igermektedir. Fakat v’nin agiliminda €’un ¢ift kuvvetlerinin toplam tiirev olup

olmadig bilinmemektedir. Bunu gérebilmek i¢in,



v=y+iz

alinarak (2.17) denklemi,

2 2
u=(y—-s%+%(yz—zz))+i(z+8%+%-sz (2.23)

seklini alir. Ancak u reel oldugundan,

ay 2

Z+8-——+8—YZ"0
ox 3
veya

6 1 3.2 1 5..3 )
=—|—gy+— -—— 4. 2.24
“ 6x( i 6ey 54sy (224)

olmalidir. (2.24) denkleminden v’nin sanal kismmnn toplam tiirevli terimleri ve €’nun tek
kuvvetlerini igerdigi goriilmektedir. Fakat v’nin reel kismunin da € ’nun tek kuvvetli terimleri
igerip icermedigi agik degildir. Bu durum Gardner déniigiimiine boyut analizi yapilalarak

anlagilabilir. Béylece (2.17) denkleminden u, v ve &’un boyutlan agagidaki gibi elde

edilebilir.
82
[u]={=v? +v+iev,
6
yazarak her terimin boyutlan esitlenerek
g .
==V |=D]=liev.]

Ve

=2[e]+2lv]=[v]= [e]+[v]-[x] (2.25)



elde edilir. Buradan, (2.25) denklemlerine
[u]=1

[V]=1

(2.26)

seklinde bir ¢6ziim bulunur ve (2.17) denkleminin,

vV —>av

x—a 2x 2.27)

doniistimleri altinda dégismez oldugu gosterilebilir. Boylece € un tek kuvvetli terimleri tek

mertebeli tiirevli terimler icermekte ve bu terimler iev, teriminden dolayr sanal olmaktadir.

Bu da reel terimlerin hepsinin € * un ¢ift kuvvetlerini igerdigini gstermektedir.

Korunan biiyiikliikleri inga etmek igin, (2.20) denklemi Gardner déniigiimiinde yerine
konularak;

oh 13
h +i—t+—->h h =0 2.28
n 16x 6.; n-m-2-'m ( )

tekrarlama bagintis1 elde edilir. €° 11 terimlerin eglegtirilmesi sonucu

h,=u

ve
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n > 0 degerlerii¢in h_; =h_, =0 olmak tizere, (2.28) denkleminden,

h, = —iu, (2.292)
1,
h, =’ -u, (2.29b)
(1 5
;=1 Eu +u,, (2.29¢)
h, TR —lui)+(lu2 +uxx) (2.29d)
36 2 2 _

seklinde sonsuz sayida h elde edilir. Goriildiigii gibi n nin tek degerleri toplam tiirev ve
sanaldir. n. korunan yogunlugu,

P =3(-1)'hy, . (2.30)
seklinde tanimlanarak, n. korunan biiyiikliik ;

H, =3(-1)" [h,,dx - (2.31)
ile verilir. Boylece ilk ii¢ korunan bilyiikliikler,

H, =3 fudx (2.32a)
: ,
H=> [u?dx (2.32b)

(Ll L,
Hz—j(3!u 2ux)dx (2.32¢)

ile verilir. Burada ve H, KdV denkleminin, siras1 ile birinci ve ikinci Hamilton’laridir.

Coziilebilirlik sarti,
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{HniHm }I = {Hn’Hm }2 = 0 (2'33)

ile verilir. Burada {, } Poisson parantezi ve g— fonksiyonel tiirev olmak tizere, birinci
u

Hamilton operatorii i¢in

8H, 5 SH, (2.34)

{H,,H, }1 Idx Su(x) 8u(x)

ve ikinci Hamilton operatorii igin

{H,,H,},= jdx ()[az+ ~(6,u+ud )] (x) (2.35)

ile verilir.
2.2 Lax Cifti

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziilebilirligini géstermede

kullamlan yontemlerden biri de Lax (1968) tarafindan verilmistir. u = u(x, t) fonksiyonunun
N ou .
zamanla degisimi, u, = m olmak iizere,

u, =K][u] (2.36)

seklinde bir denklemle verilsin. Burada K[u]=F(u,u,,u,,,...) seklinde u ve v'nun x’e gore
tirevlerinin fonksiyonudur. Bu denklemin ¢6ziilebilir olup olmadifini test etmek igin
L(t)" = L(t) seklinde hermitsel bir operator alalim. L(t) operatoriintin tiniter U(t) operatdrii

yardimu ile t = 0 daki doniiglimi,
U*(t)L(t)u(t)=L(0) (2.37)
seklinde yazilabilir. Burada U™ = U™ finiter bir operatér ve ayrica

U,=BU (2.38)
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seklinde diferansiyel denklemi saglamaktadir. Burada B antihermitsel (B+ =—B) bir

operatordiir. (2.37) denkleminin her iki tarafinin t’ye gore tiirevi alinarak,

a—%:;@L(t)U(tﬁ U* (t)%t(t) u(t)+U* (t)L(t)aIaJ—t(t) =0

elde edilir. U(t) tiniter oldugundan,

U*(t)u(t)=1

ve
U yrur o
ot ot

bulunur. (2.38) denklemi (2.39) denkleminde yerine konularak,

U* (t{%—f—t) - [B,L(t)])U(t) =0

elde edilir. Bu denklemin sol tarafi U ile ve sag tarafi U" ile arpilarak ,

%ft) =[B,L(t)]=BL-LB

(2.39)

(2.40)

elde edilir. Bu denkleme Lax denklemi ve L ile B operatorlerine de Lax ¢ifti ad1 verilir. L(t)

operatdriin 6zdeger problemi

L{thy(t) = -2y (t)

(2.41)

ile verilir. Burada t sadece bir parametredir ve A zamandan bagimsizdir (Dirac, 1958). Bunu

gérmek i¢in her iki tarafin t parametresine gore tiirev alinarak
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Ly+ Ly, = Ay —A'\Ilt

ve (2.40) denklemi yardim ile,
[B.Lly+Ly, =-Ay-Ay, (2.42)
elde edilir. (t) tniter olarak t =0 daki degerine bagh oldugundan,

w(t)=U(t)y(0) (2.43)

ile verilir. Buradan
v, = 220y0)- BOU N O)= BN

seklinde bulunur. y, (2.42) denkleminde yerine konularak
(BL-LB)y + LBy = -,y —ABy (2.44)
elde edilir. (2.41) denkleminin yardimu ile,

A, =0

bulunur. (2.38) ve (2.41) denklemlerinin ¢6ziilebilirlik sartt Lax denklemi ile verilmektedir.
(2.38) ve (2.41) denklemleri Fourier metodunun bir genellestirmesi olan ters sagilma y6ntemi
ile ¢oziiliir. Bu ¢aligmada denklemlerin ¢dziimlerinin bulunmas: yéniinde degil denklemlerin

¢oziilebilir olup olmadiklarimn belirlenmesi ile ilgilenecegiz. Ornek olarak,

seklindeki KdV denkleminin Lax ¢iftini inceleyelim. KdV denklemi i¢in L operatorii,
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2
L=—a—2+lu=6§+lu (2.45)
ox“ 6 6

seklinde alinabilir. Buradan,

oL 1¢6u (2.46)

elde edilir. $imdi de B’yi bulmaya galisalim. Daha &nce de belirttigimiz gibi B anti
hermitsel oldugundan tiirevlerin mertebesi tek sayilar olmak zorundadir. flk Segim; a bir sabit

olmak tizere,

B=ad (2.47)

X

seklinde alinabilir. Boylece Lax denklemi

_,Dlaxt) _aou
[B.L]=a e T e (2.48)

olmak tizere, a =1 segilerek,

oL _[p 1]-108

S 60t

veya
%u = 2 (2.49)
ot 0Ox

olarak elde edilir. B operatoriiniin bu gekilde segilmesi KdV denklemi yerine dalga

denklemini vermektedir. Diger bir se¢im ise ,
B(t)= 2,8 +a,(0,u+ud,) (2.50)

seklinde yapilabilir. Bu durumda
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[BOLO)- (% -a, Joru)e 2 lo,u)s (2, Jotulo, + uler]

elde edilir. KdV denkleminin elde edilebilmesi igin,
a;

—4a, =0 veya a, =8a,

olmalidir. Béylece,
[BELEI=2(6(o,0)+ (20)
seklini alir. (2.53) denkleminde a, =% segilerek,

L) ey

ile verilen Lax denkleminden

du _ ‘du &*u
u rr—
ot ox | ox°

KdV denklemi elde edilir. Béylece KdV denklemi igin Lax ¢ifti,
2 1
L(t)=02 +—u
6
B(t) = 45’ +%(6xu +ud, )

olarak bulunur. B(t) daha genel olarak ,

(2.51)

2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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B(t), = a[af;"“ + i(b ;@)oZ + 02, (u))] (2.57)

=

seklinde yazilabilir. Formal operatdr teknigi kullanilarak da B(t), ’yi bulmak miimkiindiir.

L(t) operatdri,
L(t)= 6> +%u (2.58)
seklinde verilirse, bu operatériin kare kokii,

L% (t)=8, +a,(u)+ ian (w)a;" (2.59)

n=1

ile verilen bir seri agilim: seklinde tammlanabilir. Burada her a,(u) w’nun fonksiyonelidir.
Bu katsayilar serinin herhangi bir mertebeye gore karesi almarak L’ye esitlenmesi ile

belirlenir. “+” isareti D nin sadece pozitif kuvvetlerin icerdigini gstermek ve o bir sabit
olmak iizere B, (t),

B, (t)= o, L({).F . (2.60)

ile verilmektedir (Das,' 1989). Bu formiilasyona gére m =0 ve m =1 igin sirast ile (2.47) ve

(2.56) degerleri bulunmaktadir. Bunu gérmek igin,
L=0+ L
6

ve m =0 degeri i¢in ,

By (t) = e (L():

elde edilir. Denklem (2.59) dan
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LY =0, +2,(v)+a, ()}

seklinde yazilp, her iki tarafin keresi almarak, L = L4 ] sertindan
(6. +a,(u)+2, )5 B, +a,(u)+2, ()67 )= 2 +%u

veya

62 +2a,(u), + [(0.20 () + (2, @)} +22, ()] = &2 +%u

elde edilir. Her iki tarafin terimleri karsilagtirilarak

a, (u) =0

1
a, (U) = Eu
ve

olur. Seri agilimindan

L) =0, +2u07 - 0,07

bulunarak
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o) =2 + Lo e

= 8} + 67007 — - %, 07 40, + -0~ w5
12 24 6 * 72 144

=% + %ux +%u6x +0(67)
veya
Le) =2 + %(6xu-+ u8,)+0(5;)
seklinde elde edilir. Béylece,
(L) =32 +5 (0, +u0,)

bulunur. Buradan B, (t),

B, (0= 0, (L)} = (02 + 50,02, )

ile verilir. a; =4 segilerek (2.56) denklemi elde edilmektedir.

2.3 Zakharov-Shabat Formiilasyonu ve AKNS Denklemleri

Bsilinen lineer olmayan integre edilebilir sistemleri siniflandirmaya yonelik caligmalar
yapilmaktadir. Bu ¢ahigmalar yeni ¢oziilebilir sistemlerin bulunmasma da yardimci
olmaktadir. Zhakarov. ve Shabat yaptiklari formiilasyonla integre edilebilir denklemleri
smiflandiran denklemleri elde ettiler. Bu denklemler daha sonra Ablowitz-Kaup-Navell-Segur
(AKNS) tarafindan gelistirilerek AKNS denklemleri adim almiglardir (Ablowitz vd., 1973a;

1973b).
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Birinci mertebe formiilasyonda, L(t)’nin 62 ’te lineer olmas: istenir. Bunu g6z oniinde

X
bulundurarak;
L(thy(t) = -Mv(t) (2.61)
ve
a‘a"—t(t) =B(t)y(t) (2.62)

denklemlerini (2x2) matris denklemlerine genellestirelim. Pauli matrisleri,

(01 (0 -i (1 0 res
=1 o 2= o) Y %70 - (263)

kullamlarak; o, ve o_

c, = -21-(0, +io, )= (g (I)J o_= %(0', —io,)= [(1) g) (2.64)
seklinde tanimlanir. Ayrica, I birim matrisi olmak iizere,

cl=0’=0 ve ol =I

0,0; = +0, = -0,0, (2.65)

1
G;0% =§(Ii°'3)

6zellikleri gz 6niine alinarak,

v= ( ""J (2.66)
V2
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seklinde bir siitun matris tanimlayalim. Boylece (2.61) ve (2.62) denklemleri,

(0'3 gax- -qo, +10_ )\p‘ = —ily

veya

;ﬂ = (qo'+ +r10_ —ik0‘3)\|1 (2.67)
X

ve

2 — (Ao +Bo, +Co_y (2.68)

seklinde ifade edilebilir. Burada q(x,t) ve r(x,t) dinamik biiyikliklerdir ve A spektral
parametresine bagh degildir. A, x ve t den bagimsizdir. A, B ve C Kkatsayilar1 A ya bagh
olarak degisen q ver fonksiyonlardir. Boylece Lax ¢iftinin matrissel gosterimi,

L =i(c$3 ——a——qo'+ +ro'_J
ox

veya
N R 0 iq) (0 0)_(i5, ~-ig 269
Lo -3, ) {0 o) lir 0) Lir -id, )
ve

B(t)= Ao, +Bo, +Co._

w0 S0 DM -8 )
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seklinde elde edilir (2.69) ve (2.70) denklemleri (2.61) ve (2.62) denklemlerinde kullanilarak

Y, =-iAy, +qu,

(2.71a)
Vo =1y, +1y,
ve
Yy = Ay, + By,

(2.71b)
y,, =Cy, — Ay,
elde edilir. Bu denklemlerin integre edilebilirlik sarti,
L) p] @.72)

ot

Lax denklemi ile verilir. (2.69) ve (2.70) denklemleri (2.72) de kullanarak,
A +1B-qC=0 (2.73a)
B, +2iAB—q, +2qA =0 (2.73b)
C,-2iAC-1,-2rA=0 (2.73¢c)

denklemleri elde edilir. Burada x alt indisleri -aa— ve t alt indisi ise % kusmi tiirevlerini
X

gostermektedir (Bundan sonraki tiim gosterimlerde x ve t alt indisleri sirasi ile x’e ve zamana
gore kismi tiirevleri gosterir). (2.73) denklemlerine AKNS denklemleri adi verilir. Bu
denklemlerde A, B ve C yi A ’min kuvvet serisine agagidaki gibi agilarak,

M M M
A=>a, A" B=>b,A" C=)c,A"

m=0 m=0 m=0
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ve (2.73) denklemlerinde yerine konularak asagidaki lineer olmayan degisim denklemleri
elde edilir.

q, =bg,+22,q (2.74a)
I, =Cg,—2a,T (2.74b)
ve tekrarlama bagintilari

a,,—-C,q+b,r=0 | m20 (2.75a)
b, . +2ib, ;+2a,q=0 m21 (2.75b)
Cpx —2iC, ;—2a,1=0 mz=1 (2.75¢)

seklinde elde edilir. a, =sabit, by, =0 ve c,, =0 segilerek c¢esitli, ¢oziilebilir, lineer
olmayan denklemler elde edilebilir. Ornek olarak M =3 segilerek, (2.74) degisim
denklemleri

q = az[-%qn +q2r]+a3i[—;}qm +%rqqx] (2.762)
1 . 1 3 :
r, = az[irxx —qzr]+1a3[—zrxxx +§qrrx} (2.76b)

seklini alir. Burada a; ve a; sabitlerdir. a, =0, ia, =4 ve r=r,(sabit) segilerek (2.76a)

denkleminden

4 =9, +61,99,

KdV denklemi elde edilir. Aym islemler (2.76b) denklemine uygulanarak, q = q,(sabit) ve
r =u segilerek tekrar KdV denklemi elde edilmektedir. Bu iki denklem q = kr d6niigiimii ile
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birbirine doniigebilmektedir. (2.76b) denkleminde a, =0, ia, =4 ve r = —%q segilerek
2
qt = —qxxx +q qx

ile verilen mKdV denklemi ve a, =0, a, =-a, ve r = q’ segilerek,
1 s
q. =2, _“z"qxx +q°q

seklinde lineer olmayan Schrédinger denklemi elde edilir.

2.4 Soliton Bag Fonksiyonlan ve Diiz Uzay Sart1

Yukarida Lax denklemlerinden yararlanarak KdV denkleminin ¢oziilebilir bir denklem oldugu
gosterilmigti. Simdi de aymi denklemin ¢oziilebilir oldugunu diiz uzay(zero curvature) sartim
kullanarak gosterelim. Bunun i¢in sl(2,R) cebrinde degeri olan 1-form bag fonksiyonu Q,

6, ©
Q=ed =] * ! 2.77
el 1 (92 _60) ( )

seklinde tanimlanabilir. Burada e; (i =0,1, 2) sl(2,R) cebrinin tiretegleri olup,

1 0 01 00 2.78)
e, = e, = e, = .
o -1 oo {10
seklinde matris gosterimleri vardir. Ayrica e;’ler arasindaki komiitasyon bagintilarin
[e0’el ] =2e, [eo €2 ] =-2¢, [el €2 ] =€ (2.79)

ile verilmektedir. 0, 1-formlar ise, i =0,1,2 olmak {izere

0, = A, (t,x,A)dt +r, (t; x,A)dx (2.80)
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seklinde parametrize edilebilir. Burada ¢oziilebilirlik kogulu, egriligin sifir olmasidir . Bagka
bir deyisle
dQ+QAQ=0 (2.81)
olmasi gerekmektedir. Burada A dis ¢arpimi gostermektedir. (2.81) denkleminden AKNS
denklemleri elde edilebilmektedir. (2.77) ve (2.80) denklemleri birlestirilip (2.81)

denkleminde yerine konularak;

e;do; +¢,0, Ae0,=0

(—eiAi,x +er +[ei,ej]Airj)dt/\dx =0

iTit
veya

- A, ter, + ,:ei »€; ]Ai ;=0 (2.82)
denklemi bulunur. Bylece (2.79) da verilen bagintilar kullanilarak,

€ (— Ay, +1,, HATL, — A2r1)+ € (— A, + r,’t'+'2A0r1 - 2A1r0)

+ey(~A,, +1,, —A,r, +2A,5)=0  (2.83)
elde edilir. (2.83) denklemindeki ,

A, =A I, =—iA
A =C L =1
A,=B r,=(q

seklinde segilerek,
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A ,+1B—qC=0 (2.84a)
B, +2iAB—-q, +2qA =0 (2.84b)
C,-2iAC-1,-2rA=0 (2.84c)

denklemleri elde edilir. Béylece (2.73) deki AKNS denklemleri elde edilir.

2.5 KdV Denkleminin Bi-Hamilton Yapist

Su ana kadar KdV denkleminin ¢6ziilebilir bir lineer olmayan diferansiyel denklem oldugu
sirasi ile sonsuz korunan biiytikliikklere sahip olmasi, Lax denklemi, AKNS denklemleri ve
diiz uzay sart1 olmak iizere dort ayr1 yontemle gosterilmigtir, Son olarak KdV denkleminin
¢oziilebilirligi farkli bir bakis agis1 olan, bi-Hamilton sistem olusturmasi agisindan ele

aliacaktir.

Bir dinamik sistemin Hamilton olabilmesi igin, H Hamilton, q(x,t) ve p(x,t) faz uzaym

olusturan siras1 ile genellestirilmis koordinat ve genellestirilmis momentum olmak {izere,

hareket denklemleri,
8H . -
q, ={a,Hj= (2.852)
P
6H
P, ={p,H}=—— (2.85b)
q

ile verilir (McCauley, 1997). Burada {, } Poisson parantezini temsil etmektedir. (2.85)

denklemleri kontravaryant formda,

y* = {y",H}= {y“,y”}-gy—}i (2.86)

seklinde yazilabilir. KdV denkleminde oldugu gibi, siirekli sistemler sonsuz sayida serbestlik

derecesi ihtiva ederler. Bu nedenle y* dinamik biyiikliik olan u(x,t) ile ve kismi tiirev de

fonksiyonel tiirevle yer degistirmelidir. Béylece (2.86) denklemi,
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= {u,H} = [dy fux), “(Y)}T 2.87)

seklinde yazilabilir. Genel olarak

{Alu] Blu]} = Idxdy 5AJu ]{u( ), u(y )}SB[u] (2.88)

du(x) Su(y)

ile verilir. (2.87) denkleminde Hfu] u ve u’nun x’e gore tiirevlerinin fonksiyonelleri ve H[u]

nun fonksiyonel tiirevi,

’ 2
SHju] (0 0 8, 0 0 . |ufu] (2.89)
Sulx] \8x oxdu, &x’ou,

formiilii ile verilir. H[u] lizerine etki eden operatdre Euler operatérii adi verilir. (2.86)

denklemi daha kisa olarak,

u, = J% (2.90)

seklinde yazilabilir. Burada J Hamilton operatdrii adim alir. Boylece temel Poisson parantezi,
fu(x),uy)}=18(x~y) (2.91)

seklini alir. Kisim 2.1 de KdV denklemini veren Hamilton’lar,

H, =—;—_:[dx(u2) (2.92)
® 1, 1,
H, = J‘dx(iu —-Eux) (2.93)

olarak elde edilmisti. (2.89) denkleminden,
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oH, __
du(x)
ve

o, _ LI
du(x) 2 =

hesaplanarak ve (2.90) denklemi gdzoniine alinarak Hamilton operatérleri sirasi ile,
J, =8+ %(axu +ud,) (2.94)

J,=0 (2.95)

seklinde bulunur. J; ve J,nin Hamilton operatdrleri olabilmeleri i¢in,
Prv,,()=0 (2.96)

seklinde yazilabilen Jacobi 6zdesligini saglamalidir (Olver, 1986). Burada I foksiyonel bi-

vektor olmak iizere,

1=% fdx[o A (3,0)] 2.97)
ile verilir. J, operatériiniin Jacobi 6zdesligini sagladif: kolayca gériilebilir. B6ylece sadece
J, i¢in Jacobi 6zdesligini hesaplamak yeterli olacaktir. (2.97) denklemi (2.96) denkleminde
yerine konularak,

Prv,, (1)=—% fax[oAPrv,,@,0)]=0 (2.98)

elde edilir. Prv;, operatorii,
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9
Prv,o =9, (J,e)5 (2.99)
i j

seklinde verilir ve sadece dinamik biiyiikliikler iizerine etki etmektedir. Burada
j=1 x, xx, xxx,...
seklindedir. Boylece, (2.99) denklemi kullamlarak,

Prv;o(J,)=6,, +§u6x +§ux9 (2.100)

hesaplanir. (2.100) denklemi (2.98) de yerine konularak ve
O0A0=0 ve 0, AD, =0 (2.101)

oldugu g6z6niine ahnafak,

Pr9,, (I)= % [ax[0,, A6, A0 | (2.102)
elde edilir. (2.102) denklemine kismi integrasyon uygulanarak,

Prv,,(1)= % [ax[(®,, A0, AB), - (0, A0, AB)-(6,, A6, AB,)]=0 (2.103)

elde edilir. Integrant igindeki her terim ayn ayr sifira esit oldugundan Jacobi Ozdesligi

saglanir ve J,, KdV denkleminin ikinci Hamilton operatorii olur. Buna bagh olarak temel

Poisson parantezleri,
{ux), um)}, -_-[ai +§—(6xu+u6x )JS(x—y) (2.104a)

{u), v}, =8,8(x-y) (2.104b)



29
ile verilir. Gorildiigii gibi KdV denklemini veren iki ayrt Hamilton (Bi-Hamilton) ve
Hamilton operat6rii vardir. Bu da KdV denkleminin tamamen ¢6ziilebilir olmasimin bagka bir
kriteridir.

Bu boliimde KdV denklemini ele alarak KdV denkleminin ¢oziilebilir bir sistem oldugu, bes
ayr1 yontemle ile ayrintili olarak incelenmisgtir.
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3. LINEER OLMAYAN SUPER COZULEBILIR SISTEMLER

3.1 Siiper KdV Denklemi ve Soliton Bag Fonksiyonlar

Son yillarda ¢6ziilebilir sistemlerin (6zellikle KdV denkleminin) sliper ve siipersimetrik
genellestirmeleri {izerine galigmalar yapilmaktadir (B.Hu, 1997, Kupershmidt, 1987). Siiper
¢oziilebilir sistemler (Kupershmidt, 1984; Giirses ve Oguz, 1986; Mathieu, 1988b) bozonik ve
fermiyonik degigkenleri olan fakat bu degiskenler arasinda siiper simetri déniigiimleri
olamayan sistemlerdir. Stipersimetrik ¢oziilebilir sistemler (Manin ve Randul, 1985; Mathicu,
1988a, 1988Db) ise bozonik ve fermiyonik degiskenleri arasinda siipersimetri déniigtimleri olan

sistemlerdir. Bu iki farkli genellestirmenin 6zellikleri bu boliimde incelenecektir.

Ilk olarak siiper soliton bag fonksiyonlar insa edilerek diiz uzay olma sartindan siiper KdV
denkleminin elde edilmesi incelenecektir (Giirses ve Oguz, 1985). Siiper soliton bag
fonksiyonlar elde etmek i¢in 6ncelikle sl(2,R) cebri yerine bu cebrin stiper hali olan osp(2/1)
stiper cebri kullamilmaktadir. Osp(2/1) cebri 3x3 matrislerle temsil edilmektedir. Bu
matrisler ii¢ tane bozonik e;(i=0,1,2) ve iki tane fermiyonik q,(a=1,2) iretegleri

tammlamaktadir. Bu matrisler,

1 0 0 0 1 0 00
e, =10 -1 0 e, =(0 0 O e,=|1 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0
3.1
0 0 1 0 00O
q=(0 0 0 q,={0 0 1
0 -1 0 1 00
seklinde verilmektedir. Komditasyon [, ] ve anti komiitasyon {, } bagintilari,
[eO’eI]= 2e, [emez]: —2e, [el’e2]= ) [eo,ql]= q;
[eo:(h]= —q; [elaq1]= 0 [el’q2]= q, [eza‘h]: q; (3.2)

[epqz] =0 {ql’ql}': —2¢, {qZ:qz } =2e, {qlach } =€
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seklinde verilmekte ve Jacobi 6zdesligi saglanmaktadir. Osp(2/1) degerli siiper soliton bag
fonksiyonu,

Q=¢06 +q,n,={0, -0, =, 3.3)

seklinde tamimlanmaktadir. Burada Q’ ya siiper soliton bag fonksiyonu (connection) adi
verilmektedir. Diiz uzay ¢oziilebilirlik sarti,

dQ+QAQ=0 (3.4)

seklinde egriligin sifir olmasi ile tammlanmaktadir. Burada,

dQ=Q dt+Q dx (3.5)
seklinde olup,

0, = A,dt +rdx (3.6)
wn, =B,dt+a,dx - 3.7

denklemleri (3.5) denkleminde kullanilarak,
dQ=(-¢,A,, +e;1, —q,a,, +q,B,, bt Adx (3.8)

elde edilir. Ote yandan QA Q ise,
e { eosesJaus Hes g, +ae b +aa )by } dt A dx (3.9)

seklindedir. (3.5) ve (3.8) denklemleri (3.4) denkleminde yerine konularak ve (3.2) de verilen

iligkiler gbz oniine alinarak.



—Ag tAL -Ayn +af, —a,p =0
—A,, +1,+2A1 -2A ;1 - 20,8, =0
—A,, +1,, —2A,1, +2A.1, + 20,8, = 0
-0, +[31,t +AB, +A B, —or, -0, =0
—0,, +Bz,‘ —-A B, +AB, —oyr, +a,r, =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde,
A,=A, A =CveA,=B

I,=—iA, =1 ver,=q

o, =a,d,=p,B,=pvef,=¢

seklinde segilerek, (3.10) denklemleri,
—-A,+Cq-Br+ae+pp=0

r,—C, +2Ar-2iAC-20B=0

—a, +p, +AB+Ce+iak—pr=0

-B, +q, —2Aq-2iAC+2pe=0

-p,+¢,—Ae+Bp-aq-iAp=0

32

(3.102)

(3.10b)

(3.10c)

(3.10d)

(3.10¢)

(3.11a)

(3.11b)

(3.11¢)

(3.11d)

(3.11¢)

seklinde bulunur. Burada A spektral parametresi hari¢ Latin (Greek ) harfler bozonik
(fermiyonik) biiyiikliiklerdir. Bu denklemlere siiper AKNS denklemleri ad: verilir. Bir grup



33
stiper lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemeler A, B, C, a ve p’yu A ’min pozitif

kuvvet serisine,

M M M
A=Ya, A", B=)Db,A", C=)c,A"
m=0

m=0 m=0

(3.12)

M M
o= o,A", p=.p,A"
méO

m=0

seklinde acilarak elde edilebilir. Bu denklemler (3.11) denklemlerinde yerlerine konulursa,

g =bg, —2py€ +2a,q (3.13a)
I, =Cy, +20,B—2a,r (3.13b)
By =0, — o +por—sc, (3.13¢c)
€, =Pox —Bb, +q0, +€a, (3.13d)

ve tekrarlama bagintilan,

an, —a,e+p f~c, q+b,r=0 m20 (3.14a)
b, +2ib, ,-2p e+2a,q=0 m=>1 (3.14b)
Coyx —2iC, +20,p-2a,1=0 m21 (3.14¢)
oy~ +p,‘,,r—Bam —-gc, =0 m2>1 (3.14d)

Pe +iPpy +0nq—Pb, +ea, =0 m>1 (3.14¢)
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elde edilir. a,, =sabit. ve by =c, =ay =p, =0 segilirse, siiper integre edilebilir lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri elde edebiliriz. Ornek olarak M =3 alimrsa
(3.13) denklemleri asagidaki gibi olur.

q, = az[——;—qxx +q’r+2¢,€ +2qu]

+ia3[--%qxxx +%rqqx +3(exs)x —3q[3xs+3q[38x] (3.15)

I

= az[%rxx —q2r+2[3x[3—2r[38]

+ia3[—%rm +-23-qrrx ~3(B,B), +3ers—3rﬁ8x] (3.16)

1 1
S O

3 3 3 3 3
+1ia,| — +=~rq.e+—Qr.e+—qre_ +— + = 3.17
3[ 8xxx 4 qxe 4qx 2q X 2qux 4qux:l ( )

1 1
=a,| - —re, ——€r, ——qr
Bt 2{ Bxx X 2 X 2q B:,

3 3 3 3 3
+ia,| — +=rq, B+~ +=qr, +—= += 3.18
1 3|: Bxxx 4 qu 4qpr 2q ﬁx 2rxex 48rxx:| ( )

Burada a; ve a3 bozonik sabitlerdir. Bu denklemlerden uygun degisken segimleri yapilarak
stiper integre edilebilir kismi tiirevli diferansiyel denklemler elde edilebilir. Ozel haller,
)Stiper KdV:r =r,(sabit), B=0,a, =0 veia, =4 segilerek,

Q, = Qe +67,99, —12(e, €), (3.192)
g, =—4e_ +6qre, +31,q,¢ (3.19b)

denklemleri elde edilir. (3.19) denklem ¢iftine stiper KdV denklemi ad1 verilir.
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if)Stiper mKdV denklemi: r =k,q, f =k,€, a, =0 ve ia, =4 segilerek;

4, = Qe +6ky|q" q, +12(e,), —12k,qE & +12k,qEe, (3.20a)
g, =€, +ky[q e +6k/|q] e, +6k,q,E, +3k,Eq,, (3.20b)
ile verilir.

iii) Siiper lineer olmayan Schrodinger denklemi:r=k,q, B=k,e , a, =-2i, a, =0 ve

k, =k, (k reel) segilerek,

q, =—2i[—%qxx +kl]q|2q+28xe+2k2q§s] (3.21a)

€, = —2i[—8xx +%k,[ql28+k2q§x +%k2qx§] (3.21b)

elde edilir. q, € ve k’nin tizerindeki bar isaretleri Grassman cebrinde Brezin adjoint

operat6riinii gostermektedir (Brezin, 1966). Kompleks degerli fonksiyonlar i¢in bu iglemler
kompleks eslenik iglemlerine indirgenir. (ii) ve (iii) durumlarinda, k, = (k2)2 bulunur.

Boylece bozonik kisimlardaki etkilesme teriminin isareti stiper agilimla sabitléstirilmistir.
3.2 Siiper mKdV Denklemi

Bir 6nceki boliimde elde edilen siiper mKdV denkleminden farkli bir mKdV denkleminin elde
edilmesi Kupershmidt (1984) tarafindan verilmigtir. Bu denklemler,

u, =-u,, +6uu, +3& (3.22a)

€ =—4E  +6uE, +3u.& (3.22b)

seklindeki stiper KAV denklemlerinde,
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u=vi+v, + %GGX (3.23a)

E=0_+v0 (3.23b)

ile verilen siiper Miura doniligimii kullanilarak elde edilir (Mathien, 1992). (3.23)

denklemlerinden,
1

u, =2vv, +v, +-00,
4

gx = exx + (Ve)x

e = O T Vi 03,0, +3v,0, +vO,,

degerleri hesaplanip, (3.22b) denkleminde yerlerine konularak,
v, 0+(v+0,)0, =12v v0,_ +12v, v’0+3v_vO+ %eexxex + %veexxe +6v20,,

+6v°0, +6v§9+%99x9xx +%vxeexe+§veexex -40,

—4v,0-12v 06 —-6v.0,, —4vO, (3.29)
elde edilir. Yukaridaki denklemin sag tarafi diizenlenerek,
3 3 3
vO+(v+d ), =8, 2v’ ~v, +Zeexx +200,
+(v+0,)[-40,, +(6vv, -3v,_ P+6(6vv, v, )8, ]

(3.25)

seklini alir. Sag tarafin sol taraf ile eslestirilmesi sonucu,
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v, =0 2v3-vxx+-3-96 +2v00 (3.26a)
t X 4 b4 2 X

0, =—40,, +(6vv, —3v, )0 +6(v: —v,)e, (3.26b)

bulunur. Kolayca goriildiigti gibi fermiyonik limitin sifira gitmesi durumunda, mKdV
denklemi elde edilmektedir. (3.23) denkleminde verilen siiper Miura doniiglimleri stiper
mKdV denkleminin ¢6ziimlerini siiper KdV denklemine baglamaktadir.

3.3 Siipersimetrik KdV Denklemi

Siipersimetrik KdV denklemini elde etmek i¢in sliper uzay formalizmi kullanilir (Mathieu,
1988a, 1988b). Siiper uzay yaklagiminda normal uzaydaki x degiskeni, siiper uzayda (x, 9)
seklinde olur. Burada 6 yer degistirme &zellifi olmayan (fermiyonik) bir degiskendir
(92 = O). Yeni sistem &yle olmalidir ki,

X—>x-1n6
ve
06—>0+n

doniiglimleri altinda degismez kalmalidir. Boylece (D(x,e) stiper alammin siipersimetrik

doniislimii,
5D = (x —6n,0+n)- D(x,0) (3.27)
ile verilir. Egitligin sag tarafindaki birinci terim Taylor serisine agilarak,

8(D=(I)(x,6)-n9%~+ n%)—cp(x,e) (3.28)

ve
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o o
80 = | 55 -0 )@ (3.29)

elde edilir. Parantezin i¢indeki ifade Q ile gosterilirse,

Q=10, -0, (3.30)
veE
5D = nQd (3.31)

seklini alir. Burada, Q siipersimetrik doniisiimii yapan operatdrdiir. Siiper uzay formalizminde

KdV denklemindeki u(x) bozonik degiskeni yerine, CD(x, 9) stiper alam alinur. (D(x,e) ,
@(x,0) = &(x) +6u(x) (3.32)

seklinde parametrize edilebilir. Burada &(x) fermiyonik bir biiyiikliik oldugundan, dJ(x, 9)
siiper alam da fermiyoniktir. (3.32) denklemi (3.31) denkleminde kullamlarak u(x) ve &(x)

i¢in stipersimetri doniigiimleri,

Su(x) =g, (x)

(3.33)
8&(x) = nu(x)
seklinde elde edilir. Stiper alana ek olarak, kovaryant tiirev,
D=600, +0, : (3.34)

seklinde tanimlamr. Burada D* =8, oldugu kolayca goriilebilir. Tiirev operatérii Q operatorii

ile

{eD}=0
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Ozelligine sahiptir (antikomiitasyon 6zelligi). Kovaryant, tiirev ve siiper alanlarla yazilan
denklemler (3.33) denkleminde verilen doniigtimler altinda degismez kalmaktadir.

KdV denkleminin siipersimetrik genellestirmesini elde etmenin bir yolu, KdV denklemini

stipersimetrik alan ve kovaryant tlirevler cinsinden yazmaktir. KdV denklemi 0 ile ¢arpilarak
da stipersimetrik hale déniistiiriilebilir. Ornegin Ou, garpim siipersimetrik olarak ®, seklinde

déniisiir. Her zaman 6er bir genelleme yapmak dogru degildir. Ciinkii 6(6uux) fermiyonik
terimi hem 3D?*(®D®) hem de 6D(D(D2(D) seklinde yazilabilirr. Bu nedenle KdV

denkleminin en genel siipersimetrik agilimimi yapabilmek igin biitiin olasiliklarin lineer

kombinasyonu goz 6niine alinmalidir. Bu da,
®, = -D°® +aD?*(®D®D) + (6 - 2a)DOD*® (3.35)

seklinde “a” parametresine baglh olan bir denklem ailesine neden olur. Bu denkleme sKdV-a

denklemi ad1 verilir. Fermiyonik ve bozonik bilesenler cinsinden bu denklemi,

u, =-u__+6uu, - aééxx (3.36a)
&, ==&, +(6—a)E u+atn, (3.36b)
s'eklinde yazabiliriz. Bu sistem basit (trivial) olmayan, genel siipersimetrik KdV denklemini

temsil etmektedir (a =0 durumu basit slipersimetrik duruma karsilik gelir). Bagka bir basit

sonug, fermiyonik siiper alan yerine,
Q(x.8) = u(x) +6E(x) (3.37)

seklinde bozonik bir stiper alan se¢imi ile elde edilir. Bu durumda KdV denkleminin siiper

alan agilimi ,
Q, =-D°Q+6QD’Q (3.38)

ile verilir. Buradan bilesenler cinsinden,
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u, =-u,, +6uu, (3.39a)
E, = L +6(EU) (3.39b)

elde edilir. (3.39) denkleminden goriildiigli gibi bozonik kisim dogrudan KdV denklemini
vermekte ve fermiyonik kisim da lineer olmaktadir. Bu ¢6ziimlere basit (trivial) ¢6ziim denir.

Stiper KdV denkleminde oldugu gibi sKdV denklemi i¢in smKdV denklemi,

v, =-Déy +3(Dy)D*(yDy)+ (3~ bYDy)D(yD?y) (3.40)
ile verilir (Mathieu, 1988b). Burada \V(x, 9), fermiyonik siiper alan olup,
y(x,0)=6v(x)+¢(x)

ile verilir. smKdV-b denleminin ¢6ziimii sSKdV-a denklemine sadece a = b =3 igin

® =D’y +yDy

ile verilen siiper Miura doniigiimii ile tasinmaktadir.

Daha 6nce de belirtildigi gibi ¢oziilebilirlik kriterlerinden birisinin Lax denklemini saglamasi

gerektigi oldugu goriilmiistii. sSKdV-3 denklemi i¢in Lax ¢iftinin ilk elamam L,

L =D*-(D®)+®D (3.41)
seklinde segilebilir. Ikinci eleman ise,

P, = —4(L)2 (3.42)

ile verilir. Burada P,’ti hesaplayabilmek, i¢in L *nin karekokii,

J= (E)% = ic_,.D" (3.43)

j=—00
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seklinde tamimlanir. Burada C; tek (¢ift) degerli ise fermiyonik (bozonik). D™lerle islem
yapmann kurali;

f = i (—)J'(n * JJ B l}fﬁ)a;"-j (n>0) (3.44)

=0
ile verilir.Burada,
f =5 f, D = 6" ve D! = D™
seklinde tanimlanir . C; katsayilan
J’=L

esitliginden,

O]
C,=1,C,=C=0,C )
D® D’® D’®
CZ =_—2—_9 CS=_ 4 ’C4= 4
bulunur. Béylece P;,
P, = ~4D° +3(D’®) - 3(D*®) + 6(D®)D? - 60D* (3.45)

seklinde bulunur. Buradan Lax denklemi,
L, =[P,.I] (3.46)
(3.35) denklemini (sKdV-3 denklemini) vermektedir. Goriildiigii gibi sistem sadece belli bir

parametre degeri igin (6rnegin sKdV-3) tam olarak integre edilebilmektedir.a 3 i¢in sistem

¢oziilemeyen bir sistem olmaktadir.
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3.4 Siiper KdV Denkleminin Bi-Hamilton Yapis1

Stiper KdV igin birinci ve ikinci Hamilton’lar sirasi ile,

H, =—;—J‘dx[(ux)2 +2u’ +c& & +c2u§§x] (3:47)

H, =% Jaxfu? + .z, | (3.48)
ile verilmektedir (Mathieu, 1988b). Birinci Hamilton yapis1 igin temel Poissdn parantezleri,

fulx)uly)}=0,8(-y),

fukx)E()=0

(3.49)
{Exuly)}=0
{EC)E()} = 8(x~y)
ve ikinci Hamilton yapisi i¢in temel Poisson parantezleri,
fu()u()} =0 +4u+2u, px-y)
fulx)(y)} = (ago, + g, Jlx ~)
(3.50)

E&)uly)} = (cea, +d&, Jo(x - y)
() = (md? +nup(x~y)

seklinde yazilabilir. Sirast ile birinci ve ikinci Hamilton yapisinin Hamilton operatorleri,
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1O I (e, 0
J(l):._( }]1) 1(12) ={ (3.51a)
J2] J22 0 03
o (I8 IO\ (-8 +4ud, +2u, afd, +bE,
=0 o 2 (3.51b)
-+ m; nu
Iy I cto, +d&, o, +

seklinde bir matris ile ifade edilebilir. Bu operatorleri kullanarak sistemin zaman evrim

denklemi

o, p=1,2
ve
o )(2)
Q)a = =
®,) \§
olmak iizere,
SH
8,0, =(J(1))aﬁgai N (3.52a)
SH
p.o =(®) 2 3.52b
t ™ a ( )aB ad)ﬂ ( )

ile verilir. H, ve H, nin Hamilton olabilmesi i¢in, ilgili Poisson parantezlerinin skew-
simetrik ve Jacobi 6zdesligini saglamasi gerekmektedir. Her iki operatériin skew-simetrik
oldugu kolayca goriilebilir. Birinci Hamilton igin Jacobi 6zdesliginin kolayca saglandig
gosterilebilir, ancak H, igin o kadar agik degildir. (3.52b) denkleminin saglanmasi i¢in J®

nin Jacobi 6zdesligini saglamasi gerekmektedir. Hamilton operatorlerinin Jacobi 6zdesligi,

Prv, (©)=0 (3.53)
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ile verilir (Olver, 1986). Burada @ ;

-1 ﬂJ%” AB° (3.54)

seklindedir. Aynica aveP 1 ve 2 degerlerini almaktadir. ©, = p(bozonik) ve
o, = v (fermiyonik) alanlar arasindaki A garpimu,

O, Ay = (- l)a'ﬁ Wy A D, (3.55)
seklinde tanimlanir (Kupershmidt, 1985; Mathieu, 1988c). Burada ®, bozonik(fermiyonik)

ise o= 0(& = 1), @, bozonik(fermiyonik) ise B= O(E = l) degerlerini almaktadir. (3.54)
denklemi, daha agik olarak,

0= % I[J(z)pAp+ I9p Av+IDv Ap+IQv A vix (3.56)

seklinde yazilabilir. (3.56) denklemi (3.53) te yerine konularak,

Prv,, (@):—é— I{ [Prv,m (Jff))p]/\p+[Prvm (Jl(g))p]/\ v+

+ [Prv,m (J(zzl))v]/\p + [Prvm (ngz))v]/\v } =0

(3.57)
elde edilir. Prv,, operatori,
Prv,, = 370,(140° -2 (3.58)
al a(Da

Joup
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ile verilir. Burada,

a,p=1,2
j=Lx, xx, Xxx%,...

D, =uve ®,=§

seklindedir. (3.58) denklemi kullamlarak,
pov )= 4] (99)+084) Jo,+20.] (89)+(08Y) |
prv (19)=a] (9o (EM) Jo, +bo.] (085)+02Y) |
prv )= 0)+02Y) [0, +a,] 09)+08Y) |

Prv,, (2)=a] (9)+08Y) |
elde edilir. Bu denklemler (3.57) denkleminde yerine konularak,

Prv,,(0)= -;— IdX{ 409v)ap, Ap+(@-b+d)[(1%p)+(1Dv)av, Ap]

—(a+b+d)[(J£21)p)+ (ngz)v)/\V/\px]+n[(Jff)p)+ (Jg)v)/\vx\v] }=O (3.59)

elde edilir. (3.51) denkleminden matris elemanlar (3.59) denkleminde yerine konularak,
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Prv, (0)= —; Idx{ 4(atv, +b& v)Ap, Ap+(a-b+d}mv, +nuv+cEp, )Av, Ap+

—(a+b+d)mv,,, +nuv +d&_p)AvAp, +(alv, +bE v—p,, +4up, +2u,P)AVAV }=O

(3.60)
bulunur. (3.60) denklemi diizenlenerek,

Perw(®)=%J'dx{ [4a-cla-b+d)Ev, ap, Ap+[da~d(b+c-d)E vap, Ap
+[m(a+c)+6énlv,, Av, Ap+[mb+c-d)+2np  Avap
+[4n—§(a+b+2c—d)]upx /\V/\v+[4n—%(a—b+d)]uxp/\VAv
+§—(3b—a)§xw\\u\v}=0 (3.61)

elde edilir. (3.61) denkleminin sifira esit olabilmesi ig¢in, integrantin sifir olmasi
gerekmektedir. Yani,

4a—cla-b+d)=0

4a—d(b+c—d)=0

m(a +¢)+6n =0
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m(b+c~d)+2n=0

4—%(a+b+20-—d)=0

0

4—%(a—b+d)

3b—-a

olmalidir. Bu denklemlerin basit ¢6ztimleri biitiin katsayilarin sifir olmasi veya,

(3.62)

olmaktadir. Goriildiigii gibi J M ve 7@ operatorleri Jacobi 6zdesligini saglamaktadir, boylece
stiper KdV denkleminin bi-Hamilton yapiya sahip oldugunu séyleyebiliriz. (3.47) de verilen
H, ’den

SH, ., 1
—=3u"+- -u

61,1 202§§x XX

6H 1 :

8&1 = Czu‘);x +502§ux —clgxxx

hesaplanarak, (3.52a) denkleminden,
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1
[utj—[a" OJ 3u2+502§§x—uxx
AN CT e R

veya

u, =-u,_ +6uu +%2&_,§xx (3.632)
1

&, =c;50,uE, +‘2'03°2ux§"3301§m (3.63b)

seklinde bozonik ve fermiyonik degiskenler i¢in zaman evrim denklemleri elde edilir. Ayni

iglemler, H, ve J® igin tekrarlanarak,

u, =-u,, +6uu, +ac,&f , (3.64a)

&, =MmCE o +(d+ncy uE, +cu,& (3.64b)

denklemleri elde edilir. (3.63) ve (3.64) denklemleri siiper KdV denklemleridir. Buna gére,

(3.62) yardimu ile her iki denklemin terimleri eslestirilerek, n = —m = 4 olmak tizere,

co=1¢ =4, c,=6 ve c, =1

bulunur. Boylece sﬁpef KdV denklemi,

u, =-u,, +6uu, +3E€ (3.65a)

gt =_4§xxx +6§xu+3ux§ (365b)



49
seklinde elde edilir. Gorildiigi gibi siiper KdV denklemi bi-Hamilton yapiya sahip
oldugundan tamamen ¢ozlilebilir bir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.
Fakat stipersimetrik KdV denklemi bi-Hamilton yapiya sahip degildir. Siipersimetrik KdV

i¢in birinci Hamilton

a0 = % j[ch(DcI))2 +D’®D*®|dy (3.66)

ile verilir. Burada,
du=dxde, [dB=0ve [0dO=1

seklindedir. Kolayca goriilecegi gibi H” sKdV-a igin korunan bir bityiikliktir. H? igin

stiper alanlarin Poisson yapist,

{®,,0,}=-D,a | (3.67)
ile verilir. Burada stiper A foksiyonu,

A=(0,-6,)3(x, —x,)

seklindedir. A foksiyonun iglevi,

[F(x,,6,)Ady, =F(x,,8,)

T b ifi+ T (1)
oH Z (__ 1)(_21")Di cH
i=1

30 oD'®)

olmak tizere,
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SH®Y

@, = {0 HY}= [aufe, ,cbz}ﬁ)— (3.68)
denkleminden,
@, = {©,H”} = -D°® +4DOD*® +20D’® (3.69)

seklinde hesaplanir. Bu denklem (3.35) denklemde a =2 degeri igin elde edilen denklemdir.

Ikinci Hamilton yapisi ise,
o _ 1
H® =~ [oDddy (3.70)

ile verilir. H® igin Poisson parantezi,

{©,,®,}=+D’A-30,D?A+(D,®)D,A - 2(D?® A (3.71)
olmak tizere @,

@, = {®,H?} = -D°® + 3D*(ODP) (3.72)

bulunur. Bu denklem aym sekilde (3.35) denkleminde a=3 degeri i¢in elde edilen
denklemdir. Boylece ayni denklemi veren sabit bir a degeri olmadigindan (3;3 5) denklemi bi-
Hamilton yapiya sahip degildir. Bununla beraber sKdV-3 denklemi Lax denklemini
sagladigindan sKdV-3 ¢oziilebilir bir denklem olmaktadir (Barcelos ve Das, 1992).
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4. COK BILESENLI LINEER OLMAYAN SUPER COZULEBILIR SISTEMLER

4.1 Cok Bilesenli KdV Denklemi

Ik iki boliimde KdV ve siiper KdV denklemlerinin ¢6ziilebilirlik kosullari ayrtili olarak
incelenmistir. Son yillarda KdV denkleminin birden fazla KdV alani igin genellestirilmesi

fizerine galismalar yapilmaktadir (Svinolupov, 1991). Bu genellestirmeye ¢, (x,t) N-bilesenli
alan olmak iizere,

1 1, . 1
L= Esijq)i,x(l)j’t +§bij¢i,xx¢j,xx —gcijk¢i,x¢j,x¢k,x (41)

ile verilen Lagrangian yogunlugu ile baglanabilir (Oguz, 1995). Burada i,j=1,2---N, b; ve

C,x tamamen simetrik olan sabitlerdir. (4.1) denkleminden hareket denklemleri,

Bixe = Byimmoc +Cic (01010, (4.2)
elde edilir. u,, hiz potansiyelleri,

-ui.(x, t)=0¢,,(x,t) (4.3)
seklinde tammlanir. u,, (4.2) denkleminde yerine konularak ¢ok bilesenli KdV denklemi,

Uy, = byl +Cy (w0, ), (4.4)
seklinde elde edilir. (4.4) denkleminin ¢6ziilebilirligi, ilk iki bolimde gorildiigi gibi bi-
Hamilton sisteme sahip olup olmadigina bakilarak elde edilir. Béylece sistemimizin kanonik

momentumu, Hamilton formalizminden yola ¢ikilarak,

1. -_.i:

. 4.5
=300 Pix (4.5)

Y-

ile verilir. Kanonik Poisson parantezi de,
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0,611, ()} = %SﬁS(X—X’) (4.6)

ve u; potansiyelleri cinsinden,

fu, ()11, (x)} = %sﬁaxs(x ~x/) 4.7)
veya
{ui (x),uj(x’)}z Sijaxs(x -x') (4.8)

seklini alir. Burada &, =% seklinde tlirev operatériinti gostermektedir. Bylece birinci

Hamilton operatorii,
1
Jf,-) _5,0, 4.9)

olur. (4.9) denklemi skew-simetrik ve Jacobi 6zdesligini saglamaktadir. Bu durumda kargilik

gelen Hamilton,
H, = [(6,11,¢;, -L)dx
veya

3 1 1 C
H, = _Ebij(bi,xx(bj,xx +§ ijk¢i,x¢j,x¢k,x X 4.10)
olmaktadir. (4.4) denklemi g6z 6niine alinarak, (4.10) denklemi,

1 1

H, = “ibﬁui,xuj,x +§C,.jkuiujuk X @.11)

seklini alir. Buradan (4.4) denklemi
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Ui = {uiaHl } = Ji(jl)Ej(Hl) 4.12)

ile elde edilir. E;, Euler tiirevi olup,

5 & m
=2 =¥ (-1)5"
Sy 2 (-1pay o=

i,mx

ile verilir. Ayrica (4.4) denkleminin,

H, = J.(-;—Sijuiuj)dx (4.13)

Hamilton fonksiyonundan da elde edilebilecegi gosterilebilir. Bunun igin gerekli olan

Hamilton operatériiniin elde edilmesidir. Boylece ,

2
m; = gcijkuk

olmak iizere
2 3
1) = b0} +myd, +0,m, .. (4.14)

ivx

seklinde bir Hamilton operatorii alinabilir. (4.14) operatériiniin skew-simetrik oldugu kolayca
goriilebilir. %) nin Hamilton operatorii olabilmesi igin, Jacobi dzdesligini de saglamalidir.

Jacabi 6zdesligi daha 6nce de kullandigimiz gibi
Prv,(©)=0 (4.15)

ile verilir (Olver, 1986). Burada ®
1 fai j
®=§je A JP0dx (4.16)

seklindedir. (4.16), (4.15) te yerine konularak,
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Prv,(0)= —% [6" APrv,, (19) A 0idx 4.17)

seklini alir ve,

)
Prv,(1®)= 38, (Japeﬁ)aj‘i (4.18)
ou,

k.a,B

ile verilir. Burada a;,p=12,---N ve k=1x,xx,--- (kaginct dereceden tiirev oldugunu

gosterir) seklindedir. (4.18) denklemi hesaplamp (4.17) de yerine konularak,

Prv,(©)= —% I(kaCijkefm NN +2Cﬁkaﬁmum9E NN ﬁx =0 (4.19)

elde edilir. Jacobi 6zdesliginin saglanabilmesi igin,

BysCui = biiCigp = 0
(4.20)

CiiCrpm — CigiC =Q

kim

ile verilen bag kosullan1 gerekmektedir. Béylece (4.15) denklemi saglanmus olur. Yani (4.20)

bag kosullan ile birlikte J i(jz) Hamilton operat6rii olmaktadar.

Cok bilesenli mKdV denklemini elde etmek i¢in,

y; =-C, 00, + \/3—(%( “4.21)
seklinde genellestirilmis Miura transformasyonu kullamlabilir. Burada u;,

Uy = Uy +Cy (0, ), (4.22)

ile verilen gok bilesenli KAV denkleminin (b, = 8; )¢dziimleridir. (4.22) denklemi (4.21) de

yerine konularak ve (4.20) de verilen kosullar kullanlarak,
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(— Ci @0, + ﬁmi,x Xco,.’t =0y o — 204, C o 0,0,0,, )= 0 (4.23)
elde edilir. Boylece ¢ok bilesenli mKdV denklemi

mi,t = (Di,xxx - 2CilmCnpm(‘ol(’)ncop,x (424)
seklinde elde edilir. Kolayca goriilecegi gibi Miura doniiglimii kullanilarak ¢ok bilesenli
mKdV denkleminin herhangi bir ¢dzlimiinii ¢ok bilesenli KdV denkleminin ¢oziimiinden elde

etmek miimkiin olmaktadir.
4.2 Cok Bilesenli Siiper KdV Denklemi

Yukaridaki kissmda KdV denkleminin ¢ok bilesenli KdV denklemine genellestirilmesi
yapilmigtir. Bu kisimda n-bozonik ve m-fermiyonik bilesenleri iceren ¢ok bilesenli siiper KdV
denklemine genellestirilme goz oniine alinacaktir. Ayrica bu denklemlerin gok bilesenli bi-
Hamilton yapis1 elde edilerek, ¢ok bilesenli stiper KdV denkleminin ¢6ziilebilir bir denklem
oldugu gosterilmekte ve ¢ok bilesenli siiper mKdV elde edilmektedir. Bundan sonraki
kisimda kullamlacak Latin (Greek) indisler fermiyonik (bozonik) biiyiikliiklere karsilik
geldigini gostermektedir. Cok bilegenli stiper KAV denklemleri bz, C5 ,K,,, ve Mg, sabit

katsayilar olmak iizere,
ua,t = baBuB,xxx + 3Caﬂyuﬂ,xuy + KaabE.:aE.»b,xx (425&)
Eat = Ao + Mgy (2u[3§b,x + uB,xgb) (4.25b)

seklinde alinabilir . (4.25) denklemlerini veren Hamilton operatorlerini sirast ile,

| 19 50Y (5.8, 0
JO) | "o Tab )} TaBTx 4.26a
o [Jsg 1070 s, (4.262)

() _ J(azlz ng) _ baﬁai +2Cal31uvax +Caﬁvuy,x K 840« +Lade.ld,x
Y = o 0 |= 5 (4.26b)
Jap Jab Maﬁdédax +NaBd§d,x A 05 +Qabyu1
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seklinde alalim. Burada

a,p=1, 2, 3,---n (bozonik)
a,b=1, 2, 3,---m(fermiyonik)

olmak iizere A =(a,a) ve B=(B,b) seklinde alinmistir. Boliim 3’te (1+1) boyutta oldugu
gibi J (All)g ve J ﬁfg nin Hamilton operatorii olabilmesi i¢in Jacobi &zdesligini saglamasi
gerekmektedir. J % nin Jacobi 6zdesiligini sagladig1 ¢ok kolay bir sekilde goriilmesine kargin

J ffg i¢in kolay olmadig agiktir.

4.3 Jacobi Ozdesligi
Buradada,
prv. (6)=0 4.27)

seklinde verilen Jacobi 6zdesliginin J ng operatorii i¢in saglanmasi {lizerine ¢aligilmaktadir.

Benzer sekilde

o’ = (9“,11“) ve 0 = (Gp,n") (4.28)
olmak tizere,

0= % [0%0® Ao*)ax (4.29)

seklinde tanimlanir. (4.29) denklemi daha agik olarak,
b

® =% I[J%)OJB ~r0® +1%0" A0® +T%0" Ao® +TP0 /\co"]dx (4.30)

yazilir, (4.28) denklemi yardim ile,
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® =% [0D6%)n 0% +(12n° ) A 0% +(1D6°)an? + (1P )an? | dx

seklini alir. (4.31) denklemi (4.27) denkleminde yerine konularak,

Prv g, (0)= % J‘{ [Prv,, (09)6* |0 +[Prv,, (1&)n®]a 0"

+ [Prvjm (Jgf,))eﬂ]/\ n* + [Prv,w (Jgf,)

(4.31)

)nb]/\ n® }dx =0 (4.32)

elde edilir. Hem fermiyonik hem de bozonik degiskenlerin oldugu bu durum i¢in indisler

J=1%, XX,XXX,:**

A'=(c,A) ve B'=(r,p)

QA =(uk,§c)

olmak tizere,

Pr9, = Z&(JA.B.OJB')L,
N oQ}

olur. Boylece (4.33) denklemi kullanilarak,

' 1 '
Prv,, (19)=2C,, [(Jgg_)n +3%% . + 50 (97 +1Der )]
Prv,, (19)=K,, (1®n" +1P6°)p, + L0, (100 +100°)

Prv,, (19)= M, (1Pn" +1%6° B, + N0, (107 +1P0?)

afc

Prv,, (1) = Q. (12 + 127

(4.33)

(4.342)

(4.34b)

(4.34¢)

(4.34d)
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hesaplanir. (4.34) denklemleri (4.32) de yerine konularak,

Prv,,(0)- f{ ZCam((Jﬁi’n’)Aei £6% +(100°)n 02 0 40, (10" + 00" ) 0* Aea)

+K (J(cf)n')/\ o AB® +Kabc(J£f,)9°)/\ n° A0%+L,, 0, (Jg)‘r]’)/\ n° A0°

abe

+L,.0, (Jg)e”)/\ n° A0° +Maﬂc(Jg)n’)A 0% An*+M (Jg,)e" )/\ 0% Am?

aPc

+N,4.0, (J(z) ')/\ 6P AN +N,p,0, (Jg,)e")/\ 0 A +Q,, (ngr)n')/\ n° A7’

+Q,, (196°)An® An? }dx =0 (4.35)

elde edilir. (4.35) denkleminde iigiincii terim,
Copr =Cpma (4.36)

kosulu ile sifir olmaktadir. Ayrica altinci, yedinci, onuncu ve onbirinci terimlere kismi

integrasyon uygulanarak ve,

Combrp = CopnDra = Coa big

aph
(4.37)

Caﬂlclp‘y = Capl.clﬂy = Cpmc;m

kogullar g6z oniine alinarak (4.35) denklemi

Prv,, (0)= Idx{ 2C o5 (TN )A 08 A0 + (K o = Loy, + Nyoo JT@n +7P0° Jan® £ 0°

(Lo Mo + Nyo JTPm7 +720° ) An® A02 +Q,, (P07 +I20° JAn® An? }=o

(4.38)
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seklini alir. Burada matris elemanlan indislerine gore ,

0> +2C, ud, +C, u

aYx Apy Y x hpy Zv.x

I =b

J({? = Kz.rdz;dax + LArdE-»d,x
(4.39)
J(Z) = Mcpdgdax + Ncpdéd,x

cp

(@) 2
IO =A,02+Q,u,

o X

seklinde diizenlenerek (4.38) denkleminde yerine konulursa,

Prv,(0)= %(Il L+ +I4)+% "‘dx{ zcaBA(KMdédn; ABE AB" +L, 8, A B ’\ea)

+(Kabc _Labc +Nbac)(Acrr|;x /\TI: Aea +Mcpd§dez Ani Aea +Ncpd€d,xep /\'ﬂb Aea)

_(L +Mbac —Nbac)(chyuynr /\le /\92 +Mcpd§dez Anb Aeg -'_I\Ic;:'d‘ctid,xep /\le /\9:)

abc

+Q L N AN AN +2Q,,C, u 0° AN An*+Q,,C, u. 0° An® An® }=0
abd " Ard od,x ab) abl,

apr Uy Yx Aoy Uy x
(4.40)

elde edilir. Burada £;,0° An® A0% ve &,0° AM® A0 carpanlarmi igeren terimlerin

(K oo = Lage + Nigo N oo = (K o = Lo + Nye Ny (4.41a)

(L oo + My = Ny My = (Lo + My, =Ny Mo (4.41b)

kosullar1 g6z 6niine alindiginda, sifir oldugu goriiliir. Ayrica, I,, I,, I, ve I,integralleri,
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II = chy(Kabc _Labc -'-thx.c)J.l‘lyTlr /\TI: /\G“dx

IZ = Acr(M _Nbac +Labc)jﬂ;x /\T]b A e:dx

bac
L=Qu L I&mi A" ANtdx

I, =Quby, J‘e;‘x AN Antdx

ile verilir. I, I,, I, ve I,integrallerine ayn ayr kismi integrasyon uygulanarak,

I, = _%an (K e = Lone +Nm)_|‘(uy,xn' AN® AB% —u " AN® A ej)dx (4.42a)
I = Ay (Mg ~Noge + Lo ) [ AN AB% +717, AT A6 ix (4.42b)
L= —%QMKM [Eaxn® An® Antdx (4.420)
I, ==2Q,,b,, [(n%, A0° AM° +3n% A% A’ ix (4.42d)

elde edilir. Bu sonug¢lardan sonra sirast ile,

chy (Kabc _Labc +Nbac)= chy (Ko.rc '—Lurc +Nrac) (44321)
QK = QK (4.43b)
Qup =Quy =Qpy (4.43¢c)

kogullart altinda bu terimlerin stfir oldugu goriilmektedir. (4.42) denklemleri (4.40) ta yerine

konularak ve gerekli diizenlemeler yapilarak,
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1
Pr Vie (®) = 5 J.{ [ZCaBlKArd - Mch (Karc - Laxc + Nrac )]gdn; A 95 A 6%

+ [anlerd _Ncad (Mch _Nrﬂc +LBrc )]E.)d,xnr /\65 Aea
+ [Acr(Kabc + Mbac)_6gbﬂ.bm ]nrxx /\T]: n6°

+ [Acr(Mbac = Nipge + Labc)_ ZQrbxbm]n:m A" AB®

_,:2Qrb'kclpry _%chy (2Mbo.c _Nbac +Kabc +Labc ):Iuynr Anb Aeg

1 . .
—[belcm‘l —EQOI‘Y(Nbac +Kabc —Lubc):lu'r,xn /\le AB

+ %Qabl [3Lud ~ K ]ﬁd,xn’ An° A n"}dx =0 (4.44)

elde edilir. (4.44) denkleminin sifir olmast igin integranttaki her katsayimn ayr1 ayr1 sifira esit
olmas: gerekmektedir. Yani,

2CaBAK)er - Mcﬁd (Karc - L(m; + ch) =0 (4453)
2C 4 Lasg = Nogg (Mg, = N5 + L )= 0 (4.45b)
Acr( abe + Mbac)— 6Qbrxbm = 0 (4450)
Acr(Mbac ~Nige +Labc)_2Qrblb}\.a =0 (4.45d)
1
20,,C,.. -Enm(szpc ~Ny, +K o +L,.)=0 (4.45¢)
1
Qrbhcxay —Echy (Nbac + Kabc —Labc) =0 (445ﬁ
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1
3% BL,: -K,.]=0 (4.45g)

olmalidir. Bu kogullar saglandig: takdirde (4.44) denklemi saglanmir ve Jffg nin Jacobi
Ozdesligini sagladi1 goriiliir. Boylece katsayilar arasinda (4.36), (4.37), (4.41), (4.43) ve
(4.45) kosullarimin saglanmast halinde (4.25) ¢ok bilesenli stiper KdV denklemlerinin bi-
Hamilton yapisi elde edilmis olmaktadir. Bir baska deyisle (4.25) denklemlerinin tamamen
¢oziilebilir olduklar1 gosterilmis olmaktadir. Bir sonraki kisimda Hamilton fonksiyonlari

verilecek ve bi-Hamilton yap1 tamamlanmig olacaktir. Elde ettigimiz bag kosullarina

Q= Qpp
Kaad = 3Laad
3
M, ==N
aod 2 aod
Naad = 2Laad
chad = Maad

meab;. = AdbLaad

CaBlLlab =2Laadedb :

Qab}.LAcd = QachAbd

M Mdpb = MaBdeab

aad
seklinde bir ¢6ziim bulunacaf: gibi, bunlar tek ¢oziim olmayabilir. Daha farkli ¢6ziimler
bulmak da miimkiin olabilir. Ayrica bu ¢oziimlerin olusturdugu yapinin incelenmesi bize

yeni simetriler bulmamiza olanak saglayacaktir.
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4.4 Cok Bilesenli Siiper KdV Denkleminin Bi-Hamilton Yapis1

Goriildiigt gibi, (4.26) denklemlerinde verilen birinci ve ikinci Hamilton operatérleri, Jacobi
ozdesligini (4.45) denklemi ile verilen kosullar altinda saglamaktadirlar. Béylece (4.25)
denklemleri ¢ok bilesenli stiper KdV denkleminin bi-Hamilton oldugunu, bu da ¢ok bilegenli
KdV denkleminin ¢6ziilebilir bir denklem oldugunu gdstermektededir. Cok bilesenli KdV

denklemini veren Hamilton’lar siras: ile,

H(l) = % J-dX[— baBua,xuﬁ,x + Caﬁ'yuauﬁuy _Aabéa,xgb,xx +2Kabcua§b§c,x] (446&)

pspo

H(2)=% fax[s,,u,u, +8,8,8,, ] (4.46b)

seklinde alinabilir. (4.25) denklemleri, (4.26) ve (4.46) denklemleri kullamlarak,

sHY
8@, =1%) o, (4.47a)
veya
 SH®)
8,0, =19 o | (4.47b)

denkleminden hesaplanabilir. Burada ©, = (ua,ga) ve Op = (uﬂ,é;b) seklindedir. (4.46a)

denklemi kullanilarak,

sHY 3

611 = boﬁuﬂ,xx + 5 Co‘ﬂyuﬂuy + chcébgc,x (4483)
SH®

6& = AabE_vb,xxx + Kanb (2uc¢§b,x +ua,xib) (448b)

hesaplanir. (4.48) denklemleri, (4.47a)’da yerine konularak,
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ua,t = baBuB,xxx +3Caﬂyuﬁ,xuy + Kabcgbgc,xx (4.49a)

E.m,t = Aabgb,xxx + Kaab (zuuéb,x + ua,xgb) (4'49b)

elde edilir. Ay sekilde (4.46b) denkleminden,

@)
88H =u, (4.50a)
Up
(2)
oH =&, (4.50b)
3y, ’

hesaplanarak ve (4.47b) de yerine konularak,
ua’t = baﬁuﬁ,xxx + 3C“BYuB,Xu7 + Kaab&agb,xx (4513)
E—la,t = Aabgb,xxx + Maabgbua,x + (Naab + Qaba )uagb,x (45 lb)

bulunur. (4.49) ve (4.51) denklemleri ¢ok bilesenli stiper KAV denklemleridir. Her iki

denklemin katsayilan eslestirilerek,

2:Kmab = Naab + Qaba
ve
Kaab = Maab

bulunur . Béylece ¢ok bilegenli siiper KdV denklemi,

ua,t = baBuB,xxx + 3CaB?uB,xu7 + Kaabgagb,xx (4523)

éa,t = Aabgb,xxx +Maab (zuaéb,x +ua,x§b) (452b)
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seklini alir. Gortildiigii gibi elde edilien (4.52) denklemleri (4.26)’da verilen denklemlerin
aynuisidir. Cok bilegenli KdV denklemin (1+1) boyuttaki limitinde,

Uy, = by +3C 0,0, +K 88, (5.53a)
it = Ao +M111(2u1§1,x +u],x§l) (5.53b)

seklini alir. Burada, b, =-1, C;; =2, A, =4, K,;;=M;;; =3, u,=u ve & =§
seklinde segilerek,

u, = —U,, +6uu, +3E8
g, =—4E , +65,u+3u.k

(3.65) denkleminde verilen (1+1) boyuttaki stiper KdV denklemi elde edilmis olur.
Fermiyonik limitte ise ¢ok bilesenli KdV denklemi elde edilir.

4.5 Cok Bilegenli Siiper mKdV Denklemi

Cok bilesenli stiper mKdV denkleminin ¢éziimlerini gok bilesenli siiper KdV denklemine

tagiyan genellestirilmis Miura d6niigtimiinii,

u, = %CMPVAVP +Vg, + Km,,eaeb’x (4.54a)

a

boc "oV ¢

&y =0y, +§M v_ 0 (4.54b)

seklinde yazalim. Burada v bozonik ve O fermiyonik biiytikliikleri tanimlamakta ve

C.p - Ko ve M, katsayilar gok bilesenli stiper KdV denkleminde kullanilan katsayilardir.

afy ?
1+1 limitine gidilirse Kupershmidt (1984) tarafindan verilen (3.24) denklemleri ile verilen
tek bilesenli sliper Miura doniistimii elde edilir. (4.54) denklemleri diizenlenerek (4.52b)

denkleminde (baB =-0, Ve A, = —45_,) yerine konularak;
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293’t +%Mm(v 6,,+6.v

- 0., +6,v,,)=—40 —ng(v 0, +3v,, 0., +3v,,0,., +v.0,..)

a,300 T ¢ O,%% ~ C,X G,X XX o v ¢,xxx

+ Maab[ (Ca).pvl.vp + 2va,x + éKamemen,x)(eb,xx + _;'Mbcc (va,xec + vcec,x ))

+ (Calpvl,xvp + Vaz,xx + l_lz_Kamnemen,xx )(eb,x + _;'Mbocvo- c)] (455)

elde edilir. Burada gerekli islemler ve diizenlemeler yapilarak,

%ea,t +§Maoc(vcec,t +Vc,tec)= ax,: _4ea,xxx _Macc(vc,xxec +2vc,xec,x)

aab

+M,o,Casp (V2 ¥, 84 + V..V, ) ]

+ Vcl:_ g Maﬁcec,xxx * (ébemMaAb 4 Maaccalp J(Vl,xxec + 2Vl,x90,x )

+§MmbthCm(v,‘v 0,0 +V.V,6,) ]

pex

+|:—1M v +%Maabca7\.prcclepvc,x +(§Mabebpc _Maaccaxp)vx,xvp,x

3 acc ~ o,Xxx

+%K M (en ) _%en,xxeb,xJ+'3—18KamnMaabeuc(2V 6 e +Vo'9men,xX)]e°

one aab X b,xx o,Xx - m>nx

(4.56)
seklini alir. Daha once elde ettiimiz bag kosullarindan,

M Mdcb =Machdab

aad
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2
M Calc = gMaAbeoc

ace

Kmmancc = Kamchc'n
(4.56) denklemininde kullanilarak,

—aa;ea,t +%Maoc(vcec,t +vc,tec)= ax[ _4ea,xxx —Macc(vo',xxec +2vc‘,x9c,x)

actb

+M,,Cons (V2¥,8,5 +V4,7,0, ) ]

! M, My, (Vl.,xxec +2V, 404 )

4
+ Vo’[— EMaobeb,xxx - 3

+%M My Cosp (vlvpeb,x +Vx,pr9b) ]

ach*" " bac

1 1 1 1
+[_§Mal3cv]3,xxx +§Maﬁbcl}aoca)~pvkvpvc,x +gMaﬂcKan (en,xem,xx _Eeb,xem,xx)

+%chpmMch(2v 0,0, +v,0._0 )}ec 4.57)

G, X “m T n,x g mTnxx

seklini alir. (4.57) denklemi diizenlenerek,

%ea,t + %Macc (vc ec,t + vc,tec)= %[ - 49a,xxx - Malc (vl,xx ec + 2Vl,xec,x)

aob

+M CaAP(Vpreb’x +vl’xv99b) ]

+ _Macbvo-[ - 46b,xxx - Mblc (vk,xxec + 2V)»,xec,x ) + Mbacca).p (thpeb,x + Vl,xvpeb) :l
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1 3 1 1
+ 5 Mch [_ VB,xxx + -2- CBacCalp vlvpvo,x + 5 Kan (en,xem,xx - E em,xen,xx )

+%chm(2v 0,6, +v.0.0 )]ec (4.58)

o, x> mYnx o m "> n,xx

elde edilir. (4.58) denkleminin sag ve sol terimleri kasilastirilarak,

VB,t = _VB,xxx + %Cﬁaocalpvlvpvc,x + %Kamncﬂaa (zvc,xemen,x + Vcremen,xx )+ %Kﬁmnen,x em,xx
(4.592)
0,0 =40, 1 ~M, . (v, 0, +2,,0,, )+ M,,,Con (v,V,0, , +,,7,6,) (4.59b)

denklem ¢ifti elde edilir. (4.59) denklemleri ¢ok bilesenli mKdV denklemidir. (4.59) denklemi
(1+1) boyuttaki limitinde,

3 1 1
Vit = Vi T ECmCmV]VlVl,x + gchm (2V1,x9191,x +v,6,0, )"‘ ZKlllel,xel,xx (4.602)

0, =—40, —Mlll(vl,xxel +2v,.0,, )"‘ Mlllclll(v]v]e],x +V1,xV191) (4.60b)

seklini alir. Burada, C,, =2, M,;, =K, =3, v,=v ve 6, =0

secilerek,

3 3 3
Vv, =6x(2v -V +266xx +5v96x) (4.61a)
0, =40, +(6vv, —3v, )B+6(v’-v, ], (4.61b)

daha o6nce (1+1) boyutta buldugumuz ve (3.26) denklemi ile verilen stiper mKdV denklemi

elde edilmis olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢alismada (1+1) boyutta lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem olan KdV
denkleminin ¢6ziilebilirligi ele alinarak, KdV denkleminin tamamen ¢oziilebilen bir sistem
oldugu bir kag farkli yontem ile gosterilmistir. Daha sonra fermiyonik degiskenlerin ithal
edilmesi ile KdV denkleminin siiper ve siiper simetrik genellestirilmesi incelenmistir. Bu
inceleme sonucu da; stipersimetrik doniistimler altinda degismez olmayan siiper KdV
denklemi bi-Hamilton yapiya sahip ve ¢oziilebilen bir sistem oldugu goriilmiistiir. Ote yandan
siipersimetrik doniigiimler altinda degismez olan stipersimetrik KdV denklemi bi-Hamilton
yaptya sahip degildir. Ancak bir “a” parametresine bagh olan sKdV denkleminin sadece
a=3degeri i¢cin Lax denklemini sagladifi ve boylece ¢oziilebilir bir sistem oldugu

anlagilmugtir. a # 3 degerleri i¢in sKdV denklemi ¢oziilemeyen bir sistem olmaktadir.

Son bélimde, ele almman ve ¢aligmanin amacimi olugturan siiper KdV denkleminin ¢ok
bilegenli stiper KdV denklemine genellestirilmesi ve ¢oziilebilirligi incelenmigtir. Burada
¢oziilebilirlik sistemin bi-Hamilton yapist incelenerek elde edilmistir. J© ve J® Hamilton
operatbrlerinin  Hamilton sistem olup olamadiklari Jacobi 6zdegligini saglamalan ile
anlagilmaktadir. J in Hamilton sistem oldugu kolayca goriilmesine karsin J® igin o kadar
agik degildir. Elde edilen sonuglara gore J?’nin ancak bazi bag kosullart altinda Jacobi
Ozdesligini sagladigi gosterilmistir.(4.36), (4.37), (4.41), (4.43) ve (4.45) kosullarinin
saglanmasi halinde (4.25) ¢ok bilesenli siiper KdV denklemlerinin bi-Hamilton yapist elde
edilmis olmaktadir. Bu kosullarin ¢6ziimleri,

Kaad = 3Laad
3
Maad = —2—de
Naad = 2Laad
Kaad = Maad

meabx = AdbLaad
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Qab).LAcd = Qac).Ll.bd
MaadeBb = MaBdeab
2Kaab = Naab + Qaba

seklinde bulunmustur. Bu ¢oziimler den farkli ¢6ziimler de bulmak miimkiin olabilir.

Gortildugt gibi burada K ,;, Q,4,, M4 ve N, sabitleri L, ’ye bagldir. Bu nedenle

Koatr Raga» Myq ve N, sabitleri L, cinsinden,

Maad = Kaad = 3Laad
Naad = 2Laad
Qada = 4Laad

seklinde yazilabilir. Boylece J® Hamilton operatériinii daha sade bir halde,

Jg);, — szzli) Jg.zb) — babai +2CaByuyax +Ca[3'yuy,x 3Labd§dax +Lade.~d,x
Jgi) Jﬁ) 3Laﬂd§dax +2La|3d§d,x Aabai +4Labyuy

ve buna bagli olarak ¢ok bilegenli KdV denklemide,
ua,t = baBuB,m + 3Ca[37ul3,xuy + 3Laab§a§b,xx

&a,t = Aabgb,xxx +3Laab (zuagb,x +ua,x€b)

seklinde yazilabilir. Boylece daha sade olan J® Hamilton operatorii ile hesaplamalar daha az
karmagik ve daha kolay olmaktadir. Son olarak genellestirilmis ¢ok bilesenli stiper Miura
dontigiimii verilerek ¢ok bilesenli siiper mKdV denklemi elde edilmisitir. Siiper mKdV



71
denklemleri hesaplamirken daha ©nce elde edilen bag sartlarim kullanmak islemleri
kolaylastirmigtir. Elde edilen ¢ok bilegenli stiper KdV ve sliper mKdV denklemlerinin (1+1)
boyuttaki tek bilesen limitleri elde edilerek bu denklemlerin tezin ikinci b6liimiinde verilen

tek bilesenli siiper denklemlerle aym oldugu g6sterilmistir.

Burada ¢ok bilegenli ¢6ziilebilir sistem elde etmek igin kullamilan yontem diger tamamen
¢oziilebilir sistemlerin g¢ok bilesenli siiper genellestirmelerini elde etmede kullamlabilir.
Ayrica KdV denklemi igin birinci béliimde anlatilan farkl: ¢6ziilebilirlik kriterlerinden sadece
bir tanesi (bi-Hamilton yapi) kullamlarak tamamen ¢oziilebilir siiper ¢ok bilesenli KdV
denklemi elde edilmistir. Diger kriterlerin bu denklemler i¢in saglandiginin gosterilmesi bir
bagka ¢aligma konusudur. (1+1) boyuttaki ¢dzilebilir sistemler ile ugrasmamiz 4. boyuttaki
lineer olmayan sistemlerin ¢6ztim yéntemleri hakkinda bilgi sahibi olmamiza yardimci olmasi
i¢indir. 3 boyutlu ¢6ziilebilir sistemler de vardir. Bu ¢aligmalarin 4 boyuta tasinmasi bir bagka
onemli hedefi olusturmaktadr.
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