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OZET

? Fiziksel Uygulamealar: ile Heisenberg Lie Grubu Uzerinde Kontrol Sistemleri” adli

bu tez li¢ bélimden olugmaktadir.

I. bdliimde tezin giris kismi yer almaktadir. II. boliimde, genel olarak Heisenberg

Lie grubu tanitiliyor ve co-adjoint gbsteriligi tanimlanmyyor.

I11. bolimde, kontrol sistemleri hakkinda genel bilgiler veriliyor, Heisenberg Lie
grubu fizerindeki invariant, normalizérlii lineer kontrol sistemlerinin kontrol edi
lebilirligi incelenip lineer sistemlerdeki kontrol edilebilirlige destek veren bir teo-
remin ispati veriliyor. Ayrica, yeni bir simf sistem olan Lie gruplar tizerinde

normalizer ile verilen singiiler kontrol sistemleri sunuluyor.

IV. bolim de ise, Heisenberg Lie grubu yaklagim: ile ¢éziilmiig olan baz spe-
sifik fizik problemlerinden Srnekler veriliyor. Bunlardan biri W. Schempp ’in
bir ¢abigmas1 " Anelog Redar Sinyal Tasarimi ve Sayisal Sinyal Y6nte1ﬁlem’ -Bir
Heisenberg Sifir Guglé (Nilpotent) Lie Grubu Yaklagim dir ve digeri ise H. Raszil-
lier ve W. Schempp ’in ortak ¢aligmalar: ” Heisenberg Lie Grubunun Perspektifinden

Fourier Optikleri dir.



ABSTRACT

This thesis with the title ” Control Systems on the Heisenberg Lie Group with

Physical Applications” contains three chapters.
In 1. chapter, we gave general facts about control systems.

In II. chapter, general informations about control systems are given and Singular
Control Systems on Lie groups which are given with normalizer which are a new
class of systems are presented. There is research proposal with results which we

have.

In IIl. chapter, examples of some specific physics problems which are solved by
Heisenberg Lie group approach are given. One of them is a work of W. Schempp
” Analog Radar Signal Design and Digital Signal Processing -a Heisenberg Nilpotent
Lie Group Approach and the other one is a join work of H. Raszillier and W.

Schempp ” Fourier Optics from the Perspective of the Heisenberg Group.

1I



1 GIRIS

Heisenberg Lie grubu ilizerinde kontrol teorinin ve bulunan sonuglann fiziksel an-

lamlarimin incelenmesini amaclayan bu tez {i¢ bdlimden olugmaktadar.

Amacimiz fizikte bir ¢ok yerde uygulama alani bulmus olan Heisenberg Lie grubu
tzerindeki invariant kontrol sistemlerini ve kontrol edilebilirlik sonuglarini incele-
mek, gene Hiesenberg grubu lzerindeki dinamigi normalizér ile tanimh lineer kon-
trol sistemlerini ve kontrol edilebilirlik sonug¢larini incelemek ve burada kontrol
edilebilirlige destek olan 6nemli bir teoremi Heisenberg grubu lizerinde kendi bakig
agimizla ispatlamak, daha sonrada gene ayni grup iizerinde singiiler sistemleri
uyarlamaktir. TGm bu sistemlerin incelenmesi agama agama ele alinmigtir. Heisen-
berg Lie grubu matematiksel fizikte oldukc¢a ilging aragtirmalara neden olmusgtur.
6rne§in; Fourier optiginde, analog ve sayisal sinyal iglemede, kuantum mekani
ginde ve analog radar sinyal tasariminda Gnemli bir rol oynar. Heisenberg Lie
grubunun Fizikte bir ¢ok uygulamasi vardir. Yiiksek enerji fiziginde Heisenberg
grubu ve cebiri kuantizasyonun bozulmas: veya quantum gruplarinda, Srnegin
Heisenberg grubuna kargihk gelen g-bozulmug versiyonunun bulunmasinda, ¢ok
tartigilir. Heisenberg grubu {izerine uygulanan bu sistem ¢egitlerinin yoriingeleri
nin énceden bilinebilir veya kaotik oluglarimi sdyleyebiliriz. Kontrol edilebilirlik ko
sulunun gergeklegmesiyle pozitif yoriinge tiim gruba egit olur. Kontrol sistemleri
trenin istenen zamanda istenen mesafede durdurulabilmesi kontroli, uydu kon-
trolleri ve benzeri bir ¢ok problemlerde uygulama alani bulmaktadir. Heisenberg
grubu tzerindeki sistemlerin ilging olacag diigiiniilerek bu tez caligmasinda ince-

lenmis ve baz1 sonuglar elde edilmigtir.

II. bollimde, izerinde S6zenle durdugumuz Heisenberg Lie grubunu tanitiyo ruz.
Oncelikle bu grubu tamimlamamiza yardimei olacak bazi temel geometrik kavram-
lar veriyoruz. Heisenberg Lie grubunu once 3 boyutta ve daha sonra genel 2n+1
boyutta verdikten sonra co-adjoint gdsteriligini tanimhyoruz. Bdliimiin sonunda

ornek veriyoruz.
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ITI. bolimde, genel kontrol sistemleri ve Heisenberg Lie grubu tizerindeki kontrol
sistemi gesitlerini tanimhyoruz. Sonlu boyutlu H Heisenberg Lie grubu tizerindeki
invariant kontrol sistemi X = (H, D). agagidaki datanin belirtmesiyle tanimhdir :
§=X(g9)+ X, u;Y(g). ”

Burada, g € H, X,Y/ Heisenberg grubunun Lie cebirinin elemanlan, 1 < j < &
ve

u:[0,00) — IRF

geklinde parcali sabit fonksiyonlar yani kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerdir.
Oncelikle bu sistem {izerinde daha &nceden elde edilmig kontrol edilebilirlik yani
pozitif zamanla stratejiler, durum ve grup lizerinde uygun kosullarla pozitif yoriin
genin tim gruba egit olmasi 6rneklerle inceleniyor. Heisenberg normalizérii tanim
lanarak dinamigin bu normalizdrle verilen durum uzay1 sonlu boyutlu Heisenberg
Lie grubu ve dinamigi H tizerindeki

g=X(g)+ X5, u;Yi(g),

Xen Yie iz, diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirli olan 3 = (H, D) sistemi
Heisenberg grubu tizerindeki lineer kontrol sistemleri tamimlaniyor. Burada, u =
(ug,uz,..,ur),

u:[0,00) — IR¥

geklindeki pargali sabit fonksiyonlar yani kisitlanmayan kabul edilebilir kontroller
dir. Bu tiir sistemlerin kontrollenebilirligine destek olan agagidaki teoremin ispat1

veriliyor.

3.3.8 Teorem : Y = (H,D) Heisenberg grubu tizerinde lineer kontrol sistemi

olsun. O taktirde,
D:p— h ® 8h

bir izerine izomorfizmdir.
Kontrol edilebilirlik érnekle inceleniyor.

Son olarak, Singiiler sistemlerde Heisenberg modelini sunuyoruz. IR™ {izerin deki

klasik lineer kontrol sistemleri 40 yildan fazladir gahgilmaktadir. Bu sistemlerin



teorik ve pratik agilardan onemli olmasiyla beraber bazi uygulamalarda pratikten
ortaya ¢ikan problemler ¢ofu kez problemin incelenerek model sistemin dinamigini
tamamen bilmenin mimkiin olamayacagimi gostermistir. Bu zorluga bir ¢6zim
getirmek tizere 1980 de Singiiler Sistemler ortaya gikmigtir, (Dai), (Yip ve Sincover,
1981).

Klasik lineer sistemler ve singiler sistemler igin durum uzay: IR™ dir. H sonlu
boyutlu Heisenberg Lie grubu ve h Lie cebiri olmak iizere H tizerindeki bir &
singiiler kontrol sistemi, kabul edilebilir kontrollerin kiimesi ile parametrelenmig
E.(2) = X(2)+ Z';f__l u,-Yj(:c), zE€EH

seklindeki diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirlidir. Burada, E; = dl;oEodl -1
ve E : h — h tersinir olmayan (non invertible) Lie cebiri homomorfizmidir. Diger
taraftan, drift vektér alani1 X X (H) Lie cebirinin icinde h nin normalizérii 7 ye
aittir. Diger bir deyigle :

Xen={XecX(H)|[X,Y]|€h, VY €h}

Her bir j = 1,2,...,m igin Y’ kontrol vektorleri h de elemanlardir.

IV. boliim de ise, yiiksek enerji fiziginde bir ¢ok uygulama alani bulmug olan
ve ilerde bizim‘ sonuclarimiza da uygulanabilecegini diigiindigimiiz Heisenberg
Lie grubu yaklagimi ile ¢6ziilmiig olan baz: spesifik fizik problemlerinden &runekler
veriyoruz. Bunlardan biri W. Schempp ’in bir ¢aligmasi ” Analog Radar Sinyal
Tasarims ve Sayisel Sinyal Yéntemleri -Bir Heisenberg Sifir Gucli (Nilpotent) Lie
Gruby Yaklagim: dir ve digeri ise H. Raszillier ve W. Schempp ’in ortak galigmalan

” Heisenberg Lie Grubunun Perspektifinden Fourier Optikleri dir.



2 HEISENBERG MODELI

2.1 H Heisenberg Lie Grubu ve 5 Lie cebiri

Birinci boliitme Heisenberg Lie grubunu tanimlamamaiza yardimci olacak bazi temel

kavramlar1 vererek bashyoruz.

2.1.1 Tanim : n boyutlu bir M yerel Euclidean uzay: her bir noktas: IR"® Eu-
clidean uzayinin acgik bir altkiimesine homeomorfik bir komguluga sahip olan bir
Hausdorff topolojik uzayidir. Eger ¢ baglantili bir U € M acik altkiimeden IR™
nin agik bir altkiimesi lizerine bir homeomorfizm ise, o taktirde ¢ ye koordinat
tasviri, x; = r; o p fonksiyonlarina koordinat fonksiyonlar: ve (U, ) ciftine (bazen
(U,z1,...,2y) geklinde gosterilir) de  bir koordinat sistemi denir. Burada,

r; :IR™ = R, ri(a) = a;, a = (a3,...,a,) € R" ile tanimhdar.

2.1.2 Tanun : Bir yerel M Euclidean uzayi iizerinde C°° smifindan bir F difer-
ansiyellenebilir yapis1 agagidaki ¢ 6zeligi saglayan {(Ua,¥pa) | @ € A} koordinat

sistemlerinin bir koleksiyonudur :

(@) Uy Ua = M.
(b) Tim a,f € A i¢in @, © 90;1 C*° sinifindandar.
(c) F kolleksiyonu (b) ye gore maksimaldir; yani, eger (U,p) tim a € A igin

1

@ ol ve pu 0 ! C*® simifindan olacak gekilde bir koordinat sistemi ise, o

taktirde (U,p) € F.

C*®° sinifindan bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold, bir yerel M Euclidean
uzay1 ile birlikte C* smmifindan bir F diferansiyellenebilir yapisindan olugan bir

(M, F) ciftidir.

2.1.3 Uyar: :
T™M =U,p T M (2.1)

teget demeti 2.dim M boyutlu bir manifolddur, (Varadarajan, 1974).

2.1.4 Tanim : Bir X : C*°(M) — IR tasviri eger agagidaki kogullar: sagliyorsa



p € M de bir teget vektordiir :

(@) X(f +9) = X(J) + X(9).
(b) X(f9)(p) = X(f)g9(p) + F(P)X(g).

Teget vektorlerle ilgili temel sonug, M manifoldunun boyutuna esit boyutta olan
T,M ile gosterilen her bir p € M noktasinda bir sonlu vektdr uzay: olugturma

laridar.

2.1.5 Tamum : M de agtk dom(X) Gizerinde tanrmli bir X vektor alam bir 6zdeglik

lifting idir, yani
X

dom(X)CM — TM
Id ™ T (2.2)
M
dir. Burada, n(p,v) = p dir. Denk olarak,
X(p) € T,M, Vp € dom(X) (2.3)
dir.

2.1.86 Tanum : Bir G kiimesine, eger (0,7) — o077 ! ile tammh G x G — G
tasviri diferansiyellenebilir olacak sekilde bir grup yapisi1 ile birlikte bir diferan-

siyellenebilir manifold ise, Lie grubudur denir.

GL(n,IR), SL(n,R), U(n,IR), SU(n,R), O(n,IR) ve SO(n,IR) iyi bilinen Lie

grubu ornekleridirler.

2.1.7 Tanim :
() =0T (2.4)
geklinde verilen
ly :G— G (2.5)

tasvirine ¢ ile sol donigim (ételeme) denir.

{, nin trevi
di, : T(G) — T(GQ) (2.6)
dir. Burada, di,(T.G) C T,.G dir.



2.1.8 Tanim : Bir X vektor alanina, eger her o € G icin
X ol, = dly(X) (2.7)

ise, G tizerinde sol-invaerianttir denir.

2.1.9 Tanim : Bir K cismi (IR veya C) lzerindeki bir § vektor uzayina, eger
vektor uzay1 yapisina ek olarak (X,Y") ¢iftini alarak § nin [X, Y] elemanina gétiiren

-~ -~

g x § — g tasviri agagidaki 6zeliklere sahip ise, bir Lie cebiridir denir :

i) K tzerinde ikili-lineerdir :

[1 X1 + a2 X5, Y] = 03[ X3, Y] + a2[X,,Y], (2.8)
[X,e1Y1 + @ Y2] = ey [ X, V1] + a2{X, Y2]; (2.9)
ii) Ters-simetriktir :

[X,Y] = ~[¥, X]; (2.10)
iii) Jacobi 6zdesgligini saglar :

[X,IY, Z]) + [V, [Z, X]] + [Z,[ X, Y]] = 0. (2.11)

gl(n,IR), sl(n,IR) ve o(n,IR) iyi bilinen Lie cebiri érnekleridirler.
2.1.10 Tanim : Heisenberg Lie grubu ve Lie cebiri

(i) Boyutun 3 olmasi hali :

{(13:2\ \}

v)lzy,zeR (2.12)
L4 \0 0 } )
formunda sifir gii¢li (nilpotent) basit baglantih bir Lie grubudur.
( 1 1t 0\
v#)=430 1 0 (2.13)
0 0 1
alalim. Her t € R icin, H de bir nokta elde ederiz, dolayisiyle ¥(t)
(10 0)
’)’(0) \ 1 } =€ (2.14)
0 0
ve
01 0
¥(0) = { 0 \ =X € T ,(H) (2.15)
(o o o/

olacak gekilde H tizerinde bir egridir. Bu sefer

(100\

(t) = (2.16)
o \0 0 1}6H



yi alalim. Her ¢t € IR i¢in, gene H de bir nokta elde ederiz ve dolayisiyle a(t) de

{100\

S DO

R

6(0) = \g (1)} =Y € T,(H)

oo Q@

olacak sekilde H de bir egridir. Son olarak,

{10t\

e 1)

alalim. Her ¢t € IR icin, H de bir nokta elde ederiz, dolayisiyle 8(t) de

_{1 0 o\_
000 1) "
ve
. _(0 0 1\
ﬂ(O)——\g g g}—ZGTe(H)

olacak gekilde H de bir egridir. Boylece, H nin Lie cebiri
( { 6 1 o\ { 0 0 0\\

T =h={10 0 0],i0 0 1}
L\0 0O 0} \0 0 0/ )

(0q1

[X,Y]z\() 0 O}r-Z,[X,Z]:O ve [Y,Z]=0
00 0

dir.

dir.
(ii) Boyutun 2n+-1 olmasi hali :

H nin h Lie cebiri

[X:,Yi]=2, 1<i<n

sifir olmayan Lie parantezleri i¢in agagidaki kurallar ile
XiseesXns Y1500y Yo Z

elemanlan tarafindan tretilir. Bu cebirin

[A,B] = AB — BA

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

kamutatdri ile n+2 dereceden kesin olarak daha fistiin matrislerin vektor uzay:

tizerinde bir gerceklegtirmeye sahip oldugu bilinmektedir. Eger 6(i, j) (7, j)-koordi

natlarinda 1 ve diger yerlerdeki elemanlar1 0 lardan olugsan n+2 dereceden bir



matris ise, 7,5 € {1,2,...,n + 2} igin

X;=81,i+1), Y;=6(i+1,n+2) ve Z=461,n+2) (2.27)
seklinde Gzdegliyebiliriz. Bu yolla, H nin elemanlarim X;,Y; wve Z lerin li-
neer kombinasyonlan ile diyagonal {izerinde 1 ler elde ederek 6zdegleyebiliriz.

Dolayisiyle, g € H, g = (z,y,2), =,y € R®, z € IR koordinatlarina sahip-

tir.

2.2 H nin Co-adjoint Gosteriligsi H nin adjoint gosterilisi p asagidaki gekilde
tanimh

p: H — Aut(h) \ (2.28)
homomorfizmidir : her bir g € H igin,

ig : H—> H, iz(h)= ghg™* (2.29)
analitik tasviri H dzerine bir otomorfizmdir ve e deki tiirevi % nin bir otomor-
fizmidir. QO taktirde,

p: H — Aui(h) (2.30)
g plg) = dz'g! (2.31)
h de H nin bir Eneer gosterilisidir. Her bir W & f de dp tiirevi

dp(W)(") = W, ] (2.32)

ile verilir.

Co-adjoint gosterilig p* (p nun contragradient gdsteriligi) h nin dual uzay1 h* de

H nin lineer gosteriligidir ve

PH@AYW) = Ap(g™" )W), W eh (2.33)
ile tanimh
H x h* — b*, (2.34)
(9, 2) — p*(g)(N) (2.35)
etkisi (action) ile bulunabilir. Asagidaki diyagram kamutatiftir :

R 2 End(h)
exp | le (2.36)

H 5  Aut(h)
Her W € h icin dp(W) € End(h) dir. Bdylece,

plezp(tW)) = 72 L (dp(W))" (2.37)
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dir. O taktirde, eer £ € h ve X € h* ise,
dp*(W)INE) = &1 Mp(ezp(—tW))(£) (2.38)

elde ederiz. p(ezp(:;I?V)) serisinin terim terim tirevi alinarak

dp* : b — End(h*) (2.39)
lineer tasvirinin

dp*(W)N)(E) = ~AW, ], £eh (2.40)
geklinde verildigi sonucu c¢ikar. A € h* olsun. O taktirde, p* etkisi (action)
tarafindan A nmin 85 co-adjoint y6riingesi, yani

6x = p™(H)(A) (2.41)

A nin bir alt manifoldudur, (Corwin ve Greenleaf, 1990). Gergekten,

Py H — 85, (2.42)

P (g) = p*(9)(N) (2.43)

analitik tasvirini gdzéniine alahm. Her W € h* ve g € H igin,

dpy| (W)= %| pi(gezp(tW)) (2.44)

= o (9)dp* N (2.45)

dir. p*(g) € Aut(h*) oldugundan,

ex = {w € hldp*(W)(2) = 0} (2.46)

altcebiri herhangi bir g € H igin

rank(dpj{l ) = dim(R) — dim(ey) (2.47)
P

vi saglar. Ozellikle, dpy nin rangy H {zerinde sabittir. Diger taraftan, p* etkisi

(action) tarafindan stabilizer

Ex = {g € H|p"(g)(2) = A} (2.48)

ex Lie cebirli H nin kapal: bir Lie altgrubudur.

2.2.1 Ornek : Lie cebiri ile birlikte 3-boyutlu Heisenberg Lie grubunu gozoniine

alalim.

i:Hx H—>H (2.49)

i(o,7) = o107 = i,(7) (2.50)
{1 a c\

c=40 1 b,cH (2.51)
\O 0 1
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ot e
\O 0 1
olsun. O taktirde,
{lac\(lmz\{lac\—l
e (7) = 1 & 0
SO PP APV A S I
—-(lac\\{lxz\(l —a —c+ab\
VAT A VAT

py 0 1 by =di,

\o o 1/
ia:(x¢y’z)—"(way’z+ay'_bx)
(1 0 0\

Jac(ig) = 0 1 0
\-——b a 1

[ NN A A
iv 2 (z,y,2) — 0 -
Ho 1 (002 \—-b cln (1)} \Z) \-—ba:+yay+z}
dp(X)(Y) = & ‘|t=0 plexptX)(Y')
p(t,0,0) € Aut(h)

oyle ki

dir.

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)
(2.61)

(2.62)

(2.63)
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3 H UZERINDE KONTROL TEORI

3.1 Girig

M bir diferansiyellenebilir manifold olsun ve X(M) de M nin acik altkiime leri
tizerinde tanmimli tiim smooth vektdér alanlarimn ailesini gdstersin. Smooth kav
ramm C® veya analitik olarak disilinecegiz. Her bir X € X (M), M iizerinde
yerel difeomorfizmlerin bir 1-parametreli grubunu tanimlar, yani X igin olanakh
her bir ¢t € IR i¢cin, manifoldlar iizerinde vektor alanlan vasitas: ile iiretilmig adi
diferansiyel denklemlerin varlik-teklik teoreminden dolayi, (Warner, 1971),

Xiidom(Xy)C M > M (3.1)
nin bir yerel difeomorfizm oldugu elde edilir ve eger v* (-, £),  noktasindaki vektSr

alaninin integral egrisi ise, o taktirde

Xy(z) = v* (@3, 2) (3.2)
ile tamimhdir. Kuskusuz,
Xoq: Xy(dom(Xy)) C M — dom(Xy) C M (3.3)

tersidir. Ayrica, tanimlandiginda,
i) Xyo0X, = X446 »

i) (X)) '=X_,,

iii) Xo = Id dir.

3.1.1 Tanim : Bir ¥ control sistemi, ¥ = (M,D) seklinde bir ikili olarak
tanimlanir. Burada, M diferansiyellenebilir bir manifold ve D, X(M) nin bir

altailesidir.

3.1.2 Uyarilar :

i) M ye & min durum uzaey: denir.

ii) D nin elemanlar: sistemin stratejileri ve X nmin kontrolleridirler.

iii) ¥ bir

Gy = {X] o X} o...0 X | X/ € D,t; € R,r € N} (34)
"sozde (pseudo) grubu” tamimlar ve 3 tarafindan M de z in yoriingesi, z de Gy

nin etkisi (action) ile verilir :
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Gs(z) = {p(2) | ¢ € Gz} (3-5)

3.1.3 Tanim : Eger Gy {z) = M olacak gekilde z € M varsa, X sistemine gegiglidir

denir.

Ayrica X ile birlegmis,

Ss={X] oX} o...0X] | X’ €D, t;>0, relN} (3.6)
?sozde-yars (pseudo-semi) grubu” elde edilir ve  den X min " ulagillabilirlik (ac-
cesibility) kimes?” denilen X ile M deki z in pozitif yoriingesi

Ss(z) = {p(e) | € S} (3.7
dir.

Kontrol Teorideki temel problemlerden biri Sy () = M olacak gekilde M, D ve
z € M altindaki kogullar1 bulmaktir. Gergekten, eger bir z baglangic noktasi ile
baglanirsa problem, £ nin D dinamigi ile verilen negatif olmayan stratejiler ile M

nin her noktasina ulagmaktir. Yani Sx(2) = M ne zaman dogrudur?

3.1.4 Tanim : ¥ = (M, D) bir kontrol sistemi ve z € M olsun. ¥ ya :
i) eger Sx(x) = M ise, z de kontrol edilebi lirdir,
ii) eger £, M nin her elemani iizerinde  kontrol edilebilir ise, kontrol edilebilirdir

denir,

Burada, genel kontrol sistemleri i¢in teorik acidan ¢ok Snemli bilinen bir sonucu
verecegiz. Bu sonuca, sistemin dinamigi hakkindaki tim bilgileri koruyan, M deki
herhangi bir baglangic kosulu i¢in durum (state) uzaymin yoriingesine indirgen-

mesine olanak veren Yoriinge (Orbit) Teoremi ad1 verilir.
8.1.6 Teorem (Yoriinge Teoremi, (Sussmann, 1973)) :

Eger ¥ = (M, D) bir kontrol sistemi ve £ € M ise, o taktirde Gy (z) yorlingesi bir

diferansiyellenebilir manifold yapisina sahiptir.
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3.2 Heisenberg Lie Grubu Uzerindeki Invariant Kontrol Sistemleri

Sonlu boyutlu H Heisenberg Lie grubu tzerindeki invariant kontrol sistemi X =
(H, D) agagidaki data ile belirlidir :

g=X(g) + X}_ u;Y(g). (3.8)
Burada, ¢ € H, X,Y’ Heisenberg grubunun Lie cebirinin elemanlar;, 1 < j < k
ve

u:[0,00) — RF (3.9)
geklinde parcali sabit fonksiyonlar yani kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerdir.
Bu kisimda, Heisenberg Lie grubunun Lie cebiri A nin elemanlarn: H {izerinde sol

invariant vektor alanlar olarak gdzoniine alacagiz.

Dinamik D ise X ile birlesmig
D={X+X!  uY’ |u; ¢ R*} (3.10)
geklindedir.

Asagida 3-boyutlu Heisenberg Lie grubu iizerinde kontrol sistemi 6rnegini veriy-

oruz.

3.2.1 Ornek : H 3-boyutlu Heisenberg Lie grubu olsun. Yani

(/1 ry 3 ] .
H::{{O 1 :cz\ Z1,%q,T3 GIR} (3.11)
t\o o ]
ve Lie cebiri N
01 0 0 0 O
B:Spang‘A,{le (0 0 0\, Y? = {0 0 1\} (3.12)
L \0 0 0 \0 0 0}}
(0 0 1\
dir. Bu durumda, [Y,Y?|=Y*= 0 0 0 ; dir.
\o o o/
D = {X +uY?u € R} (3.13)

ile ¥ = (H, D) kontrol sistemini gozoniine alahm. Burada, X sonsuzkiigiik (in-

finitesimal) otomorfizmi
(1 x4 x3\\

z2=10 1 = €H icin X(z)==z,Y? (3.14)
\o o 1

ile tammhdir. ¥ gegisli degildir. Gergekten,



14

(/1 0

Gg(e)Z{{O 1 Z:\ .1:2,2:3€IR$ (3.15)
(o o 1/ j

dir.

Bu tiir sistemlerin kontrol edilebilirligi i¢in agagidaki sonug verilmigtir.

3.2.2 Teorem, (Ayala, 1995) : ¥ basit baglantih G Lie grubu iizerinde bir
nilpotent sistem olsun. O taktirde ¥ ancak ve ancak h = @ ise kontrol edilebilirdir.
Burada, § G nin Lie cebiri ve

h = Spany 4 {Y', Y2, ., Yk} (3.16)
dir.

Nilpotent sistem, nilpotent Lie grubu fizerindeki invariant sistem olduguna gére
bu sonug Heisenberg grubu iizerindeki invariat kontrol sistemleri i¢in de gecerlidir.

Ciinkii, Heisenberg grubu basit baglantih nilpotent bir Lie grubudur.

3.2.3 Ornek : 3-boyutlu Heisenberg grubu ve onun Lie cebiri
h = Spanp 4 {Y',Y?} (3.17)

yi gozéniine alalim.

(
D={Y1+uY2Y1=(g (1) g\, Y2=(g g (1)\} (3.18)
L \o 0 0 \0 0 0})

dinamigi ile invariant kontrol sistemini alalim.

{1 z z\_[{o 1 0\ {0 0 0 ](1 z z\
Lo o 1) 1\ooo/ “ooo/llooi) *1
dir. Burada,
0
X={0 (1) g\ ve Y:(g g (1)\ (3.20)
\0 0 0 \0 0 0

dir ve Teorem 3.2.2 ye géré bu sistem kontrol edilemez. Eger sistemin dinamigi

(
D={u1Y1+u2Y2 Yl'-:(g (1) g\, Y2=/g g (1)\! (3.21)
\ \0 00 0 0 0/)

geklinde ise yani

A T R G DR B i R
\00;1' 1.1\000 2\000_|\001}' .

ise kontrol vektdrlerine baghdir ve kontrol edilebilirdir.

N
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3.8 Heisenberg Lie Grubu Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemleri

Bu kisimmda, bir 6nceki invariant hali genelleyen Heisenberg Lie grubu iizerindeki
lineer kontrol sistemlerinden bahsedecegiz. Hatta daha da genellegtirerek nor-
malizdriin tanimlanmasiyla dinamigin bir parcasini normalizérden alarak daha
genel bir sistemin kontrollenmesi durumunu inceleyecegiz. Bu daha genel hal icin

kontrollenme agamasina gotiiren bir teoremin ispatinm1 verecegiz.

Eger G Lie grubu ise, G nin § Lie cebiri ¢ birimindeki G nin 7. G tanjant uzayi ile
Ozdeglegtirilecektir. Ayni zamanda, X (G) G tizerindeki tiim C* vektor alanlarimin

Lie cebiri olacaktar.

3.3.1 Tonum : Herhangi bir Y € k igin Y € X(H), Y. = Y olacak sekilde H
tizerindeki sol invariant vektor alanimi géstersin. O halde, Heisenberg normalizorii
n={X € X(H)|[X,Y] €h,VY €h} (3.23)

dir ve i nlin elemanlarina H lizerindeki lineer vektor alanlari denir.

8.3.2 Tanun : Durum uzay: sonlu boyutlu Heisenberg Lie grubu ve dinamigi H
tizerindeki

g=X(g)+ X}, u;Y(g), (3.24)
X € n, Y/ € h, diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirli olan % = (H,D)
sistemi Heisenberg grubu iizerinde lineer kontrol sistemlerini tanimlar. Burada,
= (U1,%2,.., UL ),

% : [0,00) — IRF (3.25)

geklindeki parcali sabit fonksiyonlar yani kisitlanmayan kabul edilebilir kontrollerdir.

3.3.3 Teorem (Ayala ve Tirao, 1994) : Eger F € C*(G,§) ise, o taktirde
Fe norm y(g)(§) < her bir ¥ € g igin

Fzexp¥) = (e™7) F(a) + (=550 ) (Y (F) + [¥, F(e)}) (3.26)
dir. 6zellikle, norm y()(§) bir G Lie grubunun Lie cebiri yardim ile olugturulan

normalizér olup tlizerindeki tiimm vektor alanlart analitiktir.

3.3.4 Teorem (Ayala ve Tirao, 1994) : ¢ € 9§ § nin bir tirevi ve E € g olsun.
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O taktirde,
A@x) = {(Ye, [V B~ X1+ 6(Y)) : Y € §} (3.28)
ile tanimh G x § deki A dagilumi C® dir, n = dim(g) boyutludur ve involutive

dir.

3.3.5 Teorem (Ayala ve Tirao, 1994) : G bir Lie grubu ve
® : norm y(q)(d) — § ® gl(§) (3.29)
O(F) = (F(e), ~dF.) (3.30)

ile tanimh lineer bir tasvir olsun. Otaktirde,

a) @, normy(g)(g) den § ® 8§ semi-direkt garpimi igine bir Lie cebiri homomor-
fizmidir.

b) Eger G baglantih ise, o taktirde @ : norm y(g)(§) — § ® 8§ bire-bir bir ho-
momrfizmdir.

c) Eger G baglantili ve basit baglantih ise , o taktirde

® : normy)(§) — @ 03 (3.31)
bir lizerine izomorfizmdir. Burada, gl(§) Lie cebiri lizerindeki tersinir lineer déni

gimler uzay1 ve 3§ Lie cebirinin tiirevidir.

Biz de baglantih ve basit baglantili bir Lie grubu olan Heisenberg grubu iizerinde

inceledigimiz sistemimiz i¢in bu teoremin ispatini verelim.

3.3.6 Teorem : ¥ = (H,D) Heisenberg grubu iizerinde lineer kontrol sistemi
olsun. O taktirde,
®:n— heoh (3.32)

bir {izerine izomorfizmdir.

ispat : 7 nin h® Ok ye lizerine izomorfik oldugunu gésterecegiz. Teorem 3.3.5 ’le

aym paralelde ® bire-bir bir homomorfizmdir.

(E,¢) € h x 8h olsun. O zaman, Teorem 3.3.4 deki gibi tamimh H x h iizerindeki
involutive A dagihmim gdzéniine alahm. ¢ : M, xy — H x hile (z, X) noktasindan

gecen A nin maximal baglantih integral altmanifoldu verilsin.
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(1) = (%) x + (=550 (¢v) + [v, B)) (3.33)
olsun. O taktirde, ¥(0) = X dir ve
¥'(t) = [V, E ~ ¢(2)] + ¢(Y) (3-34)

dir, Dolayisiyla, ¢(¢), x noktasindan gegen Dz = [Y,E — Z] + ¢(Y) ile tanimh
D € X(h) nin integrallenebilir egrisidir. v(¢) = (= exp(tY'), ¥(t)) ise, O taktirde
v(0) = (z,X) ve /' (t) = (f’“xp(gy),t/)'(t)) dir. O halde, v(t) (2, X) noktasindan
gegen (?,D)(z,z) = (Y,,Dz) ile tammmh (Y,D) € X(H x k) nin integrallenebilir
egrisidir. (Y, D) € A oldugundan, tiim ¢ ler igin v(t) € M, x) elde edilir. Boylece,
tiim Y € h igin

(@expY, (=¥ x + (2= ) (6(v) + [V, B])) € Mo xy (3.35)
elde edilir. Simdi ¢ : M — H x hk ile (e, E) noktasindan gecen A mmn maximal
baglantili integral altmanifoldu olsun. =n;, j = 1,2 igin j-faktori igine H x % nin
izdliglim tasviri olsun. p = @y - ¢ olsun. O taktirde,

dp(o,x) (Vau [V, E — X] + $(Y)) = ¥, (3.36)
dir ve bu da p : M — H nin regiler bir tasvir oldugunu gosterir. Bundan bagka, p
nin bir értii oldugu ispatlanacaktir. exp : V — U bir difeomorfizm olacak gekilde
V ve U sirasiyla simetrik B deki 0 “in ve H ’deki e 'nin acik komsuluklan olsunlar.
(=, X) € M verildiginde

s(zexpY) = (:cepr, (em*Y)x + (1—%) (p(Y) + | YE)) € My x)Y €
|4 (3.37)
ile tanimlh s : zU — M olsun. O taktirde, s, zU {izerinde tanimh {z, X) den gegen

p: M — H nin bir yerel parcasidir.

p(M) = H oldugunu ispatlayalim. Eger ¢ € p(M ) ise, o zaman s nin varhig zU C
p(M) olmasini gerektirir. Ohalde, n lizerinden timevarim yoluyla U™ C p(M)

oldugu sonucu gikar. Béylece, H baglantili oldugundan p(M) = H dir.

z € H igin p1(2) = {Xs}aeca olsun. s,, (z,X,) dan gegen zU izerindeki yerel
parga olsun. O taktirde,

p M (2U) = U_. 4 8a(2U) (3.38)
dir. Gergekten eger (zexpY,Z) € M )Y € V ise, ¢ (zexpY,Z) den gecen
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(z exp Y)U lizerinde tanimh yerel parga olsun. O taktirde, eger (z, X,) = o(z) ise,
(zexpY,Z) = so(zexpY) elde edilir. Diger taraftan, eger o # B ise, o taktirde
sa(2U) ve sg(x2U) ayriktirlar. Gergekten de s, (zexpY) = sg(zexp Z) (Y, Z € V),
Y = Z ve (e“‘dY)Xa = (e“‘dY)Xﬁ y1 gerektirir ki Xa # Xjs oldugundan bu
imkansizdir. p: s,(zU) — U bir difeomorfizm oldugundan, p : M — H bir &rtii

tasviridir.

H basit baglantih oldugundan p : M — H bir difeomorfizmdir. Bundan bagka,

X = ma(p~'(x)) olsun. O zaman
(dp™)e(Yz) = (Yo, [Y, B — X] + ¢(Y)) (3.39)

dir. F' = my - p~! olsun. O taktirde, F(e) = E ve

dF(Y2) = dmy (Yo, [E — X] + $(Y)) = [V, F(e) — F(z)] + $(Y) (3.40)
dir. Ozellikle, dF, = ¢ dir. A(t) = F(zexptY) ve
(t) = (7Y ) F(a) + (=55 (Y (F) + [v, F(e)]) (3.41)

olsun. O taktirde,

M(t) = [Y, F(e) — A1) + #(Y) (3.42)
ve
Y'(t) = [V, F(e) — $(2)] + ¢(Y) (3.43)

dir. A(0) = F(z) = ¢(0) oldugundan A(t) = %(¢) oldugu sonucu cikar. Ohalde,
Teorem 3.3.3 uygulanarak F ¢ n bulunur ve teoremin ispat: tamamlanmig olur.

7 nin h ® &k {izerine izomorf oldugunu yani normalizériin elemanlarinin Heisenberg
grubunun Lie cebiriden ve bu cebirin tiirevinden alinan elemanlarin direkt carpimi
geklinde diiglinebilecegimizi gérdiikten sonra gimdi de baglantili Lie gruplan igin
verilen ve elbette baglantili ve basit baglantili nilpotent Lie grubu olan Heisenberg

Lie grubu icinde gegerli olan agagidaki sonucu gérelim.

3.3.7 Teorem (Ayala ve Tirao, 1994) : G baglantili bir Lie grubu olsun. Eger
dim.Span{Y?,ad'(X)(Y)|0<i<p, 1<j<k}=dim(G) (3.44)

ise, o taktirde sistem kontrol edilebilirdir.

3.3.8 Ornek : Ornek 3.7.1 *deki sistemi gézdniine alalim. Yani
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(/1 3 )
{ { wl xz r1,%2,Z3 € IR} (3.45)
\ \0 )

¢ boyutlu Helsenberg ve onun Lie cebiri

( 0 1 0 00 )
h = Span, , {Yl = (0 0 0\ Y?= {0 0 (1)\ } (3.46)
0 0 0 \0 0 0})
olmak lzere
D= {X +uY?u € R} (3.47)

ile verilen X = (H, D) lineer kontrol sisteminin gozoniine alalim. Burada,

{001\

YLy =Y%= (3.48)
\0 0 o0
oldugunu ve X in
( 1 xl m;;\
X(z) = z,Y?, z= zy ] €EH (3.49)
Lo o 1
geklinde verildigini hatlrlatahm. Basit bir hesaplamayla
(X|H) = Span 4 {Y?,Y*} = Span{Y?,Y"} (3.50)
oldugu goriiliir ve dolayisiyla X gecismeli degildir. Gergekten de
( ( 1 0 =z
Gx(e) = { 0 1 =z, Zy,T3 € ]R.} (3.51)
{L\0 0 1 )
dir. 3 sisteminin birim elemandaki yériinge iizerine indirgenerek elde edilen

= (Hsx(e), D) sistemi ise Teorem 3.3.7 ’ye gore kontrol edilebilirdir. Asil sistem
kontrol edilemezdir, ancak birimdeki ydriingesine indirgedigimizde olugan gegigmeli

sistem kontrol edilebilirdir.
Kontrol edilebilirlik sistemin y6riingesinin kaotik oluguna engel olugturabilir.
3.4 Heisenberg Lie Grubu Uzerindeki Singiiler Kontrol Sistemleri

IR™ {izerindeki klasik lineer kontrol sistemleri 40 yildan fazladir galigilmakta dir.
Bunlar teorik ve pratik acilardan 6nemlidirler. Bununla birlikte, bazi uygula-
malarda pratikten ortaya cikan bazi problemler géstermistir ki ¢ogu kez problem
incelenerek model sistemin dinamigini tamamen bilmek miimkiin degildir. Bu
zorluga bir ¢6ziim getirmek ilizere 1980 de Singiiler Sistemler ortaya gikmigtir,

(Dai), (Yip ve Sincover, 1981).
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Klasik lineer sistemler ve singiler sistemler igin durum uzay: IR™ dir. Bu kisimda
da sonlu boyutlu Heisenberg Lie grubu i¢in singiiler sistemler sinifinin bir genelle
mesini incelemek istiyoruz. Oncelikle Heisenberg grubu tizerindeki singiiler kontrol

sistemi modelini tanimlayalim.

3.4.1 Tanim : H sonlu boyutlu Heisenberg Lie grubu ve h Lie cebiri olmak iizere
H fizerindeki bir X singiiler kontrol sistemi, &/ yani kabul edilebilir kontrollerin
kiimesi ile parametrelenmig

Er(3)=X(z)+ X, u;Y/(2), z€H (3.52)
geklindeki diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirlidir. Burada, E, = dl,ocFodl,—:
ve E : h — h tersinir olmayan (non invertible) Lie cebiri homomorfizmidir. Diger
taraftan, drift vektor alani X X (H) Lie cebirinin iginde h nin normalizérii n ye
aittir. Diger bir deyisle :

Xen={X eX(H)|[X,Y]€h, VY €h}. (3.53)

Her bir j = 1,2,...,m icin Y kontrol vektdrleri h de elemanlardir.
3.4.2 Uyarilar :

1. Bu tip kontrol sistem sinifi IR™ {izerindeki singiiler kontrol sistemini genellestirir,
{Dai). Gergekten, tanimdan, IR™ iizerindeki bir £ kontrol sistemi

FEz = Az 4+ Bu, z € R" (3.54)
dinamigi ile belirlidir. Burada, u €U, Ave B uygun dereceden matrisler
ve E € M, (IR) n-inci dereceden bir tersinir olmayan matristir. Eger b;,...,b,, B
nin siitun vektorlerini gosteriyorsa, o taktirde Bu = Z;n:l u;b; dir. L(IR™) R"
lizerindeki sabit vektdr alanlarinin Abelian Lie cebiri oldugundan, dolayisiyle
biy-..s b € L(IR™) dir. Diger taraftan, eger b € IR" ise, o taktirde [A,b] = —Ab
dir. O halde, A € norm x(g~)(IR"™) dir. 6zellikle, 3 Abelian basit baglantili Lie
grubu IR" iizerinde bir singtiler kontrol sistemidir.

2. IR™ tzerindeki singliler ve klasik lineer kontrol sistemleri arasindaki baglant:
lineer durumda matris E nin tersinir olmasindan kaynaklanmaktadir. Bdylece,

singiiler durumda E yi 6zdeglik tasviri alarak lineer durum elde edilebilir.
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IR™ lizerindeki singiler kontrol sistemleri bir anlamda IR™ tizerindeki lineer kontrol
sistemler simifin1 genisgletir. Gergekten, E tersinir olmayan bir lineer déniisiim
oldugundan sadece dinamigin bir kismi bilinir. Diger taraftan, eger E singiiler
degilse, sistem lineerdir. Elbette, bu sinif IR® {izerindeki lineer kontrol sistemlerini
genellestirir. Bundan bagka, H {zerindeki singiiller ve lineer kontrol sistemleri
IR™ icin daha Once agiklanan anlamda baglantihidirlar. Bunu gérmek.icin, X €
g ® aut(G) drift vektdr alam ile birlesmis F € C* (G, §) fonksiyonunu alalim. O

taktirde,

& =dlo(E7 o F)(x)) + 272, wjdl.(E"'(Y'(e)), €@, uwel (3.55)
dir. F sadece (F(e),—dF,) ciftine bagh oldugundan E~! o F fonksiyonu
((E~' o F)(e),—E™! o dF,) ¢ifti ile karakterize edilir. Teorem 3.3.6 ’dan dolayi,
E~! o F € 5 oldugu sonucu c¢ikar. Elbette, j = 1,2,...,m icin E7Y (YY) € § dir;
oyle ki diferansiyel denklemlerin bu ailesi G Lie grubu lizerinde bir lineer kontrol

sistemi tanimlar.

3.4.3 Teorem, (Ayala ve Tirao, 1994) : X, X € 5 drift vektdr alanmi bir
singiileriteye sahip olacak gekilde bir G Lie grubu tizerinde bir lineer kontrol sistemi
olsun. Eger,

dim.Span{Y’,ad' (X} (YH0<i<p, 1<j<&k}=dim(G) (3.56)

ise, X kontrol edilebilirdir.
3.4.4 Uyarilar :

1. Teorem 3.4.3 ’deki rank kogulu ayni zamanda bilinen Kalman kontrol edilebilir-
lik rank kogulunun bir genellemesidir. = Gergekten, [by,b2] =0, Vb;,b, € R™
dir.

2. Elbette, Teorem 3.4.3, Y = 0 hali diginda invariant kontrol sistemleri i¢in dogru
degildir.

3. Tamim 3.4.1 deki gibi Heisenberg Lie grubu lizerindeki singiiler kontrol sistemleri
i¢in kontrol edilebilirlik 6zeligini incelemek {izere en az iki halde Teorem 3.4.3 @ ve

yine bu grup i¢in invariant sistemlerin kontrol edilebilirlik sonuglarini kullanabiliriz
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a) Invariant singiiler kontrol sistemleri, yani, X = (¥,0) € § ® aut(G) olmas: hali.
b) Lineer singiiler kontrol sistemleri, yani, X € 7 in singiileriteye sahip olmasi

hali.
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4 SPESIFIK FiZIKSEL PROBLEMLER

Bu béliimde, daha 6nce Heisenberg Lie grubunun Fizik problemlerine uygulanmig
bazi 6rneklerinden vermek istiyoruz. Onceki bliimde yer alan ¢aligmamizin ilerde

benzer Fizik problemlerine uygulanabilecegini umut ediyoruz.
4.1 Analog Radar Sinyal Tasarim: ve Sayisal Sinyal Yontemleri
-Bir Heisenberg Sifir Giigli (Nilpotent) Lie Grubu Yaklagimi

Analog ve sayisal radarin tasarimlarinin oto ve c¢apraz belirsizlik fonksiyonlar:
fizigin, matematigin ve elektrik miihendisliginin simir ¢izgilerindedir. Bu kisimda,
(Schempp) de verilmis olan analog radar sinyal tasariminin iki problemininden
bahsedecegiz. Bunlardan biri 1953 de ortaya atilan sentez problemi ve digeri
ise simplektik zaman-frekans diizlemi lzerindeki belirsiz ylizeyler icin degigsmezlik
problemidir. Her iki problem de basit baglantili reel Heisenberg sifir giicli (nilpo-
tent) Lie grubunun tek boyutlu merkezine izomorfik yapi grubu ile iki boyutlu
polarize (sirasiyla izotropik) arakesit tizerinde diferansiyel ana iplik demetindeki
harmonik analizler yolu ile ¢dziiliiyor. Bu yolla, 3-boyutlu reel metaplektik grubun
lineer osilatdér tasviri zaman-frekans diizlemi tizerinde verilen herhangi bir radar
belirsizlik ylizeyinin enerji koruyucu lineer otomorfizmalar: i¢in yontemler ortaya

cikarir.

Dijital sinyal igleme alaminda, Whittaker-Shannon-Kotelnikov 6rnekleme teoremi
de nilpotent harmonik analizin ¢atisi ile de gakigir. Temel diigiince lineer Schrédin
ger gosteriliginin kompakt Heisenberg nilmanifoldunda modellenen Hilbert uzayina
etki eden ljneer Srgii gosterilisi ile gergeklegtirilmesi, yani, iki boyutlu kompakt tor
T? iizerindeki diferansiyel ana iplik demeti ile indirgenmis reel Heisenberg nilpotent

Lie grubunun tek boyutlu merkezine izomorfik yap1 grubudur.
4.1.1 Radar prensiplerine giris :

Basit olarak, radar sistemlerinin amac: gokyliziinin genis alanlarim yoklamak,
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uzak bir nesnenin goriintiislint saptamak ve ayni zamanda hedefe ait bilgilerin
cesgitli tlirlerini segmektir. Radar tarafindan aranan hareketli hedef durumunda

ana ilgi alaninin verileri : - davranis,

- erim (rank) d,
- radar antenine gore radyal hiz v,
ve

- nesnenin buyuklagi (6lgtleri) dir.

Tipik bir hava trafik kontrol radarinda, sabit anten mekaniksel olarak ekseni
etrafinda doner, her 4 den 12 s. kadar ki mikrodalga radyasyon demeti ile 360° nin
tamamini tarar. Azimut demet ¢oziiniirligi yaklagik 1° ~ 2° ve dikey anten mod-
eli yayilmig yelpaze gibi ve genellikle 30° ~ 45° genigliklidir. Glinlimiizde havaalani
gozetim radar sistemleri goriis alanlar igindeki 50 tane ugaga kadar sayida ugag:
izlemelidir (35 den 65 km. kadar) ve bu izleri (rota) hava trafik kontrollerine

gbrintilemelidir.

Diiz, 6zdeg kii¢ciik anten elementlerinin kuralli ayarlanmasi, her biri radar sinyal-
lerini iletmeye ve almaya miisait, fiziksel anlamda dénen parabolik reflek torde
yer almaktadir. Hatta isinlari uzayin bogluklarini tarasada radar anteninin hig
bir parcasi kendi bagina hareket edemez. Sinyal hedeften hedefe elektronik olarak

saptirilma yerine dalga girigiminin fiziksel prensibinden gegerek yonetilir.

Bu giin bu tiiriin tek radar sistemi bataryali (pil) mekaniksel y6nlendirmeli an-
tenlere ihtiya¢c duyulabilir. Yeni radar aleti elektronik yonlendirmeli fazli-diizen
olarak biliniyor. Ileri teknolojide sekillendirilirken, radarin temel prensipleri degig

meden kaliyor.

Eger uzak cisim yayilan 1ginin izinde kahyorsa, iletilen sinyal enerjisinin bir kismi
hedef tarafindan yansitilir. Giiniimiizdeki radarlarin amaglan igin kabul edebiliriz

ki hedefin hizi v elektromanyetik radyasyonun hizi c¢ ile kiyaslandiginda ufaktir.

Herhangi bir radar sisteminin pratik olarak gerceklenmesi agir1 miktarda elektronik
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alete gerek duyar. Radar sisteminin beyni alici izleyici bilgisayar, mekaniksel
yonlendirilen ¢anagin uygun pozisyonlarinin programlanmasi veya elektronik yon
lendirilen antenin 151n pozisyonlari, anten sistemine giden kontrol izi yoluyla iletilen

radar sinyallerini koordine etmek ve son olarak goriintiileme sisteminin ¢aligmasi.
4.1.2 Analog radar sinyal tasarim: :

Tim radar sistemlerinin tasarimindaki baghca unsur en iyi erim ve hiz dl¢imlerini

bir veya daha fazla uzak hedeflerde yapabilmeye yénlenmis analog sinyal tasarimidir.

Analog radar sinyal tasariminin temel sinirlamasi radar Sl¢iimlerinde ciddi net-
icelere sahiptir. Aslinda, radar sinyali tasarimlanamaz, 6yle ki erim-hiz diizle
minin her yerinde yliksek performans verir ve radar belirsizlik prensibinin 6z{inii
meydana getirir. Eger sinyal dalga formu f € S(IR), IR de sonsuz tiiretilebilen
kompleks degerli fonksiyonlar uzayi Schwartz uzayi, normalize edilirse, &yle ki
||l = 1 olur ve radar belirsizlik prensibi

S Jror dxdy|H(f;2,9)[* = (4.1)
formiilii ile analog radar belirsizlik fonksiyonu terimleriyle agiklanabilir. Bu asa
malardan za.mz;.n frekans duzlemi tlizerindeki normalize radar belirsizlik yiizeyi
F = H(f;IR,IR) altindaki toplam hacim birim degere esittir (sinyal dalga formu f
den bagimsiz olarak). Buradan da erim d ve radyal hiz v de yapilabilir ¢o6ziiniirliik
performansinda bir sinirlama vardir. 6yleyse, radar sinyal tasarimi erim ve hiz

ol¢limleri arasinda bir uzlagma meydana getirmektedir.

Radar belirsizlik prensibi quantum mekaniginin Heisenberg belirsizlik ilkesi ile par-
alellik gdstermesine ragmen ilk diigiince nicin Heisenberg belirsizlik ilkesinin radar

teorisinde hi¢ bir 6nemi goriilmedigi seklindedir.

Analog radar sinyal tasariminda ikinci ¢Oziilen problem zaman frekans diz lemi
lizerindeki radar belirsizlik yilizeyi i¢in invariant problemidir. Zaman-frekans
diizlemi tlizerindeki her radar belirsizlik yiizeyi i¢in sonug chirp sinyaller vasitasiyla

enerji koruyucu lineer otomorfizmalarin  Gretim iglemini gosteriyor. Bundan
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bagka, simplektik zaman frekans duzlemi IR & IR {izerindeki SO(2,1R) invariant
radar belirsizlik ylzeyleri, radyal simetriklikleri belirlemeyi mimkiin kiliyor ve
bizleri Laguerre fonksiyonlarina gotiiriyor. Iki boyutlu polarize arakesit tizerindeki
ana iplik demetiyle basit baglantili reel Heisenberg nilpotent Lie grubunun tek
boyutlu merkezine izomorfik yap1 grubunun kompakt Heisenberg nilmanifoldu ile
degigti rilmesi iglemi Laguerre fonksiyonunun farkh diizeyleri icin yeni bir denklemi

verir.
4.1.3 Radar sentez problemi :

D. Gabor (1971 Nobel 6diili) klasik makalesinde, (1946), doganin tanimina esas
itibariyla biri zamanin ve digeri frekansin olmak {izere iki ayr1 yaklagimin olduguna
igaret etmektedir. Her iki yaklasim da zaman-frekans diizlemi fikri ile birlestirilir.

Bu, iletigim (information) teorisinde temel 6neme sahiptir.

Reel Heisenberg grup A(IR.) 3-boyutlu reel Lie grubu ile destekleyici manifold
(IR ® IR) x IR dir ve ¢carpim
(v1,21) - (v2,22) = (01 +v2,21 + 22 + ';'B('Ulvv2)) (4.2)

ile verilir. Fizikciler arasinda A(IR) grubu Weyl grubu olarak adlandirihr.

Iletisim teorisinin zaman-frekans diizlemi ve analog radar sinyal tasariminin erim-

hiz diizlemi iki boyutlu reel simplektik vektér uzayr W ile tanimlanabilir.
4.1.4 Sonlu faz uzay1 ve sonlu Fourier déniigiimii :

Fiziksel sistemlerin temelini tegkil eden gekil uzay: sonlu bir set olup ya temel goriig
noktasindan ya da geleneksel alan teorilerinde sunulan sonsuzluklardan kurtulmak
amaci ile uzun zamandan beri fizik¢ilerin dikkatini ¢ekmektedir. Diger taraftan,
kompleks vektor uza.yla,rlndé.ki sonlu nilpotent gruplarin indirgenmeyen lineer tem-
sillerinin tamamen monomial oldugu bu yiizyilin bagindan beri bilinmektedir. Bu
teorem, biitliin basit baglantili nilpotent Lie gruplari i¢in benzer sonug¢ belirten

unld Dixmier-Kirillov teoreminin atasidir.

4.1.5 Fourier optiginin faz siireksizligi :
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Ortak eksenli optik sistem boyunca igtk dalgasinin geligmesi 11k siddetlerine dair
bilgiler verir. Kuadratik Hamiltonian in yardimi ile paraxial yaklagimda tamimlana-
bilir. Optik zaman ekseni boyunca kargilik gelen 1g1n gelismesi iki boyuttaki rela-
tivistik olmayan kuantum fiziginin ¢evresindeki kanonik déniiglimleri gibi igleyen
operator grubunun ortaya gikmasini saglar. Sinyal teorinin faz uzaymnin zaman-
frekans diizlemi IR @ IR oldugunu goérmekteyiz. Halbuki, optik faz uzayi en az
zamanin Fermat prensibinden ¢ikartilmaktadir. Fourier optiginde lineer geometrik
optigin sayisal tanimlayicisi olan en dnemli teorem optik sistemin geometrik ekseni
boyunca belirsizlik yiizeyinin korundugunu belirtir. Bu teoreme, belirsizlik yiizey

korunum prensibi gibi bakiyoruz.

Sonug olarak, iki boyutlu polarize arakesit tzerindeki diferansiyel iplik demetindeki
barmonik analiz ile basit baglantili reel Heisenberg nilpotent Lie grubunu A(IR) nin
tek boyutlu merkezine izomorfik yapi grubu relativistik olmayan Fourier optiginde
ve analog ve sayisal sinyal iglemede kuantum mekaniginde 6nemli bir rol oynar.
Daha agk olarak, Lie grubu A(JR) kuantum mekanigi ve analog radar sinyal
tasariminin birlegtigi noktada bu aralarinda iliski kurulan faz uzaylan fi(IR,) nin
dejenere olmamig co-adjoint yoriingelerine simplektik tanjant uzay: ile bir tu-
tulabilir oldugundan beri durmaktadir. ()zellikle, kompakt Heisenberg nilmani-
foldundaki harmonik analizler dahilinde farkli dizilerin Laguerre fonksiyonlan igin

ozdegliklerin bir geometrik ispati desteklenir.
4.2 Heisenberg Lie Grubunun Perspektifinden Fourier Optikleri

Bu kisimda, referans (Raszillier ve Schempp), geometrik (lineer) optik ve onun
skaler dalga kargsiligi Fourier optikleri faz (optik) uzayn simplektik yapisindan
gitkan grup teorik vasitalarin dogal sonucu olarak Fermat prensibinden tidretilir
gibi inceleniyor. Aslinda, quantize geometrik optik yapiliyor. Simplektik yapa li-
neer kanonik doéntigiimlerin grubu (simplektik) ile korunuyor. Simplektik grubun
her elemani geometrik optikteki bir gériintli sisteminin bir kismi gibi tasavvur

edilebilir. Diger taraftan, (nilpotent) simplektik grup Sp(4,IR) nin etki etmesi Lie
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cebirini (simplektik) faz uzayina benzetebilir. Bunlara ilaveten, desteklenen ba-
sit baglantili Lie grubunun indirgenemez bélinmez temsillerinde bulunan Heisen-
berg grubundaki simplektik hareket her (sonsuz-boyutlu) indirgenemez temsillerin
uzayindaki bélinmez doéniigiimlerin grubuna sebep oluyor. Bu grup, metaplek-
tik grup olarak adlandirihr. (Skaler) dalga alaninin (Fourier optigi) gelisiminin
iginlarin (geometrik optik) gelisimine benzemesini tanimlar ve o surette optikteki
iki goriintliyd baglar. Kavramlarin kargilikli etkilegiminin vurgusu yapiliyor ve bu
nedenle klasik ve kuantum mekaniginden teknik terimlere ve sezgilere de miiracaat

ediliyor.

Son bir kag yil siiresince optikte 1ginlar sistemi (Butterweck, 1981), (Stoler, 1981),
(Nazarathy ve Shamir, 1982) ve (Guillemin Sternberg, 1984) bilgisinden dalga
optiginin olusturulmasina c¢ok fazla dikkat sarfedilmigtir. Arastirmalar optik dalga
alaninin kendisi lizerinde veya egdeger olarak onun ¢egitli déoniigimlerinin yogunluk
matrisi lizerinde ahenkli dalgalar i¢in yogunlagtirilmigtir (oto-korelasyon veya oto-

belirsizlik ve Fourier doniigiimii, Wigner fonksiyonu).

Klasik mekanigin kuantizasyonu ile benzerliginden beri kuantum mekanigi ile karg:
likhh etkilesmeler ¢ogu kez uygulanmaktadir. Iki alan arasindaki farklihk larin ve
benzerliklerin her ikisi de vurgulanmaktadir. Birinci mertebe paraxial optikler
olarak adlandirilan geometrik optikteki durumlarin kesin gercevesinde ilgileniliyor.
Bu klasik mekanik sistemlere optik bir benzerliktir ve matris formiilasyonu ile
verilebilir. Matrisler 4-boyutlu faz uzayindaki (Guillemin ve Sternberg, 1984),
(Stavroudis, 1972) lineer kanonik doniigiimlerin simplektik grubu Sp(4,IR) ye ait-

tir.

Geometrik optigin simplektik formiilasyonu elbette ki klasiktir, (Stavroudis, 1972},
(Born ve Wolf, 1975). Metaplektik grubun (simplektik gruplarn iki-kath orti
grubu) terimleri tiiriinden kuantizasyonu fikri Guillemin ve Stenberg, (Guillemin
ve Sternberg, 1984), tarafindan kisaca tarif edilmis bulunuyor. Metaplektik grup

kavrami A. Weil, (Weil, 1964) , ye gotiiriir ve Bacry ve Cadilhac, (Bacry ve Cadil-
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hac, 1981), tarafindan da Maxwell denklerimden geometrigimsi dalga optikleri

yaklasiminin ters problemi tartigilirken kullanilmigtar.

(Raszillier ve Schempp) de, Heisenberg grubundaki harmonik analizin bakig agisin
dan grup teorinin ¢atisinda birinci mertebe paraxial (benzer eksenli) dalga optikleri
olugturuluyor. Bu grup, ¢ok yakindan kuantum mekanigi (Howe, 1980) ve sinyal
teori (Schempp, 1984) ile baglantilidir. Dolayisiyla, Sp(2n,IR) grubuna ve onun
iki kath o6rti grubu olan Mp(2n,IR) arasindaki iligkiye 6zel bir dikkat gosteriliyor.
Optik (skaler) dalga alaninin faz siireksizliklerinin dogasi, yer ve orjindeki bazi
detaylar: da tartigithyor. Ancak bu gergekler, uygun grup teoriksel perspektifine

heniiz konmamaigtir.
4.2.1 Kuantum mekaniginden ornekler :

En basit 6rnek (a) serbest parcgacik Burada {g(¢)} tek parametre grubudur :

g(t) = (I(;‘ %I:n)’ -0 <1< oo . (4.3)
ve onun igin

G(z,yit) = (25)% eap (22 + i (2 —y)?), £>0 (4.4)
ile

G(z,y;—t) = G*(y, ;1) (4.5)
dir.

Onun igin Feynman ve Hibbs tarafindan verilen altgrup {¢g(¢)} icin kiitlesi m ve

frekanslar1 w;,...,w, olan (b) n-boyutlu harmonik osilatér icin de sonuca
isaret ediliyor. )

/ cosw; i . 0 sinwnd 0 \

mw;y
0 ... coswyt 0 ... Sinwgl
g(t) = . * mwy s (4.6)
—mwisinwit ... 0 coswit ... 0

\ 0 e, —mMw,Sinwy,t 0 ee coswnt/

—o0 < t < o0 (4.7)

dir.
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SONUCLAR

Heisenberg Lie grubu tizerindeki kontrol sistemi gegitleri ve kontrol edilebilirlik

problemleri incelenmigtir.

Heisenberg Lie grubu {izerindeki normalizdrli lineer kontrol sistemlerinin kontrol
edilebilirligine destek olan teorem ispat edilmig ve Heisenberg Lie grubu dzerindeki
singiiler kontrol sistemleri sunulmugtur. Sistemlerin yoriingelerinin 6nceden bi-
linebilir yada kaotik olabilecegini sdyleyebiliriz ve ¢ok yaygin uygulama alanlari
olan (Ornegin; trenlerin kontrol sistemleri, uydu kontrolleri, vb.) kontrol sistem-

lerinin Heisenberg modelinin ilging oldugu diigiintlmektedir.
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