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SIMGE LiSTESI

MSFE,_p

a—1nc1 dereceden kesirli Fourier operatorii.

f isaretinin Wigner dagilimi.

a acisinda Radon doniisiim operatorii.

n—inci dereceden Hermite-Gauss fonksiyonu.

n—inci dereceden Hermite polinomu.

Ikinci dereceden tiirev operatorii.

Strekli Fourier doniigiim operatorii.

N boyutlu ayrik Fourier matrisi.

N boyutlu merkezi ayrik Fourier matrisi.

f isaretinin gergel kismi.

f isaretinin imajiner kismu.

Ayrik merkezi Fourier déniigiimiiniin 6zvektorlerini barindiran matris
N boyutlu ayrik Fourier matrisinin kdsegen 6zdeger matrisi.

V,; matrislerinin Gram—Schmidt algoritmasindan gectikten sonraki hali.
N boyutlu birim matris.

n—inci dereceden ayrik Hermite-Gauss fonksiyonu.

N boyutlu AFD—kaydirma permiitasyon matrisi.

S yonteminde kullanilan ayrik Fourier matrisiyle sirabagimsiz matris.
T yonteminde kullanilan ayrik Fourier matrisiyle sirabagimsiz matris.
T matrisinin kogegen 6zdeger matrisi.

Merkezi ayrik Fourier matrisinin kogegen 6zdeger matrisi.

V yontemi kullanilarak elde edilen AFD sirabagimsiz matris.

Cift dogrusal tiirev matrisinin bélen matrisi.

Cift dogrusal tiirev matrisinin béliinen matrisi.

Cift dogrusal yontemle elde edilen AFD sirabagimsiz matris.

Cift dogrusal bolen matrisinin kdgegen 6zdeger matrisi.

B, matrisinin ilk stitunu.

B, matrisinin kararh hali.

Daha iyi kogullanmig B; matrisi.

n—inci dereceden c¢ift dogrusal tiirev matrisinin boélen matrisi.

n-inci dereceden S matrisi.

Ikinci tiireve ikinci dereceden ayrik Taylor yaklasikligi matrisi.

Ikinci tiireve sonsuz yaklagsiklikla elde edilen AFD sirabagimsiz matris.
D, matrisinin kégegen 6zdeger matrisi.

x isaretinin zaman bolgesi genigligi.

x isaretinin bant-genisligi.

Zaman bolgesi ortalama degeri.

Frekans bolgesi ortalama degeri.

a—1nc1 dereceden kesirli zaman-bantgenisligi orani.

x isaretinin a—1nct derecedeki zaman genigligi.

x isaretinin a—1nc1 derecedeki bantgenisligi.

a—inc1 dereceden ayrik kesirli zaman—bantgenigligi orani.

a—nc1 dereceden ayrik kesirli Fourier bolgesi ortalama degeri.

a doniigiim derecesine bagl, gerekli bantgenisligi maliyet fonksiyonu.
Esik fonksiyonu.

n-inci digbiikey kiime.

Bir boyutlu ortalama karesel hata.



MSFE;_p Iki boyutlu ortalama karesel hata.
I (wy,w,)  Iki boylutlu I(x,y) goriintiisiiniin, analitik gériintiisiiniin FD’si.
I (we,w,)  Iki boylutlu I(x,y) goriintiisiiniin, analitik kisminm FD’si.

M DKD’nin 2 x 2’lik parametre matrisi.
Cm(+) M parametreli DKD operatorii.
7 () DKD'nin |a + d| < 2 iken (n, 7,0) dereceden 6zfonksiyon kiimesi.
H, Hiperbolik altgrubun 6zfonksiyonlarini iireten diferansiyel denklem operatorii.
X? (u) A, dereceden repulsif osilator fonksiyonu.

X, .o (W) DKD'nin |a + d| > 2 iken (A,, 7, 0) dereceden 6zfonksiyon kiimesi.
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OZET

AYRIK KESiR"H FOURIER VE poGRUS_A_L KANONIK
DONUSUMLERIN OZANALIZI

Fourier doniigiimiiniin genellestirilmis hali olan kesirli Fourier doniigiimii, 6zellikle son
yillarda, bir ¢ok alanda kullanilmaya baglanan giicli bir doniigiimdiir ve Fourier
doniigiimiintin kullanildigi biitiin alanlarda kullanilma potansiyeli bulunmaktadir. Sayisal
diinyanin, analogun yerini almasiyla birlikte Fourier doniigiimiiniiniin kullanimi hemen
her zaman ayrik Fourier donisima ile yapilmaktadir. Ayrik Fourier doniistimii bu kadar
onemliyken, ayrik kesirli Fourier doniigiimii yeterince incelenmemigtir. Bu tezin onemli
bir bolimiinde ayrik kesirli Fourier dontigiimiiniin yeni tanimlamalar1 {izerinde
calisilmigtar.

Bu tezde ii¢ degisik ayrik kesirli Fourier doniigiimii tanimlamasi yapilmistir. Bunun
yaninda bir uygulama olarak, duragan olmayan isaretin eksik kisimlarini ardigil
izdiigimler teknigiyle geri elde nasil geri elde edilecegi tanitilmigtir. Son olarak da hem
Fourier doniigtimiintin, hem kesirli Fourier doniisiimiiniin, hem de diger bir takim
doniistimlerin genellestirilmis hali olan dogrusal kanonik doniisiimiin 6zfonksiyonlar1 ve
bunlar: iireten diferansiyel denklemler verilmektedir.

Ayrik kesirli Fourier doniisimiiniin ilk taniminda sadece merkezi ayrik Fourier doniigiimii
ve onun katlar1 kullanilarak ayrik Fourier doniistimiiniin 6zvektorleri bulunmus ve uygun
ozdegerler secilerek ayrik kesirli Fourier doniigiim matrisi olusturulmustur. Daha sonra
da bulunan ozvektorler uygun sekilde kullanilarak ayrik Fourier doniigiimiiyle
sirabagimsiz bir matris bulunarak, literatiirdeki diger sirabagimsiz matrislerle dogrusal
kombinasyonu alinmig ve Hermite-Gauss fonksiyonlarinin oOrneklerine daha yakin
ozvektorler bulunmustur. Elde edilen ayrik kesirli Fourier doniigim matrisinin
zaman—frekans bolgesinde dondiirme 6zelligi dahil bir c¢ok Ozelligi test edilmigtir.
Bilgisayar benzetimleriyle Hermite-Gauss fonksiyonlarinin orneklerine ne kadar
yaklagtigi, diger yontemlerle de karsilagtirilarak gosterilmigtir.

Ikinci tamimlamada ise cift-dogrusal doniisiimiin  tiireve olan yaklagikhigindan
esinlenilmis ve Hermite-Gauss iireten ikinci dereceden diferansiyel denklem
ayriklagtirilarak ayrik Fourier doniistimiiniin 6zvektorleri bulunmustur. Bu yaklagikligin
kararhilik analizi yapilmig, once daha kararli, sonra da hem kararli hem de daha iyi bir
yaklagiklik tanitilmigtir. Son olarak da yiiksek dereceden ¢ift—dogrusal tiirev matrisleri
kullanilarak ayrik Fourier doniigtimiiyle sirabagimsiz matris elde edilmigtir.

Uciincii ve son ayrik kesirli Fourier doniisiimii tanimlamasinda o6nce ikinci tiirev
operatoriine sonsuz dereceden Taylor yaklagikligi bulunmugtur. Daha sonra da bu tiirev
matrisi kullanilarak Hermite-Gauss tireten diferansiyel denklemde yerine konularak ayrik
Fourier dontigiimiiyle sirabagimsiz bir matris elde edilmigtir. Benzetim sonuglari bu
yontemin literatiirdeki biitiin diger yontemlerden daha iyi sonug verdigi gosterilmistir.

Bir uygulama olarak da ardisil izdiigiimler teknigi kullanilarak, kesirli Fourier bélgesinde,
duragan olmayan isaretlerin eksik kisimlari geri elde edilmistir. Once, isaretlerin
optimum kesirli geri elde edim bélgesi kestirilmig, daha sonra da bu bolgede geri elde
edim yapilmigtir. Bilgisayar benzetimleri sonucunda Onerilen yontemin geleneksel
yontemlere oranla ¢ok daha basgarili oldugu goriilmiigtiir.

xiil



Son olarak da dogrusal kanonik déniigiimiin 6zfonksiyonlar1 bulunmus, bu 6zfonksiyonlari
iireten diferansiyel denklemler tanitilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ayrik kesirli Fourier doniisiimii, 6zvektor, dogrusal kanonik
doniigiim, 6zfonksiyon, ardigil izdiigiimler teknigi, Hermite-Gauss fonksiyonlari.
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ABSTRACT

EIGENANALYSIS OF THE FRACTIONAL FOURIER AND LINEAR
CANONICAL TRANSFORMS

The fractional Fourier transform has been a very popular tool, especially in the last few
years. The fractional Fourier transform, which is the generalized form of the Fourier
transform, has the potential of usage areas where the Fourier transform is being used. As
the digital world takes the place of the analog, only the discrete Fourier transform is
employed in practice. Despite the fact that the discrete Fourier transform is such
important, the discrete fractional Fourier transform, which is the generalized form of the
discrete Fourier transform, is under-investigated. An important fraction of this thesis
investigates the discrete fractional Fourier transform.

In this thesis, we propose three different discrete fractional Fourier definitions. Besides,
as an application, we present a restoration scheme in the optimum fractional Fourier
domains. We then study the linear canonical transform, which is the generalized form of
the Fourier, the fractional Fourier and some other transforms. We find eigenfunctions of
the linear canonical transform and present their generating differential equations.

In the first definition of the fractional Fourier transform, we obtain the
Hermite-Gaussian-like eigenvectors of the discrete Fourier transform by using only the
centered Fourier transform and its powers. By appropriately combining the eigenvectors
with their corresponding eigenvalues, we obtain the discrete fractional Fourier transform
matrix. Thereafter, we build a matrix that commutes with the discrete Fourier
transform. Then, we obtain a better commuting matrix after taking the linear
combination of the other commuting matrices with our proposed one. We have tested
our proposed matrices, by means of the properties of the continuous fractional Fourier
transform including the time—frequency rotation property. We have also compared the
proposed eigenvectors with the samples of the Hermite-Gaussian functions.

In the second definition, we discreticize a second—order differential equation that
generates the Hermite-Gaussian functions, inspired by the bilinear transform. We
replace a bilinear transform inspired discrete derivative matrix as substitute for the
second derivative in the differential equation and obtain a matrix commuting with the
discrete Fourier matrix. Thereafter, we find eigenvectors of the discrete Fourier
transform. We make the stability analysis of the proposed method and find a more
stable and a better approach that generates better eigenvectors. We also represent
higher order bilinear differentiation matrix, and obtain more accurate eigenvectors.

The third and the last definition is based on the discrete, infinite-order Taylor
approximation to the second derivative. By appropriately substituting this
approximation for the second-derivative operator in the Hermite-Gaussian generating
differential equation, we obtain an excellent discrete Fourier transform commuting
matrix. The simulation results show that this approach is the best approach, compared
to the others done before.

As an application, we present a signal reconstruction scheme based on the alternating
projections algorithm. We recover missing parts of non-stationary signals in the
fractional Fourier domain, after estimating its optimum fractional Fourier domain.
Computer simulations show that the proposed method overperforms traditional
alternating projections methods in the conventional Fourier domain.
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In the last, we find eigenfunctions of the linear canonical transform and their generating
differential equations.

Keywords: Discrete fractional Fourier transform, eigenvector, linear canonical transform,
eigenfunction, alternating projections, Hermite-Gaussian functions.
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1 GIRIS

Kesirlestirme iglemi bir ¢ok matematiksel ve giinliikk islemde kullanilmaktadir. Tarih
oncesinde tam sayilar kullanilmakta iken, kesirli sayilara gegis bir meraktan c¢ok
gereksinimlerden dogmustur. Ornegin, bir f(u) fonksiyonunun birinci dereceden tiirevi
df(u)/du, ikinci dereceden tiirevi de d?f(u)/du® olmaktadir. Yarim dereceden veya
kesirli herhangi bir dereceden tiirevinin bulunmasi bir arastirma konusudur. En ilging
kesirlestirme  operasyonlarindan  birisi  faktoriyel  igleminin  kesirli  sayilarla
tamimlanmasidir. Gamma (I'(-)) fonksiyonlar1 bize kesirli sayilarm faktoriyelini

vermektedir.

Fourier doniigimii (FD) bilim ve miihendislik alanlarimda sayilamayacak kadar fazla
uygulama alani bulmustur. Kesirli Fourier doniigimii (KFD) de bilindik Fourier
doniistimiintin bir a parametresiyle kesirlestirilmis halidir. Birinci dereceden KFD, FD
igslemine denktir, yani FD iglemi KFD’nin 6zel bir durumudur. Sifirinci dereceden KFD
birim operatordir ve uygunlandigl isareti degistirmez. Bu nedenle, KFD teoride ve
uygulamalarda daha esnektir ve FD’nin uygulandigi alanlarda kendisine yer bulma

olasilig1 yiiksektir.

Ozaktas vd. (1996) KFD’nin hizli ayrik hesaplamasimin nasil yapilacagini gostermigtir.
Bu hesaplama O(Nlog N) hizinda, hizh ve hassas bir hesaplamadir. Yine de bu
hesaplama ayrik FD tiriinden bir kernele sahip degildir ve tam olarak bir ayrik
doniistimiin gostermesi gereken ozellikleri géstermez. Bu tamimlama tam olarak birimcil
degildir ve tam olarak toplamsalligl saglamaz. Ayrik kesirli Fourier doniigimii (AKFD)
tanimlamas1 yapilirken, KFD'nin o0zelliklerini taklit edebilmesi i¢in, ayrik Fourier
dontigiimiiniin -~ (AFD) Hermite-Gauss fonksiyonlarina  benzeyen  &zvektorlerinin
bulunmasi gerekmektedir. Bu tezde, 6ncelikle AFD’nin 6zvektorleri bulunmus, AKFD

tanimlanmis ve AKFD’nin degisik yontemlerle nasil hesaplanabilecegi gosterilmistir.

KFD son yillarda igaret igleme (Ozaktas vd., 2001), zaman frekans analizi (Durak, 2009),
(Durak ve Arikan, 2003), filtre tasarimi (Sharma vd., 2007), isaret sikigtirma (Vijaya ve
Bhat, 2006), parametre kestirimi (Sharma ve Joshi, 2007a; Oonincx, 2008) ve oriintii
tamima (Mendlovic vd., 1995) gibi alanlarda bagariyla kullanilmaktadir. Isaret isleme
alaninda giiclii bir ara¢ oldugundan dolayi, siirekli KFD’nin ozelliklerini barindiran

AKFD tanimlamalar: son yillarda oldukga ilgi ¢ekmistir.



Santhanam ve McClellan (1996) AFD matrisinin Taylor serisi agilimini ve ardindan
Cayley—Hamilton teoremini kullanarak AKFD’yi AFD matrisinin kuvvetlerinin toplami
seklinde tamimlamigtir. Fakat, bu tanim siirekli KFD’nin ozelliklerine ve orneklerine
yakinsamamaktadir, ¢linkii bu sekilde bir tamimlamada AKFD’nin sadece dort farklh
ozdegeri bulunmaktadir. Oysa ki AKFD’nin tam-say1 olmayan derecelerinde dortten
fazla Ozdegeri vardir. Bu nedenle hem siirekli KFD’ye yakinsayamamakta hem de

KFD’nin zaman—frekans eksenini dondiirme gibi 6zelliklerinden uzak kalmaktadir.

Santhanam ve McClellan (1996)'min ¢aligmasi diginda AKFD iizerine yapilan ilk
galigmalar kabaca iki ana gruba ayrilabilir. Birinci yaklagim ilk (Dickinson ve Steiglitz,
1982) tarafindan tanimlanmig olan, AFD ile sirabagimsiz ve neredeyse iickogsegen olan S
matrisi tabanli tanimlamalardir. S matrisi AFD matrisi ile sirabagimsiz oldugundan
dolay1 en az bir tane ortak 6zvektor kiimesini paylagirlar. Candan vd. (2000), (2.15)te
verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemin ayriklastilmis halinin S matrisine egit
oldugunu ve bu matrisin 6zvektorlerinin de Hermite-Gauss fonksiyonlarinin orneklerine
yakin dikgen baz vektorlerini olusturdugunu gostermistir. Yakin zamanlarda ise yine
ayni diferansiyel denklem, niimerik analiz yontemleriyle, yiiksek mertebeden
yaklagikliklarla ayriklagtirilarak Hermite-Gauss fonksiyonlarina daha fazla benzeyen

ozvektorler elde edilmistir (Candan, 2007).

Pei vd. (1999), S matrisini Hermite-Gauss fonksiyonlarina daha yakin yeni baz
vektorleri elde etmek igin kullanmigtir. Burada once N adet siirekli Hermite-Gauss
fonksiyonu 6rneklenir ve S matrisinin 6zvektorleri ¢ikarilarak ayri ayr1 kaydedilir. Dikgen
olmayan Hermite-Gauss orneklerine en yakin dikgen matrisi elde etmek i¢in S matrisinin
ozvektorleri  Gram-Schmidt veya dikgen Procrustes algoritmasi kullanilarak
Hermite-Gauss orneklerine benzetilir. Bu yontemde S matrisinin  6zvektorleri
Hermite-Gauss oOrnekleri {izerine izdisiiriilip Gram-Schmidt algoritmasi kullanilarak
ozvektorler elde edilir veya dikgen Procrustes algoritmasiyla S matrisinin 6zvektorleri ile
Hermite-Gauss ornekleri arasindaki Frobenius normu minimize edilerek 6zvektorler
bulunur. Ancak, (Hanna vd., 2004) gostermigtir ki, bu yontemde S matrisi kullanmanin
getirdigi hi¢ bir avantaj yoktur. Yani S matrisi yerine herhangi bir matris kullanilsaydi

da ayni sonug elde edilecekti.

Ikinci yaklasimda, ilk (Griinbaum, 1982) tarafindan 6ne siiriilen ve daha sonra da (Mugler

ve Clary, 2001) tarafindan aritilan iickdgsegen T matrisi kullanilmaktadir. T matrisiyle S



matrisinin S + kT geklindeki dogrusal kombinasyonunun &6zvektorlerinin Hermite-Gauss

orneklerine daha iyi yakimsadig1 gosterilmistir (Pei vd., 2006). Burada k tamsayidir.

Biitiin bu yaklagimlarin diginda, (Hanna vd., 2004)’te spektral teorem kullanilarak AFD
matrisi ayrigtirilmig ve dort adet P;, ¢ = 1,2, 3,4 matrisi elde edilmigtir. P; matrisinin
birbirinden bagimsiz situnlari AKFD icin baz vektorlerini olusturmustur. Fakat, P
metodu olarak adlandirilan bu yontemde elde edilen baz vektorleri Hermite-Gauss
fonksiyonunun oOrneklerine benzememektedir ve orneklerle 6zvektorler arasindaki hata
miktar1 ¢ok yiiksek gikmaktadir. Bu nedenle (Hanna vd., 2004)’te, dikgen Procrustes ve
iteratif dikgen Procrustes algoritmalarimi (Pei vd., 1999)’daki gibi kullanarak hata
miktarin1 azaltmaktadirlar. Ancak, bu calismada, yazarlarin da aslinda calismada
belirttigi gibi, P; matrislerini kullanmalarinin hi¢ bir avantajli yonii yoktur, aksine
herhangi bir bagka matris kullanilsaydi da ayni sonuclar elde edilecekti ve P; matrislerini
hesaplamak i¢in emek harcanmayacakti. Yazarlar, neden P; matrislerini kullandiklarini

aciklamamaktadirlar.

Simdiye kadar yapilan AKFD tanimlamalar1 icinde en bagarih yontemlerden biri,
Hermite-Gauss fonksiyonlarinin oOrneklerine en yakin dikgen o6zvektorleri veren ve
(Candan, 2007) tarafindan ortaya atilan Sy matrisleri yontemidir. Bu yontemin
arkasindaki fikir, Hermite-Gauss fonksiyonlar: {ireten diferansiyel denklemdeki ikinci
tlirev operatoriine yiiksek mertebeden ayrik Taylor yaklagikligi yazmaktir. Fakat,
(Candan, 2007)’deki ¢aligmanin handikab1 yaklagiklik derecesi k'nin 2k + 1 < N ile sinirh

olmasidir.

Pei vd. (2009) bu yaklagikliktaki st limiti kaldirmigtir. Fakat, bu ¢aligmada da Pei’nin
S; matrislerini olugturmak yiiksek islem karmagiklhigi ve hesaplama zorluguna neden
olmaktadir (Serbes ve Durak-Ata, 2011b). En son (Serbes ve Durak-Ata, 2011b)’de
ikinci tiirev operatoriiniin sonsuz mertebeden yaklagikligt bulunmus ve & — oo

durumunda S matrisinin kapali formu elde edilmigtir.

Bu tezin ikinci boliimiinde 6nce KFD ve oOzellikleri kisaca tanmitilmakta, sonra da AFD
ozvektorlerinin yine AFD matrisi kullanilarak nasil hesaplanabilecegi gosterilmektedir.
Tezin iigiincii boliimiinde ¢ift-dogrusal doniigiim kullanilarak AFD’nin  6zvektorleri
bulunmus ve AKFD hesaplanmigtir. Dordiincii boliimde ise ikinci mertebeden ayrik

tiirev operatoriine sonsuz dereceden yaklasiklik elde edilmis ve AFD’nin 6zvektorlerinin



hesaplanmasinda kullanilmigtir. AKFD’nin bir uygulamasi olarak, digbiikey kiimeler
iizerine ardigil izdiigimler teknigi kullanarak isaret geri elde edimi beginci boliimde
sunulmustur. Altinci  bolimde ise dogrusal kanonik doniigiimiin  6zfonksiyonlar:

bulunmus, bu 6zfonksiyonlar: tireten diferansiyel denklemler verilmigtir.



2 MERKEZI AYRIK FOURIER DONUSUMU TABANLI AYRIK KESIRLI
FOURIER DONUSUMU

Tezin bu boliimiinde 6nce siirekli KFD ve 6zellikleri kisaca tanitilmakta, sonra da stirekli
KFD’nin o6zelliklerini saglayan bir AKFD tanimlamasi yapilmaktadir. Bu tamimlamada
AFD doniigiimiiniin 6zvektorlerini bulmak i¢in yeni ve kolay bir yontem one siirtilmektedir.
Bu yontemde S, T veya P gibi matrisler kullanilmamakta, sadece AFD matrisinin kendisi
kullanilmaktadir. Onerilen yontemimizde dort kere arka arkaya AFD alindiginda birim

doniisiime egit olmasindan, yani
W3 =1y (2.1)

egitliginden faydalanilmaktadir. Burada Wy ve Iy sirasiyla N x N’lik merkezi AFD
(MAFD) ve birim matrislerdir. Biz, MAFD’yi ¢arpanlarina aywrarak siitunlar
MAFD’nin 6zvektorleri olan matrisleri bulmaktayiz. Daha sonra Gram—Schmidt
algoritmasi ile bulunan 6zvektorleri dikgenlegtirmekteyiz. Ardindan bir K AFD-6teleme
matrisi kullanarak MAFD o0zvektorlerinden AFD 6zvektorlerine gecis yapilmaktadir.
Daha sonra bu béliimde, S ve T matrislerinin birlikte kullanilmasiyla onerilen yontemin
performansi arttigl gosterilmigtir. Bu boéliimde tamtilacak olan bu yoéntem (Serbes ve

Durak-Ata, 2011a)’da yayinlanmigtir.

2.1 Siirekli Kesirli Fourier Déniisiimii ve Ozellikleri

a—nc1 dereceden KFD tiirevlenebilir bir f(u) fonksiyonu iizerinde tanimli birimcil bir

doniistimdiir ve su gekilde tanimhdir

falu) = /1 —jcota/_oO f()exp [jm (cot (a) u? — 2 cse (o) uu’ + cot (o) u?)] du'. (2.2)

Burada o = an/2 doniigim agis1 ve f,(u) isaretin dontigtiiriilmis halidir. Bu dontigim
k bir tam say1 olmak tlizere a + 4k ile daireseldir, yani siirekli KFD’nin kerneli a = 1
(v = 7/2) igin klasik FD’nin kerneline, a = 2 i¢in §(u + u’) degerine, a=3 igin ters FD
kerneline ve a = 4 igin ise §(u — u’) degerine egit olmaktadir. KFD toplamsaldir, yani a;

ve ay dereceden ardisil KFD, a; + as toplami derecesinde KFD’ye esittir:

FOAF2 Y} () = FAF S} () = Fro={f}H(u). (2.3)

Burada F{...} a—nca dereceden KFD operatoriinii gostermektedir. Toplamsalliktan da

anlagilabilecegi gibi a—1nc1 dereceden bir KFD’nin ters doniigimii (—a)-1nc1 dereceden
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Sekil 2.1 Kesirli Fourier doniistimiintin bir isareti zaman frekans bolgesinde dondiirmesi.

KFD’dir. KFD birimcil* bir doniisim oldugundan, KFD’nin tersi ayni zamanda

doniistimiin Hermityan'ina esittir:
(F) = (F")" (2.4)

KFD sirabagimsizdir, yani F@ {F*} = F*{F“}. FD bir isareti zaman—frekans ekseninde
7/2 agisiyla dondiirmektedir. KFD ise igaretin zaman bolgesiyle FD bolgesi arasinda ara
degerlemesi olarak diigiiniilebilir. Aslinda bir isaretin a = 2«a/m derecesindeki KFD’si

isareti zaman—frekans bdlgesinde saat yoniinde dondiirmektedir.

Bir isaretin zaman-frekans karakteristigi Wigner dagilimiyla gosterilebilir. Bir zaman

bolgesi f(u) isaretinin Wigner dagilimi su sekilde tanimhdir:

Wyt = [ fluct ol /2)f(u = o /2) exp(—j2ma)du (2.5)

burada u degiskeni zaman bolgesi degiskeni, p ise frekans bolgesi degiskenini
gostermektedir. Kabaca, Wigner dagilimi bir igaretin zaman—frekans bolgesindeki
enerjisinin dagilmini gostermektedir. Wigner dagiliminin ozellikleri igin (Hlawatsch ve
Bourdeaux-Bartels, 1992) ve (Cohen, 1989) incelenebilir. Wigner dagilimimin « zaman

ekseni ve i frekans ekseni iizerine izdiigimleri

/ Wy, p)du = ()P, (2.6)

*Ing: Unitary



| Witwnau= 1hGa P, 27

/ / W (u, p)dpdu = Isaretin enerjisi (2.8)

seklindedir. Burada f;(p) birinci dereceden KFD’si, yani isaretin FD’sidir. a—inc

dereceden KFD’si alinmig igaretin, f,(u)nun, Wigner dagilimi
Wy, (u, ) = Wy(ucos(a) — psin(a), usin(a) + pcos(a)) (2.9)

seklindedir (Ameida, 1994; Lohmann ve Soffer, 1994; Mustard, 1996; Ozaktas vd., 1994,
2001). Dolayisiyla bir igaretin KFD’si o igaretin zaman—frekans dagilimimi dondiiriir ve
bu, KFD’nin en 6nemli 6zelliklerinden biridir. Sekil 2.1’de bir z(u) igaretinin, a = am/2
acisiyla KFD’si alindiktan sonra, zaman—frekans ekseninde donmesi gosterilmektedir.
Ornegin dogrusal frekans modiilasyon (DFM) orami ¢ olan bir DFM isaretinin ap = ¢m/2
derecesinde KFD’si bir siniizoidale doniismektedir. Dontisiim derecesi ay + 1 oldugu
durumda ise doniisiim, Dirac—delta dagilimli bir igsaret olur. Zaman—frekans eksenindeki

bu donme yukaridaki denklemden de anlagilabilecegi gibi 27 ile daireseldir.

KFD ile Wigner dagilimi arasindaki iligki alternatif olarak gsu sekilde de ifade edilebilir
(Ameida, 1994; Lohmann ve Soffer, 1994; Ozaktas vd., 1994, 2001)

Ra {{Wy(u, )} £} (w) = | fa(u)?, (2.10)

burada R, Radon doniigiimi operatoriidiir. Radon doniigimii, iki-boyutlu Wigner
dagilimimin u—ekseniyle av = am/2 ags1 yapan eksene olan izdiigtimdir. Yani, Sekil 2.1’de

kesikli ¢izgilerle gosterilen eksenlere olan integral izdiigiimiidiir.

2.1.1 Kesirli Fourier Bélgesinde Sikilik ve Ornekleme

Eger bir isaretin sifirdan farkli elemanlar1 sadece belirli bir aralikta ise, isareti sinuriz
destekli bir igaret olarak tanimlamaktayiz. Sifirdan farkli elemanlar1 olan bir igaret hem
zaman, hem de frekans bolgesinde sinirl destekli olamaz. Yine de isaret igleme alaninda
genellikle sinirli zaman isaretleriyle ugrasilmakta, bu isaretlerin aynmi zamanda bant—sinirh

olmalar: istenmektedir.

Bu matematiksel gergekler ile ger¢ek-—zaman uygulamalar1 arasindaki celigki, diigiik
zaman frekans bant—genigligi c¢arpimi olan isaretler secildiginde pratikte ortadan

kaldirlmig olmaktadir (Ozaktas vd., 1996). Kisacasi, isaretin enerjisinin biiyiik bir



boliimii hem zaman hem de frekans bolgesinde siirh bir alanda bulunabilir. Ornegin bir
Gauss isareti zaman ve frekans bolgesinde enerjisinin biiyiik bir boliimiinii belli bir
alanda barindirmaktadir ve zaman frekans bant genigligi carpimi en diigiiktiir. Biz, tezin
bundan sonraki boéliimiinde enerjisinin  biiytik boliimiinii belli bir zaman—frekans

bolgesinde barindiran isaretlere sinirli destekli isaret diyecegiz.

Bir f(u) isaretinin [—At/2, At/2] zaman ve [—Af/2, Af/2] frekans arahginda sinirh
destekli oldugunu diigiinelim. O halde bu isaretin zaman—frekans bant genislikleri
carpimi N = AtAf olmaktadir (Ozaktas vd., 1996). Bu ¢arpim belirsizlik ilkesi uyarmca
her zaman birden biiyiiktiir. © zaman ve p frekans parametreleri olmak ftizere f(u)
isaretini bir s 6lgegi ile 6lgeklersek, 6lgeklenmis zaman ve frekans parametreleri sirasiyla
uw =wu/s ve y' = ps olacaktir. Yeni zaman ve frekans koordinatlar sayesinde igaret artik
[At/s] zaman ve [Afs] frekans arahginda siirh desteklidir. Eger 6lgekleme parametresi
s = \/M olarak secilirse zaman ve frekans destekleri artik boyutsuz Az = /AtAu
olmaktadir. Yeni boyutlarla isaret N = Ax? ornekle gosterilebilir. O halde isaretler
kesirli Fourier bélgesinde
1
VN

ornekleme periyoduyla Orneklenebilir (Ozaktas vd., 1996). Tezin bundan sonraki

Ar~—t = (2.11)

boliimiinde isaretlerin bu 6lgekleme parametresiyle 6lgeklenmis oldugu varsayilmistir.

Eger bir igsaret zaman—frekans gosteriminde orijin etrafinda sinirli destekliyse, bu sekilde
olgekleyerek, Wigner dagiliminda igaretin enerjisinin biiyiik bir bolimiintin Az’lik bir
¢emberin icinde oldugu goriilebilir. Hemen her simirli destekli isaret igin yeterli

biiytikliikte bir Az secilerek 6rnekleme yapilabilir.

2.1.2 Kesirli Fourier Déniisiimiiniin Ozfonksiyonlar1 ve Ozdegerleri

FD’nin ve dolayisiyla KFD’nin tam ve birim dikgen bir 6zfonksiyon seti Hermite-Gauss

fonksiyon kiimesidir. ¢, (u) n. dereceden Hermite-Gauss fonksiyonlar: olmak tizere

Fltbn}(u) = e 2, (u) (2.12)

denklemini saglar. n. dereceden Hermite-Gauss fonksiyonu

91/4 ,
Up(u) = NoT exp[—mu’|H, (V2mu) (2.13)




seklinde tanimhdir ve H,,(u), n. dereceden Hermite polinomudur:

2
de 4
dun

Hy(u) = (=1)"e* (2.14)

Hermite polinomlar: gergel fonksiyonlardir. n—inci dereceden bir Hermite polinomunda n
adet sifir (ve dolayisiyla sifir gegigi) bulunmaktadir. Eger n ¢ift sayiysa Hermite
polinomu da ¢ift, n tek sayiysa tek fonksiyondur. Dolayisiyla, n—inci dereceden
Hermite-Gauss fonksiyonunda da n adet sifir gecisi vardir, n ¢ift ise ¢ift fonksiyon, tekse

tek fonksiyondur. Hermite-Gauss fonksiyonlar1 dikgendir ve £? uzayimi gerer.

Hermite-Gauss fonksiyonlar1 agagidaki diferansiyel denklemin ¢oziimidiir,

d*f (u)
du?

—wlf(u) = —2m(2n + 1) f(u). (2.15)

Bu denklem ayni zamanda kuantum mekaniginde harmonik osilatoér fonksiyonlari olarak da
bilinir. Sekil 2.2’de n = 0, 1, 2 ve 3. dereceden Hermite-Gauss fonksiyonlar1 ¢izdirilmistir.

Yukaridaki diferansiyel denklem 6zdes olarak
{D* + FD*F '} f(u) = Af(u) (2.16)

seklinde ifade edilebilir. Burada D? ikinci dereceden tiirev operatorii, F ise FD
operatoriidiir. Hermite polinomlarinin

d*H,,(u) dH,(u)
—2
du? “ du

+2nH,(u) =0 (2.17)

ozelligi  kullamlarak, (2.15){n, Hermite-Gauss fonksiyonlarinin ¢oziimii  oldugu
gosterilebilmektedir. Bununla birlikte, (2.15)’teki diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin
FD’nin 6zfonksiyonu oldugu kolayca su sekilde gosterilebilir: (2.15)’tin her iki tarafin
FD’si yine aynm denklemi vermektedir. Hermite-Gauss fonksiyonlar1 iki boyutlu

Hermityan uzayinda baz fonksiyonlari olusturur:
| ntntdn = g, (218)

D n(u)n () = 6(u— o). (2.19)

Hermite-Gauss fonksiyonlarinin en ilging o0zelliklerinden birisi de n. dereceden bir
Hermite-Gauss fonksiyonunun enerjisinin = biydk kismimn  —y/(n+1/2)/7  ile

V(n+1/2)/7 smurlart arasinda olmasidir (Ozaktas vd., 2001; Ozaktas ve Mendlovic,



10

Un(U)

1.0

o
T

Rz B

Sekil 2.2 Hermite—Gauss fonksiyonlari. a) Siyah n = 0, mavi n = 1, yesil n = 2, kirmizi n = 3 b)
¢izgili n = 10, diiz n = 22. dereceden Hermite—Gauss fonksiyonlarini géstermektedir.

1993). n. dereceden bir Hermite-Gauss fonksiyonunun 6zdegeri e=7"™/2 oldugundan (bkz

(2.12)), FD’nin kerneli

o0

Ze_jnw/an(u)d}n(u/) _ e—j27ruu’ (220)

n=0

toplamina egittir. KFD kesirlestirilirken bir a. dereceden KFD kerneli

[e.e]

Z eI 2, ()i, (u) = /1 — j cot avexp [ (cot (@) u? — 2 ese () uu’ + cot (o) u?)]

(2.21)
seklinde elde edilir. KFD, FD’nin kesirlestirilmis hali oldugundan ayni o6zfonksiyon
kiimesini paylagir, fakat 6zdegerleri farklidir. Bir igsaretin dort kere arka arkaya FD’si
alinirsa o isaretin aynisi geri elde edilir. Dolayisiyla FD’nin sadece dort tane birbirinden
farkli 6zdegeri vardir: {1,—j,—1,j}. Bu nedenle tek bir 6zfonksiyon kiimesi yoktur,

aksine bir ¢ok ozfonksiyon seti yazilabilir. KFD gelistirilirken 6zfonksiyon seti olarak
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Hermite-Gauss fonksiyon kiimesi ve ozdegerleri de e7"/2 secilmistir (Srnegin,
ozdegerleri e~Un™/2+2knm) de secilebilirdi). KFD'nin 6zfonksiyonlar: ve ézdegerleri sadece
bu gekilde secildigi zaman isareti zaman—frekans ekseninde dondiirmektedir. Zaten KFD
geligtirilirken de bu amag giidillmiis (Ozaktas vd., 2001) ve fiziksel bir anlami olmasi
istenmistir. Ornegin, bir ka¢ lensten olusan, nokta aydinlatmali bir optik sistemde
goriintiiniin aydinlatma noktasinda 6nce FD’si, daha ileride bir yerde goriintiiniin tersi,
daha da ilerde yine FD’si, sonra yine goriintiiniin kendisi gozlemlenmektedir. Bu boyle
devam etmektedir. Goriintiiniin kendisiyle FD’si arasinda ilerledikge isaretin a € [0, 1]
artan doniisiim derecelerinde KFD’si goriilmektedir. Iste, arada gozlenen goriintiilerin
KFD olabilmesi i¢in 6zdegerlerin ve oOzfonksiyonlarn burada tanimlandigi gibi olmasi

gerekmektedir (Ozaktas vd., 2001).

2.1.3 Ayrik Fourier Doniigtimii

N-noktali ayrik bir f[n] igareti i¢in AFD

7k = %N 3 flnjesz (2.22)

seklindedir. Burada f[k], f[n| isaretinin AFD’sini gostermektedir. AFD, doniigtiirdiigii
isaretin enerjisini degistirmeyen, dogrusal fakat otelemeyle degigsen bir doniigiimdiir.

Dogrusal bir doniisiim oldugundan
f=Fyf (2.23)
yazlabilir. Burada £ = [f[0], f[1],..., f/IN — )7, £ = [f[0], f[1],..., FIN — 1]]7 seklinde

tanimh tek boyutlu vektorler ve Fy n. siitunun m. satirinin elemanlar:

(FN)nm = % exp (—j 2anm) (2.24)

n,m=01,...,N—1.

olan AFD matrisidir. Iy, N boyutlu birim matris olmak iizere F}, = I olmaktadir ve
dort kere art arda AFD birim doniisiime karsilik geldigi icin AFD’nin sadece dort farkl
ozdegeri A € {1, —7, —1,5} bulunmaktadir. Ozdeger ayristirmas: yapilirsa Fy

Fy = UyAyU% (2.25)
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seklinde ifade edilebilir. Burada Ay Ozdegerleri kiosegenlerinde bulunduran bir kogegen
matris, Uy AFD matrisinin 6zvektorleri, ve (-) kompleks konjiige transpoze (Hermityan)

operatoridiir.

KFD, FD’nin kesirlegtirilmis hali oldugundan, AKFD de a € [0,4] parametresiyle
kesirlestirilmis halidir. Dolayisiyla a. dereceden AKFD

F% = UyAS UYL (2.26)

seklinde tanimlamasi bu tez kapsaminda ongoriilmiistiir. Yukaridaki esitlikte dikkat
edilirse 6zvektor matrisinin Hermityanini almak yerine transpozesini alinir, c¢iinkii
AKFD’nin KFD’nin 6&zelliklerini taklit edebilmesi igin 6zvektorlerinin Hermite—-Gauss
benzeri Ozvektorler olmasini istenir. Hermite-Gauss fonksiyonlari gercel fonksiyonlar
oldugundan Hermityan1 transpozesine egittir. Siirekli FD’nin 0zelliklerini birebir
saglamasi acisindan, AFD ¢ok 6nemli uygulamalarda kendisine yer bulmustur. AKFD
tanimlamalar1  yapilirken de stirekli KFD’nin  6zelliklerini  birebir  saglamasi
istenmektedir. Bu tezde de anlatildigr gibi AFD, AKFD’nin ¢ok 6zel ve hatasiz bir alt
kiimesidir. Burada hatadan kasit siirekli doniisiimiin 6zelliklerini birebir taklit etmedeki

yetersizlik ve ayrik ile siirekli doniistimiin birbirinden farkli olmasidir.

2.2 Ayrik Fourier Déniisiimiiniin Ozanalizi

AFD ile bir igaret, [0, N — 1] ayrik giris uzaymdan [0,27) ayrik frekans uzaymna
eslenmektedir, oysa ki MAFD [—(N — 1)/2,(N — 1)/2] ayrik giris uzaymdan [—m,)
ayrik frekans uzaymma egler. Bu nedenle MAFD, AFD’nin aksine Hermite-Gauss
fonksiyonlar1 gibi tek ve c¢ift fonksiyonlar: tamimlamaya izin verir. MAFD’yi su sekilde

tanimliyoruz
1 2m
A% nm —  — —)— — — ,
(Wit = = exp (=157 0= ) — o))
N -1
n,m=0,1,.... N —1; c=—0 (2.27)

KFD’nin o6rneklerine yakinsamak ve zaman—frekans eksenindeki dondiirme islemini
gercekleyebilmek icin AKFD matrisinin 6zvektorlerinin Hermite—Gauss fonksiyonlarina
olabildigince yakin olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla AKFD tanimlamasi yapilirken,

Hermite-Gauss fonksiyonlarina olabildigince yakin bir dikgen kiime elde edilmelidir.
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Hermite-Gauss fonksiyonlarimin sadece MAFD’nin &zfonksiyonu olmasi ve AFD
ozfonksiyonlarinin  Hermite-Gauss fonksiyonlarimin dairesel 6telenmis hali  olmasi
nedeniyle, burada MAFD  matrisi  kullamlmaktadir.  Ornegin, ayrik  bir
Hermite-Gauss—benzeri  6zvektor geleneksel AFD ile doniistiiriildiigiinde ¢ikis,
Hermite-Gauss fonksiyonunun 6telenmis ve bir kompleks sintizoidalle ¢arpilmig hali elde

edilir. Bu kapsamda 6ncelikle Onerme 2.1 ortaya konmus ve ispatlanmistir.

Onerme 2.1. MAFD’nin Hermite-Gauss-benzeri dzvektorlerini barindiran V; matrisleri

i=1,2,3,41cin

Vi= 3 (R{Wa)} + (R {Wa))) (2.250)
Vi = (R(Wy} — (R{Wy))) (2.280)
Vi = ([{Wa}+ ({Wx})) (2.280
Vi= 5 ([{Wy} - [{Wx))?) (2.284)

seklindedir. Burada, Vi, V5, V3 ve V,%iin siitunlarn swrasiyla 1, —1, j ve —j
ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri barindirmaktadir. R ve T gergel ve sanal kisimlar:

alan operatorlerdir.

Ispat. (2.1)’teki denklem W4 — Iy = 0 seklinde tekrar yazilip carpanlarina ayrildiginda
(WN—IN)(WN+IN)(WN—jIN>(WN—|—jIN> =0pn (229)

elde edilir. Bu denklem, daha 6nce Bose (2001) tarafindan ortaya konulmugtur ve gok
onemli sonuglar vermektedir. Yukaridaki denklem, oOzdeger ayrigtirmasi denklemine

benzemektedir ve dort farkli sekilde yazilabilir. Bunlardan A = 1 i¢in
(Wx —Iy) (W3 + W3 + Wy + Iy) = 0y. (2.30)

denklemi yazilabilir. Bu nedenle, siitunlar1 A = 1 6zdegerine ait kath 6zvektorleri i¢ceren

Ozvektor matrisi
V)= (W3 + W3 + Wy +1y) (2.31a)

seklinde elde edilir. W%, = Iy oldugu bilindiginden, WV, = V| esitliginin saglandig
kolaylikla goriilebilir. Burada ¢zellikle belirtmek gerekir ki, V;’in sadece baz siitunlari

dogrusal bagimsizdir.
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Stitunlart MAFD’nin 6zvektorleri olan diger matrisler ayni gekilde elde edilebilir:

V, = (W3 — W3 + Wy —Iy) (2.31Db)
Vi = (W3 +iW% — Wy — jIy) (2.31c)
V= (W} — jW5 — Wy +jLy). (2.31d)

Elde edilen bu matrislerin ranki tam degildir, yani siitunlar1 birbirinden dogrusal
bagimsiz olmamaktadir. Elde edilen 0Ozvektorlere ait ozdegerler {1,—j,—1,5}
degerlerinin dort katidir, ¢iinkii Vi, Vi, V3 ve Vy, dort tane birim 6zdegerli vektoriin

toplami seklindedir. Ornegin, V, = W3, + W2 + Wy + Iy oldugundan
N—1

V, = 2(6—3(jnw/2) e 20nm/2) | gminm/2 4 )y,
n=0

=) dvy, (2.32a)

yazilabilir. Burada v,, n—-inci dereceden ayrik Hermite-Gauss benzeri 6zvektordiir ve
Wy = S e /2y, bagmtist kullamlmaktadir. Aym sekilde (2.31b)-(d) kullamlarak

n

V27 V3 ve V47

V, = Z —4Vynio (2.32b)

Vs = Z (47)Van+ts (2.32¢)

N-1

Vi=> (—4j)Vins1. (2.32d)

n=0
seklinde elde edilir. Sonucgta Vi sadece 4n-inci dereceden Hermite-Gauss benzeri

ozvektorleri barindirmakta ve benzer olarak da Vs, V3 ve V4 sirasiyla sadece 4n + 2,
dn + 3 ve 4n + 1 derecelerindeki Hermite-Gauss benzeri 6zvektorleri tutmaktadir. Bu
ozvektor matrislerinin bagimsiz siitun sayist (ya da ranki) 6zdegerlerin kathiligina™ esittir.
MAFD’nin kathhig: Cizelge 2.1°de gosterilmektedir (Vargas-Rubio ve Santhanam, 2005).

Bu durumda V; ve V, tamamen gercel V3 ve V, ise tamamen sanal vektorlerdir, ¢iinkii

Wy + Wy = 2R{Wy} (2.33a)
Wyl — Wy = —2/I{Wy} (2.33b)
Wi + Iy =2 (R{Wy}) (2.33¢c)
Wy?—Iy = —2(I{Wy})? (2.33d)

*Eger A\ bir A kare matrisinin 6zdegeriyse, A'nin kathligi A’'nin karakteristik polinomunda (¢ — \)’nin
iistel derecesine egittir.
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Cizelge 2.1 N x N boyutlu MAFD matrisinin 6zdegerlerinin katlilig.

A
N 1 ‘ —J ‘ -1 J
4m* m m m m
dmF+1 | m+1 m m m
dmF+2 | m+1|m+1 m m
dm*+3 | m+1 | m+1|{m+1|m

*: m sifirdan farkh pozitif tamsayi

olmaktadir. (2.33)’deki uygun terimler (2.31)'dakilerle degistirilerek
Vi=2(R{Wx}+ (R{Wx})’)

Vs = —2j (I{Wy} + (I {WN})Q) (2.34c

Vo =2 (R{Wy} — (R {Wy})?

V=27 (I{Wy} — (I{Wx})?). (2.34d

elde edilir. Hermite-Gauss benzeri 6zvektorler gercel ve birimcil olmak durumundadir.
Gergel ve birimcil 6zvektorleri elde etmek icin Vi, Vo, V3 ve Vy sirasiyla 4, —4, 45 ve —4j

ile boluntr. O

2.3 AKFD Matrisi

a—1nc1 dereceden AKFD operatorii normal AFD operatoriiniin a—1nci kuvveti olarak

tanmimlidir. Dolayisiyla AKFD operatorii 6zvektor ayrigtirmasi cinsinden

W4 = UyALUL (2.35)
esitligiyle ifade edilebilir. Burada, MAFD icin, A% acik haliyle

A% = kosegen(e ™0 e3¢ eTi3eN=2) pmizaN=1)) (2.36)

seklinde olmaktadir (Vargas-Rubio ve Santhanam, 2005). (2.28)’teki matrislerin stitunlar
dogrusal bagimsiz olmadigindan, dogrusal bagimsiz ve dikgen siitunlari elde etmenin basit

ve hizli bir yolu olarak agagidaki ii¢ iglem adimini énermekteyiz.

1. Matrislerin her birinin egelon formu hesaplanir,
2. V1, V,, V3 ve Vy 'te sadece pivotlara denk gelen siitunlar alinir,

3. Gram-Schmidt algoritmasi gibi bir dikgenlestirme algoritmasi kogulur.
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Pivotlar1 bulmak i¢in Gauss—Jordan indirgeme yontemi kullanilmaktadir. Daha sonra,
her bir V;, i = 1,2, 3,4 igin pivotlara karsilik gelen bagimsiz siitunlar segilerek alinir ve
kalan stitunlar atilir. En son olarak da modifiye edilmig Gram-Schmidt algoritmasi
(Golub ve Van Loan, 1996) kullamlarak bagimsiz ve dikgen ozvektorler bulunur. Bu
noktada hatirlatmak gerekir ki, MAFD matrisi kullanilmasinin  nedeni, ayrik
Hermite—Gauss oOzvektorlerinin  sadece  MAFD’nin  6zvektorleri olmasidir.  AFD’nin
ozvektorleri ise Hermite-Gauss fonksiyonlarinin faz kaydirilmig halidir. Ayni yontem
direk olarak AFD matrisine uygulanirsa yanhg sonuglar elde edilir. Hanna vd. (2004)
spektral teorem kullanarak (2.31)’dakine benzer denklemler elde etmigler, fakat hem
normal AFD matrisi kullanmiglar, hem de siitunlari dikgenlestirmemiglerdir. Sonugta
elde  ettikleri ~ Ozvektorler  Hermite-Gauss  fonksiyonlarimin  Orneklerine  hig

benzememektedir, yani yanls sonuclar elde etmiglerdir.

2.3.1 Modifiye Gram-Schmidt Algoritmasi

(2.28)’deki matrisler birbirine dikgen olmasina ragmen, bu matrislerin siitunlari hem
dikgen hem de dogrusal bagimsiz degildir. Bir onceki alt boliimde vurgulandigir gibi
pivotlara denk gelen siitunlar secilerek dogrusal bagimsiz siitunlar elde edilmelidir.
Hermite-Gauss benzeri dikgen MAKFD o6zvektorleri  modifiye  Gram—Schmidt
algoritmasi kullanilarak elde edilebilmektedir. Modifiye Gram-Schmidt algoritmasini
kullanmadan ¢nce su tanimlamalar yapilmalidir:

e y: Gauss—Jordan indirgeme metodu kullanildiktan sonra elde edilen dikgen olmayan

V, siitunlar1. (Her bir V; matrisinde k; siitun bulunmaktadir.)
e v: Modifiye Gram—Schmidt algoritmasi sonucu elde edilen dikgen siitunlar

e k;: V,deki pivot sayisi.

Her bir V; i¢in Algoritma 2.1°de 6zetlenen modifiye Gram—Schmidt algoritmasi kogulur.
Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi herhangi bir vektér kiimesini izdiigtimler ve
cikarmalar yaparak dikgenlestirir. Ilk basamakta bir vektor almir ve o vektoriin kalan
vektorler iizerindeki izdiigtimleri kendisinden ¢ikarilir. En sonda ise bir normalizasyon

basamag1 bulunmaktadir. Biitiin vektorler i¢in bu siire¢ yiiriitiiliince iglem tamamlanir.

2.3.2 Merkezi AKFD Matrisi

Vi, i = 1,2,3,4 modifiye Gram-Schmidt algoritmasindan gectikten sonra elde edilen

yeni dikgen 6zvektor kiimesi olsun. Yeni 6zvektor kiimesini iceren V; nin her biri N x k;
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Algoritma 2. 1 Modifiye Gram—Schmidt algoritmasi

forn =1 to k; do

for m=1ton do

— _ <¥ym,yn>
Yn Yn <Ym,Yym> ym

end for

boyutludur. Cizelge 2.1’deki 6zdeger katliligina bakilarak da goriilebilen k;, zaten Gauss—
Jordan indirgeme igleminden sonra otomatik olarak elde edilmektedir. Normal MAFD
matrisi, 6zdeger ayristirma yontemi ve A = {1, —1, j, —j} 6zdegerlerine karsilik gelen V;’ler

kullanilarak su sekilde geri elde edilebilmektedir
=+ T = T v T o, x5
WN = VlIk1V1 + Vg(—Ik2>V2 + Vg(jIk3>V3 + V4(—]Ik4)v4 . (237)

Burada, Ij,, k; X k; birim matristir. Simdiye kadarki bélimde A = {1,-1,j,—j}
ozdegerlerine sirasiyla karsiik gelen dikgen ve dogrusal bagimsiz Vi, V,, V3 ve V,
ozvektor matrisleri bulundu. Bu 0zvektor matrislerinin  siitunlarinin - hangi  ayrik

Hermite-Gauss vektoriine kargilik geldigini bulmak igin siralamak gerekmektedir.

Ozvektorlerin Swrasi: Onerilen bu yontemde 6zvektorleri siralamak ok kolaydir. n-inci
dereceden bir Hermite—Gauss fonksiyonunda n tane sifir gegigi bulunmaktadir. MAFD
matrisinde sifir gegisleri azalan derecelerde (ortada hig sifir gegisi yok ve birinci siitunda
N — 1 tane sifir gegisi var) oldugundan, Gauss—Jordan indirgemesinden sonra 6zvektorler
otomatik olarak sirali sekilde gelmektedir. Ozvektérleri bulmak icin MAFD™nin direk
kendisi ve katlarini kullandigimiz i¢in zaten siralanmis ozvektorlerle karsilagmaktayiz.
Sonucta, her bir V; en yiiksek dereceden Hermite-Gauss benzeri o6zvektorii ilk
sitununda ve en diisiik dereceden Hermite-Gauss benzeri 6zvektori de en son
siitununda barmdirmaktadir. Ornegin, V; sifirmci dereceden Hermite-Gauss benzeri
ozvektori en son siitununda ve 4(k; — 1)—inci dereceden Hermite-Gauss vektoriint de ilk

siitununda bulundurmaktadir,

| .
Vlz h4k174 h8 h4 ho . (238&)
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Benzer gekilde diger matrisler de

I 1]

VQ = h4k2,2 . h10 h6 h2 (238b)
| ]

_ | I

V3 = h4k371 Ce h11 h7 h3 (238C>
| ]

_ | .

V4 = h4k4,3 . h9 h5 hl (238d)
| I

bigimindedir. Boylece bu ézvektorlere karsilik gelen (2.37)teki ALy, biitiin A degerleri igin

= kosegen (e pemlk=l) eI e JO)
—I, = kosegen (6_3(7”“2” (k2=1)) - emI3T e_j”)
j1, = kosegen (6_](3W/2+2ﬂ(k3 Ve T2 e_j?’”/Q) (2.39)

—jI, = kosegen (e /("2 ka1 | emibn/2 omin/2)

biciminde ifade edilmelidir. Ozdegerlerin bu sekilde ifade edilmesinin nedeni AKFD’yi
sirekli KFD’nin (2.21)’deki tanmmmina ve kerneline benzetmektir. Bu nedenle

ozvektorlerin derecelerine uygun ozdegerler secilmistir. Bir sonraki asama ise merkezi

AKFD’yi (MAKFD) bulmak olacaktur.

MAKFD’nin Elde FEdilmesi: a—mc1 dereceden MAKFD (2.35), (2.31) ve (2.39)
birlestirilerek elde edilebilir:

W4 = ViAL V| + VoAV, + VA, V, + VA, V. (2.40)
Burada

KZI = kosegen (e’j%(k“l)“, L, e e e’jo) (2.41a)
KZQ = kosegen (e’j(”(krl)%)“, .., e a3 e’j““) (2.41b)
KZB = kosegen ( —iCgths=12ma =i e_j%ﬂ“> (2.41c¢)

A

= kosegen (e d(3FHka=12ma e_j%w“, e_j%“> ) (2.41d)

olmaktadir. V; birbirine dikgen oldugundan, (2.40) kullamlarak énerilen yéntemin (2.3)’de
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gosterilen toplamsallik kuralini sagladigr gosterilebilir:
WRWS =(ViALV, + VaAR Y, + VaApVy + VALV (VALY + VALY,
+ VoAV, + VALV,

Vs + VuA; V)

—ai1tasx7

—a1tazx+

—a1taxx+

=(V1iAy,

=Wt (2.42)

Boliim 2.4’te onerilen MAKFD’nin, siirekli KFD’nin 6rneklenmis durumuna ne kadar

yaklastig1 yapilan benzetimlerle incelenecektir.

2.3.3 AKFD Elde Edimi

MAFD ile AFD arasinda yakin bir iligki bulunmaktadir ve baz1 durumlarda birbirlerine
doniigtiirilmeleri miimkiin olmaktadir. Normal AFD doniisiim bolgesindeki isaret, MAFD
déniisiim bolgesindekinin telenmis halidir. Ornegin, tek uzunluklu bir isaretin MAFD’si
alinsa ve tam orta noktasindan sag ve sol taraflar1 yer degistirilse bildigimiz AFD ile

doniistiirilmiis isaret elde edilir. Bu igslemi biz AFD—kaydirma™* olarak adlandirmaktayiz.

Wy ve Fy sirasiyla N x N boyutlu MAFD ve normal AFD matrisleri olsun. Wy ile
Fy arasindaki iligkiyi ¢ift ve tek N icin ayr1 ayri inceleyelim. N tek say1 ise, Wy ile Fy

arasindaki iligki bir permiitasyon matrisi Ky yardimiyla
Fy = KyWyK,! (2.43)

seklinde ifade edilebilir. Burada AFD—kaydirma operatorii Ky

0 Ik}

Iy, 0 (2.44)

|

bigimindedir. Burada I;, ve Iy_j sirasiyla k x k ve (N —k) x (N — k)’lik birim matrislerdir
ve k = (N 4 1)/2 olmaktadir. Bu durumda Ky permiitasyon matrisi tersine esittir, yani
Ky = K;,l. Béylece (2.43) denklemi Fy = Ky W yKy seklinde kisalmig olur. Bu nedenle,
Wy ve Fy benzer matrislerdir, ayni 6zdegerlere sahiptirler ve Ky matrisi 6zvektorler

arasindaki iligkiyi belirler.

Ayrik Hermite-Gauss vektorleri normal AFD matrisinin 6zvektorleri degildir, ¢iinkii bu

vektorler MAFD’'nin 6zvektorleridir. h,,, n—inci dereceden ayrik Hermite-Gauss vektorii

*Bu islem ayni zamanda MATLAB ® programinda/dilinde fftshift() fonksiyonu olarak da
bilinmektedir.
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olsun. Normal AFD matrisi
FyKyh, = A\, Kyh,, (2.45)

egitligini saglar, ¢linkii normal AFD matrisinin 6zvektorleri Hermite—Gauss vektorlerinin

dairesel olarak dondiiriilmiis halidir. Burada \,, h,, ile ilintili 6zdegerdir.

N cift say1 oldugu durumda ise, (2.45)’deki gibi bir permiitasyon matrisi tanimlanamaz.
Béyle bir permiitasyon matrisi tanimlayabilmek igin (2.27)’deki tanimlamay1 ¢ = % +1

olarak degistirmek gerekmektedir. Bu durumda N ¢ift oldugundan

Ky = { 0 IN/?}

2.46
Inpe O (2.46)

seklinde degistirilir. Burada Iy, Nox %’lik birim matristir. MAFD bu sekilde

2
tamimlandiginda oOzdegerlerin kathiligy da degismektedir. Beklendigi gibi 6zdegerlerin
katlihgi, Cizelge 2.2’de gosterilen normal AFD matrisiyle aynidir ve hesaplamalar bu
yeni katliliga gore degigmektedir. Cizelge 2.1 ile Cizelge 2.2 kargilagtirildiginda N'in tek
oldugu durumlar igin 6zdegerlerin katliliginin ayni, ¢ift oldugu durumlarda ise degistigi
goriilmektedir. Bu nedenle, N ¢ift say1 oldugunda, (2.41)’daki son 6zdegerde bir atlama
yapilarak A% = kosegen(e 7 e7729, ... 739N ¢=i3aN) geklinde degistirilmelidir.

Boylece N = 4m + 2 i¢in sadece (2.41Db)
KZ2 = kosegen <e_j(”+k22”)“, e_j(”+(k2_2)2”)“, .., e dBme e_jm) (2.47)
olarak ve N = 4m i¢in ise sadece (2.41c)
KZ4 = kosegen <e’j(g+k42”)“, e (G Fka=2)2m)a - omia e’j%“>. (2.48)

olarak degistirilmelidir. NV tek igin (2.43) degistirilmez. Kisaca 6zetlemek gerekirse a—1nci

dereceden AKFD
F% = KyWSKL (2.49)

seklinde ifade edilir. Bir sonraki alt boliimde V;, i = 1,2,3,4 AKFD hesaplamasi icin
kullanilarak performans analizi yapilmaktadir. Bu yontem, literatiirde matris isimleri
kullanilarak adlandirma gelenegine uygun olarak V yontemi olarak tarafimizdan

isimlendirilmistir.
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Cizelge 2.2 N x N boyutlu normal AFD matrisinin 6zdegerlerinin katlilig.

A
N 1 | =5 | -1 ]
4m m+1 m m m—1
dm+1 || m+1 m m m
dm+2 || m+1 m m+1 m
dm+3||lm+1|m+1|m+1 m

*: m sifirdan farkh pozitif tamsayi

2.4 Onerilen V Yoénteminin Bagarim

Bu béliimde yeni bir AKFD ve MAKFD tanimi olarak verilen V yonteminin, siirekli
KFD'nin 6zelliklerini nasil ve ne kadar gercekleyebildigi, siirekli KFD’nin érnekleriyle, V

yonteminde elde edilen 6rneklerin birbirine ne kadar benzedigi irdelenecektir.

2.4.1 Birimcillik
Onerilen V yontemiyle elde edilen déniisiim matrisleri birimeildir, ciinkii
(W)™ = (W) = Wy (2.50)

olmaktadir. (2.31)’dan goriilebildigi iizere V;, i = 1,2,3 ve 4 icin birbirlerine
dikgendirler. Modifiye Gram-Schmidt algoritmasindan sonra, V;'mnin siitunlari da
birbirine dikgen olmaktadir. Ozvektorler birbirine dikgen, 6zdegerler de birim normda

oldugundan, doniigiim birimcildir.

2.4.2 Toplamsallik

Onerilen yontem, KFD'nin toplamsallik kuralina uymaktadir. a ve b derecelerinde art arda

iki AKFD, a + b derecesinde bir tane AKFD’ye egittir:
WEWES = WP (2.51)

Bu kural ikiden fazla art arda doniisiim i¢in de benzer sekilde doniisiim derecelerinin

toplaminda tek bir doniiglime egittir. Bu kuralin ispati (2.37)’de verilmigtir.

2.4.3 a=1 iken AFD’ye Ingirgenme

Onerilen AKFD, a = 1 oldugu durumda normal AFD’ye esittir. Bu 6zellik ayrik zaman—

s

frekans eksenini § agisinda dondiirmek olarak da diigtiniilebilir. @ = 1 durumunda normal

AFD’ye indirgenme 6zelligi (2.37)’de verilmigtir.
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Cizelge 2.3 Sekil 2.3’te verilen igaretin siirekli KFD’sinin 6rnekleri ile, 6nerilen yontem ve diger
yontemler kullanildiginda elde edilen AKFD’si arasindaki toplam normalize hata.

a B Toplam Normalize Hata
\'% S S+ 15T | S+ 15T - 7Vyp
0.05 | 0.0829 | 0.0612 | 0.0181 0.0160
0.10 || 0.1481 | 0.1155 | 0.0282 0.0193
0.15 | 0.1866 | 0.1524 | 0.0535 0.0412
0.25 | 0.2017 | 0.1538 | 0.0686 0.0482
0.50 || 0.3156 | 0.2038 | 0.0764 0.0541
0.75 | 0.2048 | 0.1567 | 0.0625 0.0437
1.00 || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000

2.4.4 Siirekli AKFD’nin Orneklerine Yakinsama

Onerilen V yontemi siirekli KFD’nin 6érneklerine yakinsar. Bunu gostermek icin N = 73

uzunlugunda bir kare dalga z[n] isareti

(2.52)

[]_{1, it —6<n<6
0, diger.

sekinde olusturulmustur. Sekil 2.3’de Onerilen yontem kullanilarak, isaretin degisik
dontigiim derecelerindeki AKFD’si gosterilmigtir. Sekil 2.4’de ise z[n| isaretinin aym
derecelerde siirekli KFD’si alinip oOrneklendikten sonraki ornekleri gosterilmektedir.
Sekillerden de goriilebildigi {izere onerilen yontem siirekli KFD'nin o6rneklerine yakin
sonuglar tretmektedir. (izelge 2.3 siirekli KFD’nin o&rnekleriyle Onerilen yontemle

hesaplanan ornekler arasindaki normalize hatayr gostermektedir. Normalize hata

miktarini,

Hata — |Xo = Xal (2.53)
[1l]

seklinde tanimliyoruz. Burada, || - || Frobenius normunu, x, ve X, ise sirasiyla isaretin

siirekli KFD’sinin 6rneklerini ve onerilen V yontemiyle hesaplanan isaretin AKFD’sini
gostermektedir. Cizelge 2.3’te (Pei vd., 2006)’da gosterildigi gibi S, (S + 15T) ve bu
boliimiin ilerleyen kisimlarinda tanitacagimiz (S + 30T — 7Vp) yontemlerinin bagarim

oranlar1 da gosterilmektedir.

2.4.5 Zaman—Frekans Bolgesinde Dondiirme

KFD, bir isareti zaman—frekans ekseninde, doniigiim derecesiyle orantili olarak

dondiirmektedir. Bu béliimde 6nerilen yontem, ayrik isaretlerin zaman—frekans (ya da
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a=0 a=0.05

0.5 i b

o————L -

-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 2.3 Ayrik kare isaretinin degisik doniisiim derecelerinde énerilen V yontemi kullanilarak
alinan AKFD’si. Diiz: Gergel kisim, Cizgili: Sanal kisim.
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a=0 a=0.05

o————----

-30 -20 -10 0 10 20 30

-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 2.4 Kare isaretin siirekli KFD’sinin degigik doniigiim derecelerindeki 6rnekleri. Diiz: Gergel
kisim, Cizgili: Sanal kisim.
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uzam—frekans) eksenlerini ov = am/2 agisina yakin bir agiyla déndiirmektedir. Bu 6zellik
hemen goriilebilir, ¢linkii 6nerilen yontem siirekli KFD'nin 6rneklerine yakinsamaktadir.
Bu 6zelligi sinamak i¢in, zarfi Gauss igareti olan ve DFM oran1 # = 0.1 olan bir DFM
isareti olugturulmugtur. Sekil 2.5.(a) ve (b), olugturulan DFM igareti ve bu isaretin
zaman—frekans eksenindeki Wigner dagilmimi gostermektedir. Sekil 2.5.(c) ve (d) ise
sirasiyla @ = 0.75 doniigsim derecesindeki AKFD’sini ve onun Wigner dagilimim
gostermektedir. Isaretin yine a = 0.75 derecesindeki siirekli KFD’si ve onun Wigner
dagilmi da Sekil 2.5.(e) ve (f)’de gosterilmektedir. Sekil 2.5.(c) ve (d) ile (e) ve (f)
kargilagtirildiginda onerilen AKFD yonteminin KFD’nin zaman—frekans’ta déndiirme

ozelligini sagladig1 agikca goriilmektedir.

2.5 Onerilen Y6éntemin Bagarimi Yiikseltme

Pei vd. (2006) S yontemini T yontemiyle, ikisinin dogrusal kombinasyonlarimi alarak
birlestirmis ve S + 15T'nin 06zvektorlerinin hem S hem de T yontemine oranla
Hermite-Gauss fonksiyonlarina daha fazla benzedigini gozlemlemistir. Biz de onerilen
yontemin Hermite-Gauss fonksiyonlarimin orneklerine benzerlik agisindan bagarimini
arttirmak i¢in Onerdigimiz yontemle birlikte S ve T matrislerinin dogrusal

kombinasyonlarini kullandik.

Bunu gergeklemek igin énce AFD ile sirabagimsiz bir matris olusturmak gerekmektedir.

Bu amag dogrultusunda
_— T
Vi =VyATVy (2.54)

seklinde yeni bir AFD sirabagimsiz matrisi sunmaktayiz. Burada V y, 6nerilen yontemle
bulunan N x N’lik, sifir gecigleri artan olarak siralanmig 6zvektér matrisi ve Ap, T

matrisinin 6zdegerlerini kdsegeninde barindiran kégegen matrisi géstermektedir.

Onerme 2.2: Gosterilebilir ki, Vr ile AFD matrisi sirabagimsizdir, yani VoW y= Wy Vo

olmaktadir.

Ispat. 'V y matrisinin siitunlar1 AFD matrisinin 6zvektorleri oldugundan, AFD matrisi
Wy = VyAwVy (2.55)

seklinde yazilabilir. Burada Aw, AFD matrisinin 6zdegerlerini iceren kogegen matristir.
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O halde VW y su sekilde ifade edilebilir:

ViWy =VyArV, VyAwVy

_— T
:VNATAWVN
_— T
:VNAWATVN
— T < T
=WxyVr. (2.56)
Boylece ispat tamamlanmaig olur. O

Ozellik 2.1: T {ickosegen bir matristir ve Gnerdigimiz yontemin iirettigi 6zvektorlere
yakin 6zvektor kiimesi iiretmektedir (Pei vd., 2006). T matrisinin 6zvektorleri yerine
bizim buldugumuz 6zvektorler konuldugu i¢in, Vp, T matrisinin yapisina benzeyecektir.
Yaptigimiz benzetimler sonucu Vg matrisinin de hemen hemen iickogegen bir matris
oldugu goriilmiig, bu matrisin ii¢ kosegeninde yiiksek genlikli degerler, kalan kisimlarinda
ise ¢ok diigiik genlikli degerler gozlenmistir. Yapilan bilgisayar benzetimleri sonucu
k1S + kT + k3Vr seklinde {i¢ yontemin dogrusal birlesiminde, k&1 = 1,ks = 30 ve
ks = —7 secildiginde bu kombinasyonun &6zvektorleriyle Hermite—Gauss fonksiyonlarinin
ornekleri arasindaki hatanin minimum oldugu gozlenmistir. Cizelge 2.3’e tekrar bakilirsa
onerilen S + 15T — 7V yonteminin S, T ve S + 15T yontemlerinden daha bagarili

oldugu goriilebilir.

2.6 Benzetimler

Bu béliimde AKFD igin iki yeni yontem onerilmektedir:

1. V yontemi (bkz, Boliim 2.2).
2. S+ 30T — 7V yontemi(bkz, Bolim 2.3).

Sekil 2.6, onerilen V yéntemininin performansinin (Candan vd., 2000)’da tamtilan S
yontemiyle N = 33 igin kiyaslamali gostermektedir. Burada, performans kriteri, stirekli
Hermite-Gauss isaretlerinin ornekleriyle dikgen ozvektorler arasindaki hatanin normu
se¢ilmigtir. Sekilden de goriilebildigi iizere S yontemi, kiig¢iik derecelerde daha iyi
olmasina ragmen, V yontemi orta dereceler icin daha iyi performans sergilemistir.

N = 65 icin V ile S yontemlerinin kiyaslamasi Sekil 2.7’te gosterilmektedir.
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Hermite-Gauss fonksiyonlarmimn ornekleriyle (S + 15T — 7V) ve (Pei vd., 2006)’daki
(S + 15T) yontemleri arasidaki hatanin normu Sekil 2.8’da N=33 i¢in gosterilmektedir.
Agikga belli olmaktadir ki 6nerilen (S+ 15T — 7V ), (S+ 15T)’den daha istiindiir. Sekil
2.9'de, N =65 igin (S + 15T) ile (S+ 15T — 7V ) yaklagimlarim kargilagtirilmigtir. Yine

acikca bellidir ki 6nerilen yontem, diger yontemlerle kiyaslandiginda daha bagarilidir.

2.7 Sonuglar

Bu boliimde, bir isaretin dort kere arka arkaya AFD’sinin igaretin kendisine egit
olmasindan yola ¢ikilarak, AKFD matrisi i¢in yeni bir yaklagiklik elde edilmistir. MAFD
matrisinin sadece kendisi ve katlar1 kullanilararak kolay ve sik bir prosediirle MAFD
matrisinin O6zvektorleri elde edilmistir. MAFD matrisinin 6zvektorleri elde edildikten
sonra, MAKFD’den AKFD matrisi elde edilmesinin basit bir yontemi gosterilmistir.
Benzetim sonuglari, uygulanan yontemin bazi dereceler i¢in S yonteminden daha iyi

sonuglar verdigini gostermistir (Serbes ve Durak-Ata, 2011a).

AFD o6zvektorlerinin Hermite-Gauss fonksiyonlarina daha iyi yaklagsmasini saglamak
adina, yeni bir AFD sirabagimsiz Vp matrisi ortaya atilmig ve diger sirabagimsiz S ve T
matrisleriyle uygun bir bigimde dogrusal kombinasyonu alinmigtir. Bilgisayar
benzetimleri (S 4+ 30T — 7V ) matrisinin 6zvektorlerinin Hermite-Gauss 6zvektorlerine

daha iyi yakinsadigini géstermektedir.
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Sekil 2.5 (a) DFM orani 3 = 0.1 olan bir DFM isareti ve (b) onun Wigner dagilimi. (c) Isaretin
onerilen yontemle a-mc1 AKFD’si ve (d) onun Wigner dagilimi. (e) Isaretin a—1nc1 dereceden
stirekli KED’si ve (f) onun Wigner dagilimi. Diiz: Gergel kisim, Cizgili: Sanal kisim.



29

T et

-

———

—— Onerilen Yéntem

—t= S Yontemi

1.5

i
bl
o

nWwiJou ununiep|aa ejeq

15 20 25 30

Hermite-Gauss vektériiniin derecesi

10

Sekil 2.6 N = 33 i¢in Hermite—Gauss fonksiyonunun &érnekleriyle V ve S yontemleri arasindaki

hata normlari.
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Sekil 2.7 N = 65 i¢in Hermite—Gauss fonksiyonunun &érnekleriyle V ve S yontemleri arasindaki

hata normlari.
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Sekil 2.8 N = 33 i¢in Hermite-Gauss fonksiyonunun 6rnekleriyle S + 15T — 7V ve S + 15T
yontemleri arasindaki hata normlari.
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Hermite-Gauss vektérinln derecesi

Sekil 2.9 N = 65 i¢in Hermite-Gauss fonksiyonunun 6rnekleriyle S + 15T — 7V ve S + 15T
yontemleri arasindaki hata normlari.
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3 CIFT-DOGRUSAL DONUSUM TABANLI AYRIK FOURIER
DONUSUMUNUN OZVEKTORLERI

KFD’nin ayriklagtirilmasi isaret igleme, filtreleme, ¢rnekleme ve zaman—frekans analizi
alanlarinda olduk¢a onemlidir (Ozaktas vd., 2001; Kutay vd., 1997; Xia, 1996). KFD,
Wigner doniigtimiiyle iligkili oldugundan, (Ozaktas vd., 2001), DFM orani kestirimi gibi

zaman—{rekans analizi konularinda giiclii bir aragtir (Akay ve Boudreaux-Bartels, 2001).

Bu boliimde AFD matrisinin 6zvektorleri tamamen farkli bir yaklagimla bulunmustur.
Burada, tiirev operatoriiniin ¢ift-dogrusal yaklagikligi kullanilmig ve Hermite-Gauss
iireten ikinci dereceden diferansiyel denklemde yerine konmustur. Cift—dogrusal
doniigiim, analog bolgeyi ayrik bolgeye birebir eglestirmektedir. Boylece Hermite—Gauss
fonksiyonlarimin  6rneklerine yakin = ozvektorler elde edilmektedir. Cift-dogrusal
doniistimiin ikinci dereceden tiirev operatoriine yaklagikligi yapildiktan sonra kararlilik
analizi de yapilmigtir. Buna ek olarak iki farkli yontem daha sunulmustur, ki bu
yontemlerin ilkinde daha iyi kosullanmig ¢ift—dogrusal yaklagiklik, ikincisinde ise
¢ift—dogrusal doniistimiin yiiksek dereceden Taylor yaklagikligi benzeri bir yontem
kullanilmigtir. Bu boliimde tamtilacak olan galisma (Serbes ve Durak-Ata, 2010)’da

yayimlanmigtir.
3.1 On Bilgiler
3.1.1 AFD ile Sirabagimsiz Matris Uretimi

A ile B N x N boyutunda kare matris olsun. Eger AB = BA ise, A ile B sirabagimsizdir.
Eger A ile B sirabagimsiz iseler en az bir tane ortak 6zvektor kiimesini paylagirlar (Candan

vd., 2000).

Candan (2007) gostermigtir ki N x N’lik, AFD ile sirabagimsiz bir K matrisi
K=L+FLF ' +F»LF?+4FLF*® (3.1)

seklinde olugturulabilir. Burada L ve F N x N’lik, sirasiyla herhangi bir matris ve AFD
matrisidir. K'nin F ile sirabagimsiz oldugunu gostermek cok kolaydir, ciinkii F* = T

oldugu kullamlarak FKF~! = K oldugu hemen goriilebilmektedir.

(Pei vd., 2009)’da gosterilmigtir ki eger L matrisi F? ile sirabagimsizsa (3.1)

K=L+FLF' (3.2)
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seklinde kisalir.

Onerme 3.1. Bu fikir daha da genisletilerek, eger L dairesel ve simetrik bir matrisse

yukaridaki denklem aynen gecerlidir.

Ispat. Eger N x N’lik kare bir C matrisi dairesel ve simetrikse, bu matrisin 6zdeger

ayristirmasi
C=F'A/F (3.3)

seklindedir (Golub ve Van Loan, 1996) (sf. 201-202). Burada Ay = kosegen(v/NFc),
C’nin 0Ozdegerlerini iceren kosegen matristir ve ¢, C’nin ilk siitunudur. C simetrik

oldugundan dolay1 yukaridaki denklem
C =FAF! (3.4)

denklemine denktir, ¢iinkii simetriklikten dolay1 C* = C olmaktadir. (3.4) ve (3.3) birlikte
kullamlarak C + FCF~! = F2CF 2 + F?CF? yazlabilecegi kolayca goriilebilir. Sonug

olarak
K=C+FCF! (3.5)

oldugu ispatlanmig olur. Son olarak, AFD ile sirabagimsiz matrisler olugturulurken, gergel,
simetrik, dairesel ve ikinci tiirev iglemini iyi modelleyen bir C matrisi olugturarak bunu

(3.5)’te yerine koymak iyi bir se¢gim olacaktir. O

3.1.2 (Cift—-Dogrusal Do6niisiim

(Cift-dogrusal doniigiim, igaret ve sistem analizinde Laplace siirekli s bolgesini, ayrik z
bolgesine eglestirmekte kullanilan giiclii ve popiiler bir aragtir. s bolgesini z bolgesiyle
eslestirmek ic¢in bir ¢ok niimerik analiz yontemi bulunmaktadir. Bu yontemler arasinda
en popiiler olanlari ileri ve geri fark yontemleriyle cift-dogrusal déniisiim yontemidir. Ileri
fark yontemi, tiirev operatériint dz(t)/dt = (z(n) — x(n — 1))/At ile modellerken, geri
fark yontemi dz(t)/dt = (z(n + 1) — x(n))/At seklinde modellemektedir. Cift-dogrusal

doniigiim yontemi ise ayrik z(n) isaretinin ayrik tiirevini

2'(n) +a'(n—1) = Ait (z(n) — 2(n — 1)) (3.6)
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Sanal{z}

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 1
Gercel{z}

Sekil 3.1 Cift dogrusal doniigiim ve ileri fark yontemlerinin jw ekseninin z diizlemindeki
goriintiisii. Diiz: Cift-dogrusal doniisiim, Cizgili: Ileri fark yontemi.

seklinde modellemektedir. Burada 2'(n), x(n) isaretinin ayrik tiirevi, At = 1/v/N
ornekleme periyodu, ¢ herhangi bir skaler ve N ise z(n) igsaretinin uzunlugudur. Boylece

ikinci dereceden ayrik tiirev operatorii x”(n), merkezlenmis haliyle
2
2"(n—1) + 22" (n) + 2" (n + 1) = (é) (x(n — 1) — 22(n) + z(n + 1)). (3.7)

elde edilmektedir. Cift-dogrusal doniisiim analog bdlgeyi ayrik bolgeye birebir
eslestirmektedir. Daha agik olarak s bolgesindeki R{s} = 0’daki (jw ekseni) noktalari, z
eksenindeki |z| = 1 birim ¢emberine birebir egler. Fakat ileri fark yontemi Sekil 3.1’de
gosterildigi gibi yaricapi 0.5 olan ve merkezi z = 0.5’te olan bir ¢cembere egler. (ift

dogrusal doniigiim jw eksenindeki her bir noktay1 z diizlemine ortiigme olmadan esler.

(3.7)’yi matris bigiminde

B, X" — (é)QEQX (3.8)

olarak ifade edebiliriz. Burada X” = [2”(0), z”(1), ..., 2”(N — 1)]T, X = [2(0), (1), ...,
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(N —1)]T olmakta ve

21 0 ... 0 1
12 1 ... 0
01 2
B, = (3.9)
1
1 0 0 1 2]
ile
[—2 1 0 0 1]
1 -2 1
o 1 -2 " :
E,=| . L : (3.10)
: |
10 0 ... 1 =2
seklindedir. Sonug olarak isaretin ikinci dereceden tiirevini
" c\? -1
X" = (Kt> B{'E.X (3.11)
seklinde ifade ederek, ikinci dereceden tiirev operatoriinii D? = (ﬁ)QBflEQ olarak
tanimlamaktayiz.

3.2 AFD ile Sirabagimsiz Matris Uretimi

AFD matrisinin Hermite-Gauss benzeri 6zvektorlerini elde etmek i¢in kolay ve dogru bir
yol, (2.15)’teki diferansiyel denklemin ayriklagtirilmig halini taklit eden bir AFD

sirabagimsiz matris iiretmektir.

One siirdiigiimiiz algoritma basit, fakat etkilidir. Onerilen yéntemde AFD sirabagimsiz
matrisi, (2.16)’teki ikinci dereceden tiirev operatorii yerine (3.11)’de sunulan ikinci
dereceden ayrik tiirev operatorii, FD yerine de (2.24)’teki AFD matrisi yerlestirilerek
tiretilmektedir. Hermite-Gauss fonksiyonlar1 iireten diferansiyel denklem taklit
edildiginden, bu matrisin O6zvektorleri de ayrik Hermite-Gauss benzeri vektorler

olmaktadir. Boylece, cift—dogrusal doniisiimden esinlenilmis AFD ile sirabagimsiz matris
B =B, 'E;, + FB;'E,F . (3.12)

swklinde yazilabilir. Burada (c/At)? katsayis1 atilmaktadir, ¢linkii B matrisinin

ozvektorlerine hi¢ bir etkisi yoktur.

Onerme 3.2. B matrisi AFD matrisiyle sirabagimsizdur.
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fspa,t. B, ve E; matrislerinin her ikisi de dairesel ve simetrik oldugundan, BIIEQ matrisi
de dairesel ve simetriktir. Boliim 3.1.1°de verilen ve herhangi bir dairesel ve simetrik C
matrisinin (3.5)’teki gibi kullamlarak AFD sirabagimsiz matris elde edilebilecegini
gosteren Onerme 3.1 kullanilarak, B'E, oldugundan B matrisi AFD ile sirabagimsizdir

onermesi ispatlanmig olur. O

3.2.1 Kararlihk Analizi

Eger B; matrisi tekil degilse B de kararli olur. Dairesel bir matris olan B;’in tekil olup

olmadigini incelemek icin 6zdeger ayrigtirmasi
B, =F 'ApF (3.13)

seklinde yapilabilir. Burada Ap,, B;’'in 6zdegerlerini iceren kogegen matristir. B; dairesel
oldugundan, By’in ilk siitunu b; olmak fiizere, czdegerleri Ap, = kosegen (\/N Fb1>
seklindedir. by = [2,1,0,0,...,1]7 oldugundan, bunun AFD’si kolaylikla bulunabilir

2
Ap, = kosegen (2 + 2cos (%”)) n=01,2...,N—1. (3.14)

Ap,, N’in tek oldugu durumda hi¢ bir zaman sifira egit olmaz, ¢iinkii biitiin n degerleri
icin kosegen (2 + 2 cos (2”7")) > 0 olmaktadir. Fakat, N arttikca B; zayif kosullanmis

olur. Bununla birlikte, N ¢ift ise n = N/2 oldugu durumda (2 + 2 cos (2”7”)) = 0 olmakta,
boylece B tekil olmaktadir. Kararliligi saglamak icin B;’in kdgegenine kii¢iik bir & > 0

degeri eklemek yeterli olacaktir. O halde Ap,’i
2mn
A, = kosegen (2+§+2008 (W)) ,n=0,1,2,...,N—1 (3.15)

seklinde degistiriyoruz, ki kararlilik saglansin. Sonug olarak (3.9)’daki By,

[2+¢ 1 0 0 1
1 2+¢ 1 0
. 0 1 2+ :
B, = ] ) ¢ (3.16)
: .. 1
|1 0 0 I 2+¢

ile degistirilmektedir. Kosegenlere kiiciik bir £ degeri eklemek sirabagimsiz matrisin

ozvektorlerini bozmaz.
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3.2.2 Daha iyi Kosullanmig Cift—Dogrusal Yontemler

Cift—dogrusal doniistim, ayrik tiirev operatoriine yamuk yaklagikligidir. Bu nedenle
alternatif By matrisleri kullamilabilir. B; matrisinin kogegeninin bir & > 2 degeriyle
degigtirilmesinin hem kararhihig: sagladigi hem de performans: arttirdigr gozlemlenmistir.

Sonug olarak B; matrisini

k10 0 1
1k 1
_ |01 k
B, = (3.17)
: S
10 0 ... 1 k

seklinde tanimladigimiz B; matrisiyle degistiriyoruz. k& > 2 oldugundan, olusturulacak
AFD sirabagimsiz matrisi de daha iyi kogullanmig olacaktir. Optimum k degeri Bolim

3.3’te gosterilecegi tizere yaklasik k = 4, 3 olarak bulunmustur.

3.2.3 Yiiksek Dereceden Cift—Dogrusal Tiirev Matrisleri

Simdiye kadar, daha iyi ikinci tiirev yaklagikligi elde etmek igin ¢ift—dogrusal doniistimden
esinlenilmig matrisler kullanilmistir. Bu kisimda B; matrisine Taylor serisi yaklagikligi
tarzi bir yaklagiklik gelistirmenin bize daha iyi ¢ift—dogrusal tiirev matrisleri verecegi 6ne

siirtilmektedir. Bu yiizden yiiksek dereceden c¢ift dogrusal tiirev matrislerini
Bn = G1B1 + (ZQ(B1>2 + -+ CLn(B1>n (318)

seklinde tanimliyoruz. Burada, a;’ler skaler olmak iizere B,, matrisini ikinci tiireve n—inci
dereceden cift—dogrusal yaklagiklik olarak adlandiriyoruz. Yukaridaki denklemde her bir
B, matrisi i¢in k£ = 4, 3 se¢ilmistir, ¢iinkii bu deger Béliim 3.3’te gosterilecegi tizere toplam
hatanin normunu minimize eden optimum deger olarak bulunmustur. a;’lerin optimum

degerini belirlemek i¢in simdilik analitik bir yontem gelistirilememistir.

¢t = 1'den 14’e kadar olan optimum a; degerlerini belirlemek i¢in genetik algoritma
(Goldberg, 1989) ve oriintii arama (Audet ve Dennis Jr, 2002) yontemleri kullanilmigtir.
Ik 14 optimum a; degeri Cizelge 3.1'de verilmistir. Bu katsayilar kullanilarak bulunan
B,, matrisi (3.12)’de By’in yerine konularak AFD sirabagimsiz matrisi elde edilmigtir.
By, kullanildigi zaman elde edilen B matrisinin 6zvektorlerinin - Hermite—Gauss

fonksiyonlarinin 6rneklerine ¢ok yakin oldugu gézlemlenmistir.
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Cizelge 3.1 Byy icin iiretilen ilk 14 optimum a; katsayis

a; Optimum Deger
a 1.00

ay | 0.247634068038315
as | -0.103839534211561
ay | -0.141176982675410
as | 0.005956945393076
ag | -0.008133047918379
ay | -0.020103743248487
as | -0.001866823892062
ag | -0.000336065416294
ayo | -0.002383849560258
ay; | -0.000725049220057
a2 | -0.000698349278537
ay3 | -0.003339855815284
ayy | -0.001759635742928

Simdiye kadar olan kisimlarda AFD’nin Hermite—Gauss benzeri 6zvektorlerinin bulunmasi
i¢in ti¢ farkli yontem 6nerilmistir. Bu yontemlerin 6zeti Algoritma 3.1’de verilmigtir. Birinci
yontemde, kararliligi saglamak i¢in B;’in kosegenine kii¢lik bir & degeri eklenerek B,
olusturulur. Ikinci yontemde ise B:’in kosegeni, & > 2 gibi bir degerle degistirerek, By
olugturulur. Kosegeni boyle bir degerle degistirmek hem kararliligi saglamakta, hem de
performansi arttirmaktadir. Son 6nerilen yontemde ise B, ve onun agirlikli kuvvetleri
kullanilarak, yiiksek dereceden ¢ift—dogrusal tiirev matrisleri iiretilmistir. Bu yontemlerden
biri segildikten sonra, Bi, B; veya B,, matrislerinden biri (3.12)’deki B; yerine konulur ve
AFD sirabagimsiz matris elde edilir. Elde edilen AFD sirabagimsiz matrisinin Hermite—

Gauss benzeri dikgen 6zvektorleri bulunur.

Algoritma 3. 1 Bu béliimde 6nerilen yontemlerin 6zeti.

1 Bl, B, veya B,, matrislerinden biri tiretilir.
2 Uretilen matris, (3.12)’de B;’in yerine konulur ve AFD sirabagimsiz B matrisi tiretilir.
3 B'nin Hermite-Gauss benzeri dikgen 6zvektorleri bulunur.

3.3 Benzetim Sonuclari

[lk once, B; yontemindeki optimum k& degerini bulmak icin, Hermite-Gauss
fonksiyonlarinin oOrnekleriyle, Hermite-Gauss benzeri oOzvektorler arasindaki toplam
hatanin normu, degisik k& degerleri ve degisik N uzunluklari i¢in bulunmus ve Sekil
3.2.a’da g¢izdirilmigtir. Sekilden de agik olarak goriilebilecegi gibi, optimum k degeri
yaklagik 4,3 olmaktadir.
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(b)

Sekil 3.2 (a) N = 32, 40, 48, 56 ve 64 i¢in k degerinin toplam hata normuyla degigimi. Toplam
hatanin normu £ ~ 4,3 iken minimum olmaktadir. (b) N = 32 i¢in Hermite-Gauss
fonksiyonlarinn érnekleriyle By yonteminde k = 3, 4 ve 4.3 secildiginde ve By yontemi
kullanildiginda elde edilen 6zvektorler arasindaki hatanin normu.
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B, yontemi kullamldiginda k = 3, 4 ve 4,3 degerleri icin Hermite-Gauss fonksiyonlarinin
ornekleriyle bulunan 6zvektorler arasindaki hatanin normlart N = 32 i¢in Sekil 3.2.b’de
gosterilmektedir. Yine gekilden agikca goriilebilecegi gibi toplam hatanin normu k£ = 4,3

i¢in minimumdur.

Sekil 3.3, (Candan, 2007)’de tamtilan degisik yontemlerle, 6nerilen B; (K = 4,3 iken)
yontemi kullanildiginda elde edilen 6zvektorler ile Hermite-Gauss fonksiyonlarinin
ornekleri arasindaki hatanin normunu gostermektedir. Bu sekilde Sy, Sg, ve Sig
yontemleri tiirev operatoriine, sirasiyla O(h?), O(h®) ve O(h'®) Taylor yaklagikhgidir
(Candan, 2007). Sekil 3.3.a’”da N = 33 igin bu yontemler ile 6nerilen yontemde elde
edilen ozvektorler kiyaslanmig, Sekil 3.3.b’de ise bu kiyaslama N = 65 igin yapilmigtir.
Sekilden goriilmektedir ki, énerilen By (k = 4,3) yontemi diger yontemlere kiyasla daha

iyi performans sergilemektedir.

Onerilen yiiksek dereceden ]314 yontemi, Sza, S100 ve Sygo gibi (Pei vd., 2009)’da 6nerilen
yiksek dereceden Taylor yaklagikliklariyla kiyaslanmaktadir. Sekil 3.4’de Onerilen B4
yontemi ile so6zii  edilen yiiksek dereceden yaklagikliklarin  hata normlarinin
karsilagtirmasi gosterilmetedir. Bizim yontemimiz sadece 14—lincii dereceden yaklagiklik

olsa da, Sypp yonteminden bile daha iyi performans gostermektedir.

3.4 Sonuglar

AKFD tanimlamak i¢in Hermite-Gauss fonksiyonlarimin 6rneklerine olabildigince yakin
dikgen oOzvektorler bulmak gerektigi icin bu boéliimde ¢ift-dogrusal doniigiimden
esinlenerek daha iyi AFD sirabagimsiz matrisler tanimlanmigtir. Bunun i¢in ii¢ degisik
yontem Onerilmis ve kararliliklari incelenmigtir. Birinci yontemde cift—dogrusal tiirev
matrisleri tretilerek, bu matrisin kodsegenine kiiciik bir & degeri eklenmis ve kararh
olmasi saglanmistir. Ikinci yontemde ise daha iyi performans gosteren ve daha kararh
¢ift—dogrusal tiirev matrisi elde edilmistir. En son, yiiksek dereceden c¢ift—dogrusal tiirev
matrisleri  Onerilmistir. Benzetim sonuclar1  diger yontemlerle kiyaslanmis ve

Hermite-Gauss fonksiyonlarina daha yakin, dikgen 6zvektorler iirettikleri gosterilmistir.

Bu konudaki gelecek caligmalar, yiiksek dereceden cift-dogrusal B,, matrisi olusturmanin
kapali bir yontemini icerebilir. Dahasi, B,, matrislerinin diger Sy, matrisleriyle dogrusal

kombinasyonu alinarak daha iyi sirabagimsiz matrisler olusturulabilir.



40

10°
10_15* E!
= I —B
>
£ -2 1
g 10 ¢ --S, E
c q
E I —+Ss
S [
=§ 10_3? —9—816 E
X L
(<] L
> [
£ 4
[ -
L 10 4L 3
S F 1
o F
L [
10_55* E
10_6— E
I | L I | L |
8 5 10 15 20 25 30
Hermite—Gauss vektériiniin derecesi
(a)
10° £ i
10_1§ E
107°L = 1
= 5 —B
£ N --S
2 107 2 E
é —+S;
p ] -
g w0 R :
X 5 "
(3]
> 4
< -5
s 10 ¢ i
I £
R
810 ¢ 3
10_7? : 3
10° .
1 | ) | 1 1
8 10 20 30 40 50 60

Hermite—Gauss vektoriiniin derecesi

(b)

Sekil 3.3 (a) N=32 ve (b) N=64 i¢in Hermite-Gauss fonksiyonlarinin érnekleriyle By
yonteminde k = 4.3 secildiginde elde edilen AFD sirabagimsiz matrisin 6zvektorleri arasindaki
hata normlariyla, literatiirdeki diger yontemlerin 6zvektorleri arasindaki hata normlarinin
kargilagtirilmasi.
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Sekil 3.4 Byy ile S32, S100 ve Sago yontemlerinin ézvektorleriyle Hermite-Gauss fonksiyonlar
arasindaki hata normlar1 N = 32 icin karsilagtirilmaktadir.
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4 IKINCI Tt'JREy OPERATORUNE SONSUZ DERECEDEN
YAKLASIKLIK ILE DUSUK HESAPLAMA KARMASIKLI AFD
SIRABAGIMSIZ MATRIS URETIMI

Simdiye kadar, literatiirde yapilan caligmalar arasinda Hermite—Gauss fonksiyonlarinin
orneklerine en yakim dikgen Ozvektor iireten galigmalardan birisi (Candan, 2007)’de
onerilen So; yontemidir. Fakat bu yontemde N boyutlu ayrik tiirev operatoriine
vaklagiklik derecesi O(h*), 2k + 1 < N ile sinirh olmaktadir. Daha sonra Pei vd. (2009)
bu smir1 kaldirarak herhangi bir yaklagiklik derecesinde ayrik tiirev operatorleri
tanimlamistir. Bu yontemin de eksikligi, yiiksek dereceden tiirev operatorii tanimlamak
icin yiliksek hesaplama karmasikligi gerektirmesidir. Bununla birlikte, herhangi bir
yaklagiklik derecesi igin, tilirev operatoriiniin kapali formu olmamasi da ayri bir

eksikliktir.

Bu bélumde, ikinci dereceden tiirev operatoriine sonsuz dereceden O(h*>) Taylor
yaklagikliginin limiti bulunarak, ikinci dereceden ayrik tiirev operatoriiniin kapali formu
bulunmustur. Bulunan bu sonsuz dereceden ayrik tiirev operatorii (2.16)te D?'nin
yerine konularak Hermite-Gauss iireten diferansiyel denklem ayriklagtirilmaktadir.
Benzetim sonuglari, sonsuz dereceden sirabagimsiz matris kullanmanin literatiirdeki
diger biitiin yontemlerden daha iyi ve miikemmel Hermite-Gauss benzeri 6zvektor
iirettigini  gostermektedir. Sonsuz dereceden sirabagimsiz  matris kullanmanin
literatiirdeki n* (Santhanam ve Santhanam, 2007; Pei vd., 2008) yontemiyle birebir aym

ozvektorleri lirettigi gosterilmistir.

4.1 Ikinci Tiirev Matrisleri

AKFD tamimlamasi yapilirken en hayati kisim, ikinci dereceden tiirev matrisinin iyi
tanimlanmasidir. Ikinci dereceden tiirev matrisine en basit yaklagikhk olan ikinci

dereceden Taylor yaklagikligi, matris formunda

[—2 1 0 0 1
1 -2 1 0
110 1 =2 :
D, = | (4.1)
: o1
10 0 1 =2
yazilabilir. Bu yaklagiklik,
t—h)—2f(t t+h
f//(t):f( ) f()+f( + ) —|—O(h2> (4'2>

h2
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olarak da ifade edilebilir. Burada 6rnekleme oram h = 1/v/N olmaktadir.

4.1.1 Yiksek Dereceden Tiirev Matrisleri

(2.16)’i ayriklagtirmak igin yiiksek dereceden yaklagiklik elde etmenin bir yolu (Candan,
2007)'de gosterilmektedir. Ikinci dereceden tiirev operatériine yaklagiklik ne kadar iyi
elde edilirse, Hermite-Gauss fonksiyonlarimin orneklerine daha yakin ozvektorler elde
edilmektedir. Ikinci tiirev operatériine yiiksek dereceden Taylor yaklagikligi (Candan,
2007)’de

(2m)!

K= (fj(—l)m‘l—2 o _) ! 52m> i’; +O(h™) (4.3)
m=1

seklinde verilmektedir. Burada 62 f; = fu—1 — 2fx + fry1 ikinci tiirev operatoriine merkezi

ikinci dereceden yaklagikliktir. Candan (2007) bu formiilii tiirev operatoriine ytiksek

mertebeden yaklagiklik elde etmek icin kullanmigtir. Fakat, yaklagiklik seviyesi

2k +1 < N ile simirhdir (Candan, 2007; Pei vd., 2009). Daha sonra Pei vd. (2009)

gostermistir ki yukaridaki formdiil

k 2
! PIENE 2L = D )+ 0(2%) (1.4)

o) T R2 m).

seklinde ifade edilebilir. Burada Dy, (4.1)’te verilen §*’nin matris halidir. Yukaridaki gibi
ifade edildiginde, ikinci tiireve herhangi bir dereceden yaklagiklik elde edilebilir. Boylece
herhangi bir 2k—1nc1 dereceden yaklagiklik

k 2
L 2[(m = 1)
DY =Y (1) WDQ
m=1
— D, —Dj + = — D3+ (4.5)
T2 90 '

bir iist limit olmadan ifade edilebilmektedir. Fakat, k arttikca hem hesaplama karmasikligi
artmakta, hem de ilerleyen boliimlerde gosterilecegi gibi hesaplama zorlugu da ortaya

¢gikmaktadir.

4.1.2 Dairesel Matrisler

Dairesel matrisler Toeplitz matrislerinin 6nemli bir alt grubunu olusturmaktadir. Bu

matrisler konvoliisyon, korelasyon ve bunun gibi iglemler i¢in kullanilmaktadir. Dairesel
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bir matris

Co €4 C3 C2 C
€1 C C4 C3 C2
C = Cy C1 Cy €C4 C3| . (46)
C3 Co C1 Cy C4
Cy4 C3 Cp C1 (O

seklinde yazilabilir. Elemanlar: gercel olan herhangi bir simetrik ve dairesel matris 6zdeger

ayrigtirmast alimarak (3.3) veya (3.4) seklinde yazilabilmektedir.

Ozellik 4.1. Eger A ve B matrislerinden her ikisi de dairesel ve simetrikse, oy ve as

herhangi iki skaler olmak {izere, a; A 4+ asB de simetrik ve daireseldir.

Ozellik 4.2. Herhangi bir A matrisi dairesel ve simetrikse, o bir skaler olmak iizere, A®

da dairesel ve simetriktir.

Ispat. (3.3) kullamlarak A matrisi dairesellikten dolayi1 A = F~'kosegen(yv/ NFa)F

seklinde yazilabilir. Burada a, A matrisinin ilk siitunudur. Buradan da A“
A® = Fkosegen(v NFa)°F. (4.7)

olmaktadir. A ile A ayni 6zvektor kiimesine sahip oldugundan dolay: daireseldir.

Simetriklikten dolay1 da A = F~'kosegen(v/ NFa)F = Fkosegen(v/ NFa)F~! olmaktadir.
Her iki tarafin da « ile kuvveti alimirsa A = F~'kosegen(v/ NFa)*F = Fkosegen(y/NFa)®
F~! olur. Béylece hem simetrikligin hem de daireselligin korunmus oldugu ispatlanmis

olur. O

4.2 Sonsuz Dereceden AFD Sirabagimsiz Matris Uretimi

Yiiksek dereceden tiirev matrisi elde etmek icin Pei vd. (2009), (4.5) denklemini
kullanmaktadir. AFD sirabagimsiz matris elde etmek icin, elde edilen yiiksek dereceden
tiirev matrisi, (2.16)teki ikinci dereceden tiirev operatorii yerine konularak bu denklem
ayriklagtirilmaktadir. Bu kisimda biz bu iglemi, (4.5)’in sonsuz dereceden toplamiin
limitini bularak kolaylastirmaktayiz. Bu islem, sonsuz dereceden AFD sirabagimsiz
matris liretimi igin literatiire 6nemli bir katki saglamaktadir. Bu boliimdeki ana fikir

asagidaki onermelerde verilmigtir.
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Onerme 4.1. Sonsuz dereceden ikinci tiirev matrisi

k 2
: ~12[(m = 1)Y]
o _1\ym—1 m
Do = fim ("= DS
Dy +2
= — arccos? ( 22+ ) : (4.8)
seklindedir.

Ispat. Yukaridaki denklemin ispati uzun ve karmagik matematiksel hesaplamalar ve
tanimlamalar gerektirmektedir. Bunun yerine kolay ve anlagilir bir ispat vermekteyiz:
Yukaridaki denklemde her iki tarafin Taylor serisi acilimi birbirine esittir. Diger bir

deyigle yukaridaki denklemin sag tarafinin Taylor serisi acilimi

o (T +2 Loy b
— arccos =T — =X —X
2 127 90

= Sy 2 o (49)

m=1

seklindedir. Boylece ispat tamamlanmig olur. O

Boliim 3.1.1’de dairesel ve simetrik matrisler kullanarak nasil AFD sirabagimsiz matris
iiretilebilecegi gosterilmigtir. Bu dairesel ve simetrik matrisler ikinci dereceden tiirev
operatoriini ne kadar iyi modellerse, AFD sirabagimsiz matrisin 6zvektorlerinin
Hermite-Gauss fonksiyonlarmin o6rneklerine daha yakin olacaktir (Candan vd., 2000;

Candan, 2007; Pei vd., 2008, 2009).

Biz bu agsamada (2.16) denklemindeki D? operatoriinii Do, ile, F operatoriinii ise AFD
matrisiyle degistirip

Seo =Dy + FD F . (4.10)

elde ediyoruz. S,, matrisi AFD ile sirabagimsizdir, ¢iinkii D, matrisi dairesel ve
simetriktir. Boliim 3.1.1’deki Onerme 3.1'de dairesel ve simetrik matrisler bu sekilde
kullanildiginda AFD sirabagimsiz matris elde edildigi gosterilmistir. D.,’un dairesel ve
simetrik oldugu da aciktir, ¢iinkii bu béliimde verilen Ozellik 4.2’den dairesel matrislerin
dogrusal kombinasyonunun dairesel ve simetrik oldugu bilinmektedir ve D, da dairesel

ve simetrik matrislerin sonsuz derecede dogrusal kombinasyonudur.
Onerme 4.2. Sonsuz dereceden AFD sirabagimsiz matrisi So, 6zdes olarak

See =Dy +E=FEF ' +E (4.11)
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seklinde ifade edilebilir. Burada E, asagidaki sekilde tanimli bir késegen matristir:

kosegen(E) = {_ (zin)Q, 0<n<l5) (4.12)

—(B(N-n)", [§]1<n<N-1

Ispat. Dy matrisinin 6zdeger ayristirmasi Dy = F~'AF olsun. Burada D, (4.1)’deki gibi,
A = kosegen(v/NFd,) seklinde ve dy, Dy’'nin birinci siitunudur. (4.8) ve Dy = F'AF
birlikte kullanilarak

A+2
D,=F"! (— arccos? (%)) F

Fv Nd; + 2
= F'kosegen (— arccos’ (%)) F. (4.13)
yazilabilir. v/ Ndy'nin AFD’si kolaylhikla
2
FVNdy = —2+2 cos(%n). (4.14)

seklinde bulunur. E matrisini D, 'nin 06zdegerlerini iceren kdgegen matris geklinde

tammlarsak,
A+2 —2 4 2cos (52)) +2
E = — arccos® ) kosegen | — arccos® (22 +2c0s () + (4.15)
2 2
oldugu hemen goriilebilmektedir. Boylece
2 2 N

—(%En)", O<n< |5

E = ( é\fr ) 9 N %) . (4.16)

olmaktadir. Yukaridaki denklem pargalidir, ¢iinkii arccos(-) fonksiyonunun deger kiimesi
sadece [0,7/2] arasimnda tammhdir. D, = F7'EF’i (4.10)’da yerine yerlestirirsek (4.11)

elde edilir. Boylece de ispat tamamlanmig olur. O

(4.11), literatiirde énce MAFD igin (Santhanam ve Santhanam, 2007), sonra da geleneksel
AFD igin Pei vd. (2008) tarafindan tanimlanmig n* yontemiyle ayni 6zvektor kiimesini
paylagmaktadir. n* yonteminde bir E kosegen matrisi (Pei vd., 2008)’de

& {—n2, 0<n<|Y

Tl -n)?, Y <n<N-1 (4.17)

olarak tanimlanmigtir. Bu tanimlama bizim tanimlamamizin sadece bir skalerle ¢arpilmig
halidir ve aym 6zvektor uzaymi paylagmaktadir. Fakat, (Santhanam ve Santhanam, 2007;

Pei vd., 2008)’de neden bu yontemin miikemmel sirabagimsiz matris verdiginin ispati
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yapilmamigtir. Bu ¢aligmada, onerilen yaklagimin ikinci tiirev matrisine sonsuz dereceden

yaklagikliga denk oldugu gosterilmigtir.

Hesaplama Acisindan Incelenmesi: Onerilen yontemde, AFD sirabagimsiz matris
tiretmek igin herhangi bir ek hesaplama karmagikhigr yoktur. Fakat, (Pei vd., 2009)un
(4.5)te verilen yontemi herhangi bir yaklagiklik derecesinde yiiksek hesaplama
karmagikhig1 gerektirmektedir, ¢linkii

1 1 20k — D)IP
D) :DQ—ED§+%D§’+---+(—1)’“ 17[((%)!” D}
+ O(h%)
_ 1 20k — )P
+ O(h?) (4.18)

seklinde bir toplamdan olugmaktadir. Burada D,, (4.2)’de verilmigtir ve A = kosegen(
V' NFd,) olmaktadir. dy'nin AFD’sini hesaplamak en az [log, 3] = 2 karmasik carpma—
toplama gerektirmektedir, ¢linkii sifirdan farkli sadece {i¢ elemani bulunmaktadir. Yine

de herhangi bir A™, yiiksek hesaplama karmagiklig1 getirmektedir.

(4.18)’i hesaplamanin bir diger dezavantaji da sudur: Yaklagiklik derecesi O(h?*), yani k,
arttikca W katsayilarin1  hesaplamak gittikce zorlagmaktadir, ¢iinkii
faktoriyeller agir1 boyutta artarken katsayilar cok kiiciik olmaktadir. Ornegin, & = 130
iken (—1)*12[(k — 11> /(2k)! ~ 6.46e — 82 olmaktadir. Bu nedenle, bu matrisler

hesaplanirken yuvarlama ve kesme hatalar1 olusacaktir. Kisacasi, (Pei vd., 2009)’daki

yontemin dezavantajlar

e Yiiksek hesaplama maliyeti

e Hesaplamadaki zorluklar, yani,
— k'nin ozellikle yiiksek dereceleri igin katsayilardaki (2k)! faktoriyelinin asiri

yiiksek degerlerde olmasi

— Yine k'min oOzellikle yiiksek dereceleri igin katsayilardaki (kK — 1)!/(2k)!
teriminden dolay1 ¢ok kiiciik sayilarin hesaplanmasinin gerekliligi

— Cok biiyilik ve ¢ok kiigiik sayilarin hesaplanmasindan dogabilecek kesme ve
yuvarlama hatalar

olmaktadar.

Biitiin bunlarin yaninda bizim 6nerdigimiz yontemin herhangi bir hesaplama karmasgikligi,
kesme ve yuvarlama hatasi, ¢ok kiigiik ve/veya ¢ok biiylik sayilarin hesaplanmasi gibi

dezavantajlar1 bulunmamaktadir.
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Sekil 4.1 Hermite—Gauss fonksiyonlarinin 6rnekleriyle Hermite-Gauss benzeri 6zvektorler
arasindaki hatanin normu So, S16, S30, S120, S1000 Ve So icin N = 32 olmak {iizere ¢izdirilmigtir.

Ozet olarak bu kisimda miikemmel AFD sirabagimsiz matris elde etmek icin ikinci
tiireve sonsuz dereceden yaklagiklik yontemi onerilmigtir. Burada miikemmellikten kasit
AFD sirabagimsiz matrisin 6zvektorlerinin Hermite—Gauss fonksiyonunun orneklerine
olabildigince yakin olmasidir. Bununla birlikte, Onerilen yontemin diger yontemlere

kiyasla hesaplama avantajlarina sahip oldugu gosterilmistir.

4.3 Benzetim Sonugclari

Onerilen yontem, (Candan vd., 2000; Candan, 2007; Pei vd., 2009)’da onerilen
yontemlerle karsilastirilmistir. Bu amacla Ss, Sis, Ss0, Si20, Si000 Ve Soo AFD
sirabagimsiz matrisleri olugturulmustur. Bu matrisler ayrik ikinci tiirev operatoriine,
sirastyla O(h?), O(h'®), O(h3®), O(h'*), O(h'*) ve O(h™) Taylor yaklagikhiklaridir.
Sekil 4.1’de adi gecen yontemlerin AFD sirabagimsiz matrislerinin  6zvektorleriyle,
Hermite-Gauss fonksiyonlarinin érnekleri arasindaki hatanin normu N = 32 uzunluk i¢in
¢izdirilmigtir. Sekilden de kolaylikla goriilebilecegi tizere onerilen S, AFD matrisi igin

mitkemmel bir 6zvektor kiimesi olusturmaktadir.
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Sekil 4.2 Hermite—Gauss fonksiyonlarinin 6rnekleriyle Hermite-Gauss benzeri 6zvektorler
arasindaki hatanin normu Sa, S16, S30, S120, S1000 Ve Seo i¢in N = 64 olmak iizere ¢izdirilmigtir.

Cizelge 4.1 N = 32 ve 64 i¢in ve degisik yontemlerde toplam norm hata.

Toplam Hata

N Sy Sie S30 S120 S1000 Seo
32| 17.73 | 11.13 | 7.21 | 5.97 | 5.627 5.191
64 || 49.98 | 25.91 | 20.28 | 14.98 | 13.809 | 13.575

N = 64 oldugunda, daha once sozii edilen yontemler ile, 6nerilen yontemin 6zvektorlerinin
hata normlarimin karsilagtirilmas: Sekil 4.2’de gosterilmektedir. N’in bu degeri i¢in de

onerdigimiz yontemin basariminin diger yontemlere kiyasla daha iyi oldugu goriilmektedir.

Bu hata normlarinin toplamlarimi gostermek de, Onerilen yontemin diger yontemlere
kiyasla ne kadar basarili oldugunu gostermek icin uygun bir yontemdir. Cizelge 4.1°de
N = 32 ve N = 64 uzunluklar igin Hermite-Gauss fonksiyonlarimin ornekleriyle
ozvektorler arasindaki hatanin normunun toplami verilmigtir. Cizelge'ye gore, onerilen

S yontemi en bagarili yontemdir.

Ayrica, 6nerilen yontemin toplam performansi bir kare dalga tizerinde degisik derecelerde

AKFD alinarak gosterilmektedir. AFD matrisinin 6zvektorlerini elde ettikten sonra AKFD
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Cizelge 4.2 (2.52) deki igaretin degigik dontigiim agilarinda ve degisik AKFD yontemleriyle
stirekli KFD’nin 6rnekleri arasindaki hatanin normunun toplami.

Kesirli Dontigiim Derecesi, a
0.0 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9 |1.0
Seo 0.0]0.041]0.111 | 0.112 | 0.089 | 0.082 | 0.086 | 0.086 | 0.0
S1000 || 0.0 | 0.041 | 0.115 | 0.113 | 0.093 | 0.084 | 0.090 | 0.090 | 0.0
Si20 || 0.0 | 0.068 | 0.172 | 0.174 | 0.172 | 0.166 | 0.143 | 0.112 | 0.0
Sso 0.0 | 0.138 | 0.300 | 0.342 | 0.352 | 0.350 | 0.259 | 0.176 | 0.0
S16 0.0 | 0.190 | 0.374 | 0.447 | 0.473 | 0.451 | 0.330 | 0.218 | 0.0
So 0.0 | 0.416 | 0.531 | 0.750 | 0.735 | 0.751 | 0.529 | 0.410 | 0.0

matrisi daha once de vurgulandig1 gibi
F* = UA“UT (4.19)

seklinde olmaktadir. Burada V, Hermite-Gauss benzeri S,.’un 6zvektorleri ve A AFD

matrisinin 6zdegerlerinin a—nc1 kuvvetidir. AKFD matrisin N’in tek ve ¢ift degerleri igin

N—-1 _jqT
o { AL LR N tek (4.20)

SV leustyvT e 195Ny vE o, N cift
seklinde elde edilmigtir. Burada vy, k& tane sifir gecisi olan k—nc1 Hermite—Gauss benzeri
AFD 6zvektoriidiir ve e™792% k-mc1 Hermite-Gauss benzeri 6zvektoriin 6zdegeridir.
Onerilen yontemin performansini siamak icin (2.52)’de verilen kare dalganm degisik
derecelerde AKFD’si alinmig ve siirekli AFD’nin o6rnekleriyle karsilagtirilmigtir. Sekil
4.3'te bu kare dalga igaretinin degisik doniigiim derecelerinde AKFD’si ile AFD’sinin
gercel ve sanal kisimlar: ayr1 ayr ve iist iiste ¢izdirilmistir. Kolay goriilebilmesi agisindan

siirekli KFD diiz ¢izgiyle, 6nerilen AKFD o6rnekleri ise halkalarla gosterilmektedir.

Daha da ayrintili bir inceleme yapabilmek icin Cizelge 4.2’te kare dalganin degisik
yontemlerle ve degisik doniisiim derecelerinde AKFD’lerinin, yine aym doniigiim
derecesindeki siirekli KFD ile arasindaki hatanin normunun toplami verilmektedir.
Onerilen S, yontemi diger yontemlerden daha az hata vermektedir. Kolaylik olsun diye

minimum hata italik yaz tipi ile yazilmigtir.

4.4 Sonuglar

Bu c¢aligmada ikinci dereceden tiirev operatoriine sonsuz dereceden ayrik Taylor serisi

yaklagikliginin kapali formu bulunmustur. Bununla birlikte onerilen tiirev matrisinin
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Hermite-Gauss iireten diferansiyel denklemde yerine konuldugunda miikemmel
Hermite-Gauss benzeri 6zvektorler tirettigi de gosterilmigtir. Bilgisayar benzetimleri bu
galismanin, literatiirdeki simdiye kadar yapilmis diger yontemlere kiyasla daha basgaril

bir yéntem oldugunu gostermistir.
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Sekil 4.3 Bir kare dalga igaretinin 6nerilen degisik dontigiim derecelerde, AKFD yontemiyle ve
stirekli KFD yontemiyle doniisiimleri. Halkali: Onerilen AKFD yontemi, Diiz: Siirekli KFD’nin
ornekleri.
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Sekil 4.3 (Devamu)
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5 ARDISIL iZDUSUMLER  TEKNIGIYLE ) KESiRLi FOURIER
BOLGESINDE OPTIMUM ISARET VE GORUNTU GERI ELDE
EDIMI

Bir ¢ok isaret isleme ve optik uygulamasinda, isaretin bir kismi kaybolmugsa veya

eksikse, igaret geri elde edimi 6nemli bir gereksinimdir. Bu uygulamalardan birisi de

patlama giiriiltiisii altindaki EEG igaretlerinin fonksiyonel manyetik rezonans
goriintiilemesidir (Salek-Haddahi vd., 2003). Iki boyutlu isaretler s6z konusu oldugunda,
bir engelin arkasindaki goriintiiniin kestirimi, goriintii igleme alaninda ©6nemli bir
problemdir (Youla ve Webb, 1982a,b). Blok-tabanli goriintii ve video kodlama iginde
kaybolan bloklarm geri elde edilmesi (Park vd., 2005; Sun ve Kwok, 1995) bir bagka
onemli problemdir, c¢linkii gonderilen bit dizileri, oOzellikle gercek—zamanh video
konferanslarda, agda kaybolabilmektedir. Asenkron transfer modunu (ATM) da igeren
paket anahtarlamali génderim yontemlerinin bir ¢ogunda, paket kaybi bir ¢cok ag modeli
icin yigillma ve tampon bellegin dolmasi gibi nedenlerden dolay1 gozlemlenmektedir
(Verbiest vd., 1988). Digbiikey kiimeler tizerine ardigil izdiigimler teknigi, ara degerleme,
dis degerleme ve isaret geri elde edimi gibi alanlarda, normal FD bdlgesinde
kullanilmigtir (Papoulis, 1975; Jorge ve Ferreira, 2003). Ardigil izdigimler teknigi, bu
alanlarin yaninda goriintii geri elde edimi (Youla ve Webb, 1982a,b; Park vd., 2005; Sun
ve Kwok, 1995), isaret sentezleme (Goldburg ve Marks II, 1985), medikal goriintiileme ve
tomografi (Sezan ve Stark, 1984) ve diger alanlarda da (Marks II, 1984; Combettes,
1993) kullanilmigtir.

Bu béliimde, optimum KFD bélgesinde, ardisil izdiisiimler teknigi (AIT) kullamlarak, bir
ve iki boyutlu, isaret ve goriintiilerin geri elde edilmesi i¢in yeni bir yontem tanitilacaktir.
DFM isaretleri genellikle radar, sonar ve sismik igaret islemede yogun olarak kullanilan
isaret tiplerinden biridir. Doganin kendisi de DFM isaretlerini, yarasa, yunus ve balina
gibi hayvanlarin radar isleme isleri icin kullanmaktadir. Bu béliimde AIT, bir veya birden
fazla DFM igaretlerin varliginda ve optimum FD bdlgesinde kullanilmaktadir. Optimum
FD bolgesi genetik algoritma kullanilarak yeni bir yontemle kestirilmistir. One siiriilen
algoritma, yapay olarak iiretilmis bir DFM isareti, ger¢ek bir yarasa ekolokasyon verisi ve
yapay goriintiiler iizerinde test edilmis ve AIT tabanh geri elde edim metodunda optimum

bir ¢oziim oldugu gosterilmigtir.

AIT geri elde edim yontemi, digbiikey kiimeler iizerine ardisil izdiisiimler yonteminin 6zel
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bir halidir. Digbiikey kiimeler {izerine ardigil izdiigiimler yontemi, digbiikey kiimelerin
kesigimini iteratif olarak, digblikey kiimelere izdiigiimler alarak hesaplar. M adet
dightikey kiime Ci,k = 1,2,..., M, tarafindan tanimlanmis olsun. Bu tamimlamalar
isaretin karakteristigi hakkinda on bilgi saglamaktadirlar. On bilgi, negatif olmama, bant
simirhlik; sabit alan, sinirh enerji veya bunlarin kombinasyonlarini alan bir tiir sinirlama
seklindedir. Cozlim, her bir smirlamayla tamimli  digbiikey kiimelerin = kesigiminin
(ﬂ%zl Cy,) bir elemani olmak zorundadir (Combettes, 1993). P,,, C,’e ait izdisim
operatorii olmak iizere, z isaretinin C,, kiimesine olan izdiisimii iterasyonun tek bir
elemanidir ve P,z seklinde ifade edilmektedir. Diger kiimeler iizerine de izdiigtimler
alindiktan sonra iterasyonun n-inci basamagi 2"t = Py, ... P,Pia2" seklinde elde edilir
ve yakinsama saglanincaya kadar iterasyona devam edilir. Yakinsama hizin1 arttirmak
icin degisik yontemler mevcuttur (Combettes, 1993, 1996) ve diger digbiikey

optimizasyon yontemleri (Bauschke ve Borwein, 1996)’da bulunabilir.

KFD, ozellikle son yillarda bir ¢ok alanda uygulanmigtir (Erden vd., 1999; Mendlovic
vd., 1993; Ozaktas vd., 2001). Daha 6nce, KFD bolgesinde digbiikey kiimeler iizerinde
ardigil izdigiimler teknigi kullamilarak, isaret zenginlegtirme (Cetin vd., 2003), dig
degerleme (Sharma ve Joshi, 2008), ara degerleme (Sharma ve Joshi, 2007b) ve isaret
geri elde edimi (Guven vd., 2008) yapilmigtir. Cetin vd. (2003) yapay olarak iirettigi
prototip isaretlerin M degisik KFD bolgesi informasyonunu kullanarak c¢oziintirligiini
zenginlestirmistir. Sharma ve Joshi (2008) AIT tabanli dis degerleme y&nteminin
performansinin  KFD derecesine bagh oldugunu gostermistir. Fakat, bu c¢aligmada
optimum KFD derecesinin nasil belirlenecegi gosterilmemistir. Guven vd. (2008),
isaretlerin ardisil M degisik kiime iizerine izdiigiim alinarak nasil geri elde edilecegini

gostermistir ve bu yontemi, prototip isaretler iizerinde denemisgtir.

Bu calismada, isaretlerin kayip parcgalari optimum KFD derecesinde, degisik kiimeler
tizerine izdigiiriilerek geri elde edilmektedir. Gosterilmektedir ki, en iyi performans igin
optimum KFD derecesi onceden kestirilmelidir. Bu amacla, optimum KFD derecesinin
bulunmasinda, genetik—algoritma tabanli bir yontem de gelistirilmigtir. Optimum KFD
derecesinin bulunmasinda, genetik algoritma i¢in zaman—bantgenigligi orani1 ve gerekli
bantgenisligi gibi amag fonksiyonlar: tanimlanmigtir. Hem igaret geri elde edimi, hem de
KFD derecesi kestiriminde tatmin edici sonuglari elde edilmigtir. Benzetim sonuglari,

AIT tabanli isaret geri elde edim yonteminde en iyi performansin optimum KFD
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N ) ~J1

(a) (b)

Sekil 5.1 (a) Bir isaretin zaman—frekans bolgesi destegi, (b) KFD’nin déndiirme 6zelligi
zaman—frekans destegini degigtirmektedir. Optimum KFD derecesi igaretin frekans bolgesi
destegini minimize ederken zaman bolgesi destegini de maksimize etmektedir.

bolgesinde elde edildigini gostermigtir. Bu c¢alisma (Serbes ve Durak, 2009)'da

yayimlanmigtir.

5.1 Kesirli Fourier Doniisiim Derecesinin Kestirimi

DFM oram (3 olan x(t) = Aexp(y[ft* + 27 ft]) seklinde bir DFM isareti ele alinsin.
(6 + 1) derecesinde DFM isareti, Dirac-delta dagilimh isarete, § derecesinde ise saf
siniizoidale doniismektedir. Elimizdeki problem icin (3 + 1), AIT i¢in optimum KFD
doniisiim derecesidir, ¢iinkii optimum doniisim derecesinde isaret en siki formundadir.
AIT belirsizlik prensibinden faydalandigi icin, eger bir x(u) isareti zamanda smirhysa,
bant—siirli olamaz. Bunun tam tersi de gegerlidir. Eger bir isaretin frekansi zamanla
degisiyorsa, bant—genigliginin minimum oldugu en az bir tane doniisiim derecesi vardir.
Optimum doniistim derecesini bulmak ic¢in iki yontem Onerilmektedir. Minimum
bant—genigligini bulmak i¢in de global minimumu bulan sezgisel genetik algoritma

kullanilmaktadir.
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5.1.1 Kesirli Zaman—Bantgenigligi Orani Kullanillarak Optimum KFD
Derecesi Kestirimi

Bir z(t) isaretinin zaman-bantgenigligi, isaretin zaman-genigligi 7, ve frekans bolgesi

bantgenisligi B, ile orantihidir. T}, ve B,

T (5.1)
]
2
s _ WU —m)IX()Pdf] 52)
’ ]
seklinde tanimhdir. Burada X (f), z(¢)'nin FD’si, ||-|| norm operatorii ve ortalama degerler
e ile 1y
[ tlx(t)|2dt
o= —, (5.3)
t ]
fIX(H)Pdf
v = LR o4

seklindedir. Burada amag, bantgenigligini minimize eden KFD derecesini bulmaktir.
Sekil 5.1.(a)’da bir isaretin zaman-frekans destegi gosterilmektedir. Isaretin uygun KFD
bolgesinde, KFD'nin zaman—frekans’taki dondiirme o6zelliginden dolayi, frekans—bdolgesi
bant—genigligi minimum olurken, zaman—bdlgesi bantgenigligi maksimum olmaktadir
(bkz. Bolum 2.1). Biz bu asamada, optimum KFD derecesini belirlemek igin doniigiim
bolgesindeki bant—genigligini maksimize eden kesirli zaman-bantgenigligi oranini
(KZBO)

Tx,a

KZBO(a) =

(5.5)

seklinde tanimhyoruz. Burada 7,, ve B,, swrasiyla, a ve a + 1l-inci derecelerdeki

genigliklerdir ve

[ (1= 1)’ [a () )
]
[f (u— 77u,(a+1))2 !xaﬂ(u)\?du} :

By, = , (5.7)
]

Ty , (5.6)

seklinde tanimlanmiglardir. 7, 4 ile 7y, (q41), sirasiyla a ve a + 1-inci KFD derecelerindeki

ortalama degerlerdir. KZBO’yu maksimize eden derece, optimum doniigiim derecesidir. a
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dontigiim derecesi, KFD boélgesindeki genigligi maksimize ederken, (a + 1)—inci derecedeki

destegi minimize etmektedir. B, 4 ile T} 44+1) birbirine esit oldugundan KZBO
2 2
[f (u - 77u,a) |xa(t)|2du}
2 2
[ (= masn)” e (6)]2du]

seklinde yeniden yazilabilir. Ayrik isaretler s6z konusu oldugunda ayrik kesirli zaman-—

bantgenigligi (AKZBO) orani KZBO’nun yerini almaktadir. Ayrik KZBO nun tanimi

[Z (k: - nk,a[k])Q |xa[k]|2}

KZBO(a) = (5.8)

2

AKZBO(a) = 2 . (5.9)
|3 (k= tuesn k)’ Joana [K]]2]
seklinde kolaylikla yazilabilir. Burada ny .[k] ve nx.q11[k]
klxz,|k]?
Mha = 2 ko R (5.10)
[l
klza.q[k]|?
Mhatrt = M ) (5.11)

seklindedir. KZBO yontemi, eger gozlemlenen isaretin sadece tek bir bilegeni varsa

uygulanabilir.

5.1.2 Minimum Gerekli Bantgenisligi Kullanarak KFD Derecesi Kestirimi

Gozlemlerimiz ve pratikte kullanilan igaretlerin boyutu sinirli oldugundan, biitiin pratik
isaretler zamanda simirli olmak zorundadir. Belirsizlik ilkesi uyarinca, isaretlerin ya
zamanda ya da frekansta sinirli olmasi gerektigi daha onceki boliimlerde (bkz Bolim
2.1.1) ele alinmigt1. Biraz sonra tanimlayacagimiz gerekli-bantgenigligi kavrami, bilinen
bantgenisligi kavramindan farklidir. Séyle ki, bantgenislikleri 2; ve 25 olan iki isaretin
toplaminin gerekli-bantgenisligi en ¢ok €2 + €25 olabilmektedir. Bunun yaninda, normal
bantgenigligi tanimi i¢in, bu toplamin bantgenigligi, €2; + s toplamindan ¢ok daha
biiylik olabilmektedir. Sekil 5.2’de bu olay gosterilmektedir.

Yarasa, yunus ve balinanin ekolokasyon verisi gibi birden fazla DFM bilegeni olan bir
isareti ele alalim. Bu isaretlerin DFM oranlari hemen hemen aymdir, fakat zaman ve
frekans kaymalar1 farklidir (Thomas vd., 2004). Bu tip isaretlerin, Sekil 5.2’teki gibi bir
optimum KFD dontisiim bolgesi genlik karakteristigi bulunmaktadir. KZBO yontemi, bu
tip isaretler i¢in iyi bir yontem degildir, ¢iinkii zaman—frekans bolgesindeki déndiirme
iglemi, doniigiim bolgesindeki genigligi minimize etmeyecektir. Aslinda, bu tip isaretleri

zaman—frekansta dondiirmek, optimum doniistim derecesinde sadece
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Genlik

F 3

Gerekli
Bantgenigligi

-

I I Déniisiim

| «— Bantgenigligi —— I Bélgesi
Sekil 5.2 Gerekli bant genigligi 21 + €2 olan bir igaret. Bu igaretin bantgenisligi 2 + Q9

toplamindan ¢ok daha biiytiktiir.

gerekli-bantgenisligini  minimize etmektedir. Bu kisimda, gerekli-bantgenisligini
minimize edecek optimum doniisiim derecesinin nasil bulunacagini belirleyen yeni bir
yontem tanitilacaktir. x(u) ve x,(u), sirasiyla bir igsaret ve onun a—inc1 dereceden KFD’si

olsun. Optimum doniistim derecesi,

I(a) = /g (\xa(u)P) du , (5.12)

maliyet fonksiyonunu minimize etmektedir. Burada g(u), um, € RT olmak {izere

_ 1T u> Uthr
g(u) = { 0 u<uy (5.13)

seklindeki egik fonksiyonudur. Esik degerini, isaretin giiciiyle veya genligiyle orantili olarak

se¢mek uygun olmaktadir. Biz wu,,. esigini, isaretin giiciiyle orantili olacak sekilde

Edl

Uthr = ——, M > 1 ) (514)
m

olarak sectik. m degerinin secimi yakinsama oranimi birebir etkilemektedir. Isaretlerin

doniigiim bolgesindeki gerekli-bantgenisligi
Qe {ul g(Jza(u)]) > un} - (5.15)

seklinde ifade edilmektedir. Burada €2 gerekli-bantgenisligidir ve optimum KFD bolgesinde

minimumdur.
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x(u) |X(w)|
> i i o
u Q
(a) (b)
X(u)
A

v

A J

() (f)

Sekil 5.3 (a) Bir z(u) isareti ve (b) Onun frekans gosteriminin genligi. (c¢) Bir kism eksik isaret,
(d) onun kesim frekansi €2 olan algak gegiren siizgecten gegirilmesi ve (e) siizgegten gegirildikten
sonraki durumu. (f) Isaretin (c)’de goriilen elde var olan kismi yerine konur. Daha sonra (d)
sikkina geri doniilerek yakinsama saglanincaya kadar devam edilir.

5.2 Igaret Geri Elde Edimi I¢in Ardigil Izdiisiimler Teknigi

AIT, digbitkey kiimeler iizerine ardigil izdiisiimler tekniginin 6zel bir durumudur ve
digbiikey optimizasyon problemlerine uygulanmigtir. Papoulis (1975) ve Gerchberg
(1974), AIT yontemini ilk uygulayanlar olmuslardir. Zamanda smirl olan isaretlerin
bant smirh olamayacagindan faydalamilarak AIT, bant smuirh isaretlerin ara ve dig
degerlemeleri igin, normal FD bolgesinde daha o6nce kullamlmigtir (Youla ve Webb,
1982a,b). Her ne kadar zamanda smirh isaretler frekansta da smirh olamazlarsa da bir

minimum-norm ¢6ziimde bulugmaktadirlar.
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AIT, verinin bir kismi eksikse, kayboldugunda veya yanhs alindiginda isaret ve goriintii
geri elde edim problemleri i¢in kullanilmigtir (Youla ve Webb, 1982b). Sunurle destekli bir
x(u) isaretinin us < u < uy araligindaki bir boliimii eksik olsun (sinerle desteklilik i¢in bkz

Boéliim 2.1.1). FD bolgesinde AIT tabanl geri elde edim algoritmasi su sekildedir:

1. Isaretin bantgenisligi 2 hakkindaki 6n bilgiden faydalanarak isaret, kesim frekans:
Q) olan algak geciren silizgegten gegirilir.
2. Isaretin dogru oldugu bilinen, yani eksik olmayan kismi, yerine yerlestirilir.

3. Basamak 1’e geri doniiliir ve yakinsama saglanincaya kadar iterasyona devam edilir.

Sekil 5.3.a’da bir igsaretin zaman bolgesi gosterimi, Sekil 5.3.b’de ise bu igaretin frekans
bolgesinde sinirli olmasi gosterilmistir. Sekil 5.3.c’de ise igaretin kayip kisminin yerine
sifir yerlestirildigi goriilmektedir. Agktir ki, isaretin kayip olan kismu sifirlarla
dolduruldugunda, Sekil 5.3.d’de gosterildigi gibi yeni isaretin frekans spektrumu degisir,
¢inkii kayip kisimlardan kaynaklanan yiiksek frekans bilegenleri ortaya c¢ikar. Eger
isaretin bant—genigligi €2 6nceden biliniyorsa, bir kismi kayip olan isaret Sekil 5.3.d’deki
gibi, kesim frekansi €2 olan bir algak geciren silizgecten gecirilir. Sekil 5.3.e’de algak
geciren siizgegten gecirilmis isaret goriilmektedir. Bu isaret Sekil 5.3.a’daki orijinal
isaretten oldukca farklidir. Bu nedenle 5.3.f’de gosterildigi gibi, isaretin zaten elde var
olan, 5.3.c’deki kisimlar1 yerine yerlestirilir. Sekil 5.3.f’de goriildiigii gibi isaretin eldeki
kisimlar1 yerine yerlestirildiginde yine siireksizlikler bulunmaktadir. Bu siireksizlik
isaretin frekans gosterimine yine yiiksek frekans bilegenleri olarak yansimaktadir. Bu
nedenle tekrar kesim frekansi {2 olan alcak geciren siizgecten gegirilerek tekrar eldeki
ksimlar eklenir. Bu iterasyon, artik siireksizlikler ortadan kayboluncaya kadar veya

yakinsama saglanincaya kadar stirdiiriiliir.

Bu durumda iki tane digbiikey kiime

Cr = {z(u)|X(w) =0, |w| ¢ Q} (5.16)
B Piz(u) xo <u <z
¢ = {:c(u) ' z(u) diger. } (5.17)

seklindedir. Burada P; birinci digbiikey kiime olan () kiimesine olan izdiigtimdiir.
Problemin cinsine uygun olarak siirli enerji veya negatif olmama gibi diger simirlamalar
da eklenebilir. Ozetlemek gerekirse, isaretin bir kismi eksikse, normal FD bolgesinde
isaret geri elde edimi prosediirii su sekildedir. Isaretin bantgenisligiyle ilgili 6n bilgi elde

varsa, kesim frekansi bantgenigligine esgit olan bir siizgecle siiziiliir. Bu siizme islemi,
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yukaridaki denklemdeki C digbilikey kiimesini olusturur. Daha sonra zaten bilinen kisim
yerine yerlestirilir, ki bu da C5 kiimesini olusturmaktadir. Eger igaretin bantgenisligi
minimumsa, yani isaret bir siniizoidalse birinci iterasyondan sonra bile siireksizlikler
minimum olacaktir, ¢iinkii stireksizlikler yiiksek frekans bilegsenleri gerektirir. Fakat FD
bolgesi AIT, DFM isaretleri gibi duragan olmayan isaretler icin uygun olmayabilir,

¢linkii bu tip isaretler biiyiik bir frekans bolgesini tararlar.

Bu béliimde, bir DFM igaretinin, gergek bir yarasa ekolokasyon verisinin ve iki boyutlu
goriintiilerin eksik kisimlarn geri elde edilmistir. Biz, Fourier bolgesindeki AIT fikrini,
optimum KFD bolgesine tasimaktayiz. Bu boliimde Onerilen algoritmanin siireci

izlemektedir:

1. Optimum KFD derecesi ve minimum bantgenisligi €2 kestirilir,
2. Isaret, doniigiim bolgesi bantgenigligi bilgisi Q kullanilarak siiziiliir,
3. Isaretin var olan dogru kismi yerine konur,

4. Yakinsama saglanincaya kadar 2. basamaga geri doniiliir.

KFD bélgesi bantgenisligi, (5.15) kullanilarak énceden kestirilmektedir. Ikinci basamakta
ise KFD bolgesi stizme iglemi uygun KFD boélgesinde uygulanir. Uygun KFD bolgesi, tek
veya ¢ok bilegenli DFM igaretleri igin, (Durak ve Arikan, 2003; Akay ve Boudreaux-Bartels,

2001)’de onerilen alternatif yontemler kullanilarak da hesaplanabilir.

Bizim 6nerdigimiz yontemde sirasiyla iki adet digbiikey kiime bulunmaktadir:

C1 = {z(u)]z.(w) =0,w ¢ Q} (5.18)
B Piz(u) us <u<u
¢ = {x(u) z(u) diger. } (5.19)

Burada P;, C; kiimesi iizerine izdiistim operatoriidiir. Bant—simmirl isaretler zamanda sinirh
olamasalar bile, yani ardigil izdiigiimlerin kesisim kiimesi C} N Cy € @ bog kiime olsa da,
bu tutarsiz kiimeler bir minimum norm ¢oziim saglamaktadir. Burada n—inci iterasyon
Tpi1(u) = PyPix,(u) seklindedir ve lim,, ., x,(u) giderken, hata miktar: bir limit déngtiye
ulagmaktadir (Combettes, 1993; Marks II, 1984). AIT prosediirii iki boyutlu KFD (Pei ve
Yeh, 1998) kullanilarak direk iki boyuta da uygulanabilir.

Birinci digbiikey kiime i¢in KFD boélgesinde band sinirli stizme iglemi (Zayed, 1998)

-0 Qo
Fe {xa(u)rect (u 50 0) } =+/1 —I—jcota/ exp[—ym(cot au? —
Q

2 csc aun’ + cot au')]z, (u)du’ (5.20)
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seklindedir. Burada rect(-) dikdoértgen fonksiyonudur. Bu ¢aligmada, énceki boliimlerde
tanmimlanan  AKFD yerine, Ozaktas vd. (1996)’daki KFD hesaplama yontemi
kullanilmigtir. Bunun nedeni, Boliim 4’te verilen AKFD tanimi kullanmakla, Ozaktas
vd. (1996)’daki KFD hesaplama yontemi kullanmak arasinda, alimacak sonuglar
bakimindan hemen hemen hi¢ bir fark olmamaktadir. Zaten benzetim sonuclari da
Boliim 4’te gosterilen yontemle elde edilen sonuclarin, siirekli KFD'nin o6rneklerine
oldukga yakinsadigini gostermektedir. Ozaktas vd. (1996)’daki KFD hesaplama yontemi

kullanmanin tercih edilme nedeni, hesaplama hizi bakimindan getirdigi avantajdir.

5.3 KFD Derecesi Kestiriminde Optimizasyon

Genetik algoritma, dogrusal veya dogrusal olmayan, tiirevlenebilir ya da tiirevlenebilir
olmayan, esitlik ya da egitsizlik cinsinden maliyet fonksiyonlarinin global optimumunu
bulan, stokastik bir arama yontemidir (Goldberg, 1989). Bu algoritma, giiclii bir sezgisel
yontemle, dogal seleksiyon ve adaptasyon siirecini temel almaktadir (Tang vd., 1996;
Goldberg ve Kendall, 2005). Genetik algoritma bir ¢ok alana uygulanmigtir. Bunlarin
arasinda yiiz tamma (Jun-Su ve Jong-Hwan, 2008), elektromanyetik problemlerin
¢oztimii (Haupt ve Werner, 2007), kanserlerin simflandirmasi (Dolled-Filhart vd., 2006)
ve molekiiler biyoloji (Pond vd., 2006) de bulunmaktadir. Standart genetik algoritma
yontemi, bir F(z),z € {© C R"} maliyet fonksiyonunu © parametre uzay1 iginde
maksimize eden stokastik optimizasyon metodudur. Popiilasyonlar n boyutlu ikili
diziden olugan, rasgele ilk degerli, N kromozomlu yapilardir. Her bir birey (kromozom)
icin maliyet fonksiyonu hesaplanir ve seleksiyon operatorii dogal seleksiyon uyarinca en
iyi kromozomlar1 secer. Daha sonra tek noktali, cok noktali yada sacilmig caprazlama
yontemlerinden biriyle Sekil 5.4’teki gibi ¢ocuklar1 olusturmak igin ebeveynler kargilikli
olarak bitleri degistirir. Mutasyon operatorii ise ¢aprazlama igleminden hemen sonra
onceden belirlenmis bir olasilikla bitleri degistirir ve algoritmanin yerel bir minimumda
takilmasini 6nler. Bu islem genellikle kromozomdaki bit dizisinde bir bitin degigtirilmesi
seklindedir. Elitizm ise daha iyi maliyet fonksiyonu veren genleri bir sonraki gen
havuzuna aktarir (Thierens, 1997; Baker, 1987). Iterasyonlar maksimum kusak sayisma

ulaginca veya maliyet fonksiyonu belli bir seviyenin altina diigiince biter.

Genetik algoritmanin adimlari sunlardir:

e Her bir z; bireyi i¢gin N boyutlu kodlanmug ikili dizi olugturarak X (0) = (x1, 2, z3,

..., ) ilk popiilasyonunu olugturulur.
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Ebeveynler

Sacilma Maskesi

[+ Jolofr]r]o]

ﬂ 19apraz|ama< ﬂ

~

. Cocuklar <

€)) (b)

Sekil 5.4 (a) Uc noktali caprazlama. Caprazlama yerleri yatay cizgilerle gosterilmistir. (b)
Sagilmig gaprazlama.

Her bir kromozom igin maliyet fonksiyonu F'(z;)’yi hesaplanir.

Seleksiyon uygulayip sadece en iyi kromozomlar alinir.

Ebeveynler ciftlegtirilerek yeni kromozomlar olusturulur.

Onceden belirlenmis bir olasilikla mutasyon uygulanir.

Elitist strateji uyarinca yeni nesili olusturacak iistiin ebeveynler bir sonraki nesile

tasinir.

e Hedefe ulagincaya kadar 2. basamaga geri doniilerek islemler tekrarlanir.

Bu c¢aligmada her bir kromozom 64 bit, popiilasyon biiyiikliigii 20 kromozom ve rank
tabanli (Thierens ve Goldberg, 1994; Baker, 1987) bir maliyet 6lgekleme fonksiyonu
se¢ilmigtir. Seleksiyon iglemi diizgiin 6rneklemelidir (Goldberg, 1989; Blickle ve Thiele,
1995) ve carprazlama cok noktali sacilmali olarak yapilmistir. ki en iyi birey bir sonraki
nesilde kesinlikle yer almaktadir. Maliyet fonksiyonunun toleransi 10~¢ olarak secilmistir.
Arama uzayr «a € [0,2] arasindadir ve parametre uzayr da bdylece
© € {[0,2],[0,2],%...[0,2]} olmusgtur. Bu boliimdeki biitiin genetik algoritma

optimizasyonlarinda bu parametreler kullanilmigtir.
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5.3.1 KZBO Maksimize Edilerek Optimum KFD Derecesinin Bulunmasi

Onerilen yontemde KZBO oranini maksimize edecek KFD derecesi icin maliyet fonksiyonu

U (u — nu,a)Q |%(u)|2du}2
[f (u N 77“»(¢1+1))2 \%H(u)]?du]

G = arg max (5.21)

a

seklindedir ve burada a optimum KFD derecesi kestirimidir. Bu denklem, (5.8) kullanilarak

gikarilmigtir.

5.3.2 Minimum Gerekli Bant Genisligi Bulunarak Optimum KFD
Derecesinin Kestirimi

Daha 6nce (5.12) denklemi ile optimum KFD derecesi tammlanmigt.

a = arg min/g (Jza(u)]?) du (5.22)
denklemi minimize edilerek optimum KFD derecesi kestirilmektedir. Gerekli-bantgenisligi
kestirimi ise

Q€ {ul g (|ralw))) > v} (5.23)

seklinde olmaktadir. Burada € isaretin gerekli-bantgenigligi kestirimidir ve wy,., (5.14)
ile tamimlanmigtir. Bu sekilde gerekli-bantgenisligi ve optimum KFD derecesi
kestirilmektedir.

5.3.3 Optimum KFD Derecesi Seciminin Bagsarim Analizi

Bu kisimda optimum o6nerilen yontemlerle KFD derecesinin kestiriminin bagarim analizi
yapilmakta, artilar1 ve eksileri ortaya konmaktadir. ilk olarak DFM orani 3y = 1/3, zaman

ve frekans kaymalar: sifir olan

21 (u) = G(uw) exp (7 [Bo (u — u)” + 27b (u — up)]) (5.24)

seklinde bir DFM igareti tiretilmigtir. Burada G(u), isaretin Gauss zarfidir. Ikinci olarak
da esit genlik, zaman ve frekans kaymalar1 olan, fakat DFM oranlar1 5 = 1/3 ve 4/9 olan

22(u) = G(u1) exp (;%zﬂ) + G(u) exp (jgﬁ) | (5.25)

seklinde, iki tane DFM isaretinin toplamindan olusan bir isaret olusturulmustur. Bu

durumda, beklenen optimum KFD derecesi 1 + (a; + as)/2 olmaktadir.
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Cizelge 5.1 Onerilen kestirim algoritmalarimim degisik isaretler {izerindeki bagarimi.

Maksimum AKZBO Minimum Gerekli-Bantgenisligi | Bekl.”

Ort.  Std. % Hata | Ort.  Std. % Hata. a
x1(u) | 1.335 7.3E-4  0.15 |1.333 3.7E-3 0.00 1.333
xo(u) | 1.396 8.2E-4  0.50 | 1.392 9.5E-4 0.22 1.389
x3(u) | 1.398 4.3E-4 488 | 1.333 3.8E-3 0.00 1.333
x4(u) | 1.448 59E-4 862 |1.332 3.4E-3 0.07 1.333

* Beklenen optimum KFD derecesi.

Uciincii olarak da esit 1/3 DFM oranlarina sahip, fakat 0 ve 3 farkli zaman kaymalarina
sahip, iki DFM igaretinin toplami z3(u) tiretilmigtir. Dordiincii ve son olarak da yine
esit DFM orani, fakat farkli frekans kaymalarima sahip iki DFM igaretinin toplami x(u)
tiretilmistir. x3(u) ve z4(u) isaretlerinin her ikisinin de beklenen DFM orani kestirimi

1 + 1/3 degeridir. Bu iki igaret

zr3(u) = G(u)exp (]évf) + G(u)exp (5 [1/3 (u — 3)2}) : (5.26)

wa(u) = Gu)exp (j B (u— 3)2D + G(u) exp (j Ezﬁ + m]) | (5.27)

seklindedir. Onerilen yontemler bu isaretlerin DFM oranlarimin  kestiriminde
kullanilmigtir. Kestirim sonuglart Cizelge 5.1’de Ozetlenmigtir. Her bir isaret igin 20
deneme yapilmig, denemelerin ortalamalari, standart sapmalar: ve yiizde hata miktariyla
kestirilmesi beklenen degerler verilmistir. Cizelge’den de acgik¢a goriilebilecegi gibi
maksimum AKZBO yontemi sadece tek bilegenli DFM isaretleri i¢in iyi bagarim
gostermektedir. Yani, yarasa, yunus veya balina ekolokasyon verisi gibi birden fazla
DFM bilegeni barindiran isaretler icin minimum gerekli-bantgenisligi yontemi optimum

KFD acisi verecektir.

5.4 Benzetimler

KFD bélgesindeki AIT bagarimi, dort farkli senaryo ile test edilmistir. Birinci senaryoda
bir kismi eksik, yapay bir DFM isareti iiretilmistir. Optimum doniigiim bolgesi
kestirildikten sonra igaret, optimum KFD bolgesinde geri elde edim yontemiyle geri elde

edilmigtir.
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Ikinci senaryoda, birden fazla DFM bilegeni barimndiran gercek bir yarasa ekolokasyon
verisinin eksik kisimlar1 geri elde edilmigtir. Yarasa isaretinin rasgele bir kismi kesilerek
atilmig ve eksik kismi geri elde edilmigtir. Geri elde edim siirecinden &nce optimum

doniisiim derecesi kestirilmigtir.

Uciincii senaryo ise rasgele bir kismi kesilerek atilmug iki boyutlu, yonlii bir DEM goriintiisii
geri elde edilmektedir. Optimum doniistim bolgesi kestirilmeden 6nce iki boyutlu Hilbert
doniisiimii almmistir. Iki boyutlu Hilbert déniisiimiiniin nasil alindigi ilerleyen kisimlarda,

ayrintili olarak anlatilmaktadir.

Dordiincii ve son senaryoda, bir 6nceki senaryodakine benzer bir goriintii iiretilmistir,
fakat bu senaryoda goriintii yonlii degildir. Bu senaryoda da iki boyutlu Hilbert doniigiimii
alindiktan sonra optimum doniigiim derecesi kestirilmigtir ve geri elde edim prosediirii

uygulanmistir.

Onerilen yontemin bagarimi ortalama karesel hata cinsinden bulunmug ve normal Fourier

bolgesi yontemiyle kiyaslanmigtir. Bir boyutlu ortalama karesel hata

[ o) — #(w)Pdu
MSE-o =00

seklinde tanimlanmigtir. Burada wu; ve uy igaretin eksik kisimlarimin simirlar, z(u) ile Z(u)

, U € [ula U’Q] ) (528)

ise sirasiyla, istenilen ve elde edilen igaretlerdir. Ortalama karesel hata iki boyutlu z(u, v)
isaretine sinirlart u € [ug, ug] ve v € [vq, 9] olarak degigtirerek kolaylikla genigletilebilir.
Burada u; ile us, u yoniinde, vy ile vy de v yoniindeki simirlardir. Boylece iki boyutlu
ortalama karesel hata

[z (u,v) — &(u,v)*dudv

MSE; =
SEp (]

U € [ug,ug] v € v, 1], (5.29)

seklindedir.

5.4.1 Dogrusal Frekans Modiileli Isaretlerin Geri Elde Edimi

Birinci senaryoda benzetimler, yapay olarak iiretilen, Gauss zarfiya modiile edilmis,
(5.24)’te verilen DFM igaretiyle yiiriitilmistiir. 2048 6rnekli bu igaretin parametreleri,
B =1/3,b =0 ve uy = 0 seklindedir. Isaretin yaklasik %10™u Sekil 5.5-(a)’daki gibi
kesilerek atilmigtir. Ortalama karesel hata Sekil 5.5-(b)’de goriildiigi gibi iterasyon
sayisina bagl olarak diismekte ve yaklagik 200 iterasyondan sonra optimum KFD

derecesinde ihmal edilebilir kiigiik bir hata oraninda kalmaktadir. Yine Sekil 5.5-(b)’de
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Sekil 5.5 (a) 200 uzunluklu kismi kesilmig, 2048 uzunluklu, Gauss zarfli DFM igareti. (b)
Isaretin eksik kismi icin, optimum KFD bolgesi AIT ve geleneksel FD bolgesi AIT
yontemlerinde ortalama karesel hatanin iterasyon sayisiyla degigimi. (¢) Optimum KFD
derecesinde 150 iterasyon sonunda geri elde edilmis igaret, orijinal isaret ve hata igareti. (d) 200
iterasyon icin ortalama karesel hatanin KFD derecesiyle degisimi. Hata orani optimum KFD
derecesinde minimumdur.

FD boélgesi yonteminin 400 iterasyondan sonra bile geri elde etmek i¢gin yetersiz kaldigi

gozlemlenmektedir.

Onerilen yéntemin, normal FD bolgesi geri elde edim yontemine oranla bu kadar bagaril
olmasinin nedeni, optimum KFD boélgesinde, DFM igaretlerinin, minimum doniigiim
bolgesi genigligi olan, Dirac—delta dagiliml isarete doniigmesidir. Bunun yaninda isaret,
normal FD bélgesinde daha yiiksek bantgenigligine sahiptir ve bu nedenle daha diisiik

basarim gostermektedir.

Sekil 5.5-(c)’de 150 iterasyondan sonra elde edilen igaret, orijinal igsaret ve hata igareti
gosterilmektedir. Elde edilen isaretle orijinal isaret {ist iisteymis gibi gériinmektedir, ¢iinkii

hata miktar1 kiiciiktiir. Normal FD bdlgesini de igeren diger KFD bolgelerine kiyasla
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optimum KFD bolgesi geri elde edim yonteminde hata miktar1 Sekil 5.5-(d)’de gosterildigi
gibi ¢ok daha kiiciliktiir. Benzetim sonuglari, hem ortalama karesel hata cinsinden, hem de
iterasyon sayisi cinsinden optimum KFD bdlgesi geri elde edim yonteminin daha basgarili

oldugunu gostermektedir.

5.4.2 Yarasa Ekolokasyon i§aretinin Geri Elde Edilmesi

Bu kisimda %6,5'u 6nceden kesilerek atilmig, sayisallagtirilmig 2,8 ms uzunlugunda, uzun,
genig, kahverengi cins yarasa (eptesicus fuscus) ekolokasyonunun (http://www.dsp.rice.
edu/software/ TFA /RGK/BAT /batsig.bin.z*) geri elde edimi yapilacaktir. Sekil 5.6-(a)’da

birden fazla DFM bileseni barindiran yarasa ekolokasyon isareti goriilmektedir.

Yarasa ekolokasyon igaretinin optimum KFD derecesi, gerekli-bantgenisliginin minimum
oldugu derecedir. Sekil 5.6-(b)’de, Hilbert déniigiimii alinmig, analitik yarasa ekolokasyon
isaretinin Wigner dagilimi gosterilmektedir. Optimum doniigtim derecesi, DFM agisina
dik olan KFD agisina denk diigen derecedir. Optimum KFD doniistim derecesi minimum
gerekli-bantgenigligi yontemi kullamlarak 0,3917r =~ 0.782 rad. (70,4 derece) olarak
kestirilmistir. Isaretin optimum KFD derecesinde déniisiimii alindiginda zaman-frekans

ekseni saat yoniiniin tersinde doner ve minimum gerekli-bantgenisligi elde edilmis olur.

Sekil 5.6-(c)’de rasgele kesilmig igsaret ve Sekil 5.6-(d)’de onun 100 iterasyon sonra geri
elde edilmig hali goriilmektedir. Geri elde edilen igaret, orijinal igaretin biitiin
ozelliklerini saglamaktadir. Dahasi, Sekil 5.6-(e)’de isaretin sadece kesilmig kisminin 200
iterasyon sonrasi, hem FD bolgesi AIT icin, hem de 6nerilen optimum KFD derecesi AIT
icin gosterilmektedir. Onerilen optimum geri elde etme yontemi isaretle hemen hemen
ist Ustedir, ¢iinki hata miktar1 ¢ok azdir. Sekil 5.6-(f) ise bu isaretin FD bdlgesi ve
optimum KFD bolgesi AIT yontemiyle geri elde edildigindeki hata isaretlerini
gosterilmektedir. Sekil Sekil 5.6-(e) ve (f) sadece kesilmis bolgeyi gostermektedir, ¢linkii

hata sadece burada olmaktadir.

Ortalama karesel hata, hem FD bdlgesi, hem de optimum KFD bdlgesi geri elde edimi
yonteminde Sekil 5.6-(g)’de goriildiigii gibi belli bir limit noktasina kadar inmektedir.
Fakat, hem yakinsama orani, hem de ortalama karesel hata cinsinden optimum KFD

bolgesi geri elde edimi, klasik FD bolgesi geri elde edimine gore daha iyi sonug vermektedir.

*Yazar, Beckman Institute of the University of Illinois’den Curtis Condon, Ken White ve Al Feng’e
yarasa verisinin saglanmasi ve kullanilmasindaki izni igin tegekkiir eder.
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Sekil 5.6 (a) Yarasa ekolokasyon isareti, (b) Wigner dagilimi ve optimum KFD derecesi. (c)
Kesilmig igaret ve (d) 100 iterasyon sonunda geri elde edilen igaret. (e) Orijinal igaret, 200
iterasyonun sonunda optimum KFD bolgesinde geri elde edilmis igaret ve geleneksel FD
yontemiyle geri elde edilmis igsaret ve bu yontemler sonunda (f) sadece kesilen bolge igin hata
isaretlerinin kiyaslanmasi. (g) Geleneksel FD bolgesinde ve optimum KFD bélgesinde AIT igin
ortalama karesel hatanin iterasyon sayisiyla degigimi. (h) 200 iterasyon i¢in KFD derecesiyle
ortalama karesel hatanin degigimi.
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Sekil 5.6-(g)’de KFD derecesiyle ortalama karesel hatanin degisimi gosterilmektedir.

5.5 1ki Boyutlu Yénlii Dogrusal Frekans Modiileli Goriintiilerin Geri Elde
Edimi

Arka plan goriintiilerinin bir kismi 6nde kalan bir engel tarafindan engellenmis ya da

patlama giiriiltiisii veya bir bagka nedenden dolay1 eksik kalmis olabilir. Bu durumda

goriintiiler iki boyutu optimum KFD bolgesinde geri elde edilebilir.

Bir goriintiiniin optimum KFD derecesinin elde edilebilmesi icin, oOnce analitik
gorinti’ye doniigtiirilmesi gerekmektedir. Analitik goriintii elde edilebilmek icin de iki
boyutlu Hilbert doniigiimii alinmalidir. Simdiye kadar yapilan galismalar igerisinde
gortintiileri saf analitik hale getiren bir ¢éziim bulunmamaktadir (Bose ve Prabhu,
1979). Bu ¢ahgmalardan ¢ogu goriintiileri s6zde—analitik goriintiilere doniigtiirmektedir.

Analitik goriintii elde etmek i¢in Fourier tabanl bir algoritma kullaniyoruz,
]H(wanwy) = ](mey) +jIh(wxawy)' (53())

Burada I (w,,w,), goriinttiniin iki boyutlu FD’si, Iy (w,, w,) analitik goriintiiniin FD’si ve
Iy (wy, wy) goriintilyii analitige ¢eviren toplamsal kismin FD’sidir. I}, (w,, w,) nin ters FD’si
tamamen gercel olmaldir, ki orijinal goriintiiniin gercel kismini degistirmesin. Ij,(w,,wy)

orijinal goriintiiniin analitik—goriintiisii oldugundan

Hwe,wy), 0<w,,w, <m/2.
1H<wx,wy>={ gl O <l (531

olmaktadir. Ij,(wy, wy) = 71 (wy, wy) — JH(ws, w,) oldugundan, isaretin analitik toplamsal

kismi

In(x,y) = JR{F " {I(wa, wy) — 35 (we,wy)} } (5.32)

seklinde bulunur. Burada I(z,y), I(x,y) ve Iy(z,y), sirasiyla analitik goriintiiniin
toplamsal kismi, orijinal goriintii ve Hilbert doniisiimii alinmig analitik goriintiidiir.
Biitiin diger yontemlerde oldugu gibi, bu yontemde de sézde—analitik goriintiiler elde
edilmektedir. Benzetimlerde verilen biitiin goriintiiler o6nce iki boyutlu Hilbert

doniistimiinden gecirilmekte, daha sonra optimum KFD dereceleri kestirilmektedir.

Bir iki boyutlu DFM isareti,

z(u,v) = g(u,v) exp |7 (au(u —ug)? + 2b, (v — ug) + 2b,(v — v9) + au(v — v9)?)] (5.33)
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seklinde ifade edilebilir. Burada g¢(u,v) iki boyutlu Gauss zarfi, a, ile a,, u ve v
yonlerindeki DFM oranlari, ug ile vy zaman kaymalar1 ve b, ile b, frekans kaymalaridir.
Bu senaryoda iki boyutlu yapay bir DFM goriintiisii olusturulmustur. Bu goriintii Sekil
5.7-(a)’da gorildiigi gibi yonliidir, yani sadece tek bir yonde DFM bilegeni varduir.
Goriintiintin  6nce iki boyutlu Hilbert doniigiimi alinmig, sonra da optimum KFD
derecesi kestirilmigtir. Gortintii 128 x 128 boyutundadir ve rasgele segilen 25 x 25’lik
kismi Sekil 5.7-(b)’deki gibi kesilerek atilmustir. Isaret, optimum KFD bélgesinde geri
elde edilmig ve daha birinci iterasyondan sonra bile tatmin edici sonuglar alinmigtir
(Sekil 5.7-(c)). Sekil 5.7-(d)’de goriildiigl gibi goriintii 5 iterasyondan sonra tamamen

geri elde edilmigtir.

Sekil 5.7-(e)’de optimum KFD AIT yonteminin yakmsama orami ve ortalama karesel
hatanin iterasyon sayisiyla degisimi gosterilmektedir. Hata oranlar1 birkag iterasyondan
sonra hemen hemen sifira inmektedir. Hata orani optimum KFD derecesinde 0.02 iken

normal FD bolgesinde hata orani 0.1 civarindadir.

Sekil 5.7-(f)’de 50 iterasyon sonunda KFD derecesiyle ortalama karesel hatanin degisimi
gosterilmektedir. Sekilden de goriilebilecegi lizere uygun KFD derecesi 1,2 olmaktadir.

5.5.1 Yonlii Olmayan Iki Boyutlu Dogrusal Frekans Modiileli Goriintiiniin
Geri Elde Edilmesi

Son olarak, Sekil 5.8-(a)’da gosterilen, iki boyutlu, 128 x 128’lik yonli olmayan bir DFM

goriintlsi tiretilmig ve Sekil 5.8-(b)’de gosterildigi gibi 25 x 25’lik bir kismi kesilerek

atilmigtir. Gortintliniin 6nce Hilbert doniistimii alinmig, daha sonra da optimum KFD

derecesi kestirilmigtir. Sekil 5.8-(c)’de gortildiigii gibi birinci iterasyondan sonra bile tatmin

edici sonuglar elde edilmistir. Sekil 5.8-(d)’de 5 iterasyon sonrasi gosterilmektedir ve bu

iterasyon derecesinde hata oranlar1 hemen hemen sifir olmaktadir.

Bir 6nceki senaryoda oldugu gibi Sekil 5.8-(e), 50 iterasyon sonunda degisik KFD
derecelerindeki ortalama karesel hata miktarimi gostermektedir. Sekilden de
goriilebilecegi tizere optimum KFD derecesi 1,2 olmaktadir ve bu derecede sifira yakin

hata oram olmaktadir.

Son olarak, Sekil 5.8-(f)’de optimum KFD derecesinde ortalama karesel hatanin iterasyon
sayisiyla degisimi gosterilmektedir. Hata orani normal FD bolgesi AIT yonteminde ok

daha fazladir.
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Sekil 5.7 (a) Orijinal ve (b) kesilmis goriintii. (c¢) Optimum KFD bolgesinde birinci iterasyon
sonunda geri elde edilmig goriintii. (d) Optimum KFD bolgesinde 5. iterasyon sonunda geri elde
edilmig goriintii. (e) Iterasyon sayisiyla ortalama karesel hatanin degisimi ve (f) ortalama
karesel hatanin KFD derecesiyle degisimi.
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Sekil 5.8 a) Orijinal ve (b) kesilmig goriintii. (¢) Optimum KFD bélgesinde birinci iterasyon
sonunda geri elde edilmis goriintii. (d) Optimum KFD bélgesinde 5. iterasyon sonunda geri elde
edilmig goriintii. (e) Ortalama karesel hatanin KFD derecesiyle degisimi ve (f) Iterasyon
sayisiyla ortalama karesel hatanin degigimi.
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5.6 Sonuglar

Optimum KFD derecesinde degisik igaretlerin eksik kisimlari geri elde edilmis, zamanla
degisen isaretler ve goriintiiler icin Onerilen yontemin optimum bir geri elde edim
yontemi oldugu gosterilmistir. Geleneksel FD bolgesi geri elde edim yontemine gore
onerilen yontemin daha diisiik ortalama karesel hata iirettigi ve daha iyi yakinsadigi
goriilmiigtiir. En iyi bagarim oranlarinin saglanmasi i¢in de genetik algoritma tabanlh

yeni iki optimum KFD derecesi kestirim yontemi énerilmigtir.

Onerilen yontem radar, sonar veya sismik, DFM tipinde verilerin eksik kisimlarinin geri
elde edilmesi igin optimum bir yontemdir. Bu yontem goriintii igleme ve optikte de

kullanilabilir.

Bu yontemin ara degerleme veya dis degerleme islemi i¢in de kolaylikla modifiye edilerek
kullanilabilecegi gibi diizgiin Orneklenmemis isaretleri diizgiin oOrneklenmis isaretlere

gevirmek icin de kullanilabilir.
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6 DOGRUSAL KANONIK DONUSUMLERIN OZFONKSIYONLARI VE

BU OZFONKSIYONLARI URETEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER
Dogrusal kanonik doniisim (DKD) (Wolf, 1979), KFD, FD Fresnel doniigiimii,
olcekleme, ¢orp carpimi ve Laplace doniigiimii gibi doniigiimlerin genellegtirilmis hali
olan, li¢ parametreli, {initer ve toplamsal bir doniigiimdiir (Ozaktas vd., 2001). DKD
genellikle dort {a,b,c,d} parametreyle ve ad — bc = 1 esitligiyle modellenmektedir. Bu
esitlik bir parametreyi serbest biraktigi igin aslinda toplamda ii¢ parametre

bulunmaktadir. Biz, kolaylik olsun diye dort parametreli gosterimi kullanmaktayiz.

DKD, dalga propagasyonu, radar ve optik problemleri gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadair.
Bir ¢ok optik sistem DKD kullanilarak modellenebilmektedir (Bastiaans, 1979, 1989; Abe
ve Sheridan, 1994; Nazarathy ve Shamir, 1982), ¢iinkii DKD, ince lensler, diizeyli dereceli

ortamlar ve bunlarin kombinasyonlar1 olan ortamlari iyi modellemektedir.

Dogrusal operatérlerin ne yaptigini ve 6zelliklerini anlamanin 6nemli bir adimi, onlarin
ozfonksiyonlarimi incelemekten gecer. KFD ve FD gibi popiiler doniisiimlerin
ozfonksiyonlar1 simdiye kadar iyi calisilmigtir, fakat bu doniigiimlerin genellegtirilmis hali
olan DKD'nin 6zfonksiyonlar1 hala bakir bir konudur. DKD’nin &zfonksiyonlar1 ilk
olarak James ve Agarwa (1996) tarafindan galisilmig, daha sonra da Pei ve Ding (2002)
tarafindan daha ayrintili  olarak ele alimmigtir. Bu yazarlar, calismalarinda
ozfonksiyonlar1 genel olarak |a + d| < 2 ve |a + d| > 2 olarak ikiye ayirmiglar, fakat
sadece |a 4 d| < 2 igin analitik bir 6zfonksiyon tammlamiglardir. Bu ¢aligmada biz, hem
la + d| < 2 igin, hem de |a 4 d| > 2 i¢in 6zfonksiyonlar1 analitik olarak tanimlamaktayiz.
James ve Agarwa (1996) ve Pei ve Ding (2002), |a + d| < 2 igin DKD’nin
ozfonksiyonlarimin Hermite-Gauss fonksiyonlar1 ile modiileli ¢orp fonksiyonlar1 oldugunu
gostermiglerdir. Biz de |a 4+ d| > 2 i¢in dikgen 6zfonksiyon kiimesinin repulsif osilator

fonksiyonlariyla modiile edilmisg ¢orp fonksiyonlar: oldugunu gostermekteyiz.

KFD ve FD’nin 6zfonksiyonlar: 6nceki béliimlerde de soz edildigi gibi Hermite-Gauss
fonksiyonlaridir. Yine bu tezin biiyitk bir bdlimii olan Bolim 2-4 arasinda,
Hermite-Gauss fonksiyonlarina benzeyen dikgen 6zvektor kiimeleri aragtirilmigtir. Hem
Hermite-Gauss fonksiyonlar1 incelenirken, hem de ayrik Hermite-Gauss benzeri
ozvektorler aragtirilirken en ¢ok kullanilan denklem, (2.15)’de wverilen diferansiyel
denklemdir. Daha once de sz edildigi gibi bu ikinci dereceden diferansiyel denklem hem

FD’nin hem de KFD'nin 6zfonksiyonlar1 olan Hermite-Gauss fonksiyonlarini
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tiretmektedir. KFD ve FD’nin 6zfonksiyonlarini iireten diferansiyel denklem bu kadar
onemliyken, literatiirde bu ve bir¢ok diger doniigiimiin genellegtirilmis hali olan DKD’nin
ozfonksiyonlarini iireten bir diferansiyel denklem bulunmamaktadir. Bu béliimde her iki
la + d| < 2 ve |a+ d| > 2 durumu i¢in DKD’nin 6zfonksiyonlarimi tireten diferansiyel
denklemler bulunarak verilmigtir. Bu diferansiyel denklemler (Serbes ve Durak-Ata,
2011b, 2010; Pei wvd., 2009; Candan, 2007)’deki gibi kullanilarak ayrik DKD

tanimlamalarinin 6niinii acabilir 6zelliktedir.

6.1 On Bilgiler

6.1.1 Dogrusal Kanonik Déniisiim ve Ozellikleri

Cm, M parametreli DKD operatorii olmak iizere, DKD

(Canf) (o) = {\/ﬂ:f ©exp [ (% = 2w + du?)] fu)dw!,  b#0 (6.1)
\/Eexp( cdu)f(d u), b=10

seklinde tamimhdir. Herhangi f(u) isaretinin M = Z Z] parametreli DKD’si fy(u)
seklinde gosterilmektedir. Bu tezin kalan kisimlarinda kolaylik olsun diye M = {a, b, ¢, d}
seklinde gosterilecektir. DKD parametrelerinin 2 x 2’lik bir matrisle gosterilmesi bir ¢ok

matematiksel islemde kolaylik saglamaktadir.

M matrisi birim determinantl bir rotasyon matrisidir. Boylece,
ad —bc =1 (6.2)

esitligi yazilabilir. DKD toplamsaldir. Once M; ve sonra M, parametreli iki ardisil DKD,
M; = M,M,; parametreli tek bir DKD’ye denktir. M parametreli DKD’si alinmig fyg(u)
isaretinin ters DKD’si, DKD kerneli Hermityaniyla degistirerek elde edilebilir. Bu da M~}

parametresiyle DKD’ye denktir. Bu nedenle doniigiim {initerdir.

Bir ¢ok doniisiim, DKDnin ézel durumudur. Ornegin, meshur FD, DKD'nin M = {0, 1,
—1, 0} parametresiyle 6zel bir halidir. M = {cos(«a), sin(a), — sin(«), cos(a)} oldugunda,
bir faz farki haricinde DKD, KFD’ye denk olmaktadir. Bu tanimlamada KFD, (2.2)’de
taniml olandan, dlgekleme yoniinden farklidir. Bu nedenle Hermite-Gauss fonksiyonlari
da (2.15)'ten sadece Olgekleme yontinden farklidir. Bundan dolayr Hermite-Gauss

fonksiyonlar: tezin bundan sonraki kisminda

n() = H (1) (6.3)

/2" ml\/m
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olarak kullamlacaktir. Burada H,(u), (2.14) denkleminde tammli n-inci dereceden
Hermite polinomudur. Bu sekilde 6l¢eklenmig Hermite-Gauss fonksiyonunu tireten ikinci

dereceden diferansiyel denklem de

I p) = —@n+ Df ), n=0.12.. (64)
seklindedir.

Fresnel dontigiimii de DKD’nin M = {1,b,0,1} parametresiyle 6zel halidir. Fresnel
doniisiimii, ayn1 zamanda c¢orp carpim olarak da diisiiniilebilir. Olcekleme ve ¢orp
carpimi iglemleri de DKD’nin, sirasiyla M = {071,0,0,0} ve M = {1,0,—¢q,1}

parametreli durumudur.

DKD’nin uygulandigi isaretin zaman—frekans karakteristigi {izerine etkileri bulunmaktadir.
x(t), bir zaman bolgesi igaret ve xp onun DKD’si olsun. Eger isaretin ve DKD’sinin Wigner

dagilim, sirasiyla W,.(¢, f) ve Wy, (¢, f) ise bu iki zaman—frekans gosterimi arasindaki iligki
Wan(t, f) = Wa(at +bf, ct + df) (6.5)

seklindedir. DKD’nin, igaretin zaman—frekans dagilimi iizerine etkisi Sekil 6.1'de
gosterilmektedir. Sekilden de goriilebilecegi gibi FD isaretin zaman—frekans destegini
—7/2 rad. dondiirmektedir. Olgekleme islemi, isareti zaman-frekanstaki destegini
Olceklerken, ¢orp carpimi ve ¢orp konvoliisyonu iglemleri igaretin zaman—frekans
desteginin kaykilmasina neden olmaktadir. KFD ise, isaretin zaman—frekans destegini «

acisiyla orantili olarak dondiirmektedir.

6.1.2 DKD’nin Ozellikleri

Bu kisimda DKD’nin 6zfonksiyonlarini ve bu fonksiyonlar: iireten diferansiyel denklemleri

elde etmek icin gerekli bir takim DKD 6zellikleri tanitilacaktir.

Ozellik 6.1 M = {a,b,c,d}, My = {ay,by,c1,di}, ve My = {ag, by, ca,dy} birim
determinantli DKD parametreleri olsunlar. Eger M = M;M,M;' seklinde

yazilabiliyorsa, yani

a b a1 b1 (05} b2 aq bl - (6 6)
c d o C1 d1 (&) d2 C1 d1 '
esitligi varsa, su egitlikten bahsedilebilir,

a+d:a2+d2 (67)
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frekans
o

frekans
o

-5 0 5 -5 0 5
(@) zaman (b) zaman

frekans
o

frekans
o

(c) zaman (d) zaman

frekans
o

frekans
o

-5 0 5 -5 0 5
(e) zaman ® zaman

Sekil 6.1 (a) Isaretin zaman—frekans dagilimmi gosteren alan. (b) FD (M = {0,1, -1, 0}), (c)
olgekleme (M = {1/2,0,0,2}), (d) ¢orp carpim (M = {1,0,—1,1}), (e) ¢orp konvoliisyonu
(M =1{1,1,0,1}) ve (f) KFD (M = {cos(n/4), sin(n/4), —sin(n/4), cos(w/4)}) islemlerinin

igsaretin zaman—frekans dagilimi iizerindeki etkileri.

Ispat. Bu 6zelligin ispati temel dogrusal cebirden faydalamlarak kolaylikla su sekilde
yapilabilir: M matrisinin izi* My matrisinin izine esittir (Golub ve Van Loan, 1996).

Boylece ispat tamamlanmig olur. O

Ozellik 6.2 Eger M, M; ve My matrisleri 6.6'teki esitligi M = 1\/[11\/121\/11’1 seklinde

sagliyorsa ve e(u), My parametreli DKD’nin 6zfonksiyonuysa, yani

(Cn,e)(u) = Ne(u) (6.8)
esitliginden soz edilebiliyorsa, o halde M parametreli DKD’nin 6zfonksiyonu,

Car(Car, (€))(1) = ACar,€) (1) = Aea, (1) (6.9)

olmaktadir. Diger bir deyisle, eger bir e(u) fonksiyonu My parametreli DKD’nin A 6zdegerli
bir 6zfonksiyonuysa, o halde (Cpp,e)(u) = e, (u) da M parametreli DKD’nin A 6zdegerli

bir 6zfonksiyonudur.

*Matrisin izi: (Ing.) Trace of a matrix
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Ispat. M = M;M;M; ! oldugundan Cpi(Ca, (€))(u) su sekilde yeniden ifade edilebilir,

Cm(Cw, (€))(u) = CMchszl—chl—l {e}(u)

= CMICMQ{e}(u>
= \Cn, {e}(u). (6.10)
Boylece ispat tamamlanmig olur. O

Ozellik 6.3 Bir f(u) isaretinin n-inci dereceden tiirevinin DKD’si,

d” n o d]”
e (g2 ) =0 |-eu—jas-| fulw (6.11)
olmaktadir (Wolf, 1979; Ozaktas vd., 2001). Burada DKD parametresi M = {a, b, ¢, d}
seklindedir. Bu o6zellik, operator formunda

Cm (D" f) (u) = (=cU + aD)" fu(u) (6.12)

seklinde ifade edilebilir. Burada DD ve U, sirasiyla tiirev ve uzamsal ¢arpim iglemlerini

sembolize etmektedir ve (Uf)(u) = uf(u) ve (Df)(u) = —jdf(u)/d(u) olmaktadir.

Ozellik 6.4 u™f(u) seklindeki n-inci dereceden ¢arpma igleminin KFD’si

Cm(u"f)(u) = (du —i—jbdiu)nfM(u) (6.13)

seklindedir (Wolf, 1979; Ozaktas vd., 2001). Bu esitlik operator cinsinden
Cm (U™ f) (u) = (dU — bD)" far(u). (6.14)

olarak da yazilabilir.

6.2 Dogrusal Kanonik Déniisiimiin Ozfonksiyonlar1

DKD degisik ardisil déniisiimler seklinde ifade edilebilir. Ornegin, DKD bir ¢orp
konvoliisyonu, onu izleyen 6lgeklenmis bir FD ve en son olarak da bir ¢orp ¢arpimina
denktir. Benzer olarak, DKD bir ¢érp ¢arpimi, ¢orp konvoliisyonu ve tekrar bir ¢orp
carpimi seklinde ayrigtirilabilir. Bununla birlikte, elimizdeki probleme uygun olarak

degisik 6zel ayristirmalar secilebilir.

James ve Agarwa (1996) ve Pei ve Ding (2002), |a + d| < 2 i¢in DKD 6zfonksiyonlarim

bulmuslardir, fakat |a + d| > 2 icin 6zfonksiyonlar bulunamamustir. Ozellikle (Pei ve
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Ding, 2002)’de |a + d| < 2 durumu igin oOzfonksiyonlar tam ve dogru olarak
tammlanmigtir. Fakat, |a + d| > 2 durumu igin 6zfonksiyonlar bir fonksiyonunun
doniistimii olarak tanimlanmis, fakat fonksiyon analitik olarak tanimlanmamaig, 6lgekleme
fonksiyonunun 6zfonksiyonu olarak verilmistir. Kisacasi, |a + d| > 2 i¢in daha 6nce tam
ve dikgen Ozfonksiyon kiimesi tammlanmamigtir. Bu kisimda DKD’nin uygun
ayrigtirmalar: ve ozellikleri kullanilarak |a + d| < 2 ve |a + d| > 2 i¢in tam ve dikgen

ozfonksiyonlar verilmektedir.

6.2.1 DKD’nin Ozfonksiyonlar1 Uzerine Gegmis Calismalar: |a + d| < 2

Pei ve Ding (2002), |a + d| < 2 i¢in 6zfonksiyonlar1 ve nasil bulunacagini ayrintili olarak
anlatmaktadir. |a + d| < 2 durumu igin 6zfonksiyonlar1 kolayca bulabilmek i¢gin DKD su

sekilde ayrigtirilmigtir;

M = @ bl o 0 cosa  sina o 01"
e dl T |=7m07! o' |=sina cosal| |—To7! ot

| cosa+Tsina o?sin «
—(72 +1)0 2sina cosa — Tsina|

(6.15)

Burada |a + d| = 2cosa < 2 oldugu, Ozellik 6.1'den de faydalanilarak hemen goriilebilir.
{cos a, sin a, — sin o, cos a} parametreli DKD’nin, KFD’ye denk oldugu ve KFD’nin de

ozfonksiyonlarinin Hermite-Gauss fonksiyonlar: oldugu bilinmektedir.

{cosa,sina, —sina, cosa} parametreli DKD'nin 6zfonksiyonlar1 bilindikten sonra
yukaridaki denklemdeki {a, b, ¢, d} parametreli DKD'nin ézfonksiyonlari, Ozellik 6.2'den

1 071} parametreli

de goriilebilecegi gibi Hermite-Gauss fonksiyonlarinin {o, 0, —70~
DKD’sidir. {0, 0, —70~!, 7'} parametresiyle DKD almak, (6.1)’den de goriilebilecegi
gibi, bir ¢orp c¢arpimi ve Olgeklemeden ibarettir ve herhangi bir integral doniistimi
gerektirmediginden ¢ok basit bir iglemdir. Boylece (Pei ve Ding, 2002)’de, |a + d| < 2
icin DKD'nin (n, 7, 0) dereceden 6zfonksiyon kiimesi,

6O (4) = ;exp {_M] o, <3> (6.16)

" vo2rnly/T 202 o

seklinde verilmigtir. Burada H,(u), (2.14)’de verilen Hermite polinomudur. M ve ¢ ile 7

arasindaki iligki ise

52— 2|0] __ seud)(a—d) (6.17)

VA= (a+d)? 4— (a+d)?
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seklindedir. Burada sgn(-) isaret fonksiyonudur. (;5,({”) ozfonksiyonuna ait 6zdeger,

A A d
A = (e1%)/2e77°" o = arccos (a—;— ) : (6.18)
seklindedir.

llerleyen kisimlarda |a + d| > 2 i¢in DKD’nin &ézfonksiyonlar1 kolaylik agisindan ikiye

ayrilmisg, 6zfonksiyonlar (a + d) > 2 ve (a + d) < —2 i¢in ayr1 ayr1 incelenmistir.

6.2.2 (a+d)> 2 Durumu igin DKD Ozfonksiyonlar:

DKD'nin ayricalikli bir altgrubu, hiperbolik altgruptur (Wolf, 1979). Biz hiperbolik
altgrubu, DKD'nin 06zfonksiyonlarini bulmak icin ara ara¢ olarak kullanmaktayiz.

Hiperbolik altgrup, DKD parametreleriyle

cosha —sinha
My, = | sinha cosha (6.19)

olarak tamimhidir (Wolf, 1979). DKD’nin, (a + d) > 2 igin 6zfonksiyonlarim bulmak igin

once hiperbolik altgrubun 6zfonksiyonlar:1 bulunmalidir.

Hiperbolik altgrubun 6zfonksiyonlarini iireten diferansiyel denklem,

o, (0) = A () = = (5 i, ) (6.20)

seklindedir (Wolf, 1979; Ogzaktas vd., 2001). Burada H, hiperbolik altgrubun
ozfonksiyonlarim tireten operatér ve A, = (r + 1)/2 bu diferansiyel denklemin
ozdegeridir (r bir tamsay1). Bu 6zdeger, hiperbolik altgrubun 6zdegeri degil, diferansiyel
denklemin 6zdegeridir, karigtirilmamalidir. Literatiirde bu diferansiyel denklemin
¢ozimi repulsif osilator fonksiyonu olarak bilinmektedir. Sonug¢ olarak hiperbolik

altgrubun 6zfonksiyonlari, yani repulsif osilator fonksiyonlari,

200r/2 - o0 —1/2—jA
Xi (u) = o / T exp [(W? /4 4wl + u?)2)]du (6.21)
olarak bilinmektedir (Wolf, 1979). Burada, A, = ..., -1, —0,5, 0, 0,5, ... 6zfonksiyonun

derecesidir. Yukaridaki denklemin ¢oziimi, v > 0 ve u < 0 i¢in farkli, ayrik ve bagimsizdir

ve U4

>0 0 >0
wp =40 =4 "= (6.22)
0, u<0 —u, u<O0
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A=-1,(b) A=—0,5, (c)

1,5 dereceleri igin gosterilmektedir. Diiz: gercel kisim,

cizgili: sanal kisim.

A=

0, (d) A=0,5, (e)

Sekil 6.2 Repulsif osilatér dalga fonksiyonlart yi(u) (bkz. (6.24)) (a)
A 1ve (f) A
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seklinde tanimhdir. Kolaylikla goriilebilir ki,

X4, (W) = X, (—u) (6.23)

esitligi yazilabilir. Repulsif osilator fonksiyonlar1 Whittaker'in parabolik silindir

fonksiyonlar: cinsinden

X, (1) = Ca, Dja,—172 (4221/2 exp(j3m/4)u) (6.24)
—3/4
Cy, = 2 exp(jm/8) exp(mA,./4)(1/2 — jA,)
7r

olarak da ifade edilebilir (Wolf, 1979). Parabolik silindir fonksiyonlar1 Dg(u) ve gamma
fonksiyonlar: I'(u) igin bkz. (Abramowitz ve Stegun, 1972) (swrasiyla, sf. 685-700 ve sf.
255-263). Repulsif osilator fonksiyonlar: dirac manasinda tam ve dikgendir (Wolf, 1979).

Bu fonksiyon kiimesi, alternatif olarak
X, (u) = 2m) 7 M (6.25)

seklinde de yazilabilir. Burada F'/2, FD operatoriiniin karekokii, yani a = 1/2 dereceden
KFD’dir. Bu da M = {1/v/2,1v/2, —1v/2,11/2} parametreli DKD’ye denktir. Sekil 6.2'de

repulsif osilator fonksiyonlar1 y3, A = —1, —0,5, 0, 0,5 ve 1 derecelerinde gizdirilmistir.

Bu kisimda, simdiye kadar hiperbolik altgrubun 6zfonksiyonlar: iizerinde c¢aligildi.
Hiperbolik altgrubun o6zfonksiyonlar1 bulunduktan sonra, (¢ + d) > 2 durumu igin
DKD’nin 6zfonksiyonlarimi  bulmak kolaydir. Bu mnedenle DKD’yi su sekilde

ayrigtiriyoruz,

M = |@ bl o 0 cosha —sinh « o 017"
“le d| T |—=707' o7!'| |—sinha cosha —1o~ ! o7t
| cosha — 7sinh « —o?sinh
~ [(7? = 1)o?sinha cosha + 7sinha|’

(6.26)
Burada (a + d) = 2cosha > 2 oldugu aciktir (bkz. Ozellik 6.1). My, = {cosh(a),
—sinh(a), —sinh(a), cosh(a)} parametreli DKD’nin 6zfonksiyonlari repulsif osilator
fonksiyonlar1 oldugundan, (a + d) > 2 kosulu i¢gin DKD’nin 6zfonksiyonlari repulsif
osilatér fonksiyonlarmm {o,0, —70~', 07!} parametreli DKD’sidir (Ozellik 6.2).
(6.1)’den de goriilebilecegi gibi bu parametreyle DKD almak sadece bir ¢orp ¢arpimi ve

olgeklemeden olugmaktadir. Béylece, (a + d) > 2 kogulunda DKD’nin 6zfonksiyonlari,

_ —JT
Goorl) = exp (527 )k /)

= COp, 0 exp (Ti?) Dia, 12 (F2'% exp(j3m/4)u/o) (6.27)
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seklindedir. Cy, (6.24)’de verildigi gibidir. a, b, ¢, d ile T, o ve « arasindaki iligki de,

s (a-dse®) _arccosh<
(a+d)?—4 (a+d)?—4

a+d

) sgn(b). (6.28)

seklinde kolaylikla bulunur.

6.2.3 (a+d) < —2 Durumu igin DKD Ozfonksiyonlari

Bu kisimda (a+d) < —2 oldugunda DKD’nin ézfonksiyonlar1 tanitilacaktir. (a +d) < —2
durumu i¢in DKD’yi su sekilde ayrigtiriyoruz,

M= @ bl o 0 —cosha sinha o 01!
e dl T |=1o7t ot sinhaw —cosha| |—Tc7! o1

_ |—cosha + 7sinh o o?sinh (6.29)
(1—72)0"%sinha —cosha — Tsinha|’ '
Bir 6nceki kisimda da oldugu gibi énce My, = {—cosha, sinh«, sinh«, — cosh a}

parametreli DKD'nin 6zfonksiyonlar1 bulunmalidir. Bu parametreli DKD’nin de
ozfonksiyonlar1 repulsif osilator fonksiyonlaridir, ¢iinkii iki hiperbolik form
[— cosh(a) sinh(a) } [ cosha  —sinh a}

sinh « —cosha| |—sinha cosha

—sinha  cosha sinhaw —cosha (6.30)

B [ cosha  —sinh a] [— cosh(a) sinh(a) }
olacak sekilde sirabagimsizdir, fakat 6zdegerler farklidir. Ozetlemek gerekirse, bu tipteki
hiperbolik formun da 6zfonksiyonlar1 (6.24)’te verilen repulsif osilator fonksiyonlaridir. Bu
nedenle (6.27), (a + d) < —2 kogulundaki DKD’nin de 6zfonksiyonudur. Fakat, a, b, ¢, d

ile o, 7 ve o arasindaki iligki bir 6ncekinden biraz farklidir:

2 = 210 T = (a — d)sen(b) Qv = arccos _axd sgn
0" = \/m, \/m, h( ) gn(b). (6.31)

6.3 DKD Ozfonksiyonlarini Ureten Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda DKD’nin 6zfonksiyonlarini tireten diferansiyel denklemler tantilacaktir.

6.3.1 Birinci Durum: |a +d| < 2

|a+d| < 2 olmas1 koguluyla herhangi bir M parametreli DKD’nin 6zfonksiyonlarini iireten
diferansiyel denklem

Ungf(u) + (1 — 7

du o2

) w?f(u) + j7 (2udd—u + 1) flu)=—2n+1)f(u) (6.32)

n=0,1,2,...
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seklindedir. Bu denklemin ¢oziimii, (6.16)’de verilen genellegtirilmis Hermite-Gauss
fonksiyonlarnidir. Burada, o ve 7 ile, M'in {a,b,c,d} parametreleri arasindaki iligki

(6.17)’de verilmistir.

Ispat. Ozellik 6.2'ye tekrar bakildiginda su yargiya varilabilir: Eger 2 x 27lik M
parametre matrisi M = M;M,M; ' seklinde ayristirilabiliyorsa ve e(u), My parametreli
DKD’nin 6zfonksiyonuysa, Cpr,(€)(u), M parametreli DKD’nin 6zfonksiyonudur.
Diferansiyel denklemin gikariminda, |a + d| < 2 durumu i¢in M matrisini (6.16)’daki gibi
ayrigtirlmaktadir. Hermite-Gauss fonksiyonlar1 {cos «, sin a, — sin «, cos a} parametreli

DKD'nin  6zfonksiyonu  oldugundan M — { g ) 001} {Cosa sin a}

—T0~ —sina  cosq

~1
|:—7'Z'_1 091} parametreli DKD’nin 6zfonksiyonu,

&7 (1) = Crr {hn} () (6.33)
seklindedir. Burada M’ = {0,0,—70~!, 07!} olmaktadir. Eger (6.3)’te verilen Hermite-

Gauss tlireten diferansiyel denklemin her iki tarafinin da M’ parametreli DKD’si alimirsa

(6.32) denklemi elde edilir. (6.3)"iin her iki tarafinin da DKD’si alinirsa,

Cwmr {d U _ UQ@ZJn} (u) = (2n + 1)Cvr {tn } (u). (6.34)

du?

elde etmektedir, ki yukaridaki denklemin sol tarafimin (6.32) oldugu aciktir. DKD’nin
tiirev alma ve uzamsal ¢arpmayla ilgili olan Ozellik 6.3 ve 6.4 kulanilarak ve {a = o,b =

0,c=—70"' d = 0"1} yerine konularak,

- [Talu - jad%] Cnar {¥hn} () — o7 ul*Crar{hn} () = (2n + 1)Cor {0 } (1) (6.35)

denklemi kolaylikla elde edilebilir. Yukaridaki denklem

d

{02% — (PP Do 2 + 47 (ud% + au)] Cor {1 Y (1) = —(2n + 1)Cop {0 } (1) (6.36)

seklinde kisaltilabilir. Gerekli bir takim kisaltmalar daha yapilirsa

{02% — (TQ il 1) u® + j1 (Qui - 1)] Cavir{tn}(u) = —(2n + 1)Cap{¢n }(u)  (6.37)

o2 du

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin bagka bir ispati, her iki tarafa da (6.16)’da verilen

ozfonksiyonlar konularak yapilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O
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6.3.2 Ikinci Durum: la+d| <2

la + d| > 2 oldugu durumda DKD’nin 6zfonksiyonlarin iireten diferansiyel denklem

UQdZJ;@ + (1 ;272> + T (Qudd—u) Flu) = "5 ru) (6.38)
n=..,-2-1,012...

seklindedir. Burada o ve 7, (a+d) > 2 igin (6.28)’deki gibi, (a+d) < —2 igin ise (6.31)’deki

gibidir.

Ispat. Repulsif osilator fonksiyonlarmi iireten diferansiyel denklem

d?f (u)

du?

n+1
2

+uf(u) = flu), n=...,-2,-1,0,1,2,...

seklindedir (Wolf, 1979). Yukaridaki denklem ayni zamanda {cosh o, — sinh «, —sinh o,
cosh a} veya {— cosh a, sinh v, sinh a, — cosh a} parametreli DKD’lerin 6zfonksiyonlarini
iireten diferansiyel denklemdir, ¢iinkii bu parametreli DKD’lerin 6zfonksiyonlari repulsif
osilatér fonksiyonlaridir. Bu diferansiyel denklemin her iki tarafinin da {o,0, —70~!, 071}

parametreli DKD’si, bir énceki kisimdaki gibi Ozellik 6.3 ve 6.4’ten faydalamlarak

anZJ;(;” + (1 ;272> v T (m%) Flu) = =2 ; L) (6.39)

olarak bulunur. Tabii ki, (¢ + d) > 2 ve (a +d) < —2 icin o ile 7, sirasiyla (6.28) ve

(6.31)’deki gibi tanimlanmahdir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

6.4 Sonuglar

Bu kisimda DKD’nin 6zfonksiyonlar1 ve bunlar1 {ireten diferansiyel denklemler
bulunmustur. Ozfonksiyonlar bulunurken, DKD parametrelerinden a ve d’nin aldig
degerlere gore tlige ayrilmigtir: |a + d| < 2, (a +d) > 2 ve (a +d) < —2. Daha 06nce
yapilan ¢aligmalarda |a + d| < 2 oldugunda DKD 6zfonksiyonlarmin bir ¢orple ¢arpilmig
Hermite-Gauss fonksiyonlarinin 6l¢eklenmis hali oldugu gosterilmistir. Biz de bu
galismada (a + d) > 2 ve (a + d) < —2 durumlarinda DKD 6zfonksiyonlarimin bir ¢érple
carpilmis repulsif osilator fonksiyonlarinin 6lgeklenmis hali oldugunu gosterdik. Bununla
birlikte (a + d) > 2 ve (a + d) < —2 durumlarindaki DKD &zfonksiyonlar: arasindaki tek
farkin, 6zfonksiyon parametreleriyle {a,b,c,d} parametreleri arasindaki fark oldugu da

gosterilmistir.
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Hermite-Gauss ve repulsif osilator fonksiyonlar: iireten diferansiyel denklemler ile DKD
ozellikleri kullanilarak hem |a 4 d| < 2, hem de |a + d| > 2 durumlar igin ayr1 ayr1 DKD

ozfonksiyonlarim tireten diferansiyel denklemler bulunmustur.
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7 SONUCLAR

Bu tezde ilk olarak sadece MAFD matrisi ve onun katlarim1 kullanan yeni bir AKFD
matrisi tanmitilmistir. Bdylece, MAFD matrisinin Hermite-Gauss benzeri 6zvektorleri
kolay, fakat sik bir yontemle elde edilmistir. Daha sonra da bir K AFD-kaydirma
permiitasyon matrisi kullanilarak AKFD matrisi de elde edilmis, elde edilen AKFD
matrislerinin siirekli KFD’nin 6zelliklerini sagladigi gosterilmistir. Daha sonra da elde
edilen AFD 6zvektorleri kullanilarak bir AFD sirabagimsiz matris iiretilmistir. Uretilen
AFD sirabagimsiz matris, var olan diger AFD sirabagimsiz matrislerle uygun bir sekilde
birlestirilerek daha iyi AFD sirabagimsiz matrisler elde edilmistir. Burada iy:
sozcligiinden kasit Ozvektorlerin Hermite-Gauss fonksiyonlarimin orneklerine yakin
olmasidir. Onerilen algoritmanin gecerliligi bilgisayar benzetimleriyle ve var olan diger

yontemlerle karsilagtirilarak dogrulanmigtir.

Ikinci olarak da cift dogrusal doniigiimiin tiirevi modellemesinden esinlenilerek AFD
matrisinin 6zvektorleri bulunmusgtur. (ift dogrusal doniigiim, analog s bdlgesindeki
jw’yl, ayrik z bolgesindeki birim ¢embere birebir ve Ortiisme olmadan eslestirmektedir.
Bu nedenle FD'nin ayrik o6zvektorlerini bulmak i¢in uygun bir ara¢ olmaktadir.
(Qift-dogrusal  doniisiim  kullanarak, ikinci dereceden tiirev modellenmis ve
Hermite-Gauss benzeri AFD 6zvektorleri bulunmustur. Ozvektérler bulunurken iig
degisik yontem ileri siiriilmiis ve bu yontemlerin kararhiliklari incelenmigtir. Bu
yontemler, daha iyi kogullanmig ve yiiksek mertebeden AFD sirabagimsiz matris iiretim
yontemlerini  de igermektedir. Elde edilen sonuclar, bilgisayar benzetimleriyle
dogrulanmistir.  Onerilen  bu  yontem, literatiirde  bulunan  diger ~AKFD
tanmimlamalarindan ¢ok farklidir. Bu nedenle, ileride Onerilebilecek hizli veya hesaplama

karmagikligi bulunmayan ve daha iyi AKFD tanimlamalari i¢in temel tegkil edebilir.

Uciincii calismada da ikinci dereceden tiireve sonsuz dereceden Taylor yaklasikligi
yapilarak miikemmel bir ayrik, ikinci dereceden tiirev matrisinin kapali hali elde
edilmigtir. Sonsuz yaklagiklikligin, ikinci tlirev matrisine ikinci dereceden Taylor
yaklagikliginin trigonometrik bir fonksiyonu oldugu gosterilmis ve ispatlanmistir. Bu
sonsuz yaklagiklik, mitkemmel AFD sirabagimsiz matrisi iiretiminde kullamilmistir. Bu
AFD sirabagimsiz matrisler, Hermite-Gauss fonksiyonlarimin o6rneklerine ¢ok yakin
ozvektorler {iretmektedir. Uretilen 6zvektérlerin, simdiye kadar iiretilen 6zvektorlerden

hem iyi oldugu, hem de hesaplama karmasikligi ve zorlugu olmadigi da gosterilmistir.
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Bir uygulama olarak KFD bdlgesinde ardisil izdiigiimler teknigi kullanilarak isaret ve
goriinti geri elde edimi yapilmigtir. Bir kismi eksik olan isaret degisik digbiikey kiimeler
iizerine ardigil olarak izdigiiriilerek eksik kismin geri elde edilmesi amaclanmigtir.
Duragan olmayan isaretin 6nce optimum KFD bolgesi kestirilmis, kestirilen bolgede
isaretin eksik kismi AIT ile geri elde edilmistir. Duragan olmayan isaretler icin optimum
KFD bolgesi AlT'nin, geleneksel Fourier bolgesi AIT yontemine gére daha basarili
oldugu gosterilmistir. Onerilen yontem, sentetik bir DFM isareti, bir yarasa ekolokasyon
isareti ve iki boyutlu goriintiiler iizerinde denenmis ve geleneksel yontemlere gore daha
bagaril oldugu gosterilmistir. Isaret ve goriintii geri elde edim yontemi olarak sunulan bu
yontem, ara degerleme ve dis degerleme problemlerine degistirilmeden uygulanabilir.
Bununla birlikte onerilen optimum KFD bolgesi ¢oztimii, farkli digbilikey kiime
tanimlama imkani olan problemler icin, problemin cinsine goére, optimum ¢oziimler

getirebilir.

Bu tezde, son olarak DKD’nin 6zfonksiyonlar1 bulunmugtur. DKD’nin, |a + d| < 2 igin
ozfonksiyonlarimin bir ¢orple modiile edilmis, 6l¢eklenmis Hermite—Gauss fonksiyonlar:
oldugu bilinmektedir. Fakat, daha 6nce yapilan galismalarda |a + d| > 2 durumunda
ozfonksiyonlar tanmmmlanmamigtir. Biz, 6zgin olarak |a + d| > 2 durumunda DKD
ozfonksiyonlarimin ¢orple modiile edilmis Hermite-Gauss fonksiyonlar: oldugunu
gostermis  bulunmaktayiz. Bununla birlikte, DKD’nin 6zfonksiyonlarini {ireten
diferansiyel denklemler de daha 6nce tanimlanmamistir. Yine tezin son boliimiinde, hem
la + d| > 2 i¢in, hem de |a + d| < 2 i¢in DKD 6zfonksiyonlarini iireten diferansiyel

denklemler tanimlanmigtir.

Bu tezin {iciinci bolimiindeki AKFD tanimlamasi, ikinci tiirev matrisinin sonsuz
dereceden yaklagikligi elde edilerek geligtirilmistir. Bu nedenle, siirekli KFD’nin
orneklerine daha iyi yakinsayan bir AKFD tanimlamasi elde etmek miimkiin degildir.
Tezde oOnerdigimiz yontemde AKFD, O(N?) karmagik ¢arpma ve hesaplama
gerektirmektedir. Mikemmel AKFD elde edildiginden, bu konudaki gelecek caligmalar
hizli AKFD hesaplamalar: olabilir. Bununla birlikte AKFD matrisinin hesaplanmasi,
Boliim 4’te verilen mikemmel sirabagimsiz matrisin  6zvektorlerinin - bulunmasini
gerektirmektedir. Bu matris, bir kosegen matris ve bir dairesel matrisin toplamina
egittir. Yine gelecek galismalar, bu matrisin 6zvektorlerinin agik formunun hesaplanmasi,

ya da Ozvektorlerin hizli hesaplanmasi olabilir.
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Tezin son bolimiinde ise DKD’nin 6zfonksiyonlar1 ve bu 6zfonksiyonlar: iireten
diferansiyel denklemler verilmigtir. Nasil ki, AKFD ile sirabagimsiz matrisler
Hermite-Gauss iireten diferansiyel denklemlerin ayriklagtirilmasi sonucu elde
edilebiliyorsa, gelecek c¢alismalarda DKD’nin &zfonksiyonlarini iireten diferansiyel
denklemler ayriklagtirilarak ayrik DKD tanimlamalar: geligtirilebilir. Bununla birlikte
baz1 optik ortamlar ve zaman—frekans analizinde DKD’nin 6zfonksiyonlari dogrusal

doniistimlerden etkilenmediginden bir takim uygulama alanlar1 bulabilir.
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