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OZET

Bu calismada bir yiizli manyetik bakimdan milkemmel iletken, diger
yiizi de elektrik bakimdan miilkemmel iletken olan dairesel silindirik bir se-
rit lizerinde ardisik kirinimlarin olusturdugu cok ylksek frekansli akimlar
incelenmistir. Akimlari olusturan dalgalarin, sonsuz uzun ve silindire pa-
ralel, sinilizoidal c¢izgisel bir akim kaynagi tarafindan uyarildigi varsayil-
mistir.

Giriste kirinim olgusunun kisa bir tarihgesi verilmis ve Kirinimin
Geometrik Optik Teorisi (KGOT), Fizik Optik Teorisi (KFOT) ve Kanonik Problem
kavramina deginilerek bu calismayi Snceleyen tarihsel gelismeler Gzetlenmistir.

B&lim 1, problemin formiilasyonu ve genisletilmis acisal uzayda ifa-
de edilen denk kanonik problemin ortaya ¢ikardigi l¢ parcali matris Hilbert
Probleminin ¢dzilimine ayrilmistir. Hilbert probleminin ¢ok yiiksek frekanslar
icin asimtotik olarak degerlendirilmesiyle, c¢ekirdek matrisin faktorizasyo-
nu ve problemin bir integral denklem sistemine indirgenerek asimtotik ¢dzlim-
lerinin elde edilmesi bu bdliimde incelenmistir. Ayritain biri dogrudan kaynak
tarafindan aydinlatildigi, diger ayritin ise kaynagi gdrmedigi bir geometri
secilerek hem ylizey, hem ayrait kirinimi olgusu ayni problem iginde incelenmistir.

BSlim 2 de Hilbert probleminin ¢dziimiinden yararlanarak ylizey lzerin-
de olusan elektrik ve manyetik akimlarin ac¢ik ifadeleri bulunmus ve bunlarin
fiziksel YOrumlarl yapilmistir. Bu amagla dnce akimlarin integral ifadeleri
verilmis sonra da bunlarin asimtotik ¢dziimleri elde edilmistir. KGT den ya-
rarlanarak bu akimlarin fiziksel olarak dominant akimlarin sonsuz ardisik
kirinimlarini ifade etmekte oldugu gdsterilmistir. Yilizey ve ayrit kirinim
sonucu olusan akimlarin ardisik kirinimlarini birbirine baglayan akim ddnii-
sim katsayilari verilerek, bunlarin daima ayni kurala uymakta oldugu (idemen

Konjektﬁrﬁ-ﬁng&rﬁsﬁ) analitik olarak kanitlanmistir.



SUMMARY

In this study the high frequency surface currents induced on
a soft-hard cylindrical strip due to the successive diffraction are
investigated. An infinitely long thin wire, parallel to the strip carrying
the sinusoidal current is taken as the source.

In the introduction after a short history of the diffraction
phenomenon, Geometrical and Physical Theories (GTD, PTD), as well as the
concept of the equivalent canonical problem are briefly surveyed.

Chapter 1 includes the formulation of the problem, the equivalent
canonical problem expressed in the extended angular space and the solution
of the resulting modified matrix Hilbert Problem. The asymptotical evaluation
of the Hilbert Problem, the factorization of the kernel matrix and reducing
it to a system of integral equations are handled in this chapter. The geometry
is chosen in a fashion that one edge is directly illumunated by the source
while the other is not, so that both the surface and the edge diffraction can
be studied in the same problem.

In the Chapter 2 the electric and magnetic currents induced on the
surface are first found by using the results of the previous chapter and
then their physical interpretation are given. These currents are shown to
represent the infinite successive diffractions from the edges. The current
transformation coefficients connecting the two successive diffraction for
both the edge and surface diffraction are given, as a result of this they
are proved to obey the same rule (the Idemen Conjecture).

-In the Chapter 3 the results and findings are discussed.



GIRIS
TEZIN KONUSU VE ONEM!

Sacilma (scattering) kavrami, bir dalganin yayilmasi sirasinda
ortamda bulunan cisimlerin veya siireksizliklerin varligi nedeniyle ortaya
¢gikan alanin gelen dalga disindaki terimleri icin, kirinim (diffraction)
ise 1sinsal gdsterimin miimkiin oldugu yiliksek frekansli dalgalarin gesitli
bilesenlerinin ifadesinde (ayrit kirinimai,ylizey kirinim:r vb.) kullanilir.

Bu tlir dalgalarin incelenmesinde matematiksel olarak biiyik glic-
likler ¢ikar. Ornegin bdyle problemlerin en basiti olan mikemmel iletken
yarim diizlemi ele alalim: Yarim diizlem pozitif x ekseni boyunca xz dizle-
minde yer alsin. Elektrik alani yarim diizleme paralel ve silindirik simetri
gosteriyorsa E = Hi};(kr)sinn¢/2 her n igin dalga denklemini, sinir sart-
larini ve radyasyon kosulunu saglar. GOrililiyorki sadece sinir sartlari
Maxwell denklemlerinin ¢dzlmiinlin tekligini garanti etmemektedir. Anlasili-
yorki geometrik ve fiziksel slireksizliklerin varligi karsimiza yeni prob-
lemler c¢ikarmaktadir.

Hangi sartlarin problemin ¢dzlimiinin tekligini garanti ettigi dal-
ga teorisi agisindan Snemlidir. Bu konuda ilk adim Rellich tarafindan 1943

te kendi adiyla anilan bir teoremle atilmis, daha sonra ¢dziimiin tekligini

saglayan kosullara iliskin bir cok teorem verilmistir (Ornegin bkz.ref.lll).



Fakat bunlarin hicbiri bu tek olan ¢dzlmiin nasil bulunabilecegi konusunda
bilgi vermez. Problemin ¢dzimi igin gerekli olan bu ek kosullar ayrait ko-
sullar:i olarak bilinirler ve alanin ayritlar yakininda nasil davrandigini
ifade ederler.

Sonucu agikga verilmemis olmakla birlikte bir difraksiyon proble-
minin ¢déziminlin bir integral dénislmliyle nasil elde edilebilecegi ilk kez
1897 de Poincaré tarafindan isaret edilmistir. Ylzyilimizin basinda ise mi-
kemmel iletken yarim diizlem problemi Sommerfeld tarafindan ¢éziilmiistlr.
Sommerfeld'e gdre ayritlarin sdzkonusu oldugu bir sagilma probleminin ¢&-
zimi Maxwell denklemlerinin ¢ok degerli ¢dzlimleri arasindadir [21. Kullan-
d1g1 ydéntem Riemann yapraklarinin kullanilmasina dayanir. Fakat bu yakla-
sim baska tilirli kirinim problemlerinin ¢dzlimliniin bulunmasina imk3@n verme-
mistir.

Gorlldigli gibi kirinim teorisinde uzun yillar bir iki istisna
diginda hemen hemen hig bir problem ¢dzlilememistir. Bu konuda en Snemli
devrim Wiener-Hopf Teknigi'nin bulunmasidir [1931]. Copson ve ondan bagim-
s1z olarak da Shwinger 1946 da kirinim teorisinde ortaya ¢ikacak bazi prob-
lemlerin bu teknikle ¢dzlilebilecegine isaret etmislerdir [l].

Wiener-Hopf teknigi sayesinde daha dnce incelenmemis birgok problem
hem kesin hem de yaklagsik c¢dzimler olarak iyi bir sekilde ¢Szililmesi
mimkin hale gelmistir. Nitekim bu tez calismasi da bu yaklasimdan hare-
ket ederek, metodun glicli ve dnemi hakkinda bir fikir verecektir. Fakat
Wiener-Hopf Teknigi her cesit geometrik yapidaki sistemlere uygulana-
maz.

Daha genel problemler igcin yaklasik ¢dziimler alternatif bir yol

olarak gorlnmektedir. Buna ek olarak,radarin kesfiyle beraber 50 1li yil-

larda elektromanyetik spektrumun, mikrodalga ve daha yukara frekanslarda
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uygulama alani bulmasiyla dikkat Szellikle ¢ok yliksek frekanslarin difrak-
siyonu problemine kaymistir. 1950 1li yillarda kirinimin Amerika'da Keller'le
Kirinimin Geometrik Optik Teorisi (KGOT) Sovyetler Birliji’nde ise Ufimtsev'in
Kirinimin Fizik Optik Teorisi (KFOT) ne tanik oluyoruz ([3]- [”])-

Klasik Geometrik Optik yaklasimin Keller tarafindan gelistirilmis
ve Luneberg-Kline agilimlariyla matematik olarak dogrulanabilecek varsayaim-
lari su dért postulayla verilmistir:

1- Dalga, izotrop ortamlarda, Fermat ilkesi ile belirlenen 1isinlar
boyunca yayilir. Iki nokta arasindaki optik yol isinlar {izerinde stasyoner-
dir.

2- Yayilan dalgalarin tasidigi gilic 1sin tipleri iginde sakinimli-
dir ve bu tlplerin yan ylzeylerinden enerji gecisi olmaz.

3- Basit ortamlarda yayilma esnasindaki faz degisimi, 1sinin al-
digi yol ile orfamln dalga sayisinin garpimina esittir.

4- Yansima, kirilma ve kirinim yerel (local) olaylardir.

Burada sdzl edilen 1sinlar, alanin asimtotik ifadesinde yer alan degisik
tirden dalgalarin eg faz ylizeylerine dik olan ¢izgilerdir. Daha dnce ¢dziil-
mis problemlerden elde edilen deneyimlerin sonucu olarak bu dalgalarin
asagidaki gibi gruplanabilecegini gdriiriiz.

1

Gelen dalga,

2- Yansiyan dalga,

w
|

Ayrittan kirinan dalgalar,

&
|

Dis biikkey ylizeyler {izerinden siiriinen dalgalar,
8- I¢ biikey ylizeyler {izerinde yayilan fisildayan galeri modlari,
6- Sirlnen dalgalarin gdlge bdlgesine firlattiklari dalgalar.
Dolayisiyla ylizeyler ilizerinde de bu gesitli dalgalara karsi diisen gesitli

akimlar olusacaktir. Cilinkl akimlar ylizey lizerindeki dalgalarin tegetsel

bilegenleridir.



KGT nin son varsayimi kirinimin yerel bir olay oldugunu, dolayi-
siyla, bir ayritin kirinima katkida bulunan kisminin onun sonsuz kliclik bir
civarindan geldigini sdylemektedir. O halde c¢ok yliksek frekanslara g¢ikildik-
ca ayritin etkisi bu noktadaki teget dlizlemleriyle ayni olmaya baslar. Bu
nedenle alanin diizlem parg¢alarindan nasil kirindigi biliniyorsa ayritain
ortaya glkérdlél problem KGT de oldukgca iyi bir sekilde incelenebilir. KGT
kirinim katsayilarinin hesabini yapamaz fakat bunlari kullanir. Bu nedenle
cesitli fiziksel yapilara iliskin kirinim katsayilarinin baska yollarla
hesabi gerekir. Bu problemler ise ylizeyleri cesitli sinir sartlarini sag-
layan yaraim diizlemlerin kirinim katsayilarinin hesabina gdtiirlir. Ayrica KGT
yizeylerin egriliklerinin kirinima katkisini da veremez. Iste burada
Wiener-Hopf Teknigi yeniden &n plana ¢ikar. Bdyle birgok probleme iligkin
kirinim katsayilari bu teknikle ¢dziilmlstlr.

KGT nin son postulasi kirinim katsayilarinin agikc¢a bulunmasina
kolaylik saglayan "Kanonik Problem" kavramina gdtiirlir. Esas problem deni-
len bir kirinim problemine herhangi bir M noktasinda denk olan bir kano-
nik problem asagidaki iki 6zelli§e>sahip bir bagka kirinim problemidir.

1- M noktasinin sonsuz yakin bir civarinda kanonik problemin
fiziksel ve geometrik yapisi esas probleminkilerle aynidar.

2- Kanonik problemin asimtotik c¢dziim{iniin kgsin ifadesi acik bir
bigimde bulunabilir.

Buna gbre kirinim katsayilarini bulmak istedigimiz noktan1n~6te-
sinde geometriyi istedigimiz gibi degistirebiliriz. Bdylece fiziksel-geo-
metrik anlami olmayan soyut ylizeyler elde etmis olsak bile elde edilen

sonuglarin asimtotik olarak dogru oldugu varsayilmaktadir.




KGT icin gelistirilmis bulunan kanonik problem kavrami KFOT nin
dayandigi yilizey akimlarinin agik ifadesini bulmada da ¢ok yararli olmak-
tadir. KGT nin iyi sonug vermedigi bdlgelerde alan ifadelerini daha dogru
olarak etmede oldukca basarili olan KFOT mikemmel iletken bir ylizey lize-

rinde uyarilan akimin

seklinde oldugunu ve "Geometrik Optik Bileseni" adi verilen JO in da

- -
2n X Hi , aydinlik kisimda

Q ,» karanlik kisimda

ile verildigini kabul eder [4] El ise ylizeyin egriliginin, varsa ylzey U-
zerindeki ayritlar nédeniyle ortaya ¢ikan akimi temsil eder. O halde KFOT
ile alanin hesaplanmaSLTJ'l in bilinmesine baglidir. Ufimtsev, bu ikinci
dereceden akimin, ylksek frekanslarda kirinimin yerel oldugundan hareket-
le yarim dlizlemden gelen katki olarak kabul etmistir. Yine de Ei in tam
ifadesinin bilinmemesi alanin tam olarak hesaplanmasina imk3n vermez.
Fakat KGT nin kostik ve gdlge bdlgesinde hig¢ kullanilamamasi karsisinda
KFOT daha basarili olmaktadir.

Keller modelinin zayif tarafi ayrit yakinlarinda ve gdlge sinirla-
rinda gecerli olmamasidir. Ciinkii asimtotik ifadeler non iiniformdur.
Bu amagla da 60 li yillarda Kirinimin Uniform Asimtotik Teerisi gelisti-
rilmigtir [S]. Burada yapilan, ortaya ¢ikan kirinim katsayisina iliskin
integral ifadesinden uniform bir asimtotik formiil elde etmekten ibarettir.
Bu teori yakin tarihlerde anten problemlerine de uygulanmistir [6].

Wiener-Hopf Teknigi kartezyen geometriye sahip pek c¢ok problemde

daha ¢nce basariyla kullanilmistir. Kiiresel ve silindirik problemlerde



de soyut uzaylarda ifade edilen uygun kanonik problemler halinde yine
kullanilma olanagina sahiptir. Bu amagla agisal degiskenin (0,2m) araliga
yerine (-,o) araliginda degistigi kabul edilir. Bu sekilde integral doni-
simleri kullanma olanagi dogar ve ortaya ¢ikan problem Wiener-Hopf veya
Hilbert problemine ddnilistlrilerek ¢dzlilebilir. Kirinimin yerel karakteri
nedeniyle ylizey lizerinde ortaya c¢ikacak temel akimlar esas probleminkiyle
ayni olacaktir. Acisal degiskenin bdylece genisletilmis soyut bir matema-
tik uzaya kaydirilmasi fikrini difraksiyon probleminde ilk kullanan Clemmow
(1959) dur [7]. Bundan bagimsiz olarakda sdzgelimi Thomson ve idemen [8]
bu soyut matematiksel uzayi kullanarak kanonik problemlerin silindirik ve
kiiresel geometrik sistemlerde de Wiener-Hopf teknigiyle c¢dziilebilecegine
isaret etmis ve bu gesit birgok problemde ayrit etkisi incelenmistir.

Bu tezde iginden I akimi akan sonsuz uzun bir iletkenin olusg-
turdugu dalgalarin {ist tarafi milkemmel iletken, i¢ tarafi milkemmel manye-
tik iletken bir silindirik serit lizerinde olusturdugu akimlar hesaplan-
mistir. Bu sekilde bir fiziksel 6zelligi sahip ylizeylere soft-hard ylizey-
ler denmektedir. Hard 6zellik akustik teoride milkemmel yutucu bir malzemeyi
temsil eder.

Bu problemin ¢dzlimi tarihsel olarak, ortaya cikan Hilbert prob-
lemindeki matrisin faktorizasyonundan sonra miimkiin olabilirdi. Y&ntem ilk
olarak R. A. Hurd tarafindan ortaya atilmis, daha sonra Rawkins ve Williams
tarafindan gelistirilmistir. Rawkins ve Williams 1981 yilinda éazkonusu
matrisi faktorize etmislerdir [9]. G3riildiigi gibi bu tiir problemler elektro-
manyetizmanin ancak yenice ¢dziilmiis konulari arasindadir. KGT de bir ayrit-

tan kirinim olayi sadece o ayrittan gizilen teget diizlemin kirinima kat-
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kisi gibiele alindigindan ylizeyin egriliginin etkisini ortaya g¢ikarmak
miimkiin olmaz. Bu calismada ylizeyin egriliginin yilizey akimlarina etkisi
aciga cikarilmistir ve bu akimlarin dominant teriminin ardisik kirinim-
lari elde edilmistir. Bu sayede akimlarin ardisik yansimalarina iliskin,

dénlisim kuralinin ayni olmasi gerektigini ifade eden "idemen Ongdrisi"

analitik olarak kanitlanmistair.




BOLOM 1
PROBLEMIN FORMOLASYONU

1.1. ESAS PROBLEM

Sekil-1.1 de K ile gdsterilmis ve icinden w frekansli akim
akan sonsuz uzun ve z- eksenine paralel olarak yerlestirilmis kaynagin
olusturdugu dalgalar silindirik seride ulastigi zaman karmasik yapida
bir kirinim olayina yol acar. S&zkonusu problemde kaynaktan ses dalgala-
rinin yayilmasi halindé de elde edecegimiz bagintilar yine kullanilabilir.
Bu takdirde I kaynagin siddetini ifade eden baska bir fiziksel biiylikliik
olacaktir. K kaynagi +z ler ydniinde elektrik akimi akitiyorsa bunun o-
lusturdugu alanin (gelen alan) elektrik alan vektdri silindirik seride
ve kaynaéa paralel olacaktar. Zamana baglilak e_imt olarak alinirsa bii-
tlin alan bilesenleri EZ cinsinden yaz:ilabilir. Problemin yapisi silin-
dirik koordinatlari kullanmamizi gerektirdiginden sifirdan farkli bile-
senleri su gsekilde yazabiliriz:

7# Y

Sekil - 1.1. Problemin Geometrisi



(1.1.a) E = ulp,9)
P Sl 15
(l.l.b) Hp - iwu‘ja_q)
o 1 9du
(1.1.c) H¢ T

u fonksiyonu ise S ve K disinda her yerde

(1.2) (4 + x*)u = 0

denklemini saglar. Burada k dalga sayisini gdsteriyor ve bilindigi gibi
reel kismi daima pozitiftir. Fakat kirinim teorisinde ortaya ¢ikan Wiener-
Hopf problemlerinde bazi integrallerin iraksama prebleminden kaginmak ic¢in
k, pozitif bir sanal kisma sahip kompleks bir sayi olarak alinir. Bdylece
ele alinan problem aslinda bir miktar iletkenlige sahip ortamlar igin ¢&-
zilmis olur. Fakat bulunan sonuclar reel k lar igin de bir anlama sahiptir.
Dolayisiyla en sonda yeniden k y1 reel olarak yazabiliriz.

(1.2) denkleminden u yu ¢dzmek veya (1.1) le belirli alan bile-
senlerinin tegetsel bilesenleri demek olan akimlari bulmak igin asagidaki
kosullari gézdnline almaliyiz.

a- S lizerinde saglanmasi gereken sinir kosullari,

b- Kaynagin saglamasi gereken kosullar,

c- Alanin ayritlarda saglamasi gereken kosullar (ayrit kosullari),

d- Radyasyon kosulu.

a- Sinir kosullari: S in disbikey ylziniin mikemmel elektrik ilet-
ken, icbiikkey tarafinin da mikemmel manyetik iletken olmasi nedeniyle yiizey
Uzerinde elektrik ve manyetik akimlar olusacaktir. Yilizeyin normali n ile

- gosterilirse bu ylizeysel akimlar
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(1.3.a) ¥ anxiH
e
(1:3584 3\4 = - —r: X f

bagintisiyla bulunur. Bu durumda sinir kosullari su sekilde olacaktar.

(1.4.a) u(a + 0, ¢) =0 ¢e(0,8)
(1.4.b) -%5 ula - 0, ¢) = 0 c(0,8)
Iy (9) $e(0,8)
(1.4.¢c) u(a + 0, ¢) - u(a - 0, ¢) =
0 ¢¢(0,8)
3(4) 6e(0,8)
(1.4.d) g—p [ula + 0, ¢) - u(a - 0, §)]=
0 ¢¢(0,B)
Burada elektromanyetik alan halinde 3 = - ique olup Je elektrik akim yo-

gunlugudur. Iy ise manyetik akim yogunlugunu gdstermektedir.
b- Kaynaklar, dalga denklemine bir kaynak terimi olarak sokula-

bilecegi gibi "sinir" kosullariyla da karakterize edilebilirler. Bu kosul-

lar gdzdniline alinan problemde
(1.5.a) Gbe 0. @Y MIE- B 8 at.
(1.5.b) %5 [ulb + 0, ) - u(b - 0, $)] = (I'/b) &4 - ¢,)
seklinde olacaktir. I' kaynagin siddetiyle orantili bir biyiiklik olup
elektrik akimi akmasi halinde I' = - iwpI dar.

c- Ayrit kosullari alan bilesenlerinin ayritlar civarinda na-
s1l davrandigini ifade ederler. Bunlar ortaya c¢ikan problemin cézﬁmﬁnﬁn

tekligini garanti ederler. A ve B ayritinda saglanmasi gereken bu kosullar

(1.6.a) u(a,¢) = 0[(-a¢)l/4] 6> -0
(1.6.b) —33 (a,9) = 0[(-a$)®/™] ¢>-0
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(1.6.¢) ula,$) = o[a($ - B) o ~ B+

(1.6.4) 2 ua,8) = ofats - &M ¢~ er

olarak verilmislerdir [;3]-
d- Radyasyon kosulu dalganin sonsuza giderken nasil bir davra-
nisa sahip oldugunu ifade eder. Sommerfeld radyasyon kosulu denen bu ba-

gint1 iki boyutlu dalga icin

(1.7) fr_»‘(-g—Eu-iku)+o p >
seklindedir.

GSriildligl gibi problem karisik bir sinir deger problemidir.

Bu sekilde ortaya konulmus problemin analitik ¢ozimini bulmak
mimkiin degildir. Fakat bizim icin dnemli olan kesin analitik ¢dzimi de-
gilde yiliksek frekanslarda gegerli bir asimtotik ifadelerdir. Cok yliksek
frekanslarda dalgalarin sagilmasinin KGT ye gdre yerel bir karakter gbs-
termesi bu tlir ¢dzlmlerin elde edilmesini mimkiin kilacaktir. Burada yik-
sek veya ¢ok yliksek frekans kavramina agiklik getirilmesi gerekmektedir.
Mutlak olarak bir yliksek frekans kavrami kendi basina anlamsizdir. Séz
gelimi optik frekanslar yliksek sayilabilir ama birka¢ mikronluk sacici
bir cisim icin bu ¢dzilim ydntemini yine kullanamayiz. O halde sagici cis-
min, dalganin dalga boyuna oranla c¢ok cok biiyiik olmasi gerekir. Sdyle
bir kabul yapabiliriz: Sagici cismin geometrik parametreleri dalga boyun-
dan g¢ok g¢ok biiylik ve alanin asimtotik agiliminda ikinci dereceden terim-
ler baskin terim yaninda tamamen ihmal edilebiliyorsa cok yiiksek frekans-
lar bdlgesindeyiz diyebiliriz, Biz pratik olsun diye k sonsuza giderken
diyerek bir belirsizlikten kurtulacagiz. Clinkii bu takdirde asimtotik
acilimdaki ikinci dereceden terimler tamamen atilabilir demektir. Bu tak-

dirde kirinimin yerel karakterine dayanarak acisal degiskeni (-e,®) araligina
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genisletiriz. Bu takdirde elde edilen esas probleme denk kanonik problem,
A ve B arasinda cgok yliksek frekansli olaylar sonucu olusan akimlarin ay-

nisinl verir.

1.2. DENK KANONiK PROBLEM
Bu sekilde genigletilmis uzay kavrami sayesinde problemin ¢d-
ziminde yeni bir adim atmak mimkiin olur. Bunun icin alanin asagidaki ifa-

desinden hareket edilecektir:

K—

o]

! A(v)JIvl(kp)e‘

-0

1B V) + oD kple™ay  a<p <

-0
Lo

' 3 D(V)Hil)(kp)e_iv¢dv 0>b

A, B, C, D heniliz bilinmeyen fakat daha &nce yazdigimiz kosullar tarafin-

lv¢dv 0<a

s

(1.8) u(p,9) =

dan belirlenecek olan hiiylikliklerdir. Bu ifadeyi (1.4) ve (1.5) olarak
verilen sinir ve kaynak kosullarinda yerine koyar ve ortaya cikan integ-

rallerin simdi ters Fourier d&nilislimlerini alirsak su bagintilari buluruz:

(1.9.a) B G0 + {0 = 9w + A
(1.9.b) AT G = ) # Byt

(1.9.¢) BHil)(x) + caiZ)(x) - AJIvI(x) = Pl(v)
(1.9.4) BHil)'(x) + cniz)'(x) - AJivl(x) = P,(v)
(1.9.6) @ - 3PNy - Py = 0

(1.9.£) ® - By - @' () = (1r/2myre Ve

(l.g.g) x = ka y = kb
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Burada su biiyliklikler tanimlanmistir:

R R ive
(1,109 wl o S u(a+0,9)e” ""do
(1.10.b) w; = z—lﬂ I sCann,pre- Y 9825,
B8
(o] .
(1.10.¢) ¢; =-§%E / %3 u(a—0,¢)elv¢d¢
B 3 T8 iv(¢-B)
(1.10.d) Yy = 5 é-gg u(a-0,¢)e do
B .
(1.10.e) P = S gy(9)e™
o
B
(1.10.f) P, =5 [ J()eV0ag
o}

Bundan bdyle daima su notasyonu kullanacagiz. + list veya alt indisli
fonksiyonlar bagimsiz degiskenin kompleks st yarim dizleminde regiiler,

- ler ise alt yarim diizlemde regliler olan fonksiyonlari gdsterecektir.

Bu regiilerlik keyfiyeti Fourier ddniislimiin: Snemli bir &zelligidir.

(1.1Q) daki P ler ise bu degiskenin bir tam fonksiyonudur. Bu regiilerlik-
6zellikleri biraz sonra karsimiza glkacak olan Hilbert Probleminin ¢d-

ziminiin -bilindigi gibi- piif noktasini olusturmaktadir.

1.3. KANONIK PROBLEMIN BiR UC PARCALI MATRiIS HiLBERT PROBLEMINE INDIRGENMESI
(1.9) ve (1.10) sistemiyle ifade edilen problemde bir cok bilin-
meyen gozikmesi aldatici bir gdriinim olup esas olarak tek bir bilinmeyen
vardir. Bu.problemin ¢&zimi icin Snce bu sistemde gdziiken A, B, C, D
biiylkliiklerini elimine edelim. Elimizde iki denklem kalir ve bu da asa-

gidaki gibi yazilabilir:
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P -1 - ~ 4+ - T "
5 RS 3 1 Py “
T ) -
(L.IEa) ( e B U + (iT/x)
i s =
8 . +
-Hv (X) vl LwQ- LwQ- LPQJ }:
o BV dve
(l.ll.b) T = EEI'—TTT——— e
Hv (x

Bu ise bilindigi gibi bir modifiye Hilbert problemidir. Sag tarafta P
tam fonksiyonlari olmasaydi buna Hilbert problemi denir. Fakat P lerin
varligi nedeniyle bu {i¢ parcali diyebilecegimiz bir Hilbert problemi
tipindedir ve ana fikir (reglilerlik Szellikleri) ayni kalmakla birlikte
farkli bir yaklasimla ¢dzlilebilir. Bilindigi gibi Hilbert problemi
(1.2) Gt 4 F = g

seklinde olup genel clarak + ve - ler kapali bir bdlgenin iginde ve
diginda (veya reel eksenin altinda ve listlinde) regiiler olan fonksiyon-
lardir ve sinirda (1,2) bagintisini saglamaktadirlar. Ornegimizde bu
iki bélge list ve alt yari y-dlizlemleridir. Eger G yi biri st yari
dizlemde regliler ve sifirsiz (G+)'di§eri alt yara dlizlemde regililer ve
sifirsiz (G_) iki fonksiyonun carpimi olarak yazabilirsek (faktorizas-
yon problemi), sonra her iki tarafi G_ ile bdlip sag sarafta ortaya
¢ikan terimi de + ve - iki fonksiyonun toplami olarak yazariz (dekom-
pozisyon problemi). Bu esitlik ancak ve ancak + ve - fonksiyonlar kendi
aralarinda (eklenecek keyfi bir tam fonksiyon disinda) esit olursa sag-
lanir. Birgok halde bu tam fonksiyon F* lerin asimtotik davranislarinin

bilinmesi ile tek bir sekilde belli olur. Bdycece iki pargali skalar

bir Hilbert problemi ¢&zlilebilip.
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1.4. MATRiS VE UC PARCALI OLUSUN ORTAYA CIKARDIBI GUCLUKLER

Bizim Srnegimizde iki farklilik gd&ze carpmaktadir. Birincisi
faktorize edilecek G fonksiyonu skalar olmayip bir matristir. Ikincisi
sag tarafta ek olarak tam fonksiyonlar da vardair.

Skalar bir Hilbert probleminde hem faktorizasyon hem dekompo-
zisyon birer integrasyonla elde edilebilir. Matris Hilbert probleminde
dekompozisyonda bir glicliik olmayip yine bir integrasyonla basarilabilir.
Fakat faktorizasyon logaritma iglemiyle yine dekompozisyon problemine
dénlstlrildiiginden ve matris carpimi genel olarak komiitatif olmadigindan
faktorizasyon genel halde miimkiin degildir. Bizim problemlerimizde de bu
faktorizasyon yapilamaz. Ancak problemin yiliksek frekanslar igin gegerli
¢Sziimiini aradigimizdan dnce (1.11l) i asimtotik olarak deZerlendirecek
ve ortaya c¢ikan matrisin 8zel bir bigime uymasi nedeniyle faktorizasyo-
nunun mimkin oldugu gdriilecektir.

Hilbert probleminin sag tarafinda fazladan tam fonksiyonlarin
ortaya c¢ikmasinin yarattigir iki gliclik daha vardir. Bu terimlerin var-
1181 nedeniyle modifiye veya {ic parcali Hilbert problemi denir. Cilinki
simdi bu fazladan P ler icinde de bilinmeyen u fonksiyonu vardir. Eger
bu skalar bir modifiye Hilbert problemi olsaydi, P nin eliminasyonu ile
kuple bir inhomojen Fredholm integral sistemine ddniistiiriilerek ¢dziile-
bilirdi [10, ll]. Goriliyorki {ic parcali problemde faktorizasyondan
hemen sonra ¢&zlm bulunamamakta ayrica bir Fredholm integral sistemini
de ¢dzmek gerekmektedir. Bu nedenle {ic pargali problem ek gﬁglﬁkler.ge-
tirmektedir. Ug parcali matris probleminin yarattigi ikinci sorun tek
bir faktorizasyonun yetmemesi biraz sonra c&ziim sirasinda da gorililecegi
gibhi G = G,G_ gibi bir fakzorizasyondan sonra bir de G = G; G! gibi

ikinci bir faktorizasyonun gerekli olmasidir.



ey o

Goriilliyorki skalar bir Hilbert probleminden farkli olarak bir l¢ parcali

Matris Hilbert Problemi hiiylik gligliikler ortaya c¢ikarmaktadir.

1.5. HIIBERT PROBLEMININ ASIMTOTiK FORMU
Baslangigtan beri:yiiksek frekanslar icin ¢dzlim aramaktaydik. Us-

telik ortaya c¢ikan Hilbert problemi de bu sekliyle g¢é&ziilememektedir. Bu

nedenle dnce k nin ¢ok biliylik degerleri icin bazi basitlesmelerden yararlan-

mak amaciyla (1.11) de gdriilen Bessel ve Hankel fonksiyonlarini her

bdlgede gecerli olan Debye yaklasimlari denen asimtotik formlariyla de-

gistirelim:

iv(tanex—ex)

(1.12.2)  HPGo0 & (2/mxsing )2 e _-in/

1 —1v(tan8x-ex)

=172
5 =

(1.12:8) J (x) H(2)(x) ~n (2mxsing ) eiﬂ/q
Vv V X

(132 coseX = v/x

(1.17 &) Reex e (a,m

Bunlar yerine konur ve yeniden diizenlenerek yazilirsa
(1.13.a) 6 +Byf) =P+ s

denklemi elde edilirki burada

1 1/K

(1L.X3.8) G

]
P
U % §
<
'
Il
x
N
|
<
N
Il
e
<
N
|
b3
N

(1.13.¢) K

+
L1
(Lizd) ¢ e
—ixy?t
2



=

lyl
(1.13.e) p =
L-ixwz_
Pl
(1339 P =
L-iXPz_
Q
(1.13.g) S=T
:
yazilmistir.

G3riilliyorki karekdk fonksiyonun kesimlerinin de ayrica belir-
tilmesi gerekir. Problemin yapisindan en uygun kesimin Sekil-2.2 deki

gibi olmasi gerektigi anlasilir. Daha sonraki bdliimde kullanilacak bir

{my
‘L
=My )2
B ¥
x>
» Rey

-

w ||~z

i~ |

Sekil - 2.2. K(v) niin dal noktalari ve kesimleri

integral hesabi icin bu kesim &zellikle reel eksene dik alinmis
ve kolay referans icin integrasyon ydnleri ayrica isaretlenmistir. Su
andaki amacimiz igin kesimin +x (-x) den +» (-®) a reel ekseni kesmeyen

herhangi bir yoldan gitmesi yeterlidir.



=8 -

1.6. BIRiNCi VE ikiNCi FAKTORIZASYONUN HURD-WILLIAMS-RAWLINS YONTEMIYLE
BULUNMASI
S5zkonusu Hilbert probleminin ¢dzilimlinde bilindigi gibi en Snem-

1i adim (1.13.b) ile verilen G gekirdek matrisinin

[ w][¢fw] T

(1.1 4) G(v)

(1.1%.b) av) = [dFw][ew»m] ™t

olacak sekilde iki faktorizasyonunun bulunmasidir. Birinci faktorizasyon
bulunduktan sonra ikincisi, matrisin &zel bigimi nedeniyle kolayca bulu-
nacaktir.

Sekil-2.2 de G nin elemanlar:i olarak K ve 1/K nin kesim cizgi-
leri gésterilmistirf ¢ st yari diizlemde regliler oldugundan tek tekil-
1igi -x teki dal noktasi, G nin ise +x deki dal noktasidir. Karekdk
fonksiyonunun G6zelligi ise kesimin {ist ve alt tarafinda ters isaretli
olusudur. G alt yari diizlemde regliler oldugundan kesimin altinda ve ls-

tlnde ayni degere sahiptir. O halde (1.1%.a) nin c kesiminin {istiinde ve

altindaki degerlerini yazarsak

(1.15.a) [etv], = [T ][]t

(1.15.b) [atv)], [G'(v)][G*(v)],Zl

u lst, £ alt taraftaki deferleri belirtiyor. Bunlar arasinda G yok edi-

lirse
(1.16) [ o], = e Hlew], [efwn],

bulunur. Kesimin {stlinde karekdkiin + degeri alinirsa alt tarafta - ola-

caktir. Bu sekilde G nin % alt indisli ifadesinde K yerine -K gelmis

olacaktir. (1.16) agikca yazilirsa
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0 -1/K(v)
+ +
(1.17) [c"(v], = e (v)]g

K(v) 0

Bu son denklemi ¢’ nin [gzj] bilesenleri cinsinden yazabiliriz.

(1.18:a) (gil)u =~ (g;l)z/K
(1.18.b) (8150 == (g7,), /K
(1.18.c) (g;l)u = K(g’il)2
(1.18.d) (g),), = K(g7,),

Bu denklemlerin ilk ikisiyle son ikisi ayni yapidadir. Demekki c¢dzilmesi

gereken sistem artik

(1.19.9) (Ml)u - (Mz)i/K

1.39.6) (M)

- K(Ml)z

sekline inmistir. Bunlar c kesim ¢izgisi iistlinde tanimli kuple bir sis-

temdir ve bu son iki baginti taraf tarafa carpilip bdliinerek ve

(1.20.a) N, = MM,

(1.20.b) N, = M, /M,
yazilarak

(1.21 =) (Nl)u = - (Nl)l
(1.21.b) ) (), = - 1767

seklinde dekuple edilebilir. (1.21.a) nin ¢S zlmiintin

(1.22) N, (v) = e P
kK + v

oldugu gériilmektedir. Simdi (1.21.b) nin bir Szel ¢dziminl bulmaya cali-

salim. Bu bagintiyi
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(1.23.a) [(N2)u(/ 2k + Vv + KW v+ K] [(N2)2(f2k'- YV + K)(- /Y VFK)]=1

seklinde dlizenleyelim. Bu yazis bigiminden de anlasilmaktadir ki ilk
parantez / Vv + k nin Cu da ikincisi ise Cy deki degeridir. Yani bu son
baginti aslinda huh2 = 1 seklindedir. Bunun ¢dzimi ise h = 1 oldugundan
(1.21.b) nin bir Szel ¢&ziiminiin

i 1
Yv+ki/2k + /v +R)

(1.24) Nz(\)) =

oldugu bulunur. Buradan da

(1.25:a8) M (V) = v/ NN, = {(k + V) [Vox + /Vx + \)J}'l/2
(1.25.b) M, (V) = - le/N?_ = (/T + /K& O)H?

son bagintida karekdkiin pozitif isaretlisi (1.18) bagintilarini saglama-

digindan alinmamistir.

Bu Ozel ¢d6zlim bulunduktan sonra (1.19) un genel ¢dzlmi M, ve M, yi
1.26. -0
g a) (Ml)u (Mz)l
1205 = y
( b) (MZ)u (Ml)l

ile carparak bulunabilir. Bu son baZintilar ise

/2

(1.27.a) ﬁl (c+ 0"

% $0 0 k-4 02

]
|

(1.27.b)

tarafindan saglanir. (1.18) sisteminde bdyle iki denklem oldufundan ikin-
cisi iginde n yerine m koyarak et tamamen belli olur. Bu sekilde eldel
edilen matrislerin determinantlarinin sifirdan farkli ve kendi bdélgele-
rinde kutuplarinin bulunmamasi icin n-m tek sayi ve m*n=1 olmalidair. O

halde n=0, m=1 secerek (m=0, n=1 farkli bir sonu¢ vermez) faktorizasyon

tamamlanmis olur.
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Fakat matrisin tesadiifen G-l = G/2 olmasi nedeniyle ikinci fak-
torizasyon da hemen bulunmus olmaktadir.
Sonug olarak bu iki faktorizasyon

#\-1 -

(1.28.a) G=(C) "G

(1.28.b) TR

seklinde olup burada

(1.28.c) y=ylv)=2x+/x+ W2

olmak lzere

SR+ Vv - 1y

(1.28.4) ¢ =

Y 1/yv/ x + Vv

Moty ~ Ky i 5 R SR
(1.28.e) G =

Y+ v/ x - vy Y&~ 3y v 2%

dir. BSylece iki farkli faktorizasyonun bulunmasiyla &nemli adimlardan

biri gerceklestirilmis durumdadir [9].

1.7. HILBERT PROBLEMININ BiR FREDHOLM INTEGRAL SiSTEMINE DONUSTURULMES 1
Faktorizasyon basarildiktan sonra (1.13) bagintisiyla verilmis
olan Hilbert problemindeki G gekirdek matrisi iki ayri sekilde faktorize

edilmis olarak yazilir. i1ki G© ikinci G~ carpilip

(1.29.a) Sy + o Frughe R,

(1.29.b) ¢F(e™™ y7 4 ¢y = & B(GTRr2 £ R
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olarak yazilabilir. Burada

-1
(1.29.¢) R, = T/Y

(x + w72

(1Y +Y/Vx - Vv
(1.29.4) R;= T/2

Y/k - 1/y V' x+ v
konmustur.

(1.29) sistemi su sekilde ¢dzilebilir [lO]: P tam fonksiyon ol-
dugundan ¢'p st yari diizlemde, G P ise alt yari diizlemde regiilerdir.
Blitiin karisik cinsten fonksiyonlari + ve - fonksiyonlarin toplami olarak
dekompoze edersek (1.29) sistemi ddrt ayri integral denklemine ayrisir.

Karisik, yani ne + ne de - olan bir fonksiyon ise bir integrasyonla

(1.30.a) £ tv) = (1/2n1) f-§§%l v w20
(1.30.B) g=f _¢

geklinde dekompoze edilir. Bu islem yapildiktan sonra + ve - fonksiyonlar

- kendi aralarinda esitlenecektir. Ortaya c¢ikan tam fonksiyonlar ise

(1.31.a) v w’; = o(v™ 5/ o
\) -»> 00
(1.3Lb) ¥, ¥y = 0V

asimtotik davranislari nedeniyle sifir olmalidir. Bu dért denklemden P

leri bulundurmayan iki tanesi

S 2 © - + itB
(1.32.a) Gy (W) = Q(v) + (1/2mi) f & (i)‘f ff)e Imv <0
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(1.32.b) ¢y vy = Qv - (zemi) S 2 TG’:(\T)N’ (0) Imv >0
dir. Burada

= o R (1)
(1.32.c) Ql = (- 1/2mi) [ s dt Imv <0

o R (1’)e—iTB

e 2
(1.32.4) e i e v Imv >0
konmustur.

R lerin dolayisiyla Q larin bilinen fonksiyonlar olmasi (1.32)
sisteminin inhomojen bir Fredholm integral sistemi oldugunu gdsteriyor.
Bu tlr bir sistemin avantaji ardisik yaklasimlarla ¢dzmeye elverisli ol-
masidir. Fakat dnce (1.32.c-d) integrallerini agikca hesaplamamiz gereki-
yor. R lerin agik ifadesinden gdzliktiigli gibi bu integralleri analitik o-
larak elde etmek milimklin degil, clinki Hankel fonksiyonlarinin oranini ige-
riyorlar. Fakat hep asimtotik ¢dziimlerle ilgilendigimizden bunlarin asim-

totik degerlendirmesini yapabiliriz.

1., 8 Q; NIN EYER NOKTASI YONTEMiYLE DEBERLENDiRILMESI VE PROBLEMIN

IRDELENMESI

Asimtotik formunu arastirdigimiz integralin agik ifadesinide

goziiken Hankel fonksiyonlarinin (1.12) deki asimtotik formlari yerine

konarak
- - ETECT)
(1.33.a) - (Il[2 : . g 1/2 e
Ql i) f (aSLnex/b31n6y) <?T?7(?:57 Im v < 0‘

(1.33.b) f(t) = t 2 =
) = tanf_ 8, + 6, - tand + ¢

olarak yazilir. Bu integrali eyer noktasi ydntemiyle bulmak icin &nce

eyer noktasini
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(1.34,a) [z£(c)]* = e P Y 0

bagintisindan buluruz. Karisik fakat basit bazi trigonometrik hesaplardan

sonra

(1.34.b) g - XSian

(1.34%.c) Gx-= ni2d = wke[O,nl
(1.34.d) O, = /2 -4 + ¢, e[0.1]

buradan da

(1.34.e) v el- /2, 1/7]

olmasi gerektigi bulunur. Aslinda iki eyer noktasi olmakla birlikte (di-
geri ilkinin ters isaretlisidir) ikincisi sonsuzdan gelen dalgaya karsi
geldigi icin fiziksel bir anlama sahip degildir.

(1.34.e) sarti gerceklenmezse hi¢ bir eyer noktasi olmayacaktir.
Sekil-1l.1'e bakilirsa bunun fiziksel olarak kaynagin A ayritini dogrudan
aydinlatmadigi durum oldugu gdriiliir. EZer Q; nin agik ifadesindeki Hankel
fonksiyonlari i¢in ayri islem yapilirsa tek fark listel fonksiyonun fazinda

(1.35) O > B -0,

degistirilmesi yapilmasi gerekir. Bu durumda Q; ya iliskin eger noktasi

(1.36  p e
) Ty = xsingg

olacaktir (Bkz.Sekil-1.2). Buna gdre yine B ayritinin kaynak tarafindan

dogrudan aydinlatilmamas: halinde eger noktasi olmayacaktir.
Gériliyorki matematiksel olarak da kendini acikca ifade eden

bu durum, fiziksel olarak ayritlarin kaynagi dogrulan dogruya gériip gdr-

memesine gore problemin irdelenmesine gdtiirmektedir. Olasi ddrt durum ve

asimtotik analizle ilgili parametreler Sekil-2.3 de gésterilmisgtir.
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Sekil - 2.3
Bu farkli duruma karsi diisen su ddrt ayri problemin ayri ayri incelen-

mesi gerekir.
a) Vs Vg €L = [- m/2, n/2]
b)wkeL,q;]'(pr
)y €L, Y €L

) Y, Y £ L

Bunlarin kirinim agisindan ortaya g¢ikardigi sonuglar daha
sonra goriilecegi gibi ayrit ve ylizey difraksiyonu kavramlaridirKaynak
tarafindan dogrudan aydinlatilan ayritta ayrit kirinimi olusur. Aydin-
latilmayan ayrit varsa kaynaktan gelen dalga ayrita ulasamaz ylizeye

teget olarak carparak ylizey kirinimi denen olayi yaratir.
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Ortaya ¢ikan kirinimlar yukarida sdzli edilen olaylari ayri ayr:i
incelemeyi gerektirecek kadar nitelik olarak farklilik g&stermediginden,
1em ayrit hem ylizey kirainiminin birlikte gdriildigi b sikkinin incelenmesi
jeterli olacaktir. Ciinki bu sikkin ele alinmasiyla her iki kirinim analiz
2dilmis oldugundan digerleri ortaya c¢ikan bu kirinimlarin Szel halleri
olacak, bdylece ayrit ve ylizey kirinimlarinin mahiyeti anlasilmis olacaktir.
falismanin bundan sonraki kisimlarinda hep bu hal ig¢in hesaplar yapilacak -
cins

Bu durumda QI icin eyer noktasi var oldugundan (1.34) baginti-

lary (1.33) te yerine konursa

ikRk xcost,bk

(1.37) (W) ~ (x'/2m/ 2m)(e  “//KR) YT ) o —0)
K

[x(l+sinwk)]_l/2

bulunur.

9 Q2 NIN REZIDU YONTEMIYLE DEGERLENDIRILMESI

Bunun agik ifadesi

1.38) Q (V) == [ e —— Imv >0
T - KD (o) o

Y/~ 1y x+T T

olarak yazilirsa eyer noktasinin olmamasi nedeniyle integrandin kutupla-
rinin bulunmasiyla asimtotik ifadesinin elde edilebilecegi gdériiliir. Ciinki
integrand alt yari dlizlemde yalnizca Hankel fonksiyonunun sifirlarindan

gelen tekilliklere sahiptir. O halde Jordan ve Rezidi Teoremlerine binaen

bu integral -2mi kere alt yari diizlemdeki rezidiilerin toplamina esittir.
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Oysaki {istel fonksiyonun varligi nedeniyle bu terimler, rezidiiler reel
eksenden uzaklastikga listel olarak sdénmektedir. Demekki dominant katki
reel eksene en yakin rezidiiden gelecektir. Oyleyse Hankel fonksiyonunun
reel eksene en yakin sifirini bulmaliyiz. T » - T ddnlisilimiiyle bu integral
lst yari dlizleme tasinabilir. Hankel fonksiyonunun ilk {¢ sifirinin dege-
ri

g =i/ 2inT]3
2 e

(1.39) vnmx+x n=1,2,3

F 4
olarak bulunur. Bu ifade Hsl)(x)/Hgl)(x) in asimtotik serisinden yarar-

lanarak bulunmustur. Goérildigi gibi bu ilk sifir v, v x olarak alinabi-

1

ix(v b2—a2/a-6x)

lir. Bu deger (1.38) de yerine konursa

(1.40) H, (y) v (2/Ty /l_az/bz)l/z s 7L
1

Sekil-2.3.b den de

(1.40.b) ex = arccos(a/b) = ¥ MOK

aoldugu goériilmektedir. 0 halde

-1/4
ik(R]'<+'M§) 2(2x)
(1.41)  Q,(V) v ' X

Tiv 2kRk Hv (x)(v + x)

1 (2x)

e-ln/u

-3/4

bulunur. Nokta Hankel fonksiyonunun v ye gdre tlrevini gb&stermektedir.

1.10. BIiR LEMMA

Bu bdliimden sonra birbirinin asagi yukari aynisi olan bazi in-
tegrallerin asimtotik degerlendirilmesiyle ugrasacagiz. Sik kullanildiga

1cin kolay referans olasi icin bunlari asagidaki Lemma icinde gdsteriyoruz.
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im/y4

. (o]
b)) Pt & Pltend sl e (s lx|£1)% x

L+

% g e—Btlxl £ (x + it]x|)|x|idt
{istel fonksiyonun bicimi integrale dominant katkinin t nin ancak sifir
civarindaki sonsuz kiiciik b3lgesinden geldigini gdstermektedir. Dolayisiyla

bu son integralin [xl + o jcin degerlendirilmesi

(1.44.c) fve e BtlEl g o (g)x])?2 ED
o

seklindeki Euler integrali ile yapilabilir. (l.u44.b) ve (l.4l4.c) yardimiyla
ilk baginti kanitlanir. ikinci baginti da tamamen ayni sekilde gdsterilir.
Son iki baginti, integralleri, bu kez alt yari diizlem lizerindeki kesim
izerine tasiyarak ve ayni islemleri tekrarlayarak bulunabilir. Fakat en

kisa yol ilk iki integralde T = - t donilislimli yapmaktar.

1.11., FREDHOLM SISTEMININ COZUMU

Simdi artik (1.32) ile verilen integral sisteminin asimtotik
olarak ardigik yaklasimlara gerek olmadan tam ¢dzimlinli elde edebiliriz.
Eger bu sistemin ardisik yaklasimlarla asimtotik degerlendirmesini yap-
saydik dominant terimlerin ardisik kirinimlarini elde ederdik. Fakat bu
ardisik kirinimlara iligkin sonsuz terimin hepsi Lemma-1 den yararlanarak
bulunabilir. Once Lemma'nin sartlarinin saglanmasi i¢in integralin iginde

Lo -+ : & : .
gozlken G~ leri bu sartlar saglanacak sekilde (1.28) i kullanarak yaza-

biliriz, (yani G = G+G, ¢t = 676/2) sonra Lemma'y1i kullanarak su integ-
ral

= +31 + iB +
(1.45.a) J G6(1) e"lts £(rt)dT v - e % MF (tx)

-
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Q it/ x
(1.45.b) M= MQB) = ,r§ﬁ7éweiw/u
v x/8 0

»agintisini yazariz. Bdylece integral sistem lineer bir cebirsel sisteme

1ontglir:

(L36.2) G (WY (W) v Q) + & et tailsukts - )

(1.48.5)  GT (WY (W) v QG(V) & (=M BX T (=x)/umity + x)

flk denklemde v = - x ikinci v = x yazilir ve ¢dzlliirse
- & i < 21-1 iRx
(1.47.a) P(-x)=[I-e AB,/x"] (A, ~ " AB./x)
+ = - 33BN e igx
(1.47.B) ' (x) =[I -e ByA,/x"] T(By —e™"" BoA, /%)

elde edilir. Burada

(1.47.¢) A

L= [EE0]™ Q-2

(1.47.4) A

[6™(-] 7" cFlxomzumi

(1.47.e) B

(e ] ™ Qb

(1.7
f) B,

]

[6* (0] ™} ¢ (-x)u/emi
konmus olup ayrica basit bir hesap sonucu da

,S/4 3[4 DN 1k
(1.47.g) &hix) =

23/4 x1/4 2—5/4 X-3/4
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BOLOM 2
ARDISIK KIRINIMLARIN YOZEY OZERINDE OLUSTURDUGU AKIMLAR VE
FIZIKSEL YORUMLARI

2.1. AKIMLARIN INTEGRAL IFADESI
Bir &nceki bdliimde probleme karsi dliisen Hilbert problemi ¢dzlil-
mistl. Bunun sayesinde her noktadaki alan bulunabilir. Fakat biz yalnizca

yuzey ilizerinde olusan akimlarla ilgilendigimizden ve bu akimlar da

(2.1.a) 34) = TS S ¢e[0,8]

—00

—1wuaJe

bagintisindan hesapla:rdigindan P yi hesaplamamiz yeterlidir. (1.13) den

P gekilerek yukarida yerine konursa

(2.2.a) Gm - £ 8 V%0 4 1 B VPP () « e Wy () Ty
0 1/K(v)

(2.2.b) H(\)) =
K(v) 0

bulunur, Aslinda H yerine G cekirdek matrisi vardi. Fakat Jordan ve rezi-
di teoremleri kullanilirsa G nin *¥1 olan elemanlarinin integrasyonu si-

fir olur ve yukaridaki baginti kalir. Bu bagintidaki biitlin biyliklikler
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bilindiginden akimlar hig¢ olmazsa bir integrasyonla verilmis olmaktadir-
lar. Bu integrasyonlari hesap etmek ve bunlar igin agik ifadeler vermek
imk3dnsi1z gorilniliyor. Ancak yiuksek frekanslar icin ¢dzliimler aradigimiz-

dan bunlari asimtotik olarak degerlendirmek uygun olacaktir.

2.2. AKIMLARIN ASIMTOTIK IFADELERI

Yukarida verilen akimlara iliskin integrallerin hepsi daha &nce-
ki b&llimlerde hesaplanmis bulunan tiplerdir. Ornegin ilk integral Hankel
fonksiyonlarinin oranini kapsiyor ve gegen bdliimde (1.8 ve 1.3) bunun
i¢cin bir ifade verilmisti. Ikinci integral icin ise Lemma 1'in biitilin
sartlari saglandigindan(1l.45) formlili dogrudan kullanilabilir. O halde

hi¢ bir hesap yapmadan akimlarin acik ifadesini derhal yazabiliriz:

(2.3.a) J = Jo+Jd, +d,=d_ + M(PY (=x) — M(B-¢)\v+(x)

3 2
o —‘i\)(¢“¢ )
(Z.3:h) J, = ! (2)(1'/2171) H\()l)(y)/ﬂf)l)(x) e g dv
0 i/ x
(2.3.0) 3, v &M e (3~ o BE g B It) " x
E 0
X (Al— eiBX A2Bl/X)
0 i x
(2-3.d) J2,\'_eiﬂ/4 ,——2'"/(8’(1)) eiX(B—¢) X
v x/(8-9) 0

x (I - g21Bx BzAQ/xz)'l(Bl'_ o1Bx B,A, /x)

Gdriiliiyorki J, ve J, akimlarinin asimtotik ifadesi ayritlara ¢ok yakin

noktalarda kulla}ulamaz durumdadir. Yani tniform olmayan bir asimtotik



i =

formiil elde ettik. Uniform bir asimtotik ifade bulmak Kirinimin Uniform
Asimtotik Teorisi bakimindan ilging olabilirdi. Ancak integral iginde

+ -

G fonksiyonlari goriildliglinden bdyle bir ifade bulabilmek hig¢ de kolay

gérinmiyor.

2.3. AKIM BILESENLERININ FiZiKSEL YORUMU

Bulunan akim bilegenlerinin fiziksel yorumu (2.3) ile verilen
akimlarin herbir bilegeni teker teker incelenerek yapilacaktir. Goriildigi
gibi Jl ve J2 ikigser terimden olusmaktadir. Her bir terim ise sonsuz te-
rimii geometrik bir dizinin toplamidir. Bunlarin yorumunu kolayca yapa-
bilmek igin KGOT den elde ettigimiz su iki Szellik kullanilacaktir:

1- Akim ifadelerindeki tekil noktalar alanin kirinima ugradigi yer-

lerdir.

2- Isinlarin izledigi yol faz terimlerine bakilarak anlasilabilir.
Clinkii KGOT ye gdre bir P noktasindan Q noktasina giden 1sinin fazi yol
farki x dalga sayisi kadar degisir. O halde yalnizca faz terimlerini
kontrol ederek alan bilesenlerinin hangi yolu izleyerek o noktaya geldi-
gini anlamak miimkiin olur. Akimlar ise alanlarin tegetsel bilesenleri ol-
dugundan ayni kurallar gecerlidir.

Incelemede gegen biiyliklikler Sekil-2.1 de gdsterilmistir.

Sekil - 2+1. incelemede kullanilan geometri ve biiyiikliikler
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Js AKIMI: Ilk dnce Jo teriminden baglayalim. Bu integralin asimtotik
ifadesi (1.8) ve (1.9) bagintilariyla verilmisti. Oradaki irdeleme KN
dogrusunun ylizeyin normaliyle yaptigi aciya gdre, yani bu noktanin kaynak
tarafindan dogrudan aydinlatilmasi veya aydinlatilmamasi durumuna gdre,
iki farkli ifade ortaya gikarmisti. Bu ise ayrit ve ylizey kirinimlarina
karg: dlislyordu. Zaten Sekil-2.1 den de bu gdrililmektedir: Akimin N nok-
tasindaki ifadesi bu noktanin M ile B arasinda olmasi halinde ylizey kiri-
nimi, M ile A arasinda olmasi halinde biraz sonra gdériilecegi gibi gelen

alanin olusturdugu akimi ifade edecektir. (1.8) ve (1.9) formiillerinde

(2.4) bt d 8
konularak aranan bagintilar bulunur.
[ -im/u4 ikRo
(2.5:a) (1'/2m/ 2)e e kacosy/v kRo ¢e(0,a)
(2.5. doa () e ==
LA k(R + MN') |
{2.5.b) { - I'/T/nkRk e /o (x) ¢e(a,B)
3

Gorliliyorki bu terime iliskin manyetik akim sifirdir. Fiziksel olarak
bunlarin ne olduklarini daha iyi gdrebilmek amaciyla elektrik akimi ylize-

yin dogrudan kaynag:i géren bdlgesi icin acikga yazalim:
St ikRo
(2.6) JS(N) =TI e e kcosy/V 2TrkRo
o

Gte yandan gelen alanin manyetik bileseni bu noktada
=3 im MRo > e
(2.7) AN =Ike e © e/2/2TkR_

ile verilmistir. Gelen ve yansiyan manyetik alan bilesenlerinin ylizeyin

bu kisminda olusturdugu akim ise iist taraf mikemmel iletken oldugundan

, S
(2.8) 3° = 2% B0 =3, 9

dir, Gériiliyorki J® akimi dogrudan kaynaktan gelen alanin olusturdugu
o -
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akimdir. Buna ylizey akiminin geometrik optik terimi de denir.

Yiizeyin kaynagi gdrmeyen MB yayinda olusan akima iliskin ifade
(2.5.b) ile verilmisti. Bu terimin fazi R]; - ’M-N\' dir. Yani alan M noktasina
gelip ylzey lizerinde silirlinerek N' noktasina varmaktadir. (2.5.b) ise bu
N' noktasindaki akimin deZerini vermektedir. Oysaki genlik terimi gelen
alanin olusturdugu akiminkinden farklidir. Bu nedenle gelen alanin burada
bir "ylizey kirinimina" ugradigi sdylenir. Demekki bu terim kaynaktan
dogrudan gelen alanin yilizey kirinimina ugramasiyla olusan ilk akim teri-
midir.

M noktasindaki geometrik optik akimini ylizey kirinimi akimina
baglayan bir ddnlsiim katsayisi tanimlamak miimkiindiir. Ancak geometrik
optik akim bu noktada sifirdir. Bu nedenle genellikle yapildiZi gibi

bir slop kirinim katsayisi_tanimlanir.

: >
(2 9 ) Jes - = _a—. Ee(M)T elVl.MON
A o 2z 7 %3¢ Yo ¢’
buradan bu katsayx
(2.9.b) T = 21/ P ()
e \)l

olarak bulunur.

Jl AKIMLARI: A Ayritinda Kirinimlar. Jl akiminin, A ayritindan
kirinim sonucu olusan akimlarin baskin olan ilk terimlerinin hepsinin
toplami olduu ¢=Q daki tekilliginden anlasilmaktadir. Daha ayrintili
bir gériis elde etmek icin faz terimlerine bakmaliyiz. Bu amacgla matrisin
tersi olarak gdriinen ifadeyi bir geometrik seri olarak yazalim. Bu seri-
nin her bir terimi aslinda daha dnce ¢dzdliglimiz Fredholm sisteminin ar-

dig1k yaklasimlariyla elde edilecek terimlerinin bir kismidir. Dolayisiyla
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yakinsaklik problemi olmayacaktir. Aslinda Im x > Q alindigindan bu
seri kugkusuz yakinsaktir ve ayrica bir incelemeye gerek kalmaz. Bu
islem yapilir ve exponansiyel ifadeler kuvvetlerine gdre siralanirsa
bastaki terimleri C ile gdsterilirse

2iBx 3iBx

3
A282A2Bl/x +

+ ...) =

(2.10) J, ifx gt

Celx¢(Al~— A.B

2 le /x + A282Ale

[ee]

2 Wy oon*t 9y ona’
n=0

bi¢cimindedir. Goériiliyorki bu akim sonsuz tane akim bileseninin toplami-
dir. n nin ¢ift terimlerinde A, yani QI(“X) tek terimlerinde ise B,

yani Qz(x) gorunmektedir. O halde bu terimlerin fazlara
2. 138 =
§(2.11.a) ¢2n k(Rk + 2nB + a¢d)

(2.11.b) 0, 01 = KL + a(B-a) + (2n+1)8 + a¢)

olup katedilen yollar acikca gdriilmektedir. Sdzgelimi Jl,O’ Rk kadar
yol almis yani A ayritina gelmis ve orada kirinima ugramis alanin yilizey
Uzerinden slirlinerek olusturdugu akimdir. Yorumu daha kolay gdrmek icin
faz/k = 2 yazip agisal biiyiikliikler yerine yaylar cinsinden yazacagiz
Ve katedilen yollari da katedilmelerine gdre siralayacagiz. Bdylece

akimlarin kimligi hemen gdriilebilecektir:

£2.12.a = 3
) 22n Rk + AN + 2n.AB
£2.12.:5 = R! A -
) 22n 1 Rk + MB +BA + AN + 2n.AB

Bunlara bakarak Jl,2 akimini yorumlayalim. Bu akim A ayritindan kirinan

Ve surunerek B ye gelen ve orada tekrar kirinima ugrayip sliriinerek yeniden
A ya gelip orada bir daha kirinarak olusan alanin yiizey {izerinde siiriine-

rek B ye dogru giderken olusturdugu akimdir. J

1,2n o halde bu sekllde'Qn

W



- 38 -

defa A da 2n-1 defa B de ardisik olarak kirinan alanin ylizey lizerinde
olusturdugu akimlari temsil ediyor.

J nin yol bagintisindan kimligi hemen gdrilmektedir. J

1,2ntl P

M de ylizey kirinimina sonra B de ayrit kirinimina ve A da yeniden kirinan

alanin ylzey lzerinde olusturdugu akimdir. J ise ayni olayin n

1,201
defa ardigik olusumuyla ortaya ¢ikan ylizey akimlaridir. Not edilmeli ki

e}x¢

terimi bunlarin +¢ ler dogrultusunda aktigini gdstermektedir.

J2 AKIMLARI: Bu akim grubu ¢=B da tekillige sahip oldugundan Iy

i¢in yapilan yorumlar bu kez B ayriti icin aynen tekrarlanacaktar. e—lx¢

teriminin varlig: biitlin hepsinin B den A ya aktigini gdstermektedir. Do-
layisiyla bunlar en son B de kirinarak yilizey iizerinde siiriinen alanlarin
olugturduklar: akimlardir. Yine geometrik seriye acip artan kuvvetlerine

gore siralanirsa

©

2. *
(2.13) J, L J2’2n +J

&
B 2,2n#%1

formundadir. Yalniz bu kez ¢ift terimler B, tek terimler Al matrisini

&
ihtiva ettiginden tek terimler ayrit kirinimiyla baslayan akimlari, c¢ift
terimler ise yizey kirinimiyla baslayan akimlarin ardisik kirinimlarini

temsil edecektir. Dogrudan yollar yazilirsa kimlik tespiti hemen gdriile-

hilip:

(2.14.a) =R+ B + BN + 2n.AB

(2.14.p ' =R +%B + BN+ 2n.AB
) 22n+l Rk A
Sézgelimi J2 1 A ayritindan kirinan ve slirlinerek B ye gelip kirinarak

geri d8nen alanin ylzey lizerinde olusturdugu akimdir, vs. O halde ardisik

kirinimlap asagidaki sirayi izlemektedir. A ayritindan kirinimla baslayan
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alanlarain ardisik kirinimlari ve bunlarin akimlari:

Bl T Yo TEs aaec 0 Vs 0n T U0 9nsl

Yizey kirinimi sonucu olusan alanin ardisik kirinimlari ve akimlari:

e s T T T e vl Ty

Artik bu akimlari birbirine baglayan bir akim ddnilisiim katsayilari kolay-

likla verilebilir.

-ix¢ _ o ixb |

(2.15.a) J2’21_1 1 © 15 1.2n

ile tanimlanacak olan Jl on akimlarinin, J

tiglnd belirten katsayinin agik ifadesi

2,201 akimlarina nasil ddnlis-

(2.15.b) do = Db

(A8 D= - o1B%/.

benzer sekilde,

(2.16) —ixd) e ixq>
Y2 on * Iy 8- s i
tanimlanarak
(2.16.b -
) T21 DA2

olarak bulunur. 0 halde asagidaki sonucu elde ettik:

TEOREM (idemen Ongdriisii): Ayni ayrittan kirinarak olusan akimlar ayni
dénlisiim kuralina uyarlar.
BSylece bu Sngdriiniin bdyle bir sistem icin matematiksel kanitini

vermis oluyoruz. Bu gercek akimlari veren ifadenin bir geometrik dizi
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BOLOM 3
TARTISMA VE SONUC

Bu galismada soft-hard denen bir tarafi mikemmel elektrik ilet-
ken, diger tarafi mikemmel manyetik iletken olan bir silindirik serit lize-
rinde ardisik kirinimlari ve bunlara karsi gelen akimlarin dominant terim-
leriincelenmistir. Bu problem kirinim teorisinde az incelenmis olan
bir konu hakkinda anlayisimizin zenginlesmesine katkida bulunmaktadir.
Problemin ¢dzilimiinii olanakli kilan tarihsel kosullara bakildiginda nicin
daha Snceleri incelenemedigi kolayca anlasilabilir. G3rdiikki kanonik prob-
lemin ortaya ¢ikardigi Hilbert Problemindeki cekirdek matrisi asimtotik
halde bile gdzlemle faktorize edilememektedir. Bu faktorizasyona imki3n
Veren yontem Hurd tarafindan 1975 de bulunmus, sdzkonusu matris ise 1981
de Rawlins ve Williams tarafindan faktorize edilmistir. Dogal olarak her
iki tarafi farkli sinir sértlarlna sahip ylizeylerin ayrit kiriniminin in-
celenmesinde matris Wiener-Hopf veya Hilbert problemleriyle karsilasilir.
0 halde matris faktorizasyonunun gdzlemle yapilamadigi hallerde biiyiik
glclilklerle hatta imk3nsizliklarla karsi karsiya kalinacaktir. Seritin
ortaya gikardigi glicliiik ise kullandi3imiz ydntem geregi ikinci bir fakto-
r‘izas.ycmun daha gerekli olmasidir. Bu calismada tesadlifen, matrisin bir

9zelligi sayesinde, ikinci faktorizasyon birinciden hemen elde edilebil-
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mistir. Hilbert probleminin bir Fredholm integral sistemine d&niigtiir{il-
mesinden sonra integrallerin asimtotik ifadelerinin verdigi bir imk@nla
Fredholm sisteminin cebirsel bir sisteme ddniligsmesi ve bunun da sonsuz
terimli geometrik seri olarak yazilabilmesi, hem ardisik kirinimlarin
fiziksel mahiyetini gbzler Oniine sermis, hem de "1demen Konjektiiri" denen
yani ylizey lizerinde ayritlara gidip tekrar ddnen akimlarin ayni kurala
gore birbirine donilistligi varsayimini, tahminini matematiksel olarak
kanitlamamizi saglamigtir.

BOylece ylizey {izerinde yiiksek frekanslar sonucu olugan akim~-
larin ardisik kirinimlarinin her bir terimi icin acik ifadeler verilmis,

bunlarin birbirine nasil doniistiigli gdsterilmigtir.
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